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1. A transzportegyenlet és speciilis esetei

A félév folyamén az alabbi egyenlet szamos specialis esetével és alkalmazéasaival
fogunk foglalkozni:

valt. seb. | = | diff. |—|— | konv. |+| reakcio | —|—| kibocs. |, (1)
amely egyenlet valamely fizikai mennyiség, leggyakrabban tomeg id6beli megval-
tozasat ugy irja le, hogy figyelembe veszi az anyag diffuziojat, (konvektiv) tran-
szportjat, valamint azokat a forrdsokat és nyelSket, amelyek még hozzajarulnak
az anyag mennyiségének megvaltozasadhoz (és amelyek oka leggyakrabban vagy
kémiai reakcio, vagy kémiai reakciéval modellezhets jelenség pl. ki- és bearam-
las), végiil pedig a fizikai mennyiség értékétdl fiiggetlen (esetleg id6tdl és tértsl
fiiggs) kibocsatast (emissziot).!
Igy tehat foglalkozunk a

| valt. seb. | = | diff. | (2)

difftzids egyenlettel a 4.3.2 szakaszban,

| valt. seb. | = | konv. | (3)

(sztikebb értelemben vett) transzportegyenlettel, a 4.2 szakaszban,

| valt. seb. | = | reakcio | (4)

kinetikai differencialegyenlettel, a 3.9 szakaszban, és a

|vélt. seb. |: | emisszio |, (5)

emisszios egyenlettel a 3.1.1 szakaszban, de épp forditott sorrendben! Ennek
oka az, hogy a matematikai szempontbol egyszeriibb egyenletek felsl akarunk

LAz elnyeldés altalaban fiigg az anyagmennyiségtdl, leggyakrabban elsérendd reakcidval
irhato le.



haladni a bonyolultabbak fel¢, annal is inkabb, mert az egyszertibbeknél megtan-

uland6 modszereket altalaban f6l is hasznaljuk a bonyolultabbak targyalédsanal.
Kiilon figyelmet érdemelnek a stacionarius folyamatok, azaz azok, ame-

lyeknél a valtozési sebesség nulla. Ezzel a specializalassal jutunk példaul a

0 = diff.] (6)

Laplace-egyenlethez (4.3.1 szakasz) és a

0 = | diff. |+ [ emisszio | (7)

Poisson-egyenlethez (4.3.1 szakasz), a

0 = [kouv. ] (8)

stacionarius transzportegyenlethez, és a kinetikai egyenlet stacionarius pon-
tjaira vonatkozo

0= (9)
egyenlethez.

Sem az (1) egyenlet, sem a fenti felsorolas nem tekinthetd teljesnek és pon-
tosnak sem matematikai sem fizikai szempontbol. (A fizikai levezetéseket il-
letGen egyébként is a rokon tantargyakra utalunk.) Megemlithettiik volna még
példaul a reakciddiffizid-rendszerek stacionarius pontjaira vonatkozo

0= | diff. |+| reakci6 | (10)

egyenletet is (amely példaul a mintazatképzddeést leiré Turing-féle instabilitasnal
jatszik szerepet), illetve nyilvan szamos (példaul mechanikai, illetve hullam-) je-
lenséget nem tudnank leirni a gyorsulas figyelembevétele nélkiil. Ezért idénként
(példaul a 4.3.3 szakaszban) kilépiink a fenti keretbdl, elss téjékozodasul, mint-
egy térkép gyanant az mégis hasznosnak latszik.

2. A transzportegyenlet konkrét alakja

Valojaban szinte sosem egyetlen anyagfajtaval van dolgunk, hanem toébbel, és
anyagfajtakon kiviil megjelenhetnek egyéb mennyiségek is, példaul a belss en-
ergia vagy a homérséklet. Altalaban feltételezziik, hogy a vizsgalt rendszer
térfogata és nyomasa (gyakran hémérséklete is) 4llandé. Ebben az elegendGen
altalanos esetben a fenti (1) verbalis egyenlet az alabbi formalis, matematikai
mennyiségek kozti egyenletként konkretizalhato:

Ocm (t,x)

ot - V(Dm(tvx)vcm(tvx)) - V(V(t,X)Cm(t,X))

+  fmle(t,x) + gm(t,x) (m=1,2,..., M), (11)

ahol



1. az M € N természetes szam az anyagfajtak szama,

2. az N € N természetes szam a vizsgalt térrész dimenzioja (alkalmazasokban
altalaban 1,2 vagy 3),

3. (t,x) € R*¥ ids- és térkoordinata,

4. a ¢, fuiggvény az m-edik anyagfajta mennyisége (vagy koncentréicidja,
esetleg strtsége),

5. a (matrixértekid) D, fiiggvény az m-edik anyagfajta diffazios egyiitthatoja,
6. a (vektorértékii) v fiiggvény az anyag dramlési sebessége,

7. az fn fuggvény az m-edik anyagfajta képzddési (:=keletkezési-fogyasi)
sebessége,

8. a g, fliggvény az m-edik anyagfajta emisszidja.

3. Kozonséges differencidlegyenletek:
Ismétlés, kiegészitések

A forrastag vizsgalata érdekében a (3) egyenlet

|védt. seb. | = | reakcio |, (12)
specialis alakja helyett valamivel altalanosabban az
¢(t,x) = f(t,x, c(t,x)) (13)

kozonséges differencialegyenlettel kell foglalkozunk.
Vizsgalatainkat az alabbi 3.9. szakaszban majd specializaljuk a kinetikai
differencidlegyenletek esetére.

3.1. Megoldasi moédszerek néhany egyszeri tipusra

[Toth és Simon, 2005, 3.1-3.6., 4.2. és 5.3. szakasz|.

3.1.1. Kozvetleniil integralhato egyenletek

Az emisszi6 leirasdhoz a kozvetleniil integralhatd egyenletek megoldasara van
sziikséglink.

1. Gyakorlé feladat Egy gazmotor emisszidja:

m m,
gco (t, X()) = 23333?g gNoO, (t, X()) = 3250?g



Egy ora alatt mennyi bocsat ki a két anyagbol a motor? Es ha az emisszio
stirtiségét adjuk meg, tehat példaul:

goo, (t,x0) = 123%

akkor tudunk vélaszolni arra, hogy Budapest és Szeged kozott egy adott tér-
részben mekkora a kibocsatott anyag 6sszmennyisége. (A két varos tavolsagat
vegyiik 170 km-nek.)

Az emissziot altaldban az

dem (t, %)
ot

egyenlet irja le, ahol az egyenlet vonatkozhat a tomeg vagy a stirtiség idébeli
megvaltozasara. Ebben az egyenletben a helyet jelents x vektor paraméterként
szerepel, ami azt jelenti, hogy ennek tetszdSleges értéke mellett meg kell olda-
nunk az egyenletet, tehat valoban kozonséges differencialegyenlettel van dol-
gunk, mégpedig

=gn(t,x) (m=12,...,M),

Em(t) = gm(t) (m=1,2,..., M),

alaki, kozvetleniil integralhato rendszerrel. Tipikus esetben az emisszio idGben
valtozik, tehat nem egyszeri szorzas adja az eredményt, mint a fenti trivialis
feladatoknal, hanem az emisszio sebességének integralja. Hasonloan, a tavolsag
szerinti strtség is jellemzGen fiigg a helyt6l (nem mindegy, hogy felfelé, lefelé
vagy sik terepen haladunk.)

Mas, szamunkra érdekes feladatok leirdsara is hasznalunk kozvetleniil inte-
gralhatoé egyenleteket.

2. Gyakorlé feladat Egy hogolyo olvad, a térfogatcsokkenés sebessége mindig
a felszinnel aranyos. Ha 10 6rakor a térfogata 500 cm?®, 11 érakor pedig 250 cm?,
hany o6rakor olvad el teljesen?

3. Gyakorlo feladat Berepiil a szobaba két hogolyo, az egyik sugara a mésiké-
nak kétszerese. Olvadasuknal a térfogatcsokkenés sebessége ardnyos a felszin-
nel. Mekkora lesz a nagyobb hogoly6 sugara akkor, amikor a kisebbik teljesen
elolvad?

3.1.2. Autoném egyenletek

A legegyszertibb példa a baktériumok szaporodésara, a radioaktiv bomlasra,
illetve az els6rendii reakciora folirt egyenlet. Szintén autoném egyenlet az
z(t) = /|z(t)] egyenlet, amelyet az egyértelmiiség fogalméanak bevezetésével
kapcsolatban vizsgaltunk.

Ilyenre visszavezethetd a homogén egyenlet.

3.1.3. Szétvalaszthato valtozéja egyenletek

Be- és kifolyas, reakciéval és anélkiil.



3.1.4. Linearis egyenletek

Alapvetd tulajdonsagok, kapcsolat az el6z6khoz, két megoldasi modszer. Ilyenre
visszavezethet§ a Bernoulli-egyenlet.

3.1.5. Egzakt differencialegyenletek
Hényados jobboldala egyenlet, egzakt egyenlet. Integralo tényezs.

3.2. Definicidk, egzisztencia- és unicitastételek

[Toth és Simon, 2005, 2.4-2.5. szakasz].

4. Gyakorl6 feladat Melyik operator homogén, additiv, linearis az alabbiak
koziil? (y elegendGen sokszor differencialhato fiiggvények terébdl vétetik, v valos
paraméter.)

Loy —yy" +uvy?,
2. y—y(0)+y,

3. y»—)foysin.

5. Gyakorlé feladat Osszehtzas-e az M > z — z2 leképezés,
1. ha M = [—%,%];
2. ha M = [-1,1]? Fix pontja(i)?

6. Gyakorlé feladat Osszehuzéas-e az [%, ]2+~ 1+ch leképezés? Fix pon-
tja(i)?

7. Gyakorlé feladat Osszehizas-e az R? 3 (2,y) — (x, —y) leképezés? Fix
pontja(i)?

8. Gyakorlé feladat Osszehtizas-e az R? 3 (z,9) +— (z,y?) leképezés? Fix
pontja(i)?

1. Hazi feladat A Picard-Lindelof-tétel [Toth és Simon, 2005, 44. oldal] alapjan
becsiiljiik meg az v (z) = 2zy(z)? differencidlegyenletre vonatkozo kezdetiérték-
feladat teljes megoldasdnak értelmezési tartoméanyat,

1. ha y(1) = 2 és Q:=]0,2[x]1, 3[;

2. ha y(0) =1 és Q:=] — 2, ¥2[x]0,2].



3.3. Implicit egyenletek

Ezek legtobbszor nem szerepelnek (most sem), nincsenek leirva a konyviinkben,
van, amihez jol jonnek, ezért irtam le.

Koénnyt megadni olyan implicit egyenletet, amelyiknek nincsen (valos értéki)
megoldasa: [Toth és Simon, 2005, 32. oldal, (2.19)].

1. Tétel Legyen N € N;Q c R2N+! Gsszefiiged nyilt halmaz, és tegyiik fel,
hogy f € C(Q, RY) utolsé két valtozojaban teljesiti a Lipschitz-feltételt, azaz

E171171/2 S R—"_V(t,pl,ql), (t7P27QQ) S Q
I£(¢, p1,q1) — £(¢, P2, d2)| < Li|p1 — p2| + La|ar — qz|. (14)

Legyen (7,€,7m) € Q,n € R¢, tovabba tegyiik fel, hogy n = f(7,£€,m), és
IM,ce R™Y(t,p,q) €2 |f(t,p,q)| <M |f(t,p,q) —yo| <c.

Tegyiik fel még, hogy {(t,p,q) € R*N*1 [t—7| < a,[x—§| <b,[y—n| < c} CQ,
és hogy 1211:2 > %,Lg < 1. Akkor az

x(t) = £(t,x(t),%(t)) x(1) =&

kezdetiérték-problémanak létezik egyetlen megoldésa, amely folytosan differen-
cidlhaté a J7 — h, 7 + h[ intervallumban, ahol h := min{a, 2 }.

Alapvetd allitasok, megoldasi modszerek, példak a varidcidoszamitasi részbol
is.

3.4. Nemlinearis rendszerek megoldasi mddszerei

Verifikalas, elsG integral (v. 6. egyvaltozos autoném egyenletek), jelentése,
fliggetlen els6 integralok, trajektoria, megoldas, koordinatafiiggvények, atviteli
elv és kikiiszobolés. Integralhaté kombinacidok:=elss integrélok.

Jo lesz majd elsérendii PDEkre, kinetikai diffegyenletekre stb.

Ujdonsag, sok feladattal. Ide bele, amit Amesbdl lehet.

3.5. Megoldas hatvanysorokkal

3.6. Peremérték-feladatok megoldasi moédszerei

[Toth és Simon, 2005, 5.4-5.7. szakasz].

Az eddigiekben a kozonséges differencidlegyenletek megoldasat igyekeztiink
elgallitani szimbolikusan és pontosan avagy numerikusan, de kozelitSleg. Az
alabbiakban folvessziik azt a fonalat, amit a szélsGértékhelyek, inflexios pontok,
iranyvonalak, nullavonalak, irAnymezé vizsgalata jelentett, vagyis a megoldasok
elGallitdsa nélkiil probalunk valamit mondani a megoldasok tulajdonsagairol,
azaz a kvalitativ elmélet néhany fejezetét tanulmanyozzuk.



3.7. A stabilitaselmélet elemei

Stac pontok. [Toth és Simon, 2005, 7.1-7.4. szakasz|.

3.8. Autonoém egyenletek, dinamikai rendszerek

[Toth és Simon, 2005, 8.1-8.4. szakasz|.

9. Gyakorlo feladat Az A varosbol a B varosba két egymast nem metsz6 ut
vezet. Tudjuk, hogy a két gépkocsi, amelyek egy 2I-nél révidebb kotéllel vannak
Osszekotve, és amelyek a két kiilon b6z uton indulnak el A-bol B-be, képesek
atjukon végigmenni anélkiil, hogy elszakitanak a kotelet. Képes-e két kor alaki,
[l sugaru szénasszekér elkeriilni egymaést, ha a szekerek koézéppontjai a két tuton
haladnak, egymassal szemben?

10. Gyakorl6 feladat Mutassak meg, hogy ha egy autoném kézonséges differ-
encidlegyenlet megoldasanak argumentumat tetszéleges szammal eltoljuk, ismét
megoldast kapunk.

3.9. Kinetikai differenciadlegyenletekrdl

[Erdi, Toth, 1989, Farkas H. és mtsai, 1992] Ebben a részben az (1) egyenlet
alabbi specialis alakjaval foglalkozunk:

valt. seb. | = | reakcio |, (15)

amit a kdvetkezSképpen szokas kozelebbrél specifikalni.

Stac. pontok, itt kiillondsen jo a Grobner-bazis. Példa elsérendiire, méso-
drendt trividlisra és nemtrivialisra.

Félig stacionérius, 41. kotet, igy hiilyeség, pontosabban Heineken, Tyihonov,
QSSA, Turanyi.

k
2. Hazi feladat Az A+ B %‘ 2A kémiai reakcioban hatarozzuk meg a két

anyagfajta egyensilyi koncentracidjat, feltéve, hogy a kezdeti koncentraciok
[A](0) = 0.1, [B](0) = 0.2. Mit mondhatunk a koncentraciok idébeli lefutasarol
és hosszutava viselkedésérsl?

3. Hazi feladat [Ames, 1968, 9. oldal] (Ames, W. F.: Nonlinear ordinary dif-
ferential equations in transport processes, Academic Press, New York and Lon-
don, 1968; 9. oldal

the equations for the constant volume gas phase pyrolysis of toluene
are

A1£>A2 + Az A3+ A1£>A2 + Ay Az + A1ﬁ>A5 + A6
A+ A5 A0 + A7 24,225 44



Mi az egyes formalis anyagfajtak kémiai jelentése a fenti mechanizmusban? Irja
{6l a reakcio kinetikai differencialegyenletét. Keressen tipikus koriilményeket és
azokhoz tartozo sebességi egyiitthatokat. Hasznos lehet:
Benson, S.: Foundations of chemical kinetics, McGraw-Hill, New York, 1960.
[Benson, 1960].

4. Hazi feladat Mensutkin mérései szerint (idézi [Schwetlick, 1978, 38-39. oldal]
) ecetsavanhidrid és izobutil-alkohol benzololdatban az aldbbiak szerint reagal:

(CH3CO)s + i—CyHyOH—5CH;COOC,Hy + CH3COOH.

A kezdeti koncentraciok: [CH3CO)2](0) = 0.304 mol, [i—C4HyOH](0) = 0.304
mol. Toémeghatés tipust kinetikat feltételezve hatarozzuk meg a sebességi egyiit-
thatét az alabbi tablazatban talalhato koncentracid-idé parok felhasznaléséval:

t1d6 | [CH;COOH](?)
(5) (mol/1)
600 0.086
1200 0.138
1800 0.167
2400 0.189
3600 0.216
7200 0.250
10800 0.267
14400 0.274

Milyen becslést adhatunk az aktivalasi energia értékére, ha tudjuk, hogy a
méréseket 373 K fokon végezték?

5. Hazi feladat Pickles és Hinshelwood mérései szerint (idézi [Schwetlick, 1978,
89. oldal]) a hémérséklet a piridin és a metiljodid benzonitrilben véghemend
reakciojanak sebességi egyiitthatojara az alabbi tablazatban megadott modon
hat:

T hémérséklet 10°k(T)

(K) | (1/(mdls))

273.0 3.59

298.0 30.4

312.9 91.8

333.0 340

353.0 1120

Feltételezve az
k(T) = Ae™ #r

Arrhenius-képlet helyességét becsiiljiik meg az A preexponencialis tényezét
és az F aktivalasi energiat.



6. Hazi feladat Kiralis anyagok atalakulasanak egy egyszerd, Franktol szar-
maz6 modellje:

£y £y
AZBR, AZBS A+ RE9R A+ 5Eas. (16)

Irjuk 51, és oldjuk meg a fenti reakcié indukélt kinetikai differencialegyenletét.
Mutassuk meg, hogy a teljes megoldas értelmezve van az egész szamegyene-
sen. Bizonyitsuk be, hogy az ee(t) := :Eg;;gg Osszefiiggéssel értelmezett enan-

tiomer felesleg hatarértéke t — 400 esetén kisebb, mint kiinduléaskor.

7. Hazi feladat Két enzim és egy szubsztrat, illetve két szubsztrat és egy en-
zim esetén milyen modellt irnank {6l az anyagfajtak idébeli valtozasara?

8. Hazi feladat Els6rendd bomlasi folyamatot mértiink 0.2 percenként, és az
alabbi id6-koncentracioé parokat kaptuk:

Id6pont (perc) Koncentracio

0.2 1.002
0.4 0.500
0.6 0.249
0.8 0.124
1.0 0.061

Meg tudnék-e becsiilni a sebességi allandot?

9. Hazi feladat Mekkoralesz az A — B — C reakciéban a C anyag keletkezésének
sebessége abban az id6pontban, amikor a B anyag koncentraci6ja a maximumat
veszi fel?

10. Hazi feladat Az etil-acetat elszappanositasi reakcidja natronliuggal a kbvetkezd
reakcidegyenlet szerint zajlik:

CH3COO — CoHs + NaOH—CH3COONa + CoH5OH.

Ha az etil-acetat kezdeti koncentracioja a = 0.02 tomegszazalék, a natriumhidrox-
idé b = 0.004 tomegszazalék, és azt tapasztaljuk, hogy az etil-acetat koncentra-
ci6ja 25 perc milva 10%-kal csokken, akkor mennyi id6 alatt csokken a koncen-
tracio 15%-kal? (A reakcidsebesség a tapasztalat szerint aranyos a reakcidéban
lévs anyagok aktualis id6pontbeli koncentréacidinak szorzatéaval.)

Tovabbiakat innen: [Pilling és Seakins, 1995, Schubert, 1976, Schwetlick, 1978].
A reakciokinetika mérési modszereirsl magyar nyelven: [Jacimirszkij, 1966].

11. Hazi feladat Kinek a kavéja melegebb

12. Hazi feladat Hogolyo



13. Hazi feladat Ki lesz vizesebb, aki all, vagy aki megy?
http:/ /www.google.es/search?hl=es&q=rain-+walk-+run&btnG=Buscar+con+Google&meta=&aq=f&oq-

14. Hazi feladat (Ames, W. F.: Nonlinear ordinary differential equations in
transport processes, Academic Press, New York and London, 1968; 5. oldal)
[Ames, 1968, 5. oldal]

As an illustration of this concept we consider an example which
occurs in a boundary layer problem in aeronautics. The equation
describing the process of fluid separation from an airfoil surface is

y(my"(n) +vy'(n)* =0
where v 1= £,
o

Mi ez a folyamat? Mi a valtozok és a paraméterek jelentése és tipikus értéke?
Van olyan v érték, amelyikre egyszertien meg tudnénk oldani?

4. Parcialis differencialegyenletek

[Toth és Simon, 2005, 9.1-9.4. szakasz]|.

4.1.
4.2. Elsérendi egyenletek

Itt a f6 célunk a (??) egyenlet és a néla kicsit altalanosabbak megoldéasa. Ehhez

fol fogjuk hasznalni a nemlinearis kozonséges differencialegyenlet-rendszerek megoldasaban

szerzett tapasztalatainkat.

15. Hazi feladat Hatarozzuk meg az ltaldnos megoldast: y%{’c%@’y) =

x—vy.

16. Hazi feladat Hatarozzuk meg az adott feltételt kielégits megoldast: y2 %—i—
oz(z,y) _ 0 .2

=g ==z, 2(0,y) =y".

4.3. Masodrendi linearis egyenletek
4.3.1. A Laplace-egyenlet és a Poisson-egyenlet

17. Hazi feladat Mutassak meg, hogy ha a Laplace-egyenlet megoldésanak
argumentumat tetszéleges vektorral eltoljuk, ismét megoldast kapunk.

18. Hazi feladat Keressiik meg a Laplace-egyenlet harmadfokipolinom-alakt
megoldasait.

19. Hazi feladat Irjak fol részletesen a Poisson-egyenlet numerikus megoldasanal
szerepl6 méatrixot abban az esetben, amikor N = 2, M = 3.

10



20. Hazi feladat Bizonyitsak be, hogy a Poisson-egyenlet numerikus megoldésanal
szerepl6 matrix invertalhato.

4.3.2. A hévezetési vagy diffazios egyenlet

[Carslaw and Jaeger, 1959] alapjan olyan példa, amelyik nem véges, nem teljes
tér. Vagy: Evans?

4.3.3. A hullamegyenlet
Sk 3k 3k koK 3K 3K 3k Sk Sk Sk ok KK KK R >k R R R >k sk sk skosk skoskoskoskoskoskoskosk sk

MARADEK FELADATOK

1. Ismeretes, hogy az 8 elektromos dramerdsség és az E elektromotoros erd
kozott abban az aramkorben, ahol egy R nagysagu ohmikus ellenallas és
egy L 6nindukcioju tekercs van, a kovetkezs Osszefiiggés all fenn: E(t) =
RB(t)+LB'(t). Legyen specialisan E(t) = Ey. Hatarozzuk meg az aramerdsség
értékét minden ¢ € R id6pontban és t — 400 esetén.

2. A tartalyban 100 liter vizben oldva 10 kg s6 van. A tartalyba folyam-
atosan vizet vezetnek be, percenként 5 litert, ez elkeveredik az oldattal. A
keverék ugyanilyen sebességgel folyik ki. Mennyi s6 marad a tartalyban
egy 6ra milva? Es ha percenkeént 3 liter folyik ki? (Tegyiik fel, hogy ehhez
elegend@en nagy a tartaly.)

3. A 200 m? térfogati szobaban 0.15% szén-dioxid gaz van. A ventillator
percenként 20 m? friss leveg6t fij be, amelyben csak 0.04% szén-dioxid
van. (A friss levegs a bentivel azonnal elkeveredik, és ugyanannyi levegs
ki is aramlik a szobabol.) Mennyi id§ mulva csokken a szoba levegGjében
1év6 szén-dioxid mennyisége a harmadéara?

4. A rakéta mozgasegyenlete (Ciolkovszkij) fiu + rha = F, ahol a kiaramlo
ghz dramerdssége p = —dm/dt, relativ sebessége u(t).

V(t) = u x In(mg/m(t)), (Ciolkovszkij-egyenlet) gravitacioval: V(t) =
u x In(mg/(mo — mt)) — gt

Autora termény esik, illetve esd.
5. A radioaktiv anyag eredeti mennyiségének 50%-a elbomlott 30 nap alatt.

(Felezési ideje tehat 30 nap. Ha ez realis érték, akkor melyik anyagé?)
Mennyi id6 milva marad meg az eredeti mennyiség 10%-a?

6. Mondjon legalabb harom példat az ¢ = kx x(0) = =z¢ kezdetiérték-
probléma alkalmazésara. Adja meg a fliggetlen és a fliggd valtozo és a
k paraméter jelentését, k elGjelét és mértékegységét.

7. Kicsit varélni kellene a konyvhoz képest.

Legyen at € R id6pontban a vérben a gliikoz koncentracioja c(t) mg/ml,
és tegyiik fel, hogy a gliikozt intravénasan adagoljuk, percenként 0.1 mg
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sebességgel, és legyen 51 a vér térfogata. A gliikkoz — koncentracidja-
val aranyos sebességgel (elsérendii bomlasi reakcioban) — mas anyagokka
alakul at. Irjuk ol a glitkozkoncentracio idébeli alakulasat jellemzé differ-
encialegyenletet, majd megolddsanak vizsgalata utjan adjuk meg a kon-
centracio stacionarius (azaz hossza id6 utan megkozelitett) értékét.

8. Az 50 kTm sebességgel haladd auté 40 m-re van a szakadéktol. Mekkora
allando lassuléassal kell fékeznie, hogy idejében meg tudjon allni?

9. A kemencébdl kivett kenyér hdmérséklete 30 perc alatt a kezdeti 120°C-rol
60°C-ra csokken. A levegs hémérséklete 30°C. A hiilés kezdetétsl szamitva
mennyi id6 alatt csokken a kenyér hémérséklete 40°C-ra? Newton térvénye
szerint egy test lehiilési sebessége egyenesen aranyos a kornyezet és a test
hémeérsékletének kiilonbségével. Mennyi id6 alatt kozeliti meg a kenyér
hémérséklete az allandosult (egyensulyi) értéket 1°C-os eltéréssel?

10. Egy RC-kérben (amely tehat egy sorbakapcsolt ellenallasbol és konden-
zatobol all) kikapcsoljuk az adramforrast. A kikapcsolas utani pillanat-
ban a rendszerben Iy erdsségii aram folyik. Hatarozzuk meg a t — I(t)
aramerdsséget mint a kikapcsolas ota eltelt ¢t id6 fiiggvényét.

11. Hatérozzamegaz 2z’ = 2> x(0) = xo kezdetiérték-probléma teljes megoldasa-

nak értelmezési tartomanyat, ha zy tetszéleges pozitiv szam. Mi az ered-
mény fizikai/kémiai jelentése? Es ha xq < 07

12. Hatérozza meg az @’ = (1 — ) x(0) = zo kezdetiérték-probléma teljes
megoldasat azokban az esetekben, amikor zyp < 1, x9p = 1, és amikor
xo > 1. Mi az eredmény fizikai/kémiai/biologiai jelentése?

13. A tartalyban 100 1, 10 kg sot tartalmazo oldat van. Percenként befolyik
10 1 viz, a keverék ugyanilyen sebességgel atfolyik egy masik, 100 l-es
tartalyba, amely kezdetben tiszta vizzel volt megtoltve. A tulcsorduld
folyadék a masodik tartalybol elfolyik. Mikor lesz a méasodik tartalyban a
legtobb s67 Mivel lesz egyenls ekkor a mennyisége?

14. Legyen egy populacioban a megfertézhets (szuszceptibilis, de egészséges)
egyedek szdma a t id6pontban x(t), a fertézott (és egyben fert6z6, rovi-
den beteg) egyének szama y(t). A betegek szamanak idébeli valtozasat az
y'(t) = bx(t)y(t) differencidlegyenlet jol leirja. (Miért hihets ez?) Tegyiik
fel, hogy kezdetben egyetlen egyed beteg, és hogy a betegek és egészsége-
sek szamanak Osszege alland6. Hatarozzuk meg a betegek szamat az idd
fiiggvényeként. Milyen modon lehetne/kellene realisztikusabba tenni a
modellt?

15. Izsak-JN-Varga Zoltanbol viragnovekedés.

>k ok ok >k ok ok >k ok ok ok ok ok ok ok kook kok sk ok sk k sk kk

21. Hazi feladat
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5. Fizikai allanddék

Jel | Név Erték SI egység
R | univerzalis gazallandd | 8314.41 ]

kmol K

6. Aproésagok Ames konyvébdl

Oldal

2 inviscid having no viscosity

4 quagmire a soft wet area of low-lying land
that sinks underfoot

6 But reject it we must.

11 potpourri a jar of mixed flower petals
and spices used as perfume

12 trite repeated too often;
overfamiliar through overuse

18 sludge the precipitate produced by

sewage treatment

7. Szempontok az olvasmany feldolgozasahoz

7.1. Mit lehet megtudni az irasmi formai elemzésébél?
A kovetkez szempontokat lehet megvizsgalni.

1. Megjelenés helye, folyoirat szinvonala (impaktfaktor és SJR http://wuw.
.scimagojr.com)

2. Szerz&k munkahelye

3. Terjedelem (pl. Osszefoglalo cikkrdl van szd, vagy 0j tudoméanyos ered-
meényeket tartalmazorol), abrak és hivatkozasok szama

4. Elektronikus melléklet megléte és tartalma (adatok, matematikai levezetések)
(teljesiti-e a reprodukélhatosag alapvets kovetelmeényét)

5. Koszonetnyilvanitas cimzettje, tdmogatasok forrasa (dohanygyar és rakku-

tatés...)

7.2. Melyek azok a kérdések, amelyeket senki nem fog
meguiszni?

1. Egyetlen mondatban ismertesse a dolgozat céljat.
2. Milyen kisérleti, elméleti és matematikai modszereket hasznal az iromany?
3. Milyen korabbi vagy mostani tantargyakhoz kapcsolodik a téma?

4. A kittizott célt eléri?
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5. Hogyan lehetne, kellene folytatni ezt a munkat?

6. Talalt-e az olvasmanyhoz kapcsolodo tovabbi érdekességeket a halon (wikipedia,
demonstrations.wolfram.com) vagy masutt?

7. Beleakadt-e olyan forrasra, amely kozérdekid? (Masoknak is hasznos se-
gédeszkoz, arra kellene az eladast alapozni stb.)

Kezdé olvasék szamara nem rossz otlet a cikk sz6 szerinti leforditasa, de ezt
ugy érdemes kezdeni, hogy el6bb legalabb egyszer szotarozas nélkiil az egész
cikket elolvassuk, hogy képiink legyen az egészrdl.

Végiil pedig: elegendd szami jelentkez6 esetén csinalhatunk minikonfer-
enciat a potlasi héten, ahol a szoébeli vizsga helyett a jelentkezdk 15 perces
szamitogépes prezentacioval tamogatott el6adésban ismertetik az olvasméanyukat.
Erre emilben lehet jelentkezni, mondjuk november elsejéig.

Tovabbi bolcsességek taldlhatok példaul itt: [Csermely és mtsai, 1999].
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Kérdések a vizsga irasbeli, beugro6 részéhez

. Mit mond ki a Cauchy—Peano-tétel?

Mit mond ki a Picard-Lindel6f-tétel?

Mutasson példat autoném differencidlegyenletre.

Mutasson példat nemautonoém differencidlegyenletre.

Mutasson példat autondém differencidlegyenletrendszerre.

Mutasson példat nemautonom differencidlegyenletrendszerre.

Mutasson példat kozvetleniil integralhaté differencialegyenletre.
Mutasson példat kozvetleniil integralhato differenciélegyenletrendszerre.
Mutasson példat szétvalaszthatod valtozoju differencidlegyenletrendszerre.

Milyen elégséges feltételeket ismer kezdetiérték-problémék megoldasanak
létezésére?

Milyen elégséges feltételeket ismer kezdetiérték-problémék megoldasanak
egyértelmiiségére?

Mutasson példat linearis regressziora.

Mutasson példat paraméterekben linearis, valtozokban nemlinearis flig-
gvényre.

Mutasson példat paraméterekben nemlineéris, valtozokban lineéris fiig-
gvényre.

Mutasson példat stulyozott linearis regressziora.

Mutasson példat tobbvaltozos stulyozott linearis regressziora.
Mutasson példat tobbvaltozos linearis regressziora.

Mutasson példat linearizalhat6 regressziora.

Mutasson példat nem linearizalhat6 regressziora.

Mutasson példat paraméterbecslésre implicite adott fiiggvénnyel.
Mutasson példat linearis differencidlegyenletre.

Mutasson példat homogén linearis differencidlegyenletre.
Mutasson példat elsérendii linearis differencialegyenletre.

Mutasson példat allando egytitthatos linearis differencidlegyenletre.
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25.

26.
27.
28.

29.

30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Mutasson példat allando egyiitthatos linearis homogén differencialegyen-
letre.

Mutasson példat linearis inhomogén differencidlegyenletre.
Mutasson példat linearis homogén differencialegyenletre.

Mutasson példat allando egyiitthatos linearis inhomogén differencialegyen-
letre.

Mutasson példat allando egyiitthatos linearis homogén differencialegyen-
letrendszerre.

Mutasson példat Bernoulli-egyenletre.

Mutasson példat egzakt differencidlegyenletre.

Mutasson példat nemkonvex sikbeli halmazra.

Mutasson példat nem csillagszert sikbeli halmazra.

Mutasson példat nem nyilt sikbeli halmazra.

Mutasson példat nem Osszefiiggd nyilt halmazra a szdmegyenesen.
Mit nevezilink altaldanos megoldasnak?

Mutasson példat stabilis, de nem aszimptotikusan stabilis egyensiilyi helyze-
tre.

Milyen tipusii egyensiilyi helyzet az origo, ha a 2 x 2-es egylitthaté méatrix
sajatértékei 2 és 37 Készitsen vazlatos rajzot.

Milyen tipusii egyensiilyi helyzet az origo, ha a 2 x 2-es egylitthaté méatrix
sajatértékei —2 és —37 Készitsen vazlatos rajzot.

Milyen tipusi egyensilyi helyzet az origo, ha a 2 x 2-es egyiitthatdé métrix
sajatértékei 2 és —37 Készitsen vazlatos rajzot.

Milyen tipusi egyensilyi helyzet az origo, ha a 2 x 2-es egyiitthatdé métrix
sajatértékei 2 + i és 2 — 7 Készitsen vazlatos rajzot.

Milyen tipusi egyensilyi helyzet az origo, ha a 2 x 2-es egyiitthatd métrix
sajatértékei —2 + i és —2 — 17 Készitsen vazlatos rajzot.

Milyen tipusii egyensiilyi helyzet az origo, ha a 2 x 2-es egylitthaté méatrix
sajatértékei +2i és —2i7 Készitsen vézlatos rajzot.

Mutasson példat elsérendd kvézilinearis, de nem linearis parcialis differ-
encialegyenletre.

Mutasson példat elliptikus parcialis differencidlegyenletre.
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46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.

94.

95.

56.

57.

98.

99.

60.

61.

Mutasson példat parabolikus parcialis differencidlegyenletre.
Mutasson példat hiperbolikus parcialis differencidlegyenletre.
Mutasson példat alaprendszerre.

Mutasson példat alapmegoldasra.

Mutasson példat alapfiiggvényre.

Mit neveziink az f és g fiiggvény kompozicidjanak?

Mit neveziink az f és g fiiggvény konvolicidjanak?

Mi a Fourier-modszer lényege?

Irja fol a z% + sin(y)%@’y) = 0 parcialis differencialegyenlet karak-
terisztikus egyenletét.

Irja fol a cos(z)% + ln(y)%zy) = 0 parcialis differencidlegyenlet
karakterisztikus egyenletét.

Irja fol a x/ 2% + sin(yQ)%Z’y) = 0 parcialis differencialegyenlet

karakterisztikus egyenletét.

Bu(:c ou(x

frja fol a (z+y) 2489 4 cos(y —x) 6y7y) = 0 parcialis differencialegyenlet
karakterisztikus egyenletet

8u(1 Ou(x

Irja fol a (x — y) 282y ) sin(xy) y’y) = 0 parcialis differencidlegyenlet

karakterisztikus egyenletet

Bu(:c ou(x

y’y) = 0 parcialis differencidlegyenlet karak-

frja fol a o 24v) +sin(y/x)
terisztikus egyenletet

Mi annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy a 1) : R™ — R folytonosan
differencialhato fliggvény az a'(t) = f(xz(t)) autoném egyenlet elss inte-
gralja legyen?

Mi lehet az els6 integral jelentése?
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