1.

Matematika A1 épitSkari hallgatoknak
Integralas osszefoglalo

Integralasi moédszerek

. Az integrandus f(ax + b) alaku

[ flaz +b)dz = L [af(az + b)dz = w + C, ahol F az f fiiggvény
primitiv fiiggvénye, példaul:

J(Br+2)3de = 18020 | 0= L34 2)4 4 C

Feladatok: 1ntegraljuk ki €524 sin6z — 4, m7 sinh(2 — 7x)
. Az integrandus f™(x) f'(x) alaka

[ @) f (@)de = L) 4 ¢ peldaul:

[a?(22% + 4)dw = § [62%( 2x3+4)dx*%(21’3;4)2+0

Feladatok: integraljuk ki sinwcosz, 1 (1 —e”)3, (arﬁ%
. Az integrandus % alaku

Ik J;((;) dz =In|f(z)| + C, példaul:

i §i7d:c =In(2>+7)+C

Feladatok: integraljuk ki tanz, ——, 5;?3859;, 65513
. Integrélas helyettesitéssel

[ f(u(z))dz esetén alkalmazhatjuk a ¢ = u(x) helyettesitést, ebb6l az

egyenletbol x kifejezhets, és dx helyébe az inverz fliggvény derivaltjaval
megszorzott dt keriil, példaul:

[ (3z + 2)3dz, ekkor legyen t = 3z + 2, ezzel x =
18y

[Bz+2)P3de =1 [Bdt=15 +C=4Be+2*+C

%, xVhr+3, V1—22, 2v1+a2

T? azaz dor = 1dt és

Feladatok: integraljuk ki

. Parcialis integrélas

[ (z)v(z)dz = u(z)v(z) — [ u(z)v'(z)dz, ennek hasznalatat a feladatok
soran lathatjuk, példaul:

5z 5

[ ze’"dx esetén v = x, u' = €77, ezzel tehat v/ =1, u = 1€, azaz

5x _ 1 1 5ac 1,. 5z  e°®
JxePde = tae™ — [ feP7da = Sme “s+C
21:

Feladatok: integraljuk ki Inx, xsin 2z, 2xarctanz, sin x



2. Racionalis tortfiiggvények
A tortet addig alakitjuk, amig el nem érjiik, hogy a szamlilo6 foka kisebb legyen,
mint a nevez$é. Ezutan dltalaban a kdvetkezs alapesetek valamelyikéhez jutunk:
1. tipus: [ — A sdr =2 s de = 41naz + b + C, példaul:
fmdxz SIn[3z+2|+C

2. tipus: fﬁdx =4 [a(az +b)"dx = %M +C (itt n # 1),

—n+1
példaul:
5 _ 5 (3a+2)"?
S Gor2pdr = 5775
3. tipus: f(aff“;)ﬂ =47 E‘f;fb)g (itt n # 1), azaz Osszeggé bontva az

elc’ibbiek szerint megoldhato példaul:
[ matapde =3 [ GH5tde =3 [ grrapde—3 [ gitapde = § [ 332+
~1 —2
2)"2dz — 10 [3(3z +2)3dz = gmf? ~ WGty ¢

-2

4. tipus: a nevezd olyan masodfokt polinom, aminek valos gyokei vannak,
ekkor parcialis tortekkel két els6foku nevez§jivé lehet bontani, példaul:

£23:v34;2+2dx _ f ;;—51 + w%dx = —5]n‘x— 1| +81n|1772\ +C

5. tipus: a nevezd olyan mésodfoki polinom, aminek nincs valés gyoke, ekkor
visszavezetjiik egy In és egy arctan Gsszegére, példaul:

f a:2f;3+5dx = %f w22z ;;:E)d.f =3 1n|:c2 — 2z + 5| + f

$In|z? — 2z + 5| 4 2arctan(251) + C

dx =

1
T+

3. Trigonometrikus fiiggvények hatvanyai

1. Ha sin paratlan, cos barmilyen (nem els$) hatvanyon szerepel

Ekkor sin?" ™! 2 = sinxsin®" 2 = sina(1 — cos?

szépen alakul, példaul:

x)™ atalakitassal minden

[ sin® xcos? zdz = [ sina(1—cos? x) cos xdr = [(sinx cos z—sin z cos® r)dx =
%sinzx—i— icos‘lx—i—C’
Feladat: integraljuk ki sin® z

2. Ha cos paratlan, sin barmilyen (nem els6) hatvanyon szerepel

Ekkor ugyanezt csinaljuk forditva: cos?*t! n

sin? )", peldaul

x = cosxcos®™x = cosx(l —
_ -2 . o . -3 _
[ cos® zsin® zdz = [ cosz(1—sin® z) sinzdz = [(coszsinz—cos z sin® x)dz =
%sinzx— isin‘lx—i—c
Feladatok: integraljuk ki cos® z
3. Ha sin és cos is paros kitevén szerepel

Ekkor pedig a sinxzcosz = %sin?z, sinz = % illetve cos?z =

W azonossagokat hasznaljuk, példaul:
Jcos? xdx = f(% + %COSQ(L’)dx =24 Sin% +C

Feladat: integraljuk ki sin’® x cos® ©



