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Matematika A1 épitSkari hallgatoknak
Integralas gyakorlofeladatok MEGOLDASSAL

s nvfieeveny: [ o2 (22 5 48
Hatvanyfiiggvény: [a%(2? —1)dz = [(2* —2?)dz =% - 2 4+ C
Hatvanyfiiggvény: [Ldz = [27?dz= -2+ C

Hatvanyfiiggvény: fﬁ%ﬁdx = [(@73 —z7 '+ 2%)dz = —2272 —
In|z| + %3 +C
Hatvéanyfiiggvény: [ ml?));iﬁ_s)d —[& *z g —Sedqr = [(Z2+1-1-

%)dx:%+§—ln\x|+x+0

— r—2)°+3
Rac. tortfiiggveny, szamlals foka nagyobb: [ 2 L Aitlqy = %d
[z =2+ 25)dx = 7721+31n|x72|+0

Hatvanyfiiggvény: [ (2 + 3y + Vo + 1)de = 22 + 222 + x4+ )5 +C

Ledz =3Iz + 32|+ C

Rac. tortfiiggveny, 1. tipus: [ 52zde =3 [ =5
2

Rac. tortfiiggvény, szamlalo foka megegyezik anevezé fokaval: [ 30 dar =

3  2u+5+8 ~ 5 _ 3z , 35 15

3/ 5ors AT = s/a+ gor1s)de = §+§gln|x+§|+0

Rac. tortfiiggvény, 4. tipus: [ %dx =3 2+Q dor =32 (\/Eﬁdx =
5

3 [arctarl(\/gx)JrC, hiszen a helyettesités: t = \/%x, T = gt, dx =
\f dt

Rac. tortfiiggvény, 5. tipus: [ 53zde = § [ 535de = § In(222 +5)+C
Rac. tortfiiggvény, 5. tipus + 4. tipus: [ giﬁgdx = 3In(22% + 5) +

2\/7arctan \[ )+ C (1d. az el6z6 két feladatot!)

Rac. tortfiiggvény, szamlaléd fokszama nagyobb majd 1. tipus:

x w—— =
J Ry — (3o - B+
fl+c

2¢+5dx—
)dz = i—w—z—&— Zn|z+

8m+20

Rac. tértfﬁggveny, szamlalo foka megegyezik a nevezéével, majd 4. tipus:

322 _ 3@+ —2 3 15 1 _
2m§+od‘r - f 2 22245 dz = f(i 4Z2+10)dx i Iy 2412 de =
%_ﬁij‘(h )2+1dx:3§—%£ft2+1dt 3z 3rarctan(r)+0

2 V10

. _ _ V10
hiszen a helyettesités: t = Tl T= Yot, dr= Tdt

2. tipus: [ \/%ﬁdx = %f2(2x+5)7%dx =32z +5) +C

. T (2334‘5)_7\J _ —
3. tipus: [ \/23de = fﬁ 3 [V2x+5da—2 [ 21+5dx =
12r+5)2 - L2z +5)2 +C
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A 3 _3 /s 1 —
Helyettesités: f\/ﬁd f i de = %\/gf mdt =

3 arsh(\/%x) + C, hiszen a helyettesités: ¢t = \/g:c, T = \/%72 dr =
\fdt

(@) () alakt: [ —22—d = § [42(20? 4 5)"3de = §(20% 4 5)2 +C

Vegyes (sszegre bontés és két helyettesités + ch és sh azonosségai): [ %\/%de =

R e Y

Az bsszeg elst felének szamolasa: %f V222 + 5dx = %\@f Va2 + gdx =
8Va\[3 11/ /20)2 + 1de = §V35 [ VR T Tehtdt = 572 [ chtdt =
10[ [ eh2tilgy — 1‘2/5%4_155/%_’_0 _ 15f(sh2aTSZ \/;I)+arsh(2\/§ﬂﬂ))+
C, mert a helyettesités: sht = \/gsc, T = \/gsht, dz = \/gchtdt, és
t= arsh(\/gw).

Az bsszeg mésodik felének szamoldsa: [ 4z (22 +5)”7dx = 2(222 +5)2 +
C.

22 +4z+7, 5d . 15\/§(sh2arsh(\/gx)+
4 4

A feladat megoldasa tehét a ketts osszege: [ 3 NCEEES

arsh(V32)y | 9222 4 5)% + C.

Hatvanyfiiggvény, exponencialis fiiggvény (alap): [(2° + 5%)dz = ‘%6 +
51
+C

Inb

Trigonometrikus (alap): [(4sinz — 3cosz)de = —4cosz — 3sinz + C
f'/f alakt: [tanzdr = [ #2Ldy = —In|cosz| + C

COosS ™

Trigonometrikus 4talakitas: [tan?zdz = [ 1C§:§S$zdx = [(gHz—Ddz =
—cotx —z+C

cos 2z _ f (cos z+sin z)(cos zfsinx)d
cos x—sin x - cos z—sinx x

Trigonometrikus atalakitas: [
sinx —cosx + C

Hiperbolikus 4talakitas: [ ool —do = [ colio—sinh®s gy — ginh g —
coshz +C

Trigonometrikus talakitas: [sin®zde = [ 129822 dy = £ — sin2r 4 ©

[’/ f alaka: [ T+de—1n( et +11)+C

[’/ f alaka: [ Si":ljgxdx = 1In|sin3z + 8|+ C
[ alaka: [ 21— a?de = fff2x\/1fx dz = fég(l —x )2 +C

f/ f™ alaku: f\/T —QI\/%dx:,/mQ_Fl_i_C
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f' - f™ alak: f cosT —dz = 2v/sinx + C

e alaki: [ @dm — [ 1VInzde = 2(nw)? +C
[ alaka: [ V/cos x sin zdx = %(cosx)% +C
alapintegral: [e *dz = —e "+ C

52 3z

+C

exponencialis fiiggvény: [5%3%dx = % oE

Helyettesités: [ e¥"®coszdr = e¥"® + C' + C, itt a helyettesités: t =
sinz, dt = coszdx.

f " alaka: [ 2v/25 4 22de = %(25 + xQ)% +C
fre v alaka: [ ﬁdx =—1[(-4)(6 —4z) "dz = 5 (6 —42) ¢+ C

[’ f alaka: [ %dx = fracln®22 4+ C

Parcialis (u = z, ¢ = sm3ac Jasin3zdx = — fracl3zcos3z +

f cos3zdr = —%m cos 3z + sm 3:5 +C

Par(:lahs (atalakltas utan majdnem ua. mint az €l6z6): [ xsinx coszdr =

5 fxstxdx = —Zxcost +35 Lgin2z 4+ C

Osszeggé bontas utan kétszer parcidlis (u; = 2z, v) = —cosx és uy =
z, vh=sinz): [(22-1)sinazdzr = [2?sinzdz— [sinzdr = —2% cos® z+
2fxcosxdx+cosx = —z2cosz + 2xsinz + 3cosz + C

Parcidlis (u =Inz, o' =1): [Inzde =zInz [ldz=alhz—z+C

Két modszer:

(a) Parcialis (v = Inz, = Inz, felhasznalva az el6zd feladat ered-
ményét): [In’zde = nz(zlnz —z) — [(Inz — 1)dz = zln’z —

2clnx +2x 4+ C

(b) Helyettesités (t =Inz, xz=¢', dz = e'dt), majd kétszer parciélis:
ezzel is ugyanaz az eredmény.

Parcialis, ugyanaz az ismeretlen integral a jobboldalon, tehat egyenle-
trendezésbdl kijon: [z?lnzdr = z?(zlnz — z) — [2z(zlnz — z)dz =
*Inz—23—2 [2? Inzdr+ 22°, ebbdl a kérdezett integral 12° Ina— 3.



