Fels6bb matematika, linearis algebra vizsgatematika, 2009.

Az 1.-8. pontokbeli tételeket nem kell tudni bizonyitani. A t6bbi pontban a (B)-vel jelolt bizonyitdsokat
kell tudni.
A fogalmakat és a tételeket mindkét részbdl ki kell tudni mondani.

1. Test fogalma (valés szdmtest, komplex szdmtest, p-elemil test). Gyfir{i fogalma, kommutativ gyfir(i
(egészek, test feletti polinomok), nem kommutativ (n x n-es matrixgytir(i). Test feletti vektortér fogalma,
példak. Altér. Linedris fiiggetlenség. Vektrotér generdtorrendszere, bazisa, dimenzidja. Adott vektor-
rendszer altal generdlt altér. Linedris leképezés, magtér, képtér, dimenziététel(= rang nullitési tétel). Vek-
tortérizomorfizmus, Két azonos test feletti vektortér pontosan akkor izomorf, ha azonos dimenziés. (Horvath
E. Linearis Algebra: 10-13, 59-66, 105-110, 120-122).

2. Matrix determinansa. Permutdcid, inverzié. Determinansok szorzastétele. Regularis, szinguldris matrixok.
Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha reguldris. Inverz szamitdsa az adjungdlt matrix segitségével
valamint elemi sormiiveletekkel. Métrix rangja, ekvivalens formdi (sorrang, oszloprang, rang jellemzése alde-
termindnsokkal, leképezés rangjéval (képtér dimenzidja), oszlopok altal generalt altér dimenzi6jdval, diadikus
felbontéssal).

Miétrix rangja elemi sor- és oszlopmiiveletekre invaridns.(Horvath E. Linedris Algebra: 41-54, 67-70)

3. Linearis egyenletrendszerek, matrixos alak. Megoldhatdsag matrixrangos feltétele, egyértelmiiség jellemzé-
se, szabad paraméterek. Homogén linedris egyenletrendszer nemtrividlis megoldhatdsiaga. Métrix, linearis
transzformacié sajatértéke, sajatvektora, dltaldnositott sajatvektora(=f6évektor), sajdtaltere, dtaldnositott
sajataltere. Karakterisztikus polinom, minimélpolinom, meghatdrozasa. Cayley-Hamilton tétel. Matrixok
hasonldsdga. Matrix determinansa, nyoma, karakterisztikus polinomja, minimalpolinomja hasonlésigra in-
varidns. (Horvath E. Linedris Algebra: 73-89,93)

4. Vektor adott bazisra vontakozd koordinatavektora. Linearis leképezés adott bazisparra vonatkozo ko-
ordinata méatrixa. Linearis leképezés béazison eléirhaté. Béziscsere. Vektor koordinatavektora tj bazisban.
Linedris transzformacié métrixa 1ij bazisban. Jordan-blokk. Matrixok Jordan-féle normalalakja és egyértelmii-
sége. Maximélis mértii Jordan-blokkok leolvasdsa a minimalpolinomrél. Adott sajatértékhez tartozé Jordan-
blokkok szama= a sajataltér dimenziéja. Jordan-bazis meghatarozasa altalanositott sajatvektorok segitségével.
Egyszeri struktirdju transzformaciok jellemzése minimalpolinommal, valamint fliggetlen sajatvektorok szama-
val. A Jordan-bézis ekkor a linearisan fiiggetlen sajatvektorokbdl &ll, a Jordan-féle normalalak diagonalis.
(Horvéth E. Linearis Algebra: 115-133, 94-95, 191-193, 102 )

5. Specidlis matrixok: szimmetrikus, onadjungalt, ortogondlis, unitér, normélis méatrixok. Pozitiv, negativ
definit, (szemidefinit), indefinit métrixok. Minden normdlis mdatrix unitér métrix segitségével hasonld
egy diagonélis matrixhoz. Onadjungslt métrix unitér métrixszal hasonlé egy valés diagonslis matrixhoz
(Spektraltétel). Unitér métrix unitér mdtrixszal hasonlé egy diagonélis métrixhoz, melynek sajatértékei
egységnyi abszolit értékiiek. Szimmetrikus métrix ortogondlis métrixszal hasonlé egy valés diagondlis
métrixhoz (Fétengelytétel). (Horvath E. Linearis Algebra: 103-104, 170-171, 185)

6. Bilinedris fliggvény (valds, komplex), példdk. Szimmetrikus (Hermite-féle) bilinedris fiiggvény. Bilinedris
fliggvény matrixa. A bilinedris fiiggvény matrixdnak valtozdsa baziscsere esetén. Bilinedris fliggvényhez
tartozé kvadratikus alak, annak métixa (szimmetrikus). Négyzetosszeggé transzformdlds. Toébb valds bi-
linearis fliggvényhez is tartozhat ugyanaz a kvadratikus alak, de egyetlen szimmetrikus kozottiik. Bilinearis
fiiggvény, illetve a hozzd tartozé kvadratikus alak definitsége. Definitségi kritériumok (sajdtértékekkel és
sarokaldetermindnsokkal). (Horvdth E. Lineéris Algebra, 149-156, 173)

7. Valés és komplex skalaris szorzds, euklideszi tér. Fuklideszi térben merdlegesseég, vektor hossza, valés
euklideszi térben a vektorok szogének cosinusa. Minden euklideszi térben van ortonormélt bazis, Gram-
Schmidt-féle ortogonalizacids eljards. Minden ortonormalt vektorrendszer kiegészitheto ortonormalt bazissa.
Alterek direkt 6sszege. Béazis benne. Euklideszi térben minden altérhez van ortogonalis kiegészit6. Vektortér
altérre valé ortogonélis projektcidja. (Horvath E. Linedris Algebra: 157-162, 107-108)

8. Linearis leképezés adjungaltja. Adjungélt leképezés métrixa ortonormalt bazisban a leképezés matrixanak
transzponalt konjugaltja. Onadjungslt, szimmetrikus, unitér, ortogonalis, normélis linedris leképezések,
jellemzésiik matrixukkal ONB-ban, diagonalizdhatésdguk. Példak. Euklideszi térben egy linearis transz-
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formdci6é pontosan akkor ortogondlis (unitér), ha skaldrszorzattarté. Elég a normatartds is. (Horvath E.
Linedris Algebra: 165-172, 179-184)

9. Projekcié = idempotens linedris transzformécié. Ha P : V' — V projeked, akkor V = Ker(P) ® Im(P) és
alkalmas bédzisban métrixa diagondlis, ahol a diagondlis elemek 1-ek és 0-k (B). Egy P projekcié pontosan
akkor énadjungdlt projekcid, ha ImP és KerP mer6legesek. (B—).(Praszolov 116-117.0ld)

10. Métrixok &ltaldanositott inverzének (Moore-Penrose) definiciéja. X matrix pontosan akkor dltaldnositott

inverze az A métrixnak, ha r(A) = r(X) és P = AX, Q = X A 6nadjungélt projekcick a Im(A) és Im(AT) al-
terekre. Minden A métrixnak egyértelmfien létezik altaldnositott inverze. Altaldnos inverz szémitds konkrét
matrixokra. Az Az = b linedris egyenletrendszer kozelité megoldédsa altaldnos inverz segitségével. Az
AXB=C métrixegyenlet megoldhatésiga és megolddsa ataldnos inverz segitségével. Az AX — XB = C
és az AX — Y B = C mitrixegyeletek megoldhatdsdganak jellemzése.(Praszolov 212-216.)

11. Matrixfiiggvények értelmezése hatvanysorokkal. Matrixfiiggvény szamitds Hermite-féle interpolacids
polinommal. Jordan-féle normalalakd matrix fiiggvénye. A hasonldsigi matrix a diagonalizalhaté esetben
fliggetlen sajatvektorokbdl all, egyébként altalanositott sajatvektorokbol. Determinansosztok, invarians fak-
torok ezekbdl a Jordan-féle normalalak leolvasdsa. Kapcsolat a karakterisztikus és a minimalpolinommal.(
Horvath E. Linedris Algebra: 91-103,199-206)

12. Allandé egyiitthatés homogén linearis diffegyenletek altalanos megolddsa. e’ oszlopvektorai n darab
linedrisan fiiggetlen megoldds (B). Alaprendszer diagonalizéhaté egyiitthatémaétrix esetén és az &ltaldnos
esetben (B). det(e?) = e!"(4) (B). (Praszolov )218-220

13. Szinguldris felbontdsi tétel (Praszolov 91.old. 17.25, Wikipedia SVD, Risa Pal: 534-538). Balo-
ladali és jobboldali szinguldris vektorok: AAT és AT A ortonormalt sjadtvektorrendszere. Alkalmazésok:
nem szinguldris négyzetes matrix inverzének szingularis felbontdsa. Determinans abszolut értéke a szin-
guléris értékek szorzata B. Altaldnositott inverz szémitds a szinguldris felbontds segitségével. Poléris fel-
bontdsi tétel. Poldris felbontdsbdl szingularis felbontds meghatarozdsa és viszont. Az Ax = 0 megold-
hatésaganak és a megoldas egyértelmiiségenek meghatdrozasa szinguldris felbontas segitségével. Képtér,
magtér rang meghatirozasa szinguldris felbontas segitségével. Eckart-Young tétel adott rangid legjobban
kozelité matrixrol.

14. Geometriai transzformécidk métrixa (bdziscserés, diadikus médszer). Két azonos hosszi vektor egymésba-
vitele a két vektor kiilonbségvektora normalvektoru hipersikra valé tikrozéssel. Housholder mdédszere egy
valés méatrix QR-felbontdsdra (ortogondlis és fels6 hdromszog szorzataként vald eldéllitdsdra). Gram-Schmidt-
eljards nemszinguldris métrix QR-felbontséra.(Wikipedia QR-felbontés).

15. MaAtrixnorma axiéméi. Métrixelemek altal meghatarozott normak: Frobenius- (euklideszi) norma, p-
adikus norma. Frobenius-norma kifejezése a szinguldris értékekkel (B). Vektornorma dltal indukélt operdtor-
norma. Példak. Spektralis norma. Spektralsugar. A spektralsugar alsé becslés minden vektronorma altal
indukélt operdtornorméhoz (B). Az euklideszi vektornorma dltal indukélt operdtornorma egyenld a spektralis
normdval (B). Unitér matrixszal valé szorzas megtartja a Frobenius-normét és a spektrélis normét. Normélis
matrix spektrélis norméja egyenld a spektrélsugarral (B). Normék ekvivalencidja. A Frobenius-norma és a
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spektralis norma ekvivalens (B). A és ZT Frobenius- és spektralis norméja megegyezik. (Praszolov 165-167,
Wikipedia)

16. Matrixnorma egyenl6tlenségek: A métrix énadjungdlt része a legjobban kozelité onadjungdlt métrix
spektalis és euklideszi norméban is. Az A métrix A = SU polaris felbontdsdban szerepl$ U unitér matrix
Frobenius-norméban az egyik A-t legjobban kozelité unitér matrix. Reguldris A esetén egyetlen ilyen matrix
van. all. (Praszolov 167)

17. Matrixok Schur-felbontdsa: minden A komplex elemii négyzetes matrix unitér matrixszal hasonld
egy fels6 haromszog mdtrixhoz (B). A pontosan akkor normélis, ha unitér métrixszal hasonlé egy di-
agonalis matrixhoz. Schur-egyenltlenség: matrix sajatértékei abszolutétékei négyzetosszege felsd becslése a
Frobenius-norma (B). Egyenldség pontosan akkor 4ll fenn, ha a métrix normadlis.

Métrix sajatértékei a komplex szdmsikon a Gersgorin-korokben vannak (B). (Praszolov 90, 162, 165, Rézsa
Pal: 540)

18. Nemnegativ (pozitiv) elem{i métrixok, vektorok. Reducibilis, irreducibilis matrix. Ha A nemnegativ
elemii irreducibilis n x n-es matrix, akkor (I + A)"~! > 0. Az r(x) fiiggvény. Nemnegativ elem{l matrix
extremalis vektora. Perron-Frobenius I. tétel. Perron-Frobenius II. tétele. Perron tétele a pozitiv elemi
matrixokrél (B). Becslés nemnegativ irreducibilis matrix maximélis abszolit értékid pozitiv sajatértékére: a



minimélis és maximalis sordsszeg kozé esik. Irreducibilis sztochasztikus matrix maximalis pozitiv sajatértéke
1 (B). (Praszolov 171-174, Rézsa P4al: 473-491 )

19. Sztochasztikus és duplan sztochasztikus matrixok. Egy matrix pontosan akkor sztochasztikus, ha
sajatértéke 1 a csupa 1 sajatvektorral (B). Sztochasztikus matrix spektralsugara 1. Dupldn sztochasztikus
matrixok szorzata is dupldn sztochasztikus. Hosszi kigyd. Frobenius-Konig tétel (B). Minden dupldn sz-
tochasztikus matrixban van csupa pozitiv elembdl allé kigyé (B). Paros graf. Graf illeszkedési matrixa.
Teljes parositds. Kapcsolat a permutaciésmatrixszal. Paros grafban pontosan akkor van teljes péarositas,
ha minden s db cstcs egyiitt legaldbb s csticesal van Gsszekotve (B). Konvex linedris kombindcid. Birkhoff
tétele (B). Reguldris pdros gréfban van teljes parositds.(B) 176-178, Roézsa Pél 502-503)

20. Vektortér konvex részhalmaza. Vektorok konvek linearis kombinaciéja. Halmaz konvex burka. Vek-
tortér konvex részhalmazan értelmezett konvex fliggvény fliggvény fogalma. Geometriai tartalma. Konkdav
fiiggvény. Affin figgvény. R™ affin fiiggvényei. Lokalis minimum (optimum). Globélis minimum. Konvex
fiiggvény minden lokdlis minimuma globdlis. Konvex optimalizdldsi probléma:(X, f, g, h). f célfiiggvény,
primdl optimum. a

Konvex program: X, f, g konvex, h affin. Linedris programozasi feladat: f, g, h affinok. (online jegyzet els6
fejezete) a a

21. Linedris algebrai alkalmazdsok. Vektorteres indexelés: szétdr=alapszavak (bézis), dokumentum vek-
tor=alapszavak linearis kombinacidja. Adott dokumentumhoz tartalomban kozel 1év6 dokumentumok: legki-
sebb a szoglik. Dokumentumhalmaz lényegének kiemelése csonkolt SVD-vel.

Polinomok, mint egytitthatévektorok, és mint fliggvények, interpolacié. Titokmegosztas polinomokkal: n+ 1
ember esetén egy n-edfokd polinom 0,1, ..., n helyen felvett értékeit osztjuk ki, ebbdl a polinom megkaphatd,
de egyetlen részhalmazabdl sem. Uzenetkiildés polinomok segitségével, legfeljebb [ hiba kikiisz6bolésével.
Linedris kédok: hibajelzés, hibajavitds. GF(2) feletti 4 hosszi vektorok esetén ismétlés 1 hibét jelez, de nem
javithaté (B). Hamming-kéd: definidlé matrixa G F(2)3 nemnulla vektoraibdl, mint oszlopokbdl 4116 3 x 7-es
H métrix. Kédszavak: Hv = 0 megolddsai. Ez 4 dimenziés altér GF(2)7-ben. 1 hib4t javitani is tudunk
benne (B).



