Dinamikus programozas

3. eléadas

Cél: az optimum sziikséges és elégséges feltételeinek megadasa.
Médszer: dinamikus programozas mdédszere.

2012. 09. 24.

3. elbadas i kus programozas



A Y rendszer:

x(t) =1 (t,x(t),u(t)), te(t,t)CR (1)

vagy

x(t+1)="f(t,x(t),u(t)), te(t,t)CZ (2)

ahol
x(t)e X CR", u(t)eUd CR™,

fo(t,t)x X xU—R".

Megengedett kezdo- és végallapotok:

[to, t1] adott intervallum.
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Kezdeti feltétel:
X (to) = X0

Folyamat: (&, u)
masodik tagja: u: [to, t1) — U megengedett vezérlés,

els6 tagja: €(.) =x(.,to, x0, ).
Célfigevény:
J (to, t1, x0, u) = Q(to, t1, X0, u) + G (£ (t1)) (3)
ahol .
Q(to,tl,xo,u):/fo(t,f(t),u(t))dt, (4)
lletve t(;_l
Q (to, t1, X0, u) = t;() fo (t,£(t), u(t)). (5)
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Itt
fo:(t,t)x X xU—-Ry é G: X =Ry

adott fliggvények.

Az optimalis iranyitas feladata:

Adott > rendszer, ty < t; idépontok,
xo kezdéballapot, Q és G fiiggvények,

keresendé  u € A(to, t1) vezérlés, amely minimalizélja a
J (to, t1, x0, u) = Q (to, t1, %0, u) + G (§ (1))
célfiiggvényt.
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Additivitasi tulajdonsag:
barmely t; < t, < t3 idopont-harmasra a
Q (tl, t3, X0, u|[t1,t3)) =0 <t17 t2, X0, u’[t1,t2)> +

+0 (1227 (11000, el ) )

A fenti additivitasi tulajdonsag alapjan lehet beldtni az
Optimalitasi Elv

érvényességét, ami lényegében azt mondja ki, hogy optimalis
trajektoria tetszOleges "végsG" darabja is optimalis.
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Optimalitasi Elv

Ha
<x* ( to, Xo, u*’[t07t1)) , u*|[t0,t1))

optimalis folyamat a
J (to, t1, o, u)

célfiiggvényre vonatkozdan, és ha ty < t < t;, akkor az

(x* (.;f, x* (?, to, X0, u*][to’;)) ) U*’[f,tl)) J “*|[f,t1))

szintén optimalis par a

J (fa t17X* (fa thXO? uﬂ[mj)) 2 U)

célfiggvényre vonatkozdan.
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Optimalitasi Elv

Ha nem igy volna, akkor lenne egy T € A (t, t1) irdnyitds, amelyre
J (f, I‘1,X>l< (f, to, X0, u*|[t0,f)) ,E) <
J (f, I‘1,X>'< (E, to, X0, u*|[f07f)) , uﬂ[ih)) .

De az u”|, 7 és U Osszefiizéseként, mas széval

konkatenacidjaként el6alld

so=-{ ol Sy

s
(s), s €[t t1)
vezérlés szintén megengedett és
J(to, t1,x0,0) = Q (to,f,xo, u*y[to’f)) +
+ J (f, ty, x* (f, to, X0, u*|[?o7t)) ,H) < J(to, t1, X0, u™),

vagyis u* nem lenne optimalis.
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Véges rendszerek

Tegyiik fel, hogy mind az X" allapottér, mind az U/ iranyitasi
halmaz véges sok elembdl all, mégpedig

N := card(X), M := card(U),

ahol card(Z) a Z halmaz elemeinek a szamat jeloli .
Legyen
k=t —ty€Z, és f(t,X,u)EX

minden (t,x, u) € [to, t1] X X X U-ra.
Naiv mddszer: az u € A (ty, t1) vezérléseket k elemii

uy, up, ..., Ug

sorozatnak fogjuk fel, és kiszadmitjuk az Gsszes lehetséges ilyen
sorozathoz az xp-bdl kiinduld trajektéridkat és a megfelelo
célfiggvény értékeket.
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Véges rendszerek

A kilonb6zo vezérlési sorozat szama:
Mk

az eljards munkaigénye:
kM*

f és fy flggvénykiértékelési, (és valamennyi G kiszamitasi és
6sszehasonlitasi) miiveletet.
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Véges rendszerek

Dinamikus programozasi médszer: Iddben t;-tdl to—ig
visszafelé haladva, induktiv médon konstrualjuk meg az (n.
Bellman fiiggvényt és az optimalis visszacsatolast

V:[to,tl]XX%RJr

és
K:[l’o,tl] XX —U.

Kovetelmények:
1. Minden s € [to, t1] -re és x € X -re

V(s,x)= min J(s,t1,x,u). (6)
uEA[s,tl)
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Véges rendszerek

2. Minden s € [ty, t1] és minden x € X esetén, ha & a
§U+1) = FLEWD,KEGEWD)), C=s5+1,.ti—1(7)
&s) = x

differenciaegyenlet-rendszer megoldasa, és ha

u(€) := K(¢,£(0)) (8)

definiciéval élink, akkor ez a vezérlés megadja az (s, x)-bél induld
optimalizalasi feladat megoldasat, vagyis

V(s,x)=J(s,t1,x,u"). (9)

Nyilvanvald, hogy ha ezeket a fliggvényeket megadtuk, akkor ezzel
az eredeti optimalizalasi feladatot is megoldottuk, s6t nemcsak azt,
hanem minden mas kezd6érték esetén is a megfelelé optimalizalasi
feladatot.



Véges rendszerek

AV és K fiiggvények meghatarozasa.
Legyen

V (t1,x) = G(x)

minden x € X -re. Ez nyilvanvaldan teljesiti a (6) kdvetelményt.
Tegyiik fel, hogy a megfelelé V és K mar ismert minden (s, x) -re,
amelyre t < s < tg, és x € X. Legyen ekkor

V(t,x) = D’leizg{ﬁ)(t,x, u)+ V(t+1,f(t,x,u))},

és legyen v* € U egy tetszOleges olyan elem, amelyen a minimum a
fenti kifejezésben eléretik. Definiadljuk K-t a

K(t,x)=v*

egyenléséggel.
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Véges rendszerek

Mutassuk meg, hogy V és K tovabbra is kielégiti az 1. és a 2.
kovetelményt.
Legyen u® € A[t, t1) optimalis a (t, x) induléértékekre:

J (t, t, X, u0> = min J(t t1,x,u).
u€A[t,t1)

A célfliiggvény additivitasi tulajdonsaga miatt

J (t, ty, X, uo) =fy (t,x, u° (t))—i—J (t +1,t1,f (t,x7 u° (t)) ! ul) !
ahol u! az 10 lesziikitése a [t + 1, t1) intervallumra. Az
Optimalitasi Elv szerint az u! optimélis a [t + 1, t;) intervallumon

az x(t + 1) = f (t,x, u® (t)) kezd8pontbél kiindulva, vagyis

J (t+ 1,t1,f (t,x, uo(t)) , ul) =V (t—i— 1,f (t,x, u® (t))) .
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Véges rendszerek

A fenti osszefliggésekbol az kovetkezik, hogy
in J(t,t =J(tt 0) =
uerE[IEtl) ( , 11, X, U) ( , 1, X, U )
=f (t,x, uo(t)> +V (t+ 1,f(t,x, uo(t)) >V (t,x).

Megmutatjuk, hogy ebben az egyenlétlenségben az egyenléség
érvényes. Legyen u* a fenti konstukcidnak megfeleld. Irjuk fel az

_ _ kg 1
u* -t az u* (t) = K(t,x) = v* ésegy u'f;,, .
konkatenacidjaként. Az indukcids feltevés értelmében u1|[tJrl t)
optimélis az f (t, x, u* (t)) pontbdl kiindulva. Ezért

J(t, t1,x,u"()) =fo(t,x,v*)+ V(t+1,f(t,x,v")) =
= min {fo (t,x, u) + V(t +1,£(t,x, u))} = V(t,x),

tehat az egyenléség valdban teljestil.
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Véges rendszerek

A miiveletigény 6sszehasonlitasa:
Dinamikus programozasi médszer mellett minden egyes t € [to, t1)
idopontra és x € X allapotra megoldandé egy minimalizalasi
feladat. Ehhez Iényegében 2M fliggvénykiértékelést kell végezni, az
Osszes idopontot és allapotot figyelembe véve kN-szer. Itt tehat a
szitkséges miveletigény

O (kNM) ,

szemben a naiv megkodzelités
O(kMK)

miiveletigényével. (N = 100, M = 10, és k = 20 esetén

kNM = 2 - 10*, mig kM* = 2.10%%. Az ériasi kiilonbséget jol
érzékelteti, hogy ha egy fiiggvénykiszamitas 0.5 - 107° masodpercig
tart, akkor a dinamikus programozassal az eredményt mintegy
egyszazad masodperc, mig a masik médszerrel tobb mint 6 millié
év alatt kapnank meg.)

DE: Tarigény probléma lehet!
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Legyen X = {1,2,3,4,5}, U ={0,1,2,3,4},az f és fy
fuggvények pedig az aldbbi értéktablazattal adottak:

’ H f(x,u) H fo(x, u) ‘
[u=[[of1]2[3[4]0[1[2]3]4]
x=1|1|5|1(4|2|0[1|0|2]|3
x=21(2|2(3[5[1|0]0|5]|]9]|3
x=31(3[4(2[3|5(|[0[7|5|0]|6
x=4||4|3[5[1[4|0]7|8|2]|0
x=5(5|1[4]2[3|[0[1[8]|9]|6
Minimalizaljuk a
2 0, hax=3,
G(X3) -+ kzzo ﬁ)(Xky Uk)a ahol G(X) = { 10, ha x 7& 3.

célfiggvényt! (Abrézoljuk az atmeneteket egy 5 csticspontl
grafon, az élekre irjuk rd az dtmenetek koltségeit!) Adjuk meg az
optimalis célfiggvényértéket, vezérlést és trajektoriat, ha xp = 1!
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