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El}osz�oA dolgozatban a k�ozgazdas�agtan egy p�enz�ugyi ter�ulet�er}ol, a portf�oli�o probl�em�ar�ol lesz sz�o.A probl�ema l�enyege �ugy foglalhat�o �ossze, hogy van egy befektet}onk, aki �ert�ekpap��rokb�olegy olyan portf�oli�ot (�ert�ekpap��rok egy csoportj�at) akar �ossze�all��tani, amely k��v�analmainaklegjobban megfelel. Ezen probl�ema megold�as�ahoz �altal�aban a matematikai modelle-z�es eszk�ozeit veszik seg��ts�eg�ul. A modellez�es a szok�asos m�odon t�ort�enik, a v�altoz�okde�ni�al�asa ut�an egyr�eszt fel��rnak egy c�elf�uggv�enyt, amely a befektet}o k��v�analmainakval�o megfelel�est reprezent�alja, m�asr�eszt pedig korl�atoz�o felt�eteleket, amelyek p�eld�aula befektet}o �altal megk��v�ant krit�eriumokb�ol, a befektet}o korl�atos t}ok�ej�eb}ol, a portf�oli�okiv�alaszt�as k�olts�egeib}ol ad�odnak. A portf�oli�o probl�ema p�enz�ugyi modelljei ma m�ar szinte amatematikai modellez�es �osszes r�eszter�ulet�ere kiterjednek. L�eteznek line�aris programoz�asi,kvadratikus programoz�asi, sztochasztikus programoz�asi, �es ezenk��v�ul sz�amos m�as egy�ebnem line�aris programoz�asi modellek is. Az 1. fejezet, a portf�oli�o probl�ema pontosabb le��r�asamellett ezekbe a modellekbe ad n�emi betekint�est.A dolgozatban, a tov�abbiakban, els}osorban a kvadratikus programoz�asi modellekr}ol(ezek fel�all��t�as�ar�ol illetve megold�asi m�odozatair�ol) lesz sz�o. A kvadratikus programoz�as,a portf�oli�o elm�elet egyik \leg}osibb" matematikai eszk�oze, a portf�oli�o probl�ema kezel�es�en�ela mai napig meghat�aroz�o szerepet j�atszik.A portf�oli�o elm�elet \sz�ulet�es�et" Harry Markowitz 1952-ben megjelent cikk�et}ol [28] szok�assz�am��tani. A cikk azon a felt�etelez�esen alapult, hogy egy befektet}o min�el nagyobb v�arhat�ohozam�u, de min�el kisebb hozamsz�or�as�u portf�oli�ora v�agyik. Markowitz megmutatta, hogyancs�okkentheti a befektet}o a portf�oli�o hozam�anak sz�or�as�at, olyan r�eszv�enyek kiv�alaszt�as�aval,amelyek hozamai nem mozognak teljesen egy�utt, �es ebb}ol kiindulva kidolgozta a portf�oli�okkialak��t�asainak alapelveit is, amely egy kvadratikus probl�em�aval volt fel��rhat�o. A 2. fe-jezetben ennek a probl�em�anak illetve egy vari�ans�anak k�ul�onf�ele alakjair�ol �es az }oket megold�oMarkowitz-f�ele algoritmusr�ol lesz sz�o.Markowitz eredeti cikk�eben feltette, n�eh�any k�es}obbi ��r�as�aban pedig statisztikai elemz�e-sekkel pr�ob�alta bizony��tani, hogy a befektet}onek a maxim�alis v�arhat�o hozam�u �es minim�alissz�or�as�u portf�oli�ok k�oz�ul �erdemes v�alasztania. A 3. fejezetben egyr�eszt utalunk Markowitzezen k�es}obbi ��r�asaira, m�asr�eszt pedig le��rjuk Kingnek a Markowitz-f�ele modellel szembentett kritikai �eszrev�eteleit, illetve a King �altal aj�anlott, a val�os�agot bizonyos szempontb�oljobban t�ukr�oz}o, alternat��v modelleket.A 4. fejezet a manaps�ag gyakran alkalmazott bels}o pontos m�odszerek k�oz�ul mutat be egyolyan algoritmust, amely hat�ekonyan old meg k�ul�onf�ele portf�oli�o optimaliz�al�asi feladatokat.Az 5. fejezet a Markowitz-f�ele �ertelemben hat�ekony portf�oli�okban t�enylegesen szerepl}o�ert�ekpap��rok sz�am�ar�ol mond ki k�et elm�eleti t�etelt, majd a fejezet m�asodik fel�eben az ezzelkapcsolatos, a fejezet alapj�aul szolg�al�o cikk szerz}oi �altal Jap�anban szerzett, gyakorlatitapasztalatokr�ol lesz sz�o. A fejezet t�em�aja p�enz�ugyi elm�eletek (pl.CAPM) szempontj�ab�olnagy jelent}os�eggel b��r.V�eg�ul az utols�o fejezetben azt mutatjuk meg, hogy \milyen eredm�enyeket pro-duk�al a gyakorlatban az elm�elet". Pontosabban arr�ol lesz sz�o, hogy azok a manaps�ag3



haszn�alt m�odszerek, amelyek kvadratikus programoz�asi modelleket is haszn�alnak, milyeneredm�enyeket produk�alnak a Toki�oi �Ert�ekt}ozsd�en.
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1. A portf�oli�o probl�ema �es modelljei1.1. A portf�oli�o probl�emaA probl�ema t�argya a portf�oli�o, mely fogalom alatt p�enz�ugyi eszk�oz�ok egy halmaz�at szok�as�erteni. A dolgozatban a portf�oli�o alatt �altal�aban enn�el sz}ukebb halmazt, �ert�ekpap��rokegy csoportj�at fogjuk �erteni, �es k�ul�on fogunk sz�olni r�ola, ha egy�eb sz�armaztatott p�enz�ugyieszk�ozt (pl. opci�ot) is megenged�unk elemek�ent. Maga a portf�oli�o kiv�alaszt�asi probl�ema ak�ovetkez}ok�eppen sz�ol: adva van �ert�ekpap��rok egy halmaza (pl. t}ozsd�en szerepl}o r�eszv�enyek)�es adva van bizonyos mennyis�eg}u t}oke, melyb}ol megv�as�arolhatjuk az �ert�ekpap��rokat. Fela-datunk az, hogy megadjuk az adott pap��rokb�ol el}o�all��that�o portf�oli�ok k�oz�ul a hat�ekonyakat.A megadott felt�etelek mellett (�ert�ekpap��r halmaz, t}okekorl�at) el}o�all��that�o portf�oli�ok k�oz�ulazokat nevezz�uk hat�ekonynak, melyekre a k�ovetkez}ok teljes�ulnek:1. nem �all��that�o el}o a porfoli�o�en�al nem kisebb v�arhat�o hozam�u, de kisebb kock�azat�uportf�oli�o,2. nem �all��that�o el}o a porfoli�o�en�al nem nagyobb kock�azat�u, de nagyobb v�arhat�o hozam�uportf�oli�o.A hat�ekony portf�oli�ok de�n��ci�oj�ab�ol l�atszik, hogy keres�es�uknek akkor van igaz�an je-lent}os�ege, ha a v�alaszthat�o �ert�ekpap��rok k�oz�ott tal�alhat�o olyan is, melynek j�ov}obeli hozamav�eletlenszer}u. Ha mindegyik pap��r hozama egy�ertelm}u, akkor a legnagyobb hozam�u�ert�ekpap��rb�ol vagy �ert�ekpap��rokb�ol el}o�all��tott portf�oli�ok lenn�enek hat�ekonyak. A portf�oli�ov�arhat�o hozam�an tudjuk mit �erts�unk (a benne l�ev}o �ert�ekpap��rok v�arhat�o hozam�anaks�ulyozott �atlag�at), de a portf�oli�o kock�azat�anak m�er�ese m�ar kev�esb�e egy�ertelm}u. Mint ak�es}obbiekben l�atni fogjuk, a kock�azat m�er�es�ere t�obb m�odszer is l�etezik, ezek k�oz�ul az egyiklegk�ezenfekv}obb �es legink�abb haszn�alt a portf�oli�o hozam�anak varianci�aja.A val�os�ag �es a portf�oli�o probl�ema kapcsolat�ar�ol ebben a szakaszban csak annyit �erdemesmegeml��teni, hogy b�ar a racion�alis befektet}o igyekszik min�el nagyobb hozam�u �es min�elkisebb kock�azat�u portf�oli�ok k�oz�ul v�alasztani, teh�at t�enylegesen a hat�ekony portf�oli�ok k�oz�ulv�alasztja ki a sz�am�ara legmegfelel}obbet, m�egis a val�os�agh}u modellez�es a kock�azat megfelel}om�er�es�enek neh�ezs�egei miatt el�eg problematikus. Err}ol a probl�em�ar�ol a 3. fejezetbenb}ovebben sz�olunk.V�eg�ul m�eg arr�ol, hogy a portf�oli�o probl�em�at mi�ert ��gy h��vjuk, �es mi�ert nem pl.\�ert�ekpap��r �osszev�alogat�asi probl�em�anak". Annak, hogy a probl�em�at mag�ar�ol a portf�oli�or�olnevezt�ek el, az az oka, hogy egy hat�ekony portf�oli�on�al nemcsak az egyes �ert�ekpap��rok tu-lajdons�agai (pl. hozam, sz�or�as), hanem a k�ozt�uk l�ev}o kapcsolat (pl. korrel�aci�o) is szerepetj�atszik.1.2. A probl�ema modellez�eseA portf�oli�o probl�em�aval foglalkoz�o els}o cikket Harry Markowitz publik�alta 1952- ben.K�es}obb, 1959-ben {miut�an a t�emak�ort b}ovebben kidolgozta{ jelentette meg \Portfolio5



Selection: E�cient Diversi�cation of Investment" c��m}u k�onyv�et [30], mely ma is a t�emak�oregyik klasszikus alapm}uv�enek sz�am��t.Mint ahogy m�ar az el}oz}o alfejezetben is szerepelt, azokat a portf�oli�okat, melyek egyadott v�arhat�o hozam mellett minimaliz�alj�ak a kock�azatot, illetve adott kock�azat mellettmaximaliz�alj�ak a v�arhat�o hozamot hat�ekony portf�oli�oknak nevezz�uk. A hat�ekony portf�oli�okhalmaz�at hat�ekony hat�arg�orb�enek h��vjuk.Markowitz modellj�eben a kock�azatot a portf�oli�o hozam�anak varianci�aj�aval m�erte, �es ��gymag�ara a probl�em�ara egy kvadratikus programoz�asi feladatot kapott, melynek r�ovid le��r�as�atadjuk meg a k�ovetkez}okben.A j-edik �ert�ekpap��r hozam�at jel�olje a �j val�osz��n}us�egi v�altoz�o, xj pedig jelentse azta p�enzmennyis�eget, amennyit az �ert�ekpap��rba fektet�unk, j = 1; : : : ; n. Jel�olje M az�ert�ekpap��rokba fektethet}o t}ok�enket. Ezek ut�an m�ar ki tudjuk sz�amolni a teljes v�arhat�ohozamot, melynek �ert�eke E ��Tx� = �Tx, ahol� = (�1; : : : ; �n)T� = (�1; : : : ; �n)Tx = (x1; : : : ; xn)T�i = E (�i) ; i = 1; : : : ; n:Jej�olje C a � kovariancia m�atrix�at, teh�atC = (cij) ; C = E h(� � �) (� � �)T i :Ebb}ol a hozam varianci�aja: V ar ��Tx� = E �h(� � �)T xi2�E hxT (� � �) (� � �)T xi = xTCx:Az optim�alis portf�oli�o kiv�alaszt�asi probl�ema a k�ovetkez}o kvadratikus programoz�asi fela-datk�ent ��rhat�o fel: Min xTCxtekintve a nXj=1�jxj � �MnXj=1xj =M0 � xj � uj ; j = 1; : : : ; n (1)megszor��t�asokat, ahol uj, j = 1; : : : ; n el}o��rt fels}o korl�atok.Ha a � param�etert {amely a befektet}o �altal elv�art hozamot jel�oli{ egy bizonyos inter-vallumon bel�ul v�alasztjuk meg, (l�asd majd a 2. fejezetben a (12) probl�em�at,) akkor az(1) feladatnak az adott �-hoz tartoz�o optim�alis megold�asa(i) eset�en az els}o egyenl}otlens�eg6



egyenl}os�eggel teljes�ul. Az ilyen megold�as(oka)t optim�alis portf�oli�onak nevezz�uk. Ez aztjelenti, hogy egy optim�alis portf�oli�o egyben hat�ekony is, mivel egyr�eszt a v�arhat�o hozamegy adott als�o korl�atja mellett a variancia nem cs�okkenthet}o (mivel az optim�alis portf�oli�o(1) optim�alis megold�asa), m�asr�eszt a variancia egy adott als�o korl�atja mellett a hozam nemn�ovelhet}o (mivel az els}o egyenl}otlens�eg ilyen � eset�en optim�alis megold�asra egyenl}os�eggelteljes�ul). Megjegyezz�uk, hogy �-t a bekezd�es elej�en eml��tett intervallumon v�egigmozgatvaa hat�ekony hat�arg�orbe �osszes pontj�at megkaphatjuk.A (1) feladat gyakorlati alkalmaz�as�ahoz sz�uks�eges n (n+ 1) =2 kovariancia ismerete,melyeket a m�ultbeli adatok seg��ts�eg�evel sz�amolhatunk ki. Ha pl. n = 500, akkor ez nagyonsok id}ot vesz ig�enybe. M�asr�eszr}ol a fent le��rt v�alaszthat�o �ert�ekpap��rsz�am mellett a feladatmegold�asa is neh�ezs�egekbe �utk�ozhet.A portf�oli�o kiv�alaszt�asi probl�ema m�asik megfogalmaz�asa a k�ovetkez}o:Max nXj=1�jxjtekintve a xTCx � vnXj=1xj =M0 � xj � uj ; j = 1; : : : ; n (2)
felt�eteleket. A v param�etert megfelel}oen v�altoztatva ebben az esetben is kisz�amolhat�ok ahat�ekony hat�arg�orbe elemei.A probl�ema fel��rhat�o parametrikus kvadratikus programoz�asi feladatk�ent is:Min 12xTCx� � nXj=1�jxjtekintve a 0 � xj � uj ; j = 1; : : : ; n� 2 [0;1) (3)felt�eteleket, ahol � egyfajta �atv�alt�asi param�eter a v�arhat�o hozam �es kock�azat k�oz�ott, melyet(megfelel}o felt�etelek mellett) v�altoztatva megkaphatjuk a hat�ekony hat�arg�orbe pontjait.A kock�azat m�er�es�ere szolg�al�o m�asik m�odszer lehet, ha a �T� hozam mellett tekintj�ukaz E h���(� � �)T x���i (4)formul�at, mint a kock�azat m�ert�ek�et. Az egyik legfontosabb esetben, amikor � t�obbdimenzi�osnorm�alis eloszl�as�u, (4) minimaliz�al�asa �es pxTCx minimaliz�al�asa ugyanazt az eredm�enytadja. Val�oban, mivel igaz a 1p2�� Z 1�1 jtj e� t22�2 dt = r 2��7



egyenlet, ez�ert E h���(� � �)T x���i = r 2�pxTCx: (5)Konno �es Yamakazi [25] vezett�ek be az �atlagos elt�er�est, mint a kock�azat m�ert�ek�et, olyanprobl�em�akra, ahol a m�ar megbecs�ult v�arhat�o hozamok �es varianci�ak helyett a m�ultb�eliadatokra k�ozvetlen�ul t�amaszkodunk. Ha T jel�oli a m�ultb�eli meg�gyel�esi peri�odusok sz�am�at,�es rjt jel�oli a j-edik �ert�ekpap��r hozam�at a t-edik peri�odusban, �es harj = 1T TXt=1 rjt; ajt = rjt � rj;akkor a fent le��rt m�ert�eket tekintve a portf�oli�o optimaliz�aci�os probl�ema a k�ovetkez}o alakban��rhat�o: Min 1T TXt=1 ������ nXj=1ajtxj������tekintve hogy nXj=1 rjxj � �MnXj=1xj =M0 � xj � uj ; j = 1; : : : ; n: (6)
Ez viszont ekvivalens a k�ovetkez}o line�aris programoz�asi feladattal:Min 1T TXt=1 yttekintve a �yt � nXj=1 ajtxt � ytnXj=1 rjxj � �MnXj=1xj =M0 � xj � uj ; j = 1; : : : ; n

(7)
megszor��t�asokat. Az (7) feladat el}onye a (1) feladattal szemben, egyr�eszt hogy nem kell akovariancia m�atrixot el}oz}oleg kisz�amolni, m�asr�eszt hogy ez LP feladat, �es ez�ert k�onnyebbenkezelhet}o.A fejezet v�eg�en m�eg bemutatn�ank egy modellt, amely nem kifejezetten a hat�ekonyportf�oli�ok keres�es�ere ir�anyul, hanem a befektet}ok m�as c�elkit}uz�eseit veszi �gyelembe. Pon-tosabban arr�ol van sz�o, hogy a befektet}o itt is nagyj�ab�ol az el}oz}o megszor��t�asok mellett8



v�as�arolhat �ert�ekpap��rokat, de kit}uz�ott c�elja nem a hat�ekony portf�oli�o, hanem hogy hozam�ataz �altala megv�alasztott val�osz��n}us�eggel maximaliz�alja. Az ezt le��r�o sztochasztikus progra-moz�asi feladat a k�ovetkez}o: Max �tekintve a P ��Tx � �� � px 2 D (8)felt�eteleket, ahol � �es x ugyanazt jelenti, mint az el}oz}oekben (M = 1-et felt�etelezve), pegy el}oirt (kell}oen nagy) val�osz��n}us�eg (0 < p < 1), �es D pedig a megszor��t�o felt�etelek�altal meghat�arozott Rn-beli halmaz. (Term�eszetesen D lehet ak�ar az el}oz}o modellekbenszerepl}o megszor��t�asokkal is de�ni�alva.) Ehhez hasonl�o sztochasztikus programoz�asi modelltKataoka �all��tott fel 1963-ban [19].�Erdemes azt a speci�alis esetet tov�abb boncolgatnunk, amikor �-r}ol azt felt�etelezz�uk,hogy t�obbdimenzi�os norm�alis eloszl�as�u.Ha az optim�alis x eset�en a �Tx val�osz��n}us�egi v�altoz�o eloszl�asa nem degener�alt, akkorP ��T � �� = p; (9)mert P ��Tx � �� > peset�en �-t n�ovelni tudn�ank a (8) feladat megszor��t�asainak megs�ert�ese n�elk�ul. Ha � �es Cugyanazt jel�oli, mint az el}oz}oekben, akkor (9) alapj�an a k�ovetkez}o eredm�enyre jutunk:� = �Tx���1 (p)pxTCx; (10)ahol � a standard norm�alis eloszl�as eloszl�asf�uggv�enye.M�asr�eszr}ol pedig ha �Tx eloszl�asa degener�alt, akkorP ��Tx = �Tx� = 1;Teh�at a legnagyobb �ert�eke �-nak, amely m�eg teljes��ti (8) felt�eteleit, ebben az esetben is a(10) formul�aval sz�amolhat�o, ahol most xTCx = 0.Teh�at t�obbdimenzi�os norm�alis eloszl�as eset�en sztochasztikus probl�em�ankat a k�ovetkez}oalakra tudtuk hozni: Max n�Tx���1 (p)pxTCxotekintve az x 2 D (11)felt�etelt. A (11) probl�ema m�ar sokkal jobban hasonl��t az alfejezet �altal vizsg�alt probl�em�akra.S}ot, ha azt mondjuk, hogy � := ��1 (p), akkor m�ar l�atjuk, hogy a (11) probl�ema egy olyan9



� param�eter}u feladat, hogy � �ert�ek�enek a [0;1) intervallumon bel�uli v�altoztat�as�aval (teh�atamikor p � 1=2) a feladat megold�asai a hat�ekony hat�arg�orbe pontjait fogj�ak megadni arraaz esetre, ha a kock�azatot a portf�oli�o sz�or�as�aval m�erj�uk.Teh�at �osszefoglalva utols�o p�eld�ankat: azt l�athattuk, hogy ha az �ert�ekpap��rok hozam�anakeloszl�asa megfelel}o (eset�unkben t�obbdimenzi�os norm�alis), akkor a befektet}o m�as racion�alisc�elkit}uz�eseket k�ovet}o portf�oli�oja �eppen egy hat�ekony portf�oli�o lesz ( a kock�azatot a sz�or�assalm�erve). Hasonl�o esetekkel fogunk m�eg tal�alkozni a 3. fejezetben.2. A \Kritikus egyenes" algoritmus2.1. Az �atlag-variancia probl�emaAz �atlag-variancia probl�ema alatt az 1. fejezetben klasszikus Markowitz-f�ele modellneknevezett portf�oli�o keres�esi feladatot �ertj�uk, teh�at amelyben a kock�azatot a portf�oli�ohozam�anak sz�or�as�aval m�erj�uk. Az ehhez tartoz�o parametrikus kvadratikus programoz�asifeladat a k�ovetkez}o: Min V ar = xTCxtekintve a �Tx = E;Ax = bx � 0felt�eteleket minden E 2 [Emin; Emax] -ra; (12)ahol az x n-dimenz�os vektor koordin�at�ai a portf�oli�oban tartott egyes �ert�ekpap��rokba fek-tetett �osszegek s�ulyait, a � n-dimenzi�os vektor az �ert�ekpap��rok hozam�anak v�arhat�o �ert�ekeitjel�oli, az A (n�m)-es m�atrix ill. a b m-dimenzi�os vektor pedig a line�aris megszor��t�ofelt�eteleket hat�arozza meg. E jel�oli a portf�oli�ot�ol elv�art hozamot, Emax pedig a maxim�alisel�erhet}o E-t, m��g Emin a minim�alis varianci�ahoz tartoz�o E-t jel�oli.L�athat�o, hogy a (12) probl�ema l�enyeg�eben csak �altal�anosabb megszor��t�o felt�eteleibenk�ul�onb�ozik az eddig t�argyalt Markowitz-f�ele modellt}ol.A �atlag-variancia probl�em�anak l�etezik a (12) feladattal ekvivalens m�asik megfogal-maz�asa, m�egpedig a k�ovetkez}o parametrikus kvadratikus programoz�asi feladat:Min 12xTCx� �E�Txtekintve a Ax = b;x � 0felt�eteleket minden �E 2 [0;1) -ra; (13)ahol �E egyfajta �atv�alt�asi param�eter a hozam �es kock�azat k�oz�ott. Megjegyezz�uk, hogy�E = 0 eset�en a (13) probl�em�anak l�etezhet olyan megold�asa amely nem hat�ekony portf�oli�o,de majd l�atni fogjuk, hogy a fejezetben bemutatand�o algoritmus erre az esetre is helyesmegold�ast ad. 10



2.2. A Kuhn-Tucker t�etelA fejezetben szerepl}o megold�asi m�odszerekhez sz�uks�eg�unk lesz a c��mben szerpl}o t�etel egyspeci�alis v�altozat�ara.T�etel 2.1 (Kuhn-Tucker) Vegy�uk a k�ovetkez}o probl�em�at:Min f (x)tekintve a Ax = b;x � 0 (14)felt�eteleket, ahol f n-v�altoz�os val�os, di�erenci�alhat�o, konvex f�uggv�eny, x n-dimenzi�os vektor,A (n�m)-es m�atrix, b pedig m-dimenzi�os vektor.Az x vektor pontosan akkor megold�asa a (14)-nek, ha l�eteznek olyan m-dimenzi�os � �esn-dimenzi�os � Lagrange- szorz�ok, amelyekre teljes�ul, hogy:5 f (x) +AT�� � = 0; (15)Ax = b; (16)x � 0; � � 0; xT� = 0: (17)Bizony��t�as: A (15, 16, 17) felt�etelek sz�uks�egess�ege k�ovetkezik a k�ozismert eredeti Kuhn-Tucker t�etelb}ol l�asd [21] magyarul [1].A felt�etelek el�egs�egess�ege a k�ovetkez}ok miatt igaz: tegy�uk f�ol, adva egy y � 0 n-dimenzi�os vektor, melyre Ay = b. Erre f konvexit�asa miatt igaz, hogyf (y)� f (x) � (5f (x))T (y � x) :Minthogy (15)-b}ol k�ovetkezik, hogy(5f (x))T = �T � �TA;ez�ertf (y)� f (x) � �Ty � �Tx� �TAy + �TAx = �Ty � 0� �T b+ �Tb = �Ty � 0:Ebb}ol pedig m�ar k�ovetkezik, hogy x optim�alis megold�asa a (14) feladatnak. 22.3. Az algoritmus le��r�asaAz algoritmust a (13) probl�ema megold�as�ara fogjuk haszn�alni. Az el}obb le��rt Kuhn-Tuckert�etelt a probl�em�ara alkalmazva azt kapjuk, hogy adott �E eset�en a (13) feladatnak akkor�es csak akkor lesz x az optim�alis megold�asa, ha l�eteznek olyan � �es � Lagrange- szorz�ok,hogy: Cx+AT�� �E�� � = 0; (18)11



Ax = b; (19)x � 0; � � 0; xT� = 0: (20)Legyen a BE �es a KI halmaz az �ert�ekpap��rok �osszes�eg�enek egy part��ci�oja. Jel�olje CBEazt a r�eszm�atrixot, melyet a C m�atrix KI sorainak �es KI oszlopainak t�orl�es�evel kapunk.Legyen ABE az a r�eszm�atrix, melyet A KI oszlopainak elhagy�as�aval nyer�unk, �BE , �BE �esxBE (xKI) pedig jel�olj�ek az eredeti vektorok KI (BE) koordin�at�ainak elhagy�as�aval kapottvektorokat. Ha a BE �es KI part��ci�o olyan, hogy xKI = �BE = 0 fen�all, akkor egy�uttesenfel��rva a (18) �es (19) egyenletek BE r�esz�et, azt kapjuk, hogy: CBE ATBEABE 0 ! xBE� ! =  0b !+ �E  �BE0 ! : (21)Minden adott BE �es KI part��ci�ora legyen az �xT (�E) ;�T (�E) ;�T (�E)�T 2 R2n+m kri-tikus egyenes a k�ovetkez}ok�eppen de�ni�alva: CBE ATBEABE 0 ! xBE� ! =  0b !+ �E  �BE0 ! : (22)xi = 0; i 2 KI; (23)� = �C;AT� x� !� �E�: (24)A (20)-b}ol l�atszik, hogy a kritikus egyenes egy pontja akkor hat�ekony, ha teljes��ti a�i > 0; i 2 KI (25)xi > 0; i 2 BE (26)felt�eteleket. Egy adott BE halmazraMBE :=  CBE ATBEABE 0 ! : (27)A \kritikus egyenesek" algoritmusa a k�ovetkez}o l�ep�esekb}ol �all:1. el}osz�or is keres�unk egy megold�ast a \�E = 1" esetre, teh�at megoldjuk a k�ovetkez}oline�aris programoz�asi feladatot: Max �Txtekintve a Ax = b;x � 0; (28)felt�eteleket. 12



2. �Igy a k�es}obbiekben t�argyaland�o felt�etelez�eseink mellett ez a megold�as el�eg nagy �0Emellett meghat�aroz egy BE halmazt, �ugy, hogy a hozz�atartoz�o MBE m�atrix nem-szingul�aris lesz, �es a (23, 25, 26) felt�etelek teljes�ulnek.3. Az algoritmus sor�an a hat�ekony hat�arg�orbe pontjait �E cs�okkent�es�enek ir�any�aban raj-zoljuk ki, m�egpedig �ugy hogy el}osz�or elindulunk a kezdeti el�eg nagy �E cs�okkent�es�evela kezdeti megold�ashoz tartoz�o BE halmaz �altal meghat�arozott kritikus egyenesen, �esaddig megy�unk, m��g a (23, 25, 26) felt�etelek teljes�ulnek. Tegy�uk fel, hogy �0 az az�ert�ek, ahol (25, 26) valamelyike el}osz�or megs�er�ul, jel�olje ennek index�et . Ekkor a -ikkoordin�at�at vagy t�or�ulj�uk a BE halmazb�ol �es a KI-be belevessz�uk vagy ford��tva, att�olf�ugg}oen, hogy eredetileg hova tartozott. �Igy egy �uj part��ci�ot kapunk, �es ennek a kri-tikus egyenes�en megy�unk tov�abb eg�eszen a �2E-ig, ahol (25, 26) k�oz�ul megint megs�er�ulvalamelyik, ennek megfelel}oen megint megv�altoztatjuk a part��ci�ot �es megy�unk az �ujegyenesen tov�abb stb.. Ezt a m�odszert folytatjuk eg�eszen, m��g el nem jutunk �E = 0-ig. �Igy azt kaptuk, hogy �E-t a ��1E;1� ; ��2E ; �1E� ; : : : ; h�t+1E ; �tEi ; : : : ; h�TE; �T�1E iszakaszokon mozgatva egy-egy kritikus egyenesen haladva megkapjuk a hat�ekony pon-tokat a legnagyobb �E �ert�ekekt}ol eg�eszen �TE = 0-ig.Az algoritmus le��r�asa sor�an felt�etelezt�uk, hogy az MBE m�atrix minden iter�aci�okornem-szingul�aris marad, m�asr�eszt, hogy a �tE-hez tartoz�o portf�oli�o a t-edik �es t +1-edik kritikus egyenesen ugyanaz, harmadr�eszt, hogy h�t+1E ; �tEiszakaszokon a (25,26) felt�etelek igazak maradnak, negyedr�eszt, hogy az algoritmus v�eges. Ezeknek,az algoritmus m}uk�od�es�ehez felt�etlen�ul sz�uks�eges �all��t�asoknak, a bizony��t�asa alkotja ak�ovetkez}o szakaszok tartalm�at.2.4. Az algoritmus m}uk�od�es�enek felt�eteleiAz egyszer}us�eg kedv�e�ert tesz�unk p�ar felt�etelez�est, hogy az algoritmus m}uk�od}o k�epess�eg�enekbizony��t�asain�al ne kelljen bizonyos speci�alis esetekkel foglalkoznunk. Ha valakit m�egis�erdekelnek ezen esetek, kezel�es�uk m�odozatait megtal�alhatja [29]-ben.Teh�at feltessz�uk, hogy az (28)-nek egy�ertelm}u, v�eges, nem degener�alt megold�asa van.2.5. Az MBE m�atrix nem-szingularit�asaMint m�ar az algoritmus le��r�as�anak v�eg�en eml��tett�uk, a \kritikus egyenes" algoritmus akkorm}uk�odik j�ol, ha teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:1. minden egyes iter�aci�os l�ep�esben az MBE m�atrix nem-szingul�aris,2. a �tE-hez tartoz�o portf�oli�o a t-edik egyenesen ugyanaz legyen, mint a t+ 1- en,3. �j > 0 minden j 62 BE (t) eset�en, xj > 0 minden j 2 BE (t), ha �t�1E > �E > �tE ,4. �TE = 0-�at el�erj�uk valamilyen v�eges T id}o alatt.
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Az 1. �es 3. felt�etelek az els}o kritikus egyenesen fenn�allnak. A k�ovetkez}o szakaszokbanazt fogjuk megmutatni, hogy ha ezek �allnak a t- edik egyenesre, akkor a t+ 1-edikre is, �esa 2. felt�etel fenn�all a t- edik �es t+ 1-edik egyenesek k�oz�ott.Ebben a szakaszban azt fogjuk bel�atni, hogy MBE nem-szingul�aris marad.El}osz�or tekints�uk azt az esetet, amikor xj \bej�on" a (t+ 1)- edik iter�aci�o sor�an.Az �altal�anoss�ag megszor��t�asa n�elk�ul feltehetj�uk, hogy x1; : : : ; xk voltak benn a t-edikiter�aci�oban, �es xk+1 j�ott be a (t+ 1)-ik iter�aci�oban. LegyenC = 0B@ �11 � � � �1k... ...�k1 � � � �kk 1CA ;cT = (�k+1;1; � � � ; �k+1;k) ;A = 0B@ a11 � � � a1k... ...am1 � � � amk 1CA ;� = 0B@ a1;k+1...am;k+1 1CA ;� = 0B@ �1...�k 1CA ;x = 0B@ x1...xk 1CA ;� = �k+1;k+1:A t-edik kritikus egyenesen C ATA 0 ! x� ! =  0b !+ �E  �0 ! :A �E = �tE helyen �k+1 �ugy v�alt z�eruss�a, hogy �tE egy jobb oldali k�ornyezet�eben pozit��vvolt, ez�ert a �E = �tE helyen l�etezik egy�ertelm}u megold�asa az0B@ C AT �cT �T �k+1A 0 0 1CA0B@ x���E 1CA = 0B@ 00b 1CA (29)
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egyenletnek. Ha MBE(t+1) nem-szingul�aris, akkor a formula a (t+ 1)-edik kritikus egye-nesre: 0B@ C c ATcT � �TA � 0 1CA0B@ xxk+1� 1CA = 0B@ 00b 1CA+ �E 0B@ ��k+10 1CA :Mivel feltett�uk, hogy MBE(t) =  C ATA 0 ! nem-szingul�aris,�es mivel �k+1 z�eruss�a v�alik a t-edik kritikus egyenesen, ez�ert a0B@ C AT �cT �T �k+1A 0 0 1CA m�atrix sem lehet szingul�aris.Meg fogjuk mutatni, hogyMBE(t+1) = 0B@ C c ATcT � �TA � 0 1CA nem-szingul�aris.Ha MBE(t+1) szingul�aris lenne, akkor l�etezne egy �yT ; yk+1; �T� 6= 0 vektor, hogy0B@ C c ATcT � �TA � 0 1CA0B@ yyk+1� 1CA = 0B@ 000 1CA ;ahol y k-dimenzi�os, � m-dimenzi�os vektor, yk+1 pedig skal�ar. Ebb}ol k�ovetkezik, hogyAy +�yk+1 = �A�� yyk+1 ! = 0; C ccT � ! yyk+1 ! = � AT�T ! �:Ez�ert V ar �yT ; yk+1� = �yT ; yk+1� C ccT � ! yyk+1 != � �yT ; yk+1� AT�T ! �= 0: 15



B�armilyen (x; xk+1) eset�enV ar �xT + yT ; xk+1 + yk+1� =V ar �xT ; xk+1�+ 2 �xT ; xk+1� C ccT � ! yyk+1 !+ V ar �yT ; yk+1� :Mivel V ar �yT ; yk+1� = 0, ez�ert igaznak kell lennie, hogy�xT ; xk+1� C ccT � ! yyk+1 ! = 0;ellenkez}o esetben V ar �xT + �yT ; xk+1 + yk+1� negat��v lenne egy megfelel}oen v�alasztott�-ra. Ez�ert V ar �xT + yT ; xk+1 + yk+1� = V ar (x; xk+1) :M�asr�eszt, ha Ax+�xk+1 = b;akkor A (x+ y) +� (xk+1 + yk+1) = b:A Kuhn-Tucker t�etel megfelel}o alkalmaz�as�aval l�atszik, hogy a t-edik kritikus egyenesen a�tE-n�el (ahol �k+1 z�eruss�a v�alik) l�ev}o portf�oli�o (x0) minimaliz�alja az 1=2V ar��tEE kifejez�estazon x-ek k�oz�ott, melyekre teljes�ul, hogy1. Ax+�xk+1 = b �es2. xj = 0 minden j = k + 2; : : : ; n eset�en.(Megjegyezz�uk, hogy nem tett�unk megszor��t�ast xj el}ojel�ere j = 1; : : : ; k + 1 eset�en.) Ebb}olk�ovetkezik, hogy (�1; : : : ; �k)y + �k+1yk+1 = 0:Ellenkez}o esetben vagy ax0 +0B@ yyk+10 1CA vagy a x0 �0B@ yyk+10 1CAportf�oli�o v�arhat�o hozama nagyobb lenne ugyanakkora sz�or�as mellett, �es ez ellentmondanax0 el}obb eml��tett minimaliz�al�o tulajdons�ag�anak. Teh�at��T ; �k+1� yyk+1 ! = 0:
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Ebb}ol pedig az k�ovetkezik, hogy�yT ; yk+1; �T�0B@ C AT �cT �T �k+1A 0 0 1CA = �0T ;0T ; 0� ;ez pedig ellentmond annak a felt�etelnek, hogy0B@ C AT �cT �T �k+1A 0 0 1CA nem-szingul�aris.Most vegy�uk azt az esetet, amikor egy v�altoz�o, amely benn volt a t- edik iter�aci�oban\kimegy" a t + 1-ben. Megint az �altal�anoss�ag megszor��t�asa n�elk�ul feltehetj�uk, hogy azx1; : : : ; xk+1 v�altoz�ok voltak benn a t-edik iter�aci�oban, �es xk+1 \megy ki" a t + 1-edikiter�aci�oban. C; cT ; A;�;�;x; � jelentse ugyanazt, mint az el}obbiekben.A t-edik kritikus egyenes:0B@ C c ATcT � �TA � 0 1CA0B@ xxk+1� 1CA = 0B@ 00b 1CA+ �E 0B@ ��k+10 1CA :Feltessz�uk, hogy a fenti MBE(t) nem-szingul�aris. A t-edik kritikus egyenes azon pontj�an,ahol xk+1 z�eruss�a v�alik, a k�ovetkez}ot kapjuk:0BBB@ C c AT �cT � �T �k+1A � 0 00T 1 0T 0 1CCCA0BBB@ xxk+1���E 1CCCA = 0BBB@ 00b0 1CCCA :Mivel xk+1 a t-edik egyenesen pozit��vb�ol v�alt z�eruss�a, ez�ert a fenti egyenlet megold�asaegy�ertelm}u, ez�ert pedig a fenti m�atrix nem-szingul�aris.Most azt kell megmutatni, hogy azMBE(t+1) =  C ATA 0 !m�atrix sem szingul�aris. A bizony��t�as hasonl�o az el}oz}o esethez.Ha MBE(t+1) szingul�aris lenne, akkor l�etezne egy �yT ; �T� vektor �ugy, hogy C ATA 0 ! y� ! = 0:
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Ez�ert Cy = �AT�;Ay = 0;V ar (y) = yTCy= �yTAT�= 0:Ebb}ol k�ovetkezik, hogy V ar (x+ y) = V ar (x) b�armilyen x-re.Ha Ax = b, akkor A (x+ y) = Ax+ 0 = b:Az  x00 ! portf�oli�o �E = �tE-n�el a t-edik kritikus egyenesen, (ahol xk+1 z�eruss�a v�alik)minimaliz�alja az f = 1=2V ar � �tEE kifejez�esttekintve hogy Ax = b;xk+1 = 0; xk+2 = 0; : : : ; xn = 0:Megjegyezz�uk, hogy nem tett�unk megszor��t�asokat az x1; : : : ; xk v�altoz�ok el}ojel�ere.El}oz}oekb}ol k�ovetkezik, hogy �Ty = 0:Ellenkez}o esetben vagy a x0 + y vagy ax0 � ykisebb f c�elf�uggv�eny�ert�eket adna az Ax = b megszor��t�as mellett.De, mivel �Ty = 0, ez�ert azt kaptuk, hogy:�yT ; 0; �T � yTc� �T��0BBB@ C c AT �cT � �T �k+1A � 0 00T 1 0T 0 1CCCA = �0T ; 0;0T ; 0� :Ez pedig ellentmond�as.Teh�at xk+1 ak�ar \bej�on", ak�ar \kimegy" a t+1-edik iter�aci�oban, MBE(t+1) mind a k�etesetben nem-szingul�aris marad.
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2.6. Nem negativit�asi meggondol�asokT�erj�unk vissza arra az esere, amikor xj (j = 1; : : : ; k + 1) benn van a t-edik kritikus egyenesment�en, de xk+1 z�eruss�a v�alik �tE-n�el. Mind a k�et egyenletrendszer, egyszer, amelyik a t-edikegyenest de�ni�alja �es m�asodszor, amelyik a (t+ 1)-iket de�ni�alja, tartalmazza a k�ovetkez}oegyenleteket: xj = 0 minden j � k + 2 eset�en �es�j = 0 minden j � k eset�en.A k�et kritikus egyenest de�ni�al�o egyenletrendszer csak abban k�ul�onb�ozik, hogy:�k+1 = 0 a t-edik kritikus egyenes ment�enxk+1 = 0 a (t+ 1)-edik kritikus egyenes ment�en.Az �xT ;�T ; �tE� vektor a t-edik kritikus egyenesen, �tE-n�el kiel�eg��ti mind a �k+1 = 0, mindaz xk+1 = 0 egyenleteket. Ez�ert a �tE-n�el ugyanazt a portf�oli�ot tal�aljuk mind a t-edik, minda (t+ 1)-edik kritikus egyenesen. Hasonl�oan �ervelhet�unk, amikor xk+1 \bej�on" �tE-n�el.Ebben az esetben xk+1 = 0 a t-edik kritikus egyenes ment�en �es�k+1 = 0 a (t+ 1)-ik kritikus egyenes ment�en.Megint igaz, hogy az �xT ;�T ; �tE� vektor �tE-n�el kiel�eg��ti mindk�et egyenl}os�eget, �es ebb}olmegint k�ovetkezik, hogy a portf�oli�o �tE-n�el ugyanaz mind a t-edik, mind a (t+ 1)-ik kritikusegyenesen.Most pedig megmutatjuk, hogy ha MBE(t) nem-szingul�aris, �es a t-edik kritikus egyene-sen, a �t�1E > �E > �tE tartom�anybanxj > 0 minden j 2 BE (t) eset�en �es�j > 0 minden j 62 BE (t) eset�en,akkor igaz, hogy a t+ 1-edik kritikus egyenesen, a �tE > �E > �t+1E tartom�anybanxj > 0 minden j 2 BE (t+ 1) eset�en �es�j > 0 minden j 62 BE (t+ 1) eset�en.Azt m�ar bel�attuk, hogy a fenti felt�etelek mellett MBE(t+1) nem- szingul�aris. Tekints�ukmost azt az esetet, amikor az egyik x v�altoz�o \bej�on". Mint eddig is, feltessz�uk, hogy azx1; : : : ; xk v�altoz�ok voltak benn a t-edik egyenesen, �es xk+1 \j�on be" a (t+ 1)-edik kritikusegyenesn�el.A (t+ 1)-edik kritikus egyenesen �E = �tE eset�enxj > 0 minden j = 1; : : : ; k eset�en �esxk+1 = 0; 19



am��g xj = 0 minden j = k + 2; : : : ; n:Most meg kell mutatnunk, hogy ha �E-t tov�abb cs�okkentj�uk, akkor xk+1 elkezd n}oni.Tegy�uk fel el}osz�or indirekt, hogy a (t+ 1)-edik kritikus egyenesendxk+1d�E = 0:Ebben az esetben a kritikus egyenesen l�ev}o �osszes pontra teljes�uln�enek a k�ovetkez}ok:1. xk+1 = 0;2. xj = 0 j � k + 2 eset�en,3. �j = 0 j = 1; : : : ; k eset�en,4. �k+1 = 0:Ez pedig lehetetlen, mivel az 1., 2., 3. azok a felt�etelek, amelyek a t-edik kritikus egyenestde�ni�alt�ak, �es a 4. felt�etel a t-edik kritikus egyenesen egyed�ul �E = �tE mellett �all. Ez�ertvagy dxk+1d�E > 0 vagy dxk+1d�E < 0�all fenn. A m�asodik eset pont azt jelenti amit az algoritmus m}uk�od�es�ehez elv�arunk. Tegy�ukfel, hogy dxk+1=d�E > 0. Ebben az esetben l�etezik egy ~�E �ugy, hogy�t�1E > ~�E > �tE ;�es hogy a (t+ 1)-edik kritikus egyenesen ~�E-n�el azt kapjuk, hogyxj > 0 minden j 2 BE (t+ 1) ;xj = 0 minden j 62 BE (t+ 1) ;�j > 0 minden j 62 BE (t+ 1) ;�j = 0 minden j 2 BE (t+ 1) eset�en.Mivel MBE(t+1) nem-szingul�aris, ez�ert a portf�oli�o, amely ~�E-hez tartozik a (t+ 1)-edikkritikus egyenesen, egy�ertelm}u minimum�at adja az1=2V ar � ~�EEfeladatnak, tekintve az Ax = b;xj = 0 j � k + 2 eset�en.(Megeml��tj�uk, hogy az xj-k el}ojel�ere nem tett�unk megszor��t�ast.) Viszont a t-edik kritikusegyenes �E = ~�E-n�el l�ev}o pontja is minimaliz�alja ugyanezt a feladatot, ez pedig ellent-mond�as.Hasonl�o �ervel�est haszn�alhatunk abban az esetben, ha xk+1 \bej�on", �es d�k+1=d�E < 0a (t+ 1)-edik kritikus egyenesen. 20



2.7. Az algoritmus v�egess�egeMivel a t-edik kritikus egyenesen egy v�altoz�o (xj vagy �j) pozit��v �E > �tE eset�en, nulla�E = �tE eset�en, ez�ert negat��vnak kell lennie �E < �tE eset�en. Ebb}ol pedig k�ovetkezik,hogy nem l�etezik olyan kritikus egyenes, amely t�obb iter�aci�o alkalm�aval is szerepel. Mivela kritikus egyenesek sz�ama v�eges, (mert a BE-KI part��ci�ok sz�ama is az,) ez�ert �E = 0-�atv�eges l�ep�esen bel�ul el�erj�uk.2.8. Az algoritmus �altal gener�alt portf�oli�ok �es a hat�ekony portf�oli�okVil�agos, hogy mivel az algoritmus �altal gener�alt portf�oli�ok egyben a (13) feladat megold�asaiis, ez�ert �E 2 (0;1) eset�en a gener�alt portf�oli�ok egyben hat�ekony portf�oli�ok is. Egyel}orenem lehet�unk biztosak abban, hogy �E = 0 eset�en is hat�ekony portf�oli�ot kaptunk, mert b�araz algoritmus �altal gener�alt portf�oli�o ekkor is megoldja a feladatot, de a feladatnak l�etezhetnem hat�ekony portf�oli�o megold�asa is. (Egy olyan portf�oli�o, amelyik a megszor��t�asoknakeleget tesz, minim�alis a hozam�anak a varianci�aja, de l�etezik n�ala nagyobb hozam�u, deugyanakkora varianci�aj�u portf�oli�o.) Szerencs�ere a k�ovetkez}o t�etel biztos��t�ekot ad erre azesetre is.T�etel 2.2 A \kritikus egyenes" algoritmus �E = 0 esetre adott x� megold�asa hat�ekonyportf�oli�o.Bizony��t�as: Indirekt tegy�uk f�ol, hogy l�etezik egy ~x portf�oli�o, amely hozam�anak sz�or�asaugyanakkora, de v�arhat�o �ert�eke nagyobb. Mind x� �es mind ~x b�armilyen k�ornyezet�ebenl�etezik megengedett portf�oli�o, mivelx = �x� + (1� �) ~x; 0 � � � 1eset�en x megengedett. Mivel E �es V ar folytonosak, ez�ert b�armilyen adott �E > 0 eset�enl�etezik x�-nak, �es ~x-nek egy- egy olyan k�ornyezete, legyenek ezek T � �es ~T , hogy hay� 2 T ��es ~y 2 ~T ;akkor f (y�) = 1=2V ar (y�)� �EE (y�) > 1=2V ar (~y)� �EE (~y) = f (~y) :Ez pedig lehetelen, mivel x� az f -et minimaliz�al�o portf�oli�ok hat�ar�ert�eke. 2K�ovetkezm�eny 2.3 Az algoritmus minden 0 � �E < 1 eset�en hat�ekony portf�oli�otgener�al.Az algoritmus egy m�asik fontos tulajdons�aga, hogy az �osszes hat�ekony portf�oli�otgener�alja. 21



T�etel 2.4 Ha (E�; V ar�) egy hat�ekony E, V ar p�aros, akkor l�etezik egy ��E � 0 �ert�ek �ugy,hogy az algoritmus �altal hozz�arendelt x� portf�oli�ora igaz, hogyE� = �Tx� �esV ar� = x�TCx�:Bizony��t�as: A (28) feladat megold�as�ara tett felt�etelek miatt, el�eg nagy �E eset�en azalgoritmus �altal gener�alt portf�oli�o �eppen a legnagyobb el�ethet}o v�arhat�o hozam�u portf�oli�olesz. Jel�olje ezt x, �es v�arhat�o hozama legyen E. Mint a 2.2 t�etelben l�attuk, �E = 0 eset�ena legkisebb sz�or�as�u hat�ekony portf�oli�ot kaptuk. Jel�olje ezt x, a v�arhat�o hozamot pedigE. Nincs megengedett portf�oli�o, melynek v�arhat�o hozama E-n�el nagyobb lenne, �es nincshat�ekony portf�oli�o, melynek v�arhat�o hozama E-n�el kisebb lenne. Ebb}ol k�ovetkezik, hogyE � E� � E. Mivel az algoritmus �altal de�ni�alt x (�E) f�uggv�eny, �es az E (x) f�uggv�enyfolytonos, ez�ert l�etezik, olyan ��E , hogy a hozz�a tartoz�o x� portf�oli�o v�arhat�o �ert�eke �eppenE�. Mivel ez a portf�oli�o hat�ekony is, ez�ert varianci�aj�anak is meg kell egyeznie V ar�-gal. 22.9. Az �atlag-szemivariancia probl�emaA kock�azat m�er�es�enek k�erd�es�eben egy m�asik megk�ozel��t�es, ha azt mondjuk, hogy a befektet}ocsak a v�arhat�o hozam alulteljes��t�ese miatt agg�odik. A kock�azat ennek megfelel}o �ert�ekel�es�erehaszn�alhat�o az (als�o) szemivariancia. A szemivariancia hasonl��t a varianci�ara, de csak av�arhat�o (vagy elv�art) �ert�ekt}ol lefel�e val�o elt�er�est veszi �gyelembe, szemben a varianci�aval,amely mind a lefel�e, mind a felfel�e val�o elt�er�essel sz�amol.A szemivariancia fogalm�at a m�ultbeli hozam statisztik�ak seg��ts�eg�evel fogjuk bevezetni,ak�arcsak az abszol�ut elt�er�es bevezet�es�en�el tett�uk az 1. fejezetben (l�asd a (6) probl�em�at).Legyen rti az i-edik �ert�ekpap��r hozama a t-edik meg�gyel�esi peri�odusban, ahol i = 1; : : : ; n�es t = 1; : : : ; T . Legyen bmt a benchmark hozam a t-edik peri�odusban, t = 1; : : : ; T .El}ofordulhat, hogy bmt = c konstans, minden t-re. B�armilyen x portf�oli�o vektor �es Eeset�en de�ni�aljuk az �atlaghoz viszony��tott szemivarianci�at a k�ovetkez}ok�epp:SE (x) = 1T TXt=18<: nXi=1 rtixi �E!�9=;2 ; (30)a benchmarkhoz viszony��tott szemivarianci�at pedig a k�ovetkez}ok�epp:Sbm (x) = 1T TXt=18<: nXi=1 rtixi � bmt!�9=;2 ; (31)ahol z� = ( jzj ; ha z < 0;0; ha z � 0:
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Ezekb}ol fel��rhatjuk a �atlag-szemivariancia probl�ema k�et megfelel}o v�altozat�at. Az egyik:Min SE (x)tekintve a �Tx = E;Ax = b;x � 0;felt�eteleket minden E 2 [Emin; Emax] - ra, (32)ahol minden param�eter ugyanazt jelenti, mint (12)-ben, Emin kiv�etel�evel, amely itt aminim�alis szemivarianci�aj�u portf�oli�o hozam�at jel�oli. A m�asik v�altozata a szemivarianciaprobl�em�anak a k�ovetkez}o: Min Sbm (x)tekintve a �Tx = E;Ax = b;x � 0;felt�eteleket minden E 2 [Emin; Emax] - ra, (33)ahol a param�eterek ugyanazt jelentik, mint az el}obb.2.10. A szemivariancia probl�ema �atalak��t�asa kvadratikus probl�em�av�aEbben a szakaszban el}osz�or a (32) probl�em�at t�argyaljuk, majd a szakasz v�eg�en megeml��tj�uk,hogy kell az �atalak��t�ast a (33) probl�em�ara alkalmazni.Mivel SE , V ar-ral szemben, nem kvadratikus formula, ez�ert a (32) probl�em�ara nemtudjuk k�ozvetlen�ul alkalmazni a \kritikus egyenes" algoritmust. Azonban 2T �uj v�altoz�obevezet�es�evel a probl�em�at �at tudjuk alak��tani egy (12) alak�u probl�em�av�a.El}osz�or is legyen yt = nXi=1 1pT (rti � �i) xi (34)minden t = 1; : : : ; T eset�en. Behelyettes��tve a �Tx = E megszor��t�ast az eddigi SEc�elf�uggv�enybe l�athat�o, hogy (32) ekvivalens a k�ovetkez}o feladattal:Min TXt=1 �y�t �2tekintve a �Tx = E;Ax = b;x � 0felt�eteleket minden E 2 [Emin; Emax] -ra (35)
�es m�eg a (34) felt�etelt. Ahhoz, hogy kvadratikus c�elf�uggv�enyt kapjunk, legyenzt = y�t (36)23



minden t = 1; : : : ; T eset�en. Most m�ar l�atszik, hogy (32) ekvivalens azzal, hogy:Min TXt=1 z2ttekintve a �Tx = E;Bx� y + z = 0;Ax = b;x � 0;y � 0;z � 0;felt�eteleket minden E 2 [Emin; Emax] eset�en, (37)
ahol B a k�ovetkez}o (T � n)-es m�atrix:B = 1pT 0B@ r11 r12 � � � r1n... ... ...rT1 rT2 � � � rTn 1CA� 1pT 0B@ �1 � � � �n... ...�1 � � � �n 1CA : (38)Ebben az �atalak��tott probl�em�aban gondolkodhatunk �ugy, hogy a befektethet}o�ert�ekpap��rok halmaza egyr�eszt az eredeti n val�os �ert�ekpap��rb�ol, m�asr�eszt 2T �kt��v�ert�ekpap��rb�ol �all, a ��T ;0;0� v�arhat�o hozam vektorral, �es a k�ovetkez}o kovarianciam�atrixszal: C := 0B@ 0 0 00 0 00 0 I 1CA :Teh�at most m�ar az �uj (37) probl�em�ara tudjuk alkalmazni a \kritikus egyenes" algoritmust.A (33) probl�ema �atalak��t�ashoz csak annyi v�altoztat�as sz�uks�eges, hogy a B m�atrixot ak�ovetkez}ok�eppen de�ni�aljuk:B = 1pT 0B@ r11 r12 � � � r1n... ... ...rT1 rT2 � � � rTn 1CA� 1pT 0B@ bm1 � � � bm1... ...bmT � � � bmT 1CA : (39)2.11. A \kritikus egyenes" algoritmus v�egrehajt�asaA \kritikus egyenes" algoritmus k�ozvetlen r�aalkalmaz�asa az �atalak��tott (37) feladatra, abevezetett 2T �uj v�altoz�o miatt, sz�am��t�aselm�eleti szempontb�ol nem t�ul hat�ekony. Ahhoz,hogy az algoritmust hat�ekonyabb�a tegy�uk, ki kell haszn�alni a kapottMBE m�atrix ritkas�ag�at.Ennek pontos le��r�asa [34]-ben megtal�alhat�o. Most csak azt fogjuk megmutatni, hogy azalgoritmus v�egrehajthat�o z v�altoz�oinak bevezet�ese n�elk�ul is.Mint az el}oz}oekben l�attuk, az egyetlen oka annak, hogy z-t bevezett�uk az volt,hogy kvadratikus c�elf�uggv�enyt kapjunk, mivel a \kritikus egyenes" algoritmust az �atlag-variancia probl�ema megold�as�ara fejlesztett�ek ki. Azonban az az elv, amely az algoritmusm�og�ott megh�uz�odik, haszn�alhat�o �altal�anosabb c�elf�uggv�enyek eset�en is, bele�ertve az �atlag-szemivariancia probl�em�ahoz tartoz�o SE (x) �es Sbm (x) f�uggv�enyeket. N�ezz�uk �ujra a (22, 23,24



24) egyenletrendszert, ahol a kritikus egyenes de�n��ci�oja tal�alhat�o. Eml�ekezz�unk r�a, hogy(22, 23, 24) k�et r�eszb}ol �all. Az egyik r�esz az eredeti line�aris megszor��t�o felt�etel. A m�asika Lagrange f�uggv�eny els}o rend}u felt�etele, ha xKI-t konstans m�odon z�er�onak vessz�uk. HaV ar-t kicser�elj�uk egy �altal�anosabb f (x) f�uggv�enyre, �es erre alkalmazzuk a Kuhn-Tuckert�etelt, a \kritikus egyenes" a k�ovetkez}o lesz:5BE f (x) +ATBE� = �E�BE ; (40)ABExBE = b; (41)xi = 0; i 2 KI eset�en, (42)� = 5f (x) +AT�� �E�; (43)ahol 5BEf az f f�uggv�eny BE v�altoz�okra vonatkoz�o gradiense. A Kuhn- Tucker t�etelfelt�etelei szerint a kritikus egyenes egy pontja akkor optim�alis, ha�i � 0 i 2 KI eset�en, (44)xi � 0 i 2 BE eset�en. (45)Most n�ezz�uk meg, hogy hogyan tudjuk a fenti de�n��ci�ot alkalmazni az �atalak��tott (34,35) probl�em�ara (�es nem (37)-re!). Legyen f (x;y) = 12 PTt=1 �y�t �2. Mivel y-ra nincsmegszor��t�as, ez�ert y v�altoz�oi a BE halmazban lesznek. Az egyszer}us�eg kedv�e�ert, BE �es KIcsak a val�odi �ert�ekpap��rok part��ci�oj�at jel�olje. Legyen �1 (illetve �2) a (34) megszor��t�ashoz(illetve az Ax = b-hez) tartoz�o Lagrange-szorz�o. A (40,41) egyenletek megfelel}o alakjai:5BE f (x;y) +BTBE�1 +ATBE�2 = �E�BE ; (46)5y f (x;y)� �1 = 0; (47)BBExBE � y = 0; (48)ABExBE = b: (49)mivel fx = 0 �es fy = �y�, ez�ert ezeket a fenti egyenletekbe behelyettes��tve:BTBE�1 +ATBE�2 = �E�BE ; (50)� y� � �1 = 0; (51)BBExBE � y = 0; (52)ABExBE = b: (53)Teh�at ahhoz, hogy egy hat�ekony algoritmust tal�aljunk, a f�onti egyenletrendszert kell tud-nunk hat�ekonyan megoldani. Tartalmazza yf azokat az yt-ket, amelyekre yt � 0, �es �alljonaz ya a t�obbi yt-b}ol, teh�at amelyekre yt < 0. Legyen�1 =  �1f�1a ! ; BBE =  BBEfBBEa ! :25



A (51) egyenletb}ol azt kapjuk, hogy �1f = 0; (54)�1a = �ya: (55)Behelyettes��tve a (54, 55) eredm�enyeket (50)- ba �es (52)-be, valamint megfelel}oen sz�etbontvaa (52) egyenletet azt kapjuk, hogy:BTBEaya +ATBE�2 = �E�BE ; (56)BBEaxBE � ya = 0; (57)ABExBE = b; (58)BBEfxBE � yf = 0: (59)Most m�ar l�atjuk, hogy a (50-53) egyenletrendszer megold�as�at �ugy kapjuk meg, hogy el}osz�ormegoldva a (56-58) egyenleteket megkapjuk (xBE ;ya;�2)-t, majd a (54, 55, 59) egyen-letekb}ol a marad�ek ismeretlent. V�eg�ul m�eg fel��rjuk a (56-58) egyenletek m�atrixos alakj�at:0B@ �Ia 0 BBEa0 0 ABEBTBEa ATBE 0 1CA0B@ ya�2xBE 1CA = 0B@ 0b�E�BE 1CA :A hat�ekony algoritmus, amely a fenti egyenletrendszert megoldja, megtal�alhat�o [34]-ben.Ugyanitt tal�alhat�oak adatok az algoritmus fut�asidej�er}ol �es t�arig�eny�er}ol.3. A hasznoss�agi f�uggv�eny �es a kock�azat m�er�ese3.1. A hasznoss�ag�at maximaliz�al�o befektet}oMint l�attuk, a racion�alis befektet}o a portf�oli�o kiv�alaszt�as sor�an egyr�eszt gondolkodhat �ugy,hogy igyekszik a v�arhat�o hozamot maximaliz�alni, mik�ozben a kock�azatot minimaliz�alja,m�asr�eszt az 1. fejezet v�eg�en tal�alkoztunk azzal a gondolatmenettel, hogy a befektet}o egyel}ore megv�alasztott el�eg nagy val�osz��n}us�eggel akarja a hozamot maximaliz�alni, l�asd (8).Ebben a fejezetben megismerked�unk egy harmadik gondolattal, amikor a befektet}o a v�arhat�ohasznoss�ag�at akarja maximaliz�alni.A befektet�es hasznoss�ag�at a befektet}o sz�am�ara a hasznoss�agi f�uggv�eny seg��ts�eg�evelm�erj�uk. A hasznoss�agi f�uggv�eny, amelyet jel�olj�unk u-val, eset�unkben a hozam f�uggv�eny�ebenadja meg a hasznoss�agot. Mint minden hasznoss�agi f�uggv�enyr}ol, err}ol is feltessz�uk, hogy� monoton n�oveked}o �es� konk�av.
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Mind a k�et felt�etel egy-egy j�ozan k�ozgazdas�agi meggondol�ast rejt mag�aban: az els}o azt, hogya nagyobb hozam nem cs�okkentheti a hasznoss�agot, a m�asodik amelyet a k�ozgazdas�agtanbana cs�okken}o hat�arhozad�ek elv�enek is szoktak nevezni, eset�unkben azt mondja, hogy nagyobbhozam egys�egnyi n�ovel�es�evel a hasznoss�ag kev�esb�e n}o, mintha kisebb hozamot n�ovelt�unkvolna egy egys�eggel. (P�eld�aul egy befektet}o sz�am�ara sokkal nagyobb jelent}os�ege van annak,ha egy adott, eddig 1%-os hozamot biztos��t�o befektet�ese hozama ezent�ul 2% hozammal b��r,mint annak, hogyha egy 100% hozam�u befektet�es ezent�ul 101%-os hozamot biztos��t, mivelilyen magas hozam eset�en a befektet}o m�ar ink�abb gondolkodik �ugy, hogy ez az 1% m�ar\nem oszt nem szoroz".)Teh�at a c��mben szerepl}o hasznoss�ag maximaliz�al�o befektet}o probl�em�aj�at a k�ovetkez}o-k�eppen ��rhatjuk le: Max E hu �rTx�i = Z u�rTx� dP (r)tekintve, hogy x 2 X: (60)A feladatban r jel�oli az �ert�ekpap��rok hozam�anak v�eletlen vektor�at, P a hozz�a tartoz�oval�osz��n}us�egi m�ert�eket, az E f�uggv�eny pedig egy val�osz��n}us�egi v�altoz�o v�arhat�o �ert�ek�et,az X halmaz pedig v�alaszthat�o a feltett megszor��t�asoknak megfelel}oen. Az el}oz}oekbenE-t haszn�altuk minden argumentum n�elk�ul a portf�oli�o v�arhat�o hozam�anak jel�ol�es�ere is, ehelyett mostant�ol jel�olje ezt E = E �rTx� = �Tx, a portf�oli�o hozam�anak sz�or�as�at pedigV ar = V ar �rTx� = xTCx.3.2. A v�arhat�o hasznoss�ag becsl�ese �es az �atlag-variancia probl�emaA (60) probl�ema a portf�oli�o probl�ema egyik legval�odibb modellez�ese (mivel a befektet}o min-denek felett legink�abb hasznoss�ag�at akarja maximaliz�alni) m�egis tal�an ezzel van a legt�obbgond. Hogy a probl�em�at egy explicit optimum keres�esi probl�emak�ent tudjuk fel��rni, egyr�esztismern�unk k�ene a befektet}o hasznoss�agi f�uggv�eny�et, m�asr�eszt a hozamok val�osz��n}us�egieloszl�as�at. Az els}o probl�em�at �ugy szokt�ak megoldani, hogy megpr�ob�alj�ak u-t k�ozel��teni egyf�uggv�ennyel, a m�asodikat probl�em�at pedig �ugy, hogy a k�ozel��t}o f�uggv�enyt �ugy v�alasztj�ak,hogy az ebb}ol sz�armaztatott v�arhat�o hasznoss�ag m�ar csak a hozamok v�arhat�o �ert�ek�enek �essz�or�as�anak f�uggv�enye legyen.Az u f�uggv�eny legegyszer}ubb k�ozel��t�eseit Taylor-sor�ab�ol kaphatjuk. Ha a 0 k�or�uli Taylorsort n�ezz�uk, akkor a m�asodfok�u Taylor-polinom a k�ovetkez}o k�ozel��t�est adja:u (r) �= u0 (r) = u (0) + u0 (0) r + 12u00 (0) r2; (61)ekkor a becs�ult v�arhat�o hasznoss�ag (egy x portf�oli�o eset�en):E hu �rTx�i �= E hu0 �rTx�i = u (0) + u0 (0)E + 12u00 (0) �E2 + V ar� (62)
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Egy m�asik becsl�est kaphatunk, ha nem a 0 k�or�uli, hanem a portf�oli�o E v�arhat�o hozamak�or�uli m�asodfok�u Taylor-polinommal k�ozel��t�unk:u (r) �= uE (r) = u �E�+ u0 �E��r �E�+ 12u00 �E��r �E�2 ; (63)ekkor a becs�ult v�arhat�o hasznoss�ag (egy x portf�oli�o eset�en):E hu �rTx�i �= E huE �rTx�i = u �E�+ 12u00 �E�V ar (64)A v�arhat�o hasznoss�ag k�et k�ozel��t�es�et logaritmikus hasznoss�agi f�uggv�ennyel �es empirikuseloszl�asokkal letesztelve Markowitz, Young �es Trent �ugy tal�alta, hogy a (64) k�ozel��t�esl�enyegesen jobb, mint (62)Mindk�et k�ozel��t�es egy kvadratikus f�uggv�enyt rendel u-hoz, m�eghozz�a �ugy, hogy ak�ozel��t}o f�uggv�eny csak u egy helyettes��t�esi �ert�ek�ehez (a 0-hoz illetve az E-hez) tartoz�otulajdons�agait�ol (u, u0, u00) f�ugg. Levy �es Markowitz �eppen ez�ert egyik cikk�ukben (l�asd[27]) azt aj�anlott�ak, hogy k�ozel��ts�unk ugyancsak m�asodfok�u f�uggv�ennyel, de a k�ozel��t�esn�ela hasznoss�agi f�uggv�eny h�arom j�o helyen megv�alasztott helyettes��t�esi �ert�ek�ehez tartoz�otulajdons�agot (a f�uggv�eny�ert�eket) vegy�uk �gyelembe. Teh�at v�alasszuk azt a m�asodfok�upolinomot, amely a k�ovetkez}o h�arom ponton�E � k�; u �E � k��� ;�E; u �E�� ;�E + k�; u �E + k��� (65)kereszt�ulmegy. Ezt kvadratikus f�uggv�eny fel��rhatjuk a k�ovetkez}o alakban:qk (r) = ak + bk �r �E�+ ck �r �E� (66)(Az egyszer}us�eg kedv�e�ert k�ovetkez}o fel��r�asainkban elhagyjuk a k indexet, de term�eszetesenett}ol m�eg oda �ertend}oek.) Teh�at a (66) egyenletb}ol a k�ozel��t}o f�uggv�eny�unk v�arhat�o �ert�eke:E hq �rTx�i = a+ cV ar (67)Megoldva az u�E � k�� = a+ b ��E � k���E�+c ��E � k���E�2= a� bk� + ck2�2;u �E� = a+ b0 + c02;u�E + k�� = a+ bk� + ck2�2 (68)egyenleteket, azt kapjuk, hogya = u �E� ;b = u(E+k�)�u(E�k�)2k� ;c = u(E+k�)+u(E�k�)�2u(E)2k2�2 : (69)
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Ebb}ol m�ar fel��rhat�o a v�arhat�o hozamot k�ozel��t}o f�uggv�enycsal�ad:fk �E; V ar; u (:)� = E hq ��Tx�i= u �E�+ u �E + k��+ u �E � k��� 2u �E�2k2 : (70)N�ezz�uk most meg, hogy a (64) k�ozel��t}of�uggv�enyt hogyan tudjuk beilleszteni a fentif�uggv�enycsal�adba.Lemma 3.1 De�ni�aljuk f0-nak a (64) k�ozel��t}of�uggv�enyt. Ekkor igaz, hogy:fk ! f0; ha k ! 0:Bizony��t�as: A L'Hospital-szab�alyt k�etszer alkalmazva:limk!0 fk = limk!0u�E�+ u�E + k��+ u �E � k��� 2u �E�2k2= u �E�+ limk!0 �u0 �E + k��� �u0 �E � k��4k= u �E�+ limk!0 �2u00 �E + k��+ �2u00 �E � k��4= u �E�+ 12u00 �E�V ar= f0: 2Vil�agos, hogy adott k �es u f�uggv�eny eset�en fk csak E-t}ol �es V ar-t�ol f�ugg. Ha bel�atjuk,hogy ez az fk E-nek monoton n�ov}o illetve V ar monoton cs�okken}o f�uggv�enye, akkor aztkapjuk, hogy ha egy befektet}o ezen k�ozel��t}o f�uggv�enyek valamelyik�et haszn�alja a sz�am�araleghasznosabb portf�oli�o keres�es�ere, akkor biztosan egy �atlag-variancia hat�ekony portf�oli�ot fogv�alasztani. Ezt a tulajdons�agot mondja ki bizonyos felt�etelek mellett a k�ovetkez}o lemma:Lemma 3.2 Ha u0 > 0, u00 < 0, �es u000 (r) � 0 minden E � k� < r < E + k� eset�en, akkorf -et egy �E; V ar� hat�ekony portf�oli�o maximaliz�alja.Bizony��t�as: k = 0 eset�en az �all��t�as trivi�alis. A k > 0 esetre el}osz�or n�ezz�uk (70) � szerintideriv�altj�at. Mivel u00 < 0, ez�ert:@fk@� = u0 �E + k��� u0 �E � k��2k < 0:Teh�at f �-nak monoton cs�okken}o f�uggv�enye, ez�ert pedig V ar = �2-nek is. N�ezz�uk most(70) E szerinti deriv�altj�at, � = k�-t behelyettes��tve azt kapjuk, hogy:@fk@E = u0 �E�+ hu0 �E + ��+ u0 �E � ��� 2u0 �E�i V ar2�2 (71)29



A Taylor-t�etelb}ol k�ovetkez}oenu0 �E + �� = u0 �E�+ u00 �E� � + 12u000 �E + ���2 (72)valamilyen 0 �es � k�oz�otti �-ra. Behelyettes��tve ezt (71)-be, az u0 �E + �� �es u0 �E � ��hely�ere, azt kapjuk, hogy (valamilyen �1 illetve �2 0 �es � k�oz�otti �ert�ekekre)@fk@E = u0 �E�+ hu000 �E + �1�+ u000 �E � �2�i V ar4 > 0;az u0-re illetve u000-re tett feltev�esek miatt. Teh�at azt kaptuk, hogy f E-nek monoton n�ov}of�uggv�enye. Ebb}ol �es abb�ol, hogy V ar-ban pedig monoton cs�okken}o, k�ovetkezik a lemma�all��t�asa. 2Levy �es Markowitz a m�ar eml��tett cikkben statisztikailag vizsg�alt�ak az fk f�uggv�enyek �es av�arhat�o hasznoss�ag kapcsolat�at, �es arra jutottak, hogy az fk f�uggv�enyeknek legal�abb valame-lyike az esetek nagy r�esz�eben j�o k�ozel��t�est ad. Ebb}ol pedig a k�ovetkez}o gondolatmenetetvezett�ek le: ha egy befektet}o az �atlag- variancia hat�ekony portf�oli�ok k�oz�ul v�alasztja ki asz�am�ara legkedvez}obbet, akkor sem v�alaszt rosszabbat, mintha fk-k k�oz�ul a legjobbat maxi-maliz�aln�a; �es mivel az f -ek k�oz�ul legal�abb n�eh�any j�ol k�ozel��ti a v�arhat�o hasznoss�agot, �eppenez�ert nem �erheti a befektet}ot jelent}os vesztes�eg, ha a sz�am�ara legkedvez}obb portf�oli�ot az�atlag-variancia hat�ekony portf�oli�ok k�oz�ul v�alasztja ki.3.3. A hasznoss�agi f�uggv�eny k�ozel��t�ese line�ar-kvadratikus kock�azatim�ert�ekkelLevy �es Markowitz fenti cikke, amely t�obbek k�ozt az �atlag-variancia hat�ekony portf�oli�okeres�es�enek jelent}os�eg�et is igazolni l�atszott, nem mindenkit gy}oz�ott meg. King p�eld�aul[22] cikk�eben felveti, hogy a Markowitz�ek �altal le��rt k�ozel��t�esek eset�eben ugyan l�eteznekolyan hozam eloszl�asok, amikor ezek el�eg pontosak, de p�eld�aul asszimetrikus eloszl�asokeset�en a k�ozel��t�esek romlanak. Ezzel pedig �ervel�es�uk �erv�enyess�ege {mivel hogy az rval�osz��n}us�egi eloszl�as�ara nem tesznek felt�etelt{ lesz}uk�ul arra az esetre, ha a k�ozel��t�esekmaguk a hasznoss�agi f�uggv�enyek.�Eppen ez�ert King azt aj�anlotta, hogy de�ni�aljuk line�ar-kvadratikus m�ert�ekek egy oszt�a-ly�at, amely megtartja a Taylor-k�ozel��t�es lok�alis kvadratikus tulajdons�agait, de lehet}os�egetad arra, hogy k�ozel��t}of�uggv�eny�unk konk�av �es monoton n�ovekv}o legyen (ak�arcsak u).De�n��ci�o 3.1 Line�ar-kvadratikus m�ert�ekeknek h��vjuk a k�ovetkez}o t��pus�u f�uggv�enyeket:�q�;q+ (r) = 8><>: q�r � 12 (q�)2 ha r � q�;12r2 ha q� < r < q+;q+r � 12 (q+)2 ha q+ � r;ahol a q� �es q+ param�eterek a f�uggv�eny (line�aris r�esz�enek) baloldali illetve jobboldali mere-deks�egei. (A konvexit�as �erdek�eben megk�ovetelj�uk, hogy q� � q+ legyen.)30



Sokfajta line�ar-kvadratikus m�ert�ek l�etezik. Az egyik legt�obbet haszn�alt ezek k�oz�ul az (als�o)szemivariancia robosztus v�altozata:��k;0 (r) = 8><>: �kt� 12k2 ha r � �k;12r2 ha � k � r � 0;0 ha 0 � t:Ez a kock�azati m�ert�ek a szemivarianci�ahoz k�epest kev�esb�e veszi �gyelembe a \kil�og�o" meg-�gyel�esi �ert�ekeket, ez�ert hasznos lehet, ha az hozamok eloszl�as�at egy meg�gyel�esi mint�avaljellemezz�uk. Ezzel a fajta m�ert�ekkel mi nem foglalkozunk, err}ol tov�abbi r�eszletek [18]-bental�alhat�oak.Visszat�erve u m�asodfok�u k�ozel��t�es�ehez, m�odos��tsuk uE-t �ugy, hogy az �uj approxim�aci�okonk�av �es monoton n�ovekv}o legyen:ulk (r) := u �E�+ u0 �E��r �E�+ u00 �E� �q�;q+ �r �E� : (73)L�enyeg�eben ezt az �uj k�ozel��t�est �ugy kaptuk, hogy (63) kvadratikus r�esz�et a k�ovetkez}o line�ar-kvadratikus r�eszre cser�elt�uk: u00 �E� �q�;q+ �r �E� :Ezt a f�uggv�enyt r�eszletesebben fel��rva:u00 �E� �q�;q+ �r �E� =8>>><>>>: u00 �E� q� �r �E�� 12u00 �E� (q�)2 ; ha �r �E� � q�;12u00 �E��r �E�2 ; ha q� � �r �E� � q+;u00 �E� q+ �r �E�� 12u00 �E� (q+)2 ; ha q+ � �r �E� :Most pedig n�ezz�uk meg, hogy a line�ar-kvadratikus f�uggv�eny baloldali illetve jobboldalimeredeks�egeit, teh�at a q� �es q+ param�etereket hogyan �erdemes megv�alasztani. Egyr�esztmivel az approxim�aci�ot�ol megk�ovetelj�uk, hogy E-ben pontos �ert�eket adjon, ez�ert kell, hogy�q�;q+ (0) = 0 legyen. Ez pontosan akkor teljes�ul, hogy ha q� � 0 � q+. A k�ovetkez}o, amitszeretn�enk, hogy ulk monoton n�ovekv}o �es konk�av hasznoss�ag legyen. Felt�etel�unk szerintu00 � 0 mindig, �es emiatt illetve q� � q+ miatt ulk konk�av. Teh�at m�ar csak ulk monotonn�ovekv}os�eg�et kell biztos��tanunk, ez pedig a konk�avit�as miatt pontosan akkor fog teljes�ulni,ha limr!1u0lk (r) = u0 �E�+ u00 �E� q+ � 0:Ebb}ol pedig k�ovetkezik, hogy ulk monoton n�ovekv}o akkor �es csak akkor, haq+ � �u0 �E�u00 �E� :
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Felt�eteleinket �osszegezve azt kapjuk, hogy q� �es q+ akkor vannak megfelel}oen megv�alasztva,ha q� � 0 � q+ � �u0 �E�u00 �E� :Eset�unkben a tov�abbi t�argyal�as folyam�an q� kev�ess�e b��r jelent}os�eggel (mint m�ar fentebbeml��tett�uk ennek ink�abb statisztikai robosztuss�ag szempontj�ab�ol van jelent}os�ege) ez�ertmostant�ol fogva feltessz�uk, hogy q� = �1. V�altoztatva q+-t a h0;�u0 �E� =u00 �E�iintervallumon, az ulk approxim�aci�onak v�egig megmarad egyr�eszt az a tulajdons�aga, hogyaz E helyen az eredeti f�uggv�eny �ert�ek�et veszi fel, m�asr�eszt az, hogy konk�av �es monotonn�ovekv}o.A fenti intervallum k�et v�egpontja k�ul�on�os jelent}os�eggel b��r. Ha q+-ot az intervallumbaloldali v�egpontj�anak v�alasztjuk, akkor a Levy-Markowitz f�ele gondolatmenettel pont az�atlag-(als�o)szemivariancia probl�em�ahoz jutunk, amely eset�unkben (a c�elf�uggv�eny konstanstagjait elhagyva) a k�ovetkez}ok�eppen ��rhat�o fel:Min E h��1;0 �rTx��Tx�itekintve a �Tx � E;x 2 X felt�eteleket. (74)Az �atlag-szemivariancia probl�em�aval m�ar az el}oz}oekben is tal�alkoztunk (l�asd (32)), akkor aprobl�em�at abb�ol a t�enyb}ol sz�armaztattuk, hogy a befektet}o csak az elv�art hozamt�ol lefel�eval�o elt�er�est pr�ob�alja elker�ulni. Eset�unkben a hasznoss�agi f�uggv�eny egyfajta k�ozel��t�es�enekmaximaliz�al�asa sor�an jutottunk ugyanehhez a probl�em�ahoz, �es ez n�emi �ujdons�aggal b��r.Ebben az esetben, amikor q+-t az intervallum bal v�egpontj�anak, teh�at q+ = 0-nakv�alasztjuk, az ulk k�ozel��t}o f�uggv�eny meredeks�ege mindenE-n�el nagyobb r helyen u0 �E� lesz.Ez pedig azt jelenti, hogy r � E eset�en az ulk k�ozel��t}o f�uggv�eny vagy az eredeti hasznoss�agif�uggv�eny f�ol�ott vagy azon fog futni. Ez pedig azt jelenti, hogy E-n�el nagyobb hozam eset�ent�ulbecs�ulj�uk a befektet}o �altal el�ert hasznoss�agot. Ebb}ol azt a k�ovetkeztet�est vonhatjuk le,hogy ha a portf�oli�o kiv�alaszt�as�ahoz a v�arhat�o hozamot �es az (als�o)szemivarianci�at vessz�uk�gyelembe, (teh�at �atlag- szemivariancia hat�ekony portf�oli�ot v�alasztunk,) akkor a kapottportf�oli�o kock�azatosabb lesz az �altalunk elv�artn�al.A fentiek alapj�an, ha egy asszimetrikus kock�azati m�ert�eket akarunk bevezetni, az t}unik�eszszer}unek, hogy a hasznoss�agi f�uggv�eny egy olyan k�ozel��t�es�evel konzisztens m�ert�ekettal�aljunk, amely k�ozel��t�es min�el ink�abb elbagatelliz�alja a v�arhat�o hozamt�ol felfel�e val�oelt�er�est, mik�ozben megtartja a hasznoss�agi f�uggv�eny alakj�anak tulajdons�agait (monotonn�oveked�es, konk�avs�ag). Ez vezet el minket ahhoz a gondolathoz, hogy q+-ot legc�elszer}ubba megengedett intervallum jobboldali pontj�anak v�alasztani, teh�atq+ := � �E� := �u0 �E�u00 �E� :
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A q+ �ert�ek�enek ilyen v�alaszt�asa azt jelenti, hogy az ulk k�ozel��t}o f�uggv�eny meredeks�ege 0 lesz,ha r ! 0. De�ni�alhatjuk � �E�-t �ugy is mint a befektet}o \kock�azat t}ur�esi" param�eter�et,teh�at a kock�azat (variancia) azon mennyis�eg�et, amelyet a befektet}o hajland�o elfogadni av�arhat�o hozam (E-b}ol val�o) in�nitezim�alis n�oveked�es�e�ert. Nagyobb � �E� eset�en kock�azatt}ur}obb a befektet}o. P�eld�aul egy olyan befektet}o eset�en, akinek a hasznoss�agi f�uggv�enye alogaritmus f�uggv�eny, a kock�azat t}ur�esi param�eter:��E� = E:Ennek alapj�an azt a meg�gyel�est tehetj�uk, hogy ilyen hasznoss�agi f�uggv�eny eset�en 0�es 2E k�oz�otti r-ekre az asszimetrikus (kock�azat-t}ur�esi) kock�azati m�ert�ek megegyezik aszimmetrikus (variancia) kock�azati m�ert�ekkel. M�as sz�oval, ha egy befektet}onek ilyen ahasznoss�agi f�uggv�enye �es nem l�at r�a re�alis es�elyt, hogy b�armelyik eszk�oz az }o portf�oli�oj�abannagyobb hozammal b��rjon, mint 100%, akkor haszn�alja a szimmetrikus modellt, �es nev�as�arolja t�ul mag�at. A m�asik oldalr�ol pedig, ha valaki befektet�esekor olyan �ert�ekpap��rokatis �gyelembe vesz, amelyek rendelkeznek a v�arhat�o hozam f�ol�otti kell}o nagys�ag�u potenci�alishozam lehet}os�eg�evel, haszn�alj�ak az aszimmetrikus modellt, mert ezek az eszk�oz�ok csakebben az esetben fognak szerepelni a hat�ekony hat�arg�orb�eben.A kock�azatt}ur�esi hat�ekony hat�arg�orb�et a k�ovetkez}o optimaliz�al�asi probl�ema megold�a-s�aval �all��thatjuk el}o: Min E h��1;�(E) �rTx��Tx�itekintve a �Tx � E;x 2 X megszor��t�asokat. (75)V�eg�ul m�eg p�ar megjegyz�est f}uzn�enk az asszimetrikus kock�azati m�ert�ekekhez. El}osz�or is,ha az eszk�oz�ok hozam eloszl�asa szimmetrikus, akkor az �atlag-variancia, �atlag-szemivariancia,�es a kock�azatt}ur�esi hat�ekony hat�arg�orbe term�eszetesen megegyeznek. Az aszimmetrikuskock�azati m�ert�ekek csak akkor b��rnak jelent}os�eggel, ha a befektet}o a p�enz�ugyi eszk�oz�okaszimmetrikus eloszl�as�u hozam�ara sz�am��t. L�eteznek tanulm�anyok, amelyek m�ultbeli meg-�gyel�esek alapj�an a p�enz�ugyi eszk�oz�ok hozam eloszl�as�anak aszimmetrikus eloszl�as�at bi-zony��tj�ak (l�asd p�eld�aul [17], [16], [38]). A k�ovetkez}okben m�eg k�et lehets�eges forr�as�at eml��tj�ukmeg az aszimmetrikus hozam eloszl�asnak.Egyr�eszt, tal�an ez a legfontosabb eset, t�obb p�enz�ugyi eszk�oznek, mint p�eld�aul azopci�oknak, eleve olyan a konstrukci�ojuk, hogy hozamuk eloszl�asa aszimmetrikus. M�asp�enz�ugyi eszk�oz�ok pedig rejtett opci�okat rejtenek magukban, mint p�eld�aul a jelz�aloggalterhelt �ert�ekpap��rok. Ha ilyen eszk�oz�oket is megenged�unk portf�oli�onk �ossze�all��t�as�an�al,akkor bizony mindenk�epp szembe tal�alkozunk aszimmetrikus eloszl�asokkal.M�asr�eszt, sok befektet}o a r�eszv�eny hozam eloszl�asokatt egy line�aris faktor-modellseg��ts�eg�evel a k�ovetkez}ok�epp becs�uli: r = �v + �. A faktorok �altal�aban valamilyenmakrogazdas�agi vagy gazdas�agpolitikai m�er}osz�amok. A befektet}o a m�ultb�eli adatok meg�-gyel�es�evel �altal�aban arra jut, hogy ezeknek a m�er}osz�amoknak az eloszl�asa aszimmetrikus.Ez pedig a faktor-modellen kereszt�ul implik�alja a r�eszv�eny hozam aszimmetrikus eloszl�as�at.33



3.4. K�ovet}o modellek �es a minim�alis megb�an�asAszimmetri�aval olyan modellekben is tal�alkozhatunk, amelyek k�ozel �allnak a gyakorlatbanfelmer�ul}o p�enz�ugyi probl�em�ak gondolatmenet�ehez. �Irjunk fel el}osz�or a Markowitz-f�ele �atlag-variancia modellt egyfajta \k�ovet}o modell" form�atumban:Min E �rTx� ��2tekintve, hogy x 2 X (76)(Be lehet l�atni, hogy az �atlag-variancia hat�ekony hat�arg�orbe ezen a modellen kereszt�ul isgener�alhat�o, ha � -t megfelel}o hat�arok k�oz�ott v�altoztatjuk, l�asd [23].) Mi ezt a modelltk�etf�elek�epp m�odos��tjuk. Egyr�eszt a � c�elv�altoz�ot tekinthetj�uk val�osz��n}us�egi v�altoz�onak,m�asr�eszt az e�cient frontiert parametriz�alhatjuk egy m�asik krit�erium seg��ts�eg�evel, legyenez p�eld�aul a portf�oli�o �ossze�all��t�as�anak k�olts�ege.Ezen �altal�anos��t�asok a k�ovet}o modell k�ovetkez}o alakj�ahoz vezetnek:Min E �rTx� ��2tekintve a cTx � d;x 2 X felt�eteleket (77)A hat�ekony hat�arg�orbe kirajzol�asa d n�ovel�es�evel p�arhuzamosan t�ort�enik, ahol d 0 �es azon�ert�ek k�oz�ott mozog, amennyi�ert megvehetj�uk a � eloszl�as�at a piacon. A modell inter-pret�aci�oja a k�ovetkez}o. A befektet}o olyan portf�oli�ora v�agyik, amely rendelkezik a k�ovetkez}ok�et tulajdons�aggal: rTx � �; majdnem biztosan, �escTx a lehet}o legkisebb.Ilyen akkor mer�ul fel, ha egy konkr�et � hozameloszl�as�u portf�oli�ot akarunk �ossze�all��tanilegfeljebb d k�olts�eggel. A hat�ekony hat�arg�orbe olyan portf�oli�okat fog adni, amelyekoptim�alisan k�ovetik az �ohajtott hozameloszl�ast k�ul�onb�oz}o k�olts�egszintek mellett. Eza fajta probl�ema fel��r�as lehet}os�eget ad aszimmetrikus eloszl�asok bevezet�es�ere. Ha a �c�elhozam eloszl�asa aszimmetrikus, akkor az eszk�oz�ok kombin�aci�oja, amelyet a c�elhozam\lem�asol�as�ara" v�alasztottunk k�ovetni fogja az aszimmetri�at (a legkisebb n�egyzetek elveszerint) egy adott d k�olts�eg mellett. Term�eszetesen, valaki min�el t�obbet k�olt, ann�al jobbanmegk�ozel��ti a c�eleloszl�ast.Egy fontos k�erd�es, hogy milyen c�elhozamot k�oveteljen meg a befektet}o a portf�oli�ot�ol.Egy el�eg term�eszetes v�alaszt adott erre Dembo �es King [9]. Tegy�uk f�ol, hogy t�ok�eletesel}orel�at�asunk megengedi, hogy pontosan el}ore jelezz�uk az eszk�oz�ok r hozam�at. Legyen� (r) az optim�alis hozam t�ok�eletes el}orel�at�as eset�en. Ez formul�aval le��rva a k�ovetkez}o:� (r) = maxnrTx : x 2 Xo :Term�eszetesen mi nem l�atunk t�ok�eletesen el}ore, ez�ert a f�ont f�ol��rt optim�alis hozam egyval�osz��n}us�egi v�altoz�o lesz, amely az r val�osz��n}us�egi vektort�ol f�ugg. A k�ovet�ese ennek az34



optim�alis hozamnak a k�ovetkez}o probl�em�ahoz vezet:Min E �rTx� � (r)�2tekintve, hogy x 2 X: (78)Mivel � (r) a legjobb hozam, amit el lehet �erni, ez�ert a kock�azati m�ert�ek csak a lefel�e ir�anyul�okock�azatot b�unteti. A probl�ema megold�as�at \minim�alis megb�an�as" portf�oli�onak h��vj�ak. Amegb�an�as az a hozam, amelyet a nem t�ok�eletes el}orel�at�as miatt �aldoztunk fel, k�epletbenR (x) = � (r) � rTx. Az x portf�oli�o teljes��tm�eny�enek egy lehets�eges m�ert�eke, hogy azR (x) megb�an�as mennyire k�ozel��ti meg a t�ok�eletes el}orel�at�ast. (78) megold�asa �eppen ezt amegb�an�as m�ert�eket minimaliz�alja.�Erdekes �osszehasonl��tani a k�et �loz�o��at, egyr�eszt az ezen szakasz el}ott t�argyalthasznoss�ag maximaliz�al�ast, m�asr�eszt az ebben a szakaszban t�argyalt k�ovet�est. A d�ont�esiprobl�em�aban, amelyet ebben a szakaszban ��rtunk le, a d�ont�eshoz�o le sz�and�ekozza fedezni� -t az x portf�oli�oval, melynek hozama rTx, �ossze�all��t�as�anak k�olts�ege pedig cTx. Teh�at abefektet}o �osszess�eg�eben most �zet cTx �osszeget, �es k�es}obb kap �rTx� ��-t.F�olv�azolva a d�ont�est, mint hasznoss�ag maximaliz�al�asi probl�em�at, valaki szeretn�e(r � c)T x � � hasznoss�ag�at maximaliz�alni. A hasznoss�ag maximaliz�al�as m}uvelete, ahasznoss�agi f�uggv�eny alakj�ab�ol �es az r �es � eloszl�as�ab�ol indirekt m�odon meghat�arozza azt amegfelel}o d k�olts�eget, amennyibe a lefedez}o portf�oli�o �ossze�all��t�asa ker�ulni fog, mivel enneka k�olts�egnek hat�asa van a portf�oli�o v�arhat�o hozam�ara.Felv�azolva a d�ont�est, mint k�ovet�esi probl�em�at, valaki keres egy portf�oli�ot, melynek�ossze�all��t�asa legfeljebb d-be ker�ul, �es amelynek hozama (valamilyen �ertelemben) �osszeillik a� c�el eloszl�assal.A probl�ema felfoghat�o egyfajta hozam arbitr�azs probl�emak�ent is, ahol valaki eladja � -t,v�as�arol d k�olts�eggel egy x portf�oli�ot, �es elfogadja az rTx� � kock�azatot. A k�erd�es ilyenkoraz, hogy mennyi�ert �erdemes � -t eladni cser�ebe a kock�azat�ert. Felt�etelezhet}oen a v�alasz aportf�oli�o nett�o hozam�at�ol f�ugg.3.5. A line�ar-kvadratikus hat�ekony hat�arg�orb�ek kisz�amol�asaAz �altalunk kiv�alasztott line�ar-kvadratikus f�uggv�enyt, az egyszer}us�eg kedv�e�ert a k�ovetke-z}okben jel�olj�uk ��gy: � (r) := �q�;q+ (r) :A le��rand�o elj�ar�as �altal megoldand�o parametrikus line�ar-kvadratikus sztochasztikus progra-moz�asi feladat pedig legyen a k�ovetkez}o:Min E h��rTx� ��itekintve, hogy cTx � d;x 2 X: (79)
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�Altal�anoss�agban nem tudjuk megadni z�art formul�aval az x 7! E h� �rTx� ��i c�elf�ugg-v�enyt. M�asr�eszt, ha meg is tudn�ank adni, akkor is egy nagy m�eret}u nemline�aris programo-z�asi feladatba �utk�ozn�enk, amelyre nincs megb��zhat�o megold�asi technika. De szerencs�ere aszakaszonk�ent line�ar-kvadratikus f�uggv�enyekre alkalmazhatjuk a kvadratikus programoz�asim�odszereket.Az elj�ar�ast, ami kvadratikus programoz�asi feladatt�a alak��tja a (79) probl�em�at King �esJensen dolgozta ki [23]. Az els}o l�ep�es (79) kvadratikus feladatt�a val�o konvert�al�as�aban,hogy diszkretiz�aljuk a val�osz��n}us�egi m�ert�eket, hacsak nem m�ar eleve csak v�eges sz�am�u�ert�eket vehetett fel a val�osz��n}us�egi v�altoz�o. Teh�at feltessz�uk, hogy a befektet}o scen�ari�okegy v�eges frs : s 2 Sg halmaz�aban gondolkodik, melynek elemei a j�ov}oben lehets�eges (vagyelk�epzelhet}o) hozam kombin�aci�ok, �es mindegyik scen�ari�ohoz tartozik egy ps val�osz��n}us�eg,amely az adott hozam kombin�aci�o el}ofordul�as�anak (becs�ult vagy val�odi) val�osz��n}us�eg�et mu-tatja, term�eszetesen PS ps = 1.Ilyen fajta eloszl�as mellett pedig (79) c�elf�uggv�enye m�ar val�oban egy szakaszonk�ent line�ar-kvadratikus f�uggv�eny �es ezt majd t�enyleg meg tudjuk oldani kvadratikus programoz�asim�odszerekkel. A feladatot �ugy fogjuk kvadratikus programoz�asi feladatt�a alak��tani, hogy�uj v�altoz�ok bevezet�es�evel a c�elf�uggv�enyt, �ertelmez�esi tartom�anya egyes szakaszain, k�ul�on-k�ul�on fogjuk �ert�ekelni. Minden s scen�ari�ora bevezet�unk h�arom �uj v�altoz�ot, legyenek ezekvs, v�s �es v+s , �es a k�ovetkez}o egyenleteket, �es egyenl}otlens�egeket:vs � v�s + v+s = rTs x� �s;v�s � 0; v+s � 0: (80)Mint majd a k�ovetkez}o lemm�aban l�atni fogjuk, az els}o v�altoz�o � kvadratikus r�esz�et, m��g am�asik k�et v�altoz�o a bal- illetve jobboldali line�aris r�eszt fogja reprezent�alni.Lemma 3.3 Az 12v2s � q�v�s + q+v+s (81)kifejez�es minimuma a (80) megszor��t�asok mellett �eppen �q�;q+ �rTs x� �s� �ert�ek�et fogja adni.Bizony��t�as: El}osz�or is az egyszer}us�eg kedv�e�ertt := rTs x� �s:A bizony��t�as els}o l�ep�ese, hogy bel�atjuk, hogy a (81) kifejez�est valamilyen adott t mellettminimaliz�al�o (vs; v�s ; v+s ) v�altoz�o vektorok k�oz�ott van olyan, amelyben vagy v�s vagy v+snulla. Val�oban, tegy�uk fel, hogy v�s > 0 �es v+s > 0 �es mondjuk v�s � v+s . Ebben az esetben12v2s � q�v�s + q+v+s = 12v2s + �q+ � q�� v�s + q+ �v+s � v�s � � 12v2s + q+ �v+s � v�s � ;mivel q+ � q� �es v�s > 0-b�ol k�ovetkezik, hogy (q+ � q�) v�s � 0. Teh�at ilyenkor t�enylega (vs; 0; v+s � v�s ) is minimaliz�al�o vektor. Ugyan��gy megkaphatjuk, hogy v�s � v+s eset�en(vs; v�s � v+s ; 0) minimaliz�al�o vektor. 36



Most m�ar (81) minimum keres�es�et k�et esetre tudjuk bontani, az els}o esetben v�s -tnull�anak ler�ogz��tve keress�uk a minimumot, a m�asodik esetben v+s -t null�anak ler�ogz��tve ker-ess�uk a minimumot. Ezen k�et minimaliz�al�o f�uggv�enynek a minimum�at v�eve, a bizony��t�asels}o fel�eben kapottak alapj�an, �eppen megkapjuk (81) minimum�at a (80) felt�etelek mellett.N�ezz�uk az els}o esetet, amikor v�s = 0. Ilyenkor adott tmellett a minimaliz�al�asi probl�ema:Min 12v2s � q� (vs � t)tekintve, hogy vs � t:Mivel a c�elf�uggv�eny (vs-ben) egy konvex parabola, melynek minimumhelye q�, ez�ert amegszor��t�o felt�etelt is �gyelembe v�eve:Min 12v2s � q� (vs � t) = ( 12 (q�)2 � q� (q� � t) ; ha t � q�;12 t2; ha t > q�:A m�asodik esetben, ha v+s = 0, akkor adott t mellett a minimaliz�al�asi probl�ema:Min 12v2s + q+ (t� vs)tekintve, hogy vs � t:Ebben az esetben a c�elf�uggv�eny (vs-ben) egy konvex parabola, melynek minimumhelye q+,ez�ert a megszor��t�o felt�etelt is �gyelembe v�eve:Min 12v2s + q+ (t� vs) = ( 12 (q+)2 + q+ (t� q+) ; ha t � q+;12 t2; ha t < q+:Az el}oz}oekb}ol pedig m�ar l�atszik, hogy a k�et esetben szerepl}o minimaliz�al�o f�uggv�enyk�oz�os minimuma: q�t� 12 �q��2 ; ha t � q�;12 t2 ha q� < t < q+;q+t� 12 �q+�2 ; ha q+ � t:Ez pedig pont a lemma �all��t�asa. 2Ezek ut�an m�ar fel is tudjuk ��rni a k�ovetkez}o kvadratikus programoz�asi feladatot:Min Ps2S ps �12v2s � q�v�s + q+v+s �tekintve, hogy cTx � d;vs � v�s + v+s = rTs x� �s; 8s 2 S;v�s � 0; v+s � 0; 8s 2 S;x 2 X: (82)A (82) kvadratikus probl�ema, a lemma �all��t�as�at is �gyelembe v�eve, teljesen ekvivalens a (79)line�ar-kvadratikus k�ovet}o probl�ema v�eges r eloszl�ast felt�etelez}o eset�evel. A (82) probl�ema37



pedig m�ar megoldhat�o kvadratikus programoz�asi algoritmusok seg��ts�eg�evel. Vegy�uk �eszre,hogy a c�elf�uggv�eny egyszer}u n�egyzetek �osszege, ami egy el�eg egyszer}u kvadratikus formula.Probl�em�at ink�abb csak az rs mint�akb�ol �ossze�all�o m�atrix jelenthet. Ha jSj nagy, akkor azel}obb eml��tett nagy �es s}ur}u m�atrix okoz is probl�em�at a feladat megold�asa sor�an. Ennekellen�ere King �es Jensen (l�asd [23]) RISK hardver �es megfelel}o speci�alis szoftverek seg��ts�eg�evelmeglep}oen j�o eredm�enyeket �ertek el az ilyen fajta probl�em�ak megold�as�aban.4. Egy bels}o pontos algoritmus nagy m�eret}u portf�oli�o op-timaliz�aci�ora4.1. Minimum-norm�aj�u pont probl�ema a portf�oli�o kiv�alaszt�asbanA minimum-norm�aj�u pont probl�ema alatt a k�ovetkez}ot �ertj�uk: adva van egy konvex polit�op,mint n darab Rk-beli pont konvex burka, �es feladatunk megtal�alni ennek a polit�opnak aminim�alis norm�aj�u pontj�at. Teh�at a probl�ema feladata megoldani a k�ovetkez}o speci�aliskvadratikus programoz�asi probl�em�at: Min kyktekintve a y = Px;eTx = 1;x � 0 (83)felt�eteleket, ahol P 2 Rk�n, x 2 Rn, y 2 Rk, eT = (1; 1; : : : ; 1) �es p:j jel�oli a P m�atrixj-edik oszlop�at, melyhez egy Rk-beli pont tartozik. A fejezet folyam�an v�egig feltessz�uk,hogy n > k �es hogy P sorai f�uggetlenek.Ebben a szakaszban h�aromf�ele probl�em�at mutatunk be, az �atlag-variancia modellt, azindex k�ovet}o modellt, �es a t�obbfaktot�u portf�oli�o kiv�alaszt�asi modellt, mint olyan modelleket,amelyek minimum-norm�aj�u pont probl�em�anak vagy egy vari�ans�anak tekinthet}oek.4.1.1. Az �atlag-variancia probl�emaMost tekints�uk a probl�ema olyan v�altozat�at, amikor n darab �ert�ekpap��runk van, �es k darabv�eg�allapot, amely egy adott j�ov�obeli id}opontban bek�ovetkezhet. Teh�at a j�ov}obeli hoza-meloszl�ast fel��rhatjuk egy P = (pij) 2 Rk�n diszkr�et ki�zet�esi m�atrixszal, a v�eg�allapotval�osz��n}us�egi eloszl�as�at pedig egy p 2 Rk vektorral. Tegy�uk a feladatot egyszer}ubb�e �ugy,hogy legyen p = (1=k; : : : ; 1=k).Tegy�uk fel, hogy a legut�obbi k meg�gyel�esi peri�odus hozamadatai h��ven t�ukr�ozik ahozamok eloszl�as�at. Ennek f�eny�eben a v�arhat�o hozamokat, �es a kovariancia m�atrixot am�ultbeli adatokb�ol fogjuk kisz�amolni.A j-edik �ert�ekpap��r rj v�arhat�o hozama a k�ovetkez}ok�epp ��rhat�o:rj = 1k kXi=1 pij:38



A i-edik �es j-edik �ert�ekpap��r hozama k�ozti vij kovariancia pedig a k�ovetkez}ok�epp:vij = 1k kXl=1 (pli � ri) (plj � rj) :Legyen V = (vij) �es r = (r1; : : : ; rn). Ekkor az �atlag-variancia probl�ema a k�ovetkez}o-k�eppen n�ez ki: Min xTV xtekintve a rTx = �;eTx = 1;x � 0 (84)felt�eteleket, ahol x szok�as szerint a portf�oli�oban szerpl}o �ert�ekpap��rok s�ulyait jel�oli, m��g mostaz elv�art v�arhat�o hozamot jel�olje �.Ebben a form�aj�aban a probl�ema megold�asa nagy m�eret eset�en igen bonyolult lehet,az �altal�aban s}ur}u V m�atrix miatt, de ezenk��v�ul maga a probl�ema elt�arol�asa is nagymem�oriahelyet ig�enyel. Hogy elker�ulj�uk ezeket a neh�ezs�egeket, a a minimum-norm�aj�u pontprobl�em�ara vonatkoz�o, k�es}obb le��rand�o algoritmust fogjuk haszn�alni a portf�oli�o kiv�alaszt�asiprobl�em�akra.Ebben az esetben a portf�oli�o lehets�eges j�ov}obeni hozamait y = Px mutatja, m��g av�arhat�o hozam az (1=k) eTy kifejez�es eredm�eny�evel egyenl}o. �Eppen ez�ert a (84) probl�emaa k�ovetkez}o legk�ozelebbi-pont probl�em�aval ekvivalens:Min (y � �e)T (y � �e)tekintve, hogy y = Px;(1=k) eTy = �;eTx = 1;x � 0: (85)Az ~y = y � �e helyettes��t�est v�egrehajtva a probl�ema �uj form�aja:Min ~yT ~ytekintve, hogy ~y = Px� �e;eT ~y = 0;eTx = 1;x � 0; (86)amely m�ar egy minimum-norm�aj�u pont probl�ema. Ez�ert az �atlag-variancia portf�oli�o kiv�a-laszt�asi probl�em�at tudjuk egy Rk-beli minimum- norm�aj�u pont probl�emak�ent �ertelmezni.4.1.2. Az index k�ovet}o modell �es a t�obbfaktor�u modellA fent eml��tett �atlag-variancia portf�oli�o kiv�alaszt�asi probl�ema mellett a portf�oli�o kiv�alaszt�aster�ulet�en egy�eb m�as minimum-norm�aj�u pont probl�em�ak is felmer�ulnek. Ilyenek p�eld�aul azindex k�ovet�esi probl�ema illetve a t�obbfaktor�u portf�oli�o kiv�alaszt�asi probl�ema.39



Tegy�uk fel, hogy van n darab �ert�ekpap��runk, �es adva van k darab, a c�egek jel-legzetess�egeit m�er}o mutat�o, mint p�eld�aul a befektet}ok �altal gyakran �gyelemmel k��s�ertP/E illetve P/B, �ugy, hogy az �ert�ekpap��rok hozama megk�ozel��t}oen ezen mutat�ok line�arisf�uggv�enye. Jel�olje az j-edik c�eg i-edik mutat�oj�at dij , �es legyen D = (dij). Az el}obbifelt�etelez�esek mellett a k�ovetkez}o rel�aci�ot kapjuk:r = DT ~�+ �;ahol ~� 2 Rk, r 2 Rn �es feltessz�uk, hogy E (�i) = 0, V ar (�i) = �2i �es Cov (�i; �j) = 0.Legyen az �ert�ekpap��rpiaci (�altal�aban t}ozsde) indexnek megfelel}o s�ulyoz�as wM , a miportf�oli�onkban pedig szerepeljenek az �ert�ekpap��rok wp s�ulyoz�assal (teh�at most x helyettwp ��runk). Az �ert�ekpap��rpiaci index E (rM ) v�arhat�o hozama, �es a portf�oli�o E (rp) v�arhat�ohozama a k�ovetkez}ok�epp ��rhat�o:E (rM ) = wTME (r) = E �~��T DwM ;E (rp) = wTpE (r) = E �~��T Dwp: (87)Mivel (87) szerint fen�all a DwM = Dwp ! E (rM ) = E (rp) rel�aci�o, ez�ert a k�ovetkez}oprobl�ema megold�as�aval tudunk konstru�alni egy index k�ovet}o portf�oli�ot:Min kyktekintve, hogy y = Dwp �DwM ;eTwp = 1;wp � 0: (88)Ezt az �ugynevezett index k�ovet�esi probl�em�at �es megold�as�at a befektet}ok gyakran haszn�alj�ak,illetve alkalmazz�ak.Ha E �~�� = �̂ �es F = hCov �~�i; ~�j�i ismert, vagy j�ol becs�ult, akkor a t�obbfaktor�umodellt a k�ovetkez}ok�eppen kapjuk: Min xT �DTFD +��xtekintve a �̂TDx = �;eTx = 1;x � 0 (89)felt�eteleket, ahol � = ��21; �22 ; : : : ; �2n�. Mivel F pozit��v de�nit, l�etezik olyan S m�atrix, hogySTS = F . Ezt a t�enyt felhaszn�alva kapjuk a k�ovetkez}o ekvivalens probl�em�at:Min yTy + xT�xtekintve, hogy y = SDx;�̂TDx = �;eTx = 1;x � 0: (90)
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Mint a f�ontiekben l�attuk, az �atlag-variancia modell, az index k�ovet}o modell �es at�obbfaktor�u modell mindegyike �atalak��that�o egy minimum-norm�aj�u pont probl�em�av�a.Mindegyik modellben az inform�aci�os halmazt, a m�ultbeli adatokat illetve a c�eg mutat�okat,egyfajta polit�opk�ent �abr�azoltuk, �es ezen a polit�opon de�ni�altuk a befektet}o hasznoss�agif�uggv�eny�et. Meg kell jegyezni, hogy a gyakorlatban a polit�op k dimenzi�oja mindegyikmodellben l�enyegesen kisebb, mint n.4.2. N�eh�any egy�eb modell a t�em�aval kapcsolatbanA minimum-norm�aj�u pont probl�em�av�a alak��t�as hasznos lehet n�eh�any egy�eb portf�oli�okiv�alaszt�asi probl�ema meg�ert�es�eben is.Az 1. fejezetben m�ar tal�alkozhattunk a Konno �es Yamakazi [25] �altal bevezetett �atlagosabszol�ut elt�er�es modellj�evel: Min kXi=1 jyi � �jtekintve, hogy y = Px;(1=k) eTy = �;eTx = 1;x � 0: (91)
A modell hasonl��t (85)-re, tekinthetj�uk �ugy is, mint egy minimum-L1- norm�aj�u pontprobl�em�at. Klafszky et al. [24] sz�amos k�ul�onb�oz}os�egi m�ert�eket t�argyal az �ossze�all��t�asiprobl�em�aval kapcsolatban. Sok az �atlag-variancia probl�em�ahoz hasonl�o modell, t�obbekk�oztaz �atlag- variancia �es �atlagos abszol�ut elt�er�es modell fejleszthet}o a kiv�alaszt�asi probl�em�aban�altaluk el�ert eredm�enyek seg��ts�eg�evel.Ha yt 2 Rk jel�oli a befektet}o �altal k��v�ant ki�zet�est, akkor tekinthetj�uk a k�ovetkez}omodellt: Min (y � yt) (y � yt)tekintve, hogy y = Px;eTx = 1;x � 0: (92)Ez a probl�ema mag�aban foglalja az �atlag-variancia probl�ema (85), �es k�ozeli kapcsolatbanvan a (88) index k�ovet}o probl�em�aval is.Hakansson �es Grauer Hakansson t�obb-peri�odusu portf�oli�o elm�elet�et alkalmazt�ak[10].}Ok a k�ovetkez}o nem line�aris programoz�asi feladat megold�as�at tekintett�ek optim�alisportf�oli�onak: Min kXi=1 1 (1 + yi)tekintve, hogy y = Px;eTx = 1;x � 0; (93)
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ahol P jel�oli a m�ultbeli adatokat. L�athat�o, hogy (93) �es (85) csak c�elf�uggv�enyeikbenk�ul�onb�oznek, de korl�atoz�o felt�eteleik megegyeznek.Ha a befektet}onek korl�atozott t}ok�eje van �es nem adhat el r�oviden, mint ahogy (85)illetve (91)-(93) felt�eteleiben is szerepelt, akkor igaz a k�ovetkez}o t�etel.T�etel 4.1 Legal�abb egy olyan optim�alis portf�oli�o l�etezik, amelyben a pozit��v s�ullyal szerepl}o(akt��v) �ert�ekpap��rok sz�ama kisebb, vagy egyenl}o, mint k + 1.Bizony��t�as: Egyr�eszt (85) illetve (91)-(93) b�armely megengedett y megold�asa eleme azS = ny 2 Rk : y = Px;eTx = 1;x � 0o polit�opnak. M�asr�eszt Caratheodory-t�etel szerintb�armely y 2 S kifejezhet}o legfeljebb k + 1 P -beli oszlopvektor konvex kombin�aci�ojak�ent.Mivel az optim�alis megold�as is megengedett, ez�ert az el}oz}oekb}ol k�ovetkezik, hogy az ehheztartoz�o y is eleme S-nek, �es hogy ez is el}o�all��that�o P legfeljebb k + 1 oszlop�anak konvexkombin�aci�ojak�ent. 2A 4.1 t�etel azt mondja, hogy ahhoz, hogy az akt��v �ert�ekpap��rok sz�am�at n�ovelni tudjuk,n�ovelni kell az inform�aci�o mennyis�eg�et.4.3. Bels}o pontos algoritmus a portf�oli�o probl�em�araEbben a szakaszban egy hat�ekony bels}o pontos algoritmus mutatunk be nagy m�eret}uportf�oli�o optimaliz�aci�os probl�em�akra. Tegy�uk fel, hogy a befektet}o k darab mutat�ot k�ovetnyomon, �es jel�olje pij a j-edik c�eg i-edik mutat�oj�at. Mivel a gyakorlatban a portf�oli�okiv�alaszt�asi modellek l�enyegesen bonyolultabbak, mint a (86, 88, 89), ez�ert �erdemesebb ak�ovetkez}o portf�oli�o kiv�alaszt�asi probl�em�at tekinteni:Min 12 �xTfDxf + xTp�xp�+ cTf xf + cTp xptekintve a xf = Pxp ��;Apxp = ~b;eTxp = 1;uf � xf � lf ;up � xp � lp; (94)
felt�eteleket, ahol xp; cp;up; lp 2 Rn; xf ; cf ;uf ; lf ; � 2 Rk; ~b 2 Rm; P 2 Rk�n; Ap 2Rm�n; D 2 Rk�k; �es � 2 Rn�n diagon�alis m�atrix.A (94) probl�em�aban a befektet}o felteszi, hogy van m darab egyenl}os�eggel teljes�ul}omegszor��t�as, �es als�o �es fels}o korl�atok a portf�oli�o komponenseire. Hogy a probl�em�at
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egyszer}ubb�e tegy�uk. ez�ert vezess�uk be a k�ovetkez}o jel�ol�eseket:x = (xf ;xp) ;c = (cf ; cp) ;H =  D 00 � ! ;A = 0B@ �I P0 Ap0 eT 1CA ;b = 0B@ �~b1 1CA ;u = (uf ;up) ;l = (lf ; lp) ;~n = n+ k:
(95)

A f�onti jel�ol�eseket haszn�alva (95) a k�ovetkez}ok�epp ��rhat�o:Min 12xTHx+ cTxtekintve, hogy Ax = bu � x � l: (96)A (96) Kuhn-Tucker pontj�at megad�o egyenletrendszer:Hx+ c+ATy � z +w = 0;Ax = b;zT (x� l) = 0;wT (u� x) = 0;u � x � l;z � 0; w � 0: (97)Vezess�uk be a � pozit��v param�etert, �es tekints�uk a k�ovetkez}o parametrikus probl�em�at:Hx+ c+ATy � z +w = 0;Ax = b;[x� l] z = �e;[u� x]w = �e: (98)Egy n dimenzi�os x vektor eset�en jel�olje [x] azt az (n� n) m�eret}u diagon�alis m�atrixot, mely�atl�oj�anak i-edik eleme xi, teh�at [x] = diag (x1; : : : ; xn).Tegy�uk fel, hogy a kez�unkben van egy kezdeti prim�al-du�al megold�asp�ar, u � x � l; z �0; w � 0 �es y, amely kiel�eg��ti a Hx+c+ATy�z+w = 0 �es Ax = b egyenleteket. Ebben az
43



esetben, ha a Newton-m�odszert haszn�aljuk, akkor a keres�esi ir�anyokat a k�ovetkez}o egyenletrendszer megold�asak�ent kaphatjuk:H�x +AT�y ��z +�w = 0;A�x = 0;[z]�x + [x� l]�z = �e� [x� l] z;� [w]�x + [u� x] �w = �e� [u� x]w: (99)A G = H + [x� l]�1 [z] + [u� x]�1 [w] m�atrix seg��ts�eg�evel kaphatjuk a k�ovetkez}oket:�y = �AG�1AT��1AG�1 ��z +w + � �[x� l]�1 e� [u� x]�1 e�� ;�x = G�1 ��z +w + � �[x� l]�1 e� [u� x]�1 e�AT�y�� ;�z = � [x� l]�1 e� z � [x� l]�1 [z] �x;�w = � [u� x]�1 e�w + [u� x]�1 [w]�x; (100)ahol a G m�atrix strukt�ur�altabban fel��rva:G =  D + [xf � lf ]�1 [zf ] + [uf � xf ]�1 [wf ] 00 � + [xp � lp]�1 [zp] + [up � xp]�1 [wp] ! :Mivel � diagon�alis, �es A 2 r(k+m+1)�~n, ez�ert a keres�esi ir�any kisz�am��t�as�ahoz O(n(k +m)2+(k + m)3) aritmetikai m}uvelet sz�uks�eges. Teh�at a keres�esi ir�any kisz�am��t�asa kev�esb�ek�olts�eges, mivel a gyakorlatban mind a polit�op k-dimenzi�oja, mind a megszor��t�asokm sz�amal�enyegesen kisebb, mint n.A portf�oli�o optimaliz�aci�ora alkalmazott bels}o pontos algoritmus l�ep�esei:1. V�alasszunk egy x0;y0;z0;w0, kezdeti megengedett megold�ast, �es legyen k = 0.2. A (100) seg��ts�eg�evel sz�am��tsuk ki a �x;�y;�z;�w keres�esi ir�anokat.3. Hat�arozzuk meg az � l�ep�eshosszot, �es legyenxk+1 = xk � ��x;yk+1 = xk � ��x;zk+1 = xk � ��x;wk+1 = wk � ��x:4. Ha (x� l)T z + (u� x)T w � �, akkor az algoritmusnak v�ege, egy�ebk�ent k = k + 1,�es menj�unk vissza 1.-re.Mint (99)-b�ol �es (100)-b}ol l�athatjuk, a keres�esi ir�anyok a Newton-ir�any �es a centr�alisir�any line�aris kombin�aci�ojak�ent vannak fel��rva. Takehara [39] az algoritmus tesztl�es�ehezolyan programot haszn�alt, amely a l�ep�eshosszt k�et dimenzi�os keres�essel hat�arozta meg. Ateszt eredm�enyei azt mutatt�ak, hogy az algoritmus igen nagy m�eret}u portf�oli�o kiv�alaszt�asiprobl�em�ak eset�eben is viszonylag gyorsan m}uk�odik.A le��rt algoritmus konvergenci�aja m�eg nem bizony��tott, ennek bel�at�asa tov�abbi ku-tat�asok feladata. 44



5. A hat�ekony portf�oli�ot alkot�o r�eszv�enyek sz�amaA fejezetben olyan, a 4. fejezetben szerepl}o 4.1 t�etelhez hasonl�o, t�eteleket fogunk t�argyalni,melyek az �atlag-variancia hat�ekony portf�oli�okban pozit��v s�ullyal szerepl}o �ert�ekpap��roksz�am�ar�ol sz�olnak. Az ilyen (pozit��v s�ullyal szerepl}o) �ert�ekpap��rokat akt��v �ert�ekpap��roknakfogjuk nevezni. A fejezet v�eg�en p�ar sz�oban sz�olunk m�eg az ezzel a k�erd�essel kapcsolatosgyakorlati tapasztalatokr�ol.5.1. Az �atlag-variancia modell �es az akt��v �ert�ekpap��rokAz �atlag-variancia modellt a k�ovetkez}o �altal�anos parametrikus kvadratikus programoz�asifeladatk�ent ��rjuk fel: Min xTCxtekintve, hogy rTx = rp;eTx = 1;x � 0;ahol az rp param�eter jel�oli a befektet}o �altal elv�art hozamot.Ahhoz, hogy kisz�amoljuk a hat�ekony hat�arg�orb�et, sz�uks�eg�unk van az �ert�ekpap��rokv�arhat�o hozam�ara �es a kovariancia m�atrixra. Ezeket egyr�eszt megbecs�ulhetj�uk olyanm�odszerekkel, amelyek direkt vagy indirekt m�odon az ex-post hozam adatokat haszn�alj�ak,illetve el}ore jelezhetj�uk }oket egy�eb m�as met�odusokkal is. Mivel ez a m�asodik m�odszersokszor el�eg bonyolult, ez�ert �altal�aban direkt m�odon az ex-post, m�ultbeli hozam adatokb�olbecs�ulnek.Mint a fejezet elej�en eml��tett�uk, arra vagyunk kiv�ancsiak, hogy mit}ol f�ugg a hat�ekonyportf�oli�oban szerepl}o akt��v �ert�ekpap��rok sz�ama. Els}o t�etel�unk arr�ol sz�ol, hogy mi a kapcsolata kovariancia m�atrix rangja �es az akt��v �ert�ekpap��rok sz�ama k�oz�ott.T�etel 5.1 Ha a C kovariancia m�atrix rangja k, akkor a hat�ekony hat�arg�orbe b�armelypontj�ahoz l�etezik egy olyan hat�ekony portf�oli�o, amelyben az akt��v �ert�ekpap��rok sz�ama kisebbvagy egyenl}o, mint k + 1.Bizony��t�as: Tegy�uk fel, hogy p egy hat�ekony portf�oli�o, amely m darab �ert�ekpap��rt tartal-maz akt��van, �es m > k + 1. Legyen y 2 Rm az x azon pozit��v r�eszvektora, amely a p-benl�ev}o akt��v �ert�ekpap��rokhoz tartoz�o koordin�at�akat tartalmazza. Legyen s 2 Rm az y-banszerepl}o �ert�ekpap��rokhoz tart�oz�o v�arhat�o hozam vektor, D 2 Rm pedig a C kovarianciam�atrix y-beli �ert�ekpap��rokhoz tartoz�o r�eszm�atrixa. Mivel C rangja k, ez�ert D rangja semlehet nagyobb mint k. Mivel az akt��v �ert�ekpap��rok m sz�ama nagyobb, mint k + 1, ez�ert aD rangja kisebb, mint m� 1. Emiatt pedig l�etezik k�et vektor, legyenek ezek z1;z2 2 Rm,�ugy, hogy z1 6= 0; z2 6= 0;Dz1 = 0; Dz2 = 0 �es zT1 z2 = 0:
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V�alasszunk k�et skal�art, t1-et �es t2-t, �es de�ni�aljuk a z 2 Rm vektort a k�ovetkez}ok�eppen:z = t1z1 + t2z2;�ugy hogy eTz = 0 �es sTz � 0:Nyilv�anval�o, hogy Dz = 0. Mivel z 6= 0 �es eTz = 0, ez�ert z-nek legal�abb egy koordin�at�ajanegat��v. De�ni�aljuk az u vektort a k�ovetkez}ok�epp:u = y + �z;ahol � egy pozit��v skal�ar. Ha �-t megfelel}oen kicsire v�alasztjuk, akkor az u vektornak nemlesz negat��v koordin�at�aja, de legal�abb az egyik koordin�at�aja nulla lesz. Mivel eTy = 1 �eseTz = 0, ez�ert azt kapjuk, hogy eTu = 1. Ez�ert pedig u-hoz egy megengedett portf�oli�otartozik, jel�olj�uk ezt q-val. Mivel u legal�abb egy eleme nulla, ez�ert q-nak kevesebb akt��v�ert�ekpap��rja van, mint a p hat�ekony portf�oli�onak.A q portf�oli�o hozam�anak �2q varianci�aja�2q = (y + �z)T (y + �z)= yTDy (mivel Dz = 0)= �2p;�es rq v�arhat�o hozama rq = sT (y + �z)= rp + �sTz� rp �mivel � > 0; sTz � 0� :Ha rq > rp, akkor a q megengedett portf�oli�ora �2q = �2p �es rq > rp. Ez pedig ellentmondp hat�ekonys�ag�anak. Ez�ert pedig rq-nak egyenl}onek kell lennie rp-vel. Ebb}ol pedig m�ark�ovetkezik, hogy ha a p hat�ekony portf�oli�o k+1-n�el t�obb akt��v �ert�ekpap��rt tartalmaz, akkorl�etezik egy q portf�oli�o, amelyre rq = rp; �2q = �2p, �es a benne szerepl}o akt��v �ert�ekpap��roksz�ama kisebb, mint m. Ebb}ol pedig m�ar k�ovetkezik, hogy l�etezik olyan hat�ekony portf�oli�o,amely legfeljebb k + 1 �ert�ekpap��rb�ol �all. 2Mint m�ar eml��tett�uk, a hat�ekony hat�arg�orb�et �altal�aban a m�ultbeli adatok seg��ts�eg�evelmegbecs�ult v�arhat�o hozamok �es kovariancia m�atrix alapj�an szokt�ak sz�amolni. �Eppen ez�ert�erdemes tiszt�azni a meg�gyel�esi peri�odusok sz�ama �es a hat�ekony portf�oli�okban l�ev}o akt��v�ert�ekpap��rok sz�ama k�ozti �osszef�ugg�est. ebben seg��t a k�ovetkez}o t�etel.T�etel 5.2 Ha a C kovariancia m�atrixot minden �ert�ekpap��rra egy T peri�odusu hozam adat-sor alapj�an becs�ulj�uk, akkor a hat�ekony hat�arg�orbe minden pontj�aban l�etezik olyan hat�ekonyportf�oli�o, amelyben az akt��v �ert�ekpap��rok sz�ama legfeljebb T .46



Bizony��t�as: Tegy�uk fel, hogy N befektethet}o �ert�ekpap��runk van, �es Y ezeknek a hozamm�atrixa, teh�at yik az i-edik �ert�ekpap��r hozama a k-adik peri�odusban. Az i-edik �es j-edik�ert�ekpap��r hozama k�ozti kovariancia az E h(yik � yi) �yjk � yj�i k�eplettel sz�amolhat�o, aholyi az i-edik �ert�ekpap��r v�arhat�o hozam�at jel�oli. De�ni�aljuk az L m�atrixot �ugy hogy lik legyenegyenl}o (yik � yi)-vel, teh�at L = Y (I � F ) ;ahol I az egys�eg m�atrix �es F pedig a k�ovetkez}o (T � T ) m�eret}u m�atrix:F = 1T 0BBBB@ 1 1 � � � 11 1 � � � 1... ... ...1 1 � � � 1 1CCCCA :Megszorozva L-t jobbr�ol az e �2 RT� = (1; 1; : : : ; 1)T vektorral:Le = Y (I � F ) e= Y (Ie� Fe)= Y (e� e)= 0:Ebb}ol pedig k�ovetkezik, hogy L rangja kisebb, mint T .A kovariancia de�nici�oja szerint C = (1=T )LLT . Tudjuk, hogy egy m�atrixnak, amelyetk�et m�atrix szorzatak�ent �all��tunk el}o, nem lehet nagyobb a rangja, mint a szorz�o t�enyez}ok�e.Ez�ert C rangja kisebb vagy egyenl}o, mint T � 1. Ezt �es a 5.1 t�etelt �gyelembe v�eve kapjuka t�etel �all��t�as�at. 2A fenti t�etel azt mondja ki, hogy a meg�gyel�esi peri�odusok sz�ama fels}o hat�art szab alegkevesebb �ert�ekpap��rb�ol �ossze�all��tott hat�ekony portf�oli�oban szerepl}o akt��v �ert�ekpap��roksz�am�ara a hat�ekony hat�arg�orbe minden pontj�aban. Meg kell jegyezni, hogy a t�etel a 4.fejezetben tal�alhat�o 4.1 t�etel er}os��t�ese (ott T + 1 volt a fels}o korl�at) az �atlag-varianciaprobl�ema eset�ere.5.2. Empirikus vizsg�alatok a TSE piac�anNakasato �es Furukawa [37] cikk�ukben azt vizsg�alt�ak, hogy vajon milyen fels}o hat�arok�erv�enyes�ulnek az akt��v �ert�ekpap��rok sz�am�ara a Toki�oi �Ert�ekt}ozsd�en. Ebben a szakaszbanennek a cikknek a tartalm�at v�azoljuk fel r�oviden.A meg�gyel�esi peri�odusok sz�ama �es az akt��v �ert�ekpap��rok sz�ama k�ozti kapcsolatota szerz}ok �ugy vizsg�alt�ak, hogy t�obb hat�ekony hat�arg�orb�et is kisz�amoltak, v�altoztatvaegyr�eszt a befektethet}o �ert�ekpap��rok sz�am�at, m�asr�eszt a meg�gyel�esi peri�odusok sz�am�at. Asz�uks�eges m�ultbeli adatokat a Japan Security Research Institute adatsoraib�ol mer��tett�ek.Az �osszegy}ujt�ott adatok a Toki�oi �Ert�ekt}ozsde els}o piac�an l�ev}o �osszes �ert�ekpap��r havi hoza-mait tartalmazt�ak 1978. janu�arj�at�ol eg�eszen 1987. december�eig. A hozam�ert�ekeket hozz�a47



igaz��tott�ak mind az osztal�ek �zet�esekhez, mind pedig az �uj r�eszv�enyek kibocs�at�as�ahoz.V�eg�ul is 936 �ert�ekpap��r adatait haszn�alt�ak fel, amelyek az �osszes relev�ans peri�odusbanel�erhet}oek voltak.Nakasato �es Furukawa vizsg�alataik sor�an arra az eredm�enyre jutottak, hogy T 5-t}ol200-ig val�o n�ovel�ese sor�an, az �osszes �altaluk megv�alasztott befektehet}o �ert�ekpap��r hal-maz mellett, l�etezik egy TB �ert�ek �ugy, hogy 5 � T � TB eset�en a kisz�am��tott hat�ekonyportf�oli�oban az akt��v �ert�ekpap��rok sz�ama megk�ozel��t}oen T , de viszont T � TB eset�en azakt��v �ert�ekpap��rok sz�ama (f�olrajzolva az akt��v �ert�ekpap��rok sz�am�at T f�uggv�eny�eben) egykisebb meredeks�eg}u egyenes ment�en mozog tov�abb, ami egyben azt is jelenti, hogy ebbenaz esetben a vizsg�alatok egy T -n�el alacsonyabb line�aris fels}o korl�at l�etez�es�et mutatj�ak. Aszerz}ok TB-t t�or�espontnak nevezt�ek el, mivel f�olrajzolva az akt��v �ert�ekpap��rok sz�am�at ameg�gyel�esi peri�odusok sz�am�anak f�uggv�eny�eben, a gra�kon TB-n�el t�orik meg �es folytat�odikaz eddigi 45 fokos helyett egy kisebb meredeks�eg}u egyenesben.A vizsg�alatok eredm�enyei a k�ovetkez}ok voltak: 50 befektethet}o �ert�ekpap��r eset�en TBk�or�ulbel�ul 10-zel egyenl}o, 87 befektethet}o �ert�ekpap��r eset�en k�or�ulbel�ul 20-szal, 487 befek-tethet}o �ert�ekpap��r eset�en k�or�ulbel�ul 35 � 40-nel, 936 befektethet}o �ert�ekpap��r eset�en pedigk�or�ulbel�ul 55� 60-nal.A kapott adatokb�ol (amelyeket az�ert adtam meg csak k�ozel��t}oleg, mivel a cikk ��r�oi nemk�oz�olt�ek ezeket, hanem csak a cikkben szerepl}o �abr�akr�ol lehetett leolvasni }oket) a szerz}okTB-re a k�ovetkez}o k�ozel��t�est adt�ak: TB �= 1; 48N0;53.A kapott eredm�enyek azt mutatj�ak, hogy a Toki�oi �Ert�ekt}ozsd�en a hat�ekony portf�oli�obanakt��van szerepl}o �ert�ekpap��rok sz�ama l�enyegesen kisebb, mint a befektethet}o �ert�ekpap��roksz�ama, m�asr�eszt azt, hogy az akt��v �ert�ekpap��rok sz�ama, a meg�gyel�esi peri�odusok sz�am�atn�ovelve, m�eg a 5.2 t�etel �altal szabott als�o korl�atn�al is jelent}osen alacsonyabb.Ezek az eredm�enyek ellentmondanak az egyik legn�epszer}ubb p�enz�ugyi modell, a CAPM(magyar nyelven l�asd [4]), azon felt�etelez�es�enek, hogy a piaci portf�oli�o hat�ekony. Az el-lentmond�asnak egyr�eszt az lehet az oka, hogy a CAPM t�ok�eletes inform�alts�agot felt�etelez,m�asr�eszt az, hogy a piac viselked�es�et l�enyegesen befoly�asol�o faktorok sz�ama j�oval kevesebblehet, mint a befektethet}o �ert�ekpap��rok sz�ama, �es ez okoz alacsony sz�am�u �ert�ekpap��rb�ol�ossze�all�o hat�ekony portf�oli�ot.6. Hat�ekony portf�oli�ok kifejleszt�ese Jap�anban �es az ezzelkapcsolatos gyakorlati tapasztalatokAz el}oz}o fejezetekben a portf�oli�o elm�elet k�ul�onf�ele modelljeivel, ezeknek k�ozgazdas�agi ere-det�evel illetve hat�ekony megold�asuk probl�em�aival foglalkoztunk. A modellek gyakorlatialkalmaz�as�ar�ol, �es a megold�asok j�os�ag�at m�er}o statisztikai elemz�esekr}ol csak eml��t�esszer}uensz�oltunk p�ar sz�ot, n�eha utalva azon cikkekre, ahol az esetleges b}ovebb elemz�es megtal�alhat�o.Ennek f}o oka az volt, hogy a dolgozat, mint c��me is mutatja els}osorban a portf�oli�okkal kap-csolatos kvadratikus modellekr}ol (ezek fel�all��t�as�ar�ol illetve megold�as�ar�ol) hivatott sz�olni, �esez�ert ezekr}ol a t�em�akr�ol igyekeztem t�obbet ��rni, n�eha tal�an a gyakorlati statisztikai elemz�e-
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sek le��r�as�anak rov�as�ara.�Eppen ez�ert, a dolgozat befejez�esek�epp, ebben a fejezetben a hat�ekony portf�oli�o keres�esgyakorlati tapasztalatair�ol lesz sz�o, r�oviden utalva az ezzel kapcsolatos, kvadratikus prog-ramoz�ason k��v�uli m�odszerekre. A fejezet alapj�at Guerard et al.[15] cikke fogja k�epezni,akik ��r�asukban egyr�eszt sz�olnak a mostan�aban legink�abb szok�asos gyakorlati m�odszerekr}ol,m�asr�eszt pedig az ��gy kapott eredm�enyek ( teh�at a m�odszerek j�os�ag�anak) statisztikai�osszehasonl��t�as�ar�ol.6.1. Bevezet�esA cikk szerz}oi a Jap�an p�enz�ugyi modellez�es n�egy t�emak�or�et tett�ek elemz�es�uk t�argy�av�a, ezekpedig a k�ovetkez}ok: (1) �osszetett modellek kifejleszt�ese �es �ert�ekel�ese, (2) �atlag-varianciahat�ekony portf�oli�ok el}o�all��t�asa, a v�arhat�o hozam szok�asos becsl�ese helyett, az �osszetettmodellek seg��ts�eg�evel, �es ez�altal statisztikailag szigni�k�ans t�obblethozam el�er�ese, (3) azindex k�ovet�es lehets�eges probl�em�ai Jap�anban, (4) annak k�erd�ese, hogy milyen messzesz�uks�eges visszamenni a modellek vissza tesztel�essel t�ort�en}o �ert�ekel�es�en�el. Az utols�o k�erd�esk�ul�on�osen fontos abban az esetben, ha valaki nyeres�eg �es forgalom el}orejelz�esi v�altoz�okatk��v�an haszn�alni az �osszetett modellekben. A szerz}ok tanulm�anyukban Toyo Kezai nyeres�eg�es forgalom el}orejelz�eseit haszn�alt�ak az 1984-1990-ig terjed}o peri�odusban.Mint majd l�atni fogjuk, a kil�og�o �ert�ekeket illetve a multikollinearit�ast kiigaz��t�o reg-resszi�os technik�ak seg��ts�eg�evel olyan statisztikailag szigni�k�ans �osszetett modelleket tudunkel}o�all��tani, amelyek seg��ts�eg�evel statisztikailag szigni�k�ans t�obblethozam el�er�es�ere lesz�unkk�epesek.Ezeket a modelleket haszn�alva az �atlag-variancia hat�ekony portf�oli�o keres�esekor be-menetk�ent, (a v�arhat�o hozam hagyom�anyos becsl�ese helyett), a visszatesztel�eskor a gener�althozamok �evente 500 b�azis pontnyi t�obblet hozamot eredm�enyeztek az 1974-1990-ig terjed}operi�odusban.A szerz}ok az index k�ovet�esi modellekkel kapcsolatban �ugy tal�alt�ak, hogy ezek akkorigaz�an hasznosak, ha a befektet}o sokkal ink�abb �erdekelt az index alulteljes��t�es�eben, mintabban, hogy a portf�oli�ok hozam�anak geometriai �atlag�at maximaliz�alja.V�eg�ul a szerz}ok a (4) ponttal kapcsolatban arra a k�ovetkeztet�esre jutottak, hogy avisszatesztel�es�en�el az 1984-1990-ig terjed}o peri�odus sz�uks�eges ahhoz, hogy a forgalom �esnyeres�eg el}orejelz�esek magasabb geometriai �atlag�u hozamot produk�aljanak ann�al, minthacsak m�ultbeli adatokat haszn�altunk volna.A szerz}ok a Jap�anban l�ev}o nagyv�allalatokat modellezt�ek. Ez pontosabban azt jelenti,hogy a Toki�oi �Ert�ekt}ozsde (TSE) els}o �es m�asodik szekci�oj�anak c�egeit tekintett�ek, a p�enz�ugyic�egek kiv�etel�evel, ami k�or�ulbel�ul 1500 v�allalatot jelent. A kezdeti modellez�esi peri�odus1974-1990-ig terjed. A vizsg�alat sor�an a Daiwa Securities, Nihon Kezai (Nikkei) �altal�osszegy}ujt�ott adatait haszn�alt�ak. A jap�an r�eszv�eny �arak a Daiwa Systems Division-t�olsz�armaznak. Az (enn�el teljesebb) adatsorok megtal�alhat�oak Bloch et al.[3]-ban. Miut�anr�oviden utaltunk az adatok forr�as�ara, most m�ar elkezdj�uk az �osszetett modellek, k�ozel��t�esitechnik�ak �es portf�oli�o �ossze�all��t�asi m�odszerek t�argyal�as�at.
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A m�og�ottes �osszetett modell az �ert�ekpap��rok teljes hozam�at egy olyan modellel becs�uli,amely k�ul�onf�ele alapvet}o v�allalati mutat�ot haszn�al, mint p�eld�aul a nyeres�eg/�arfolyam, EP ,k�onyv szerinti �ert�ek/�arfolyam, BP , cash- ow/�arfolyam, CP , forgalom/�arfolyam, SP . Abecsl�esn�el haszn�alatos lesz m�eg a mutat�ok �ot�eves �atlagukhoz val�o viszonya, melyeket azadott mutat�o r�ovid��t�ese el�e ��rt R (relative) bet}u seg��ts�eg�evel jel�ol�unk, teh�at p�eld�aul EPviszony�at az �ot�eves �atlag�ahoz REP fogja jel�olni. Azt a t�obbv�altoz�os regresszi�os modellt,amelyet a r�eszv�eny hozam becsl�es�ere haszn�altak Jap�anban, a k�ovetkez}o keresztmetszetiegyenlet seg��ts�eg�evel foglalhatjuk �ossze:TRT = a0 + a1EPt + a2BPt + a3CPt + a4SPt + a5REPt + a6RBPt+a7RCPt + a8RSPt + et; (101)ahol TRT = a teljes hozammal, (f�el�eves anal��zis eset�en hat h�onapra (t-t}ol t + 6-ig),negyed�eves adatokat haszn�alva h�arom h�onapra,) k�ovetve a v�allalati mutat�ok sz�amol�asim�odj�at; EP;BP;CP; SP;REP;RPB;RCP;RSP = a f�ont de�ni�alt p�enz�ugyi mutat�okkal;a0; a1; : : : ; a8 = regresszi�os param�eterekkel, et = v�eletlen eloszl�as�u hibat�enyez}ovel.A modell teljesebb le��r�asa megtal�alhat�o a Guerard �es Takano [14] illetve Miller etal.[36] tanulm�anyokban. A regresszi�ohoz haszn�alhatjuk a legkisebb n�egyzetek elv�et(OLS), a Beaton �es Turkey [2] �altal aj�anlott kil�og�o �ert�ekeket kiigaz��t�o, m�assz�oval ro-bosztus (ROB) regresszi�os elj�ar�ast, a l�atens gy�ok m�odszert (LRR), amelynek seg��ts�eg�evela multikollinearit�ast kezelhetj�uk, �es v�eg�ul a l�atens gy�ok m�odszert a robosztuss�agotszolg�al�o s�ulyozott adatokon (WLRR). Bloch et al.[3] �ugy tal�alta, hogy a WLRR m�odszerhaszn�alat�aval a TSE els}o piac�an magasabb geometriai hozam�atlaghoz jutunk, mint b�armelyegy�eb haszn�alatos m�odszer seg��ts�eg�evel.6.2. Az �osszetett modellek becsl�eseiA szerz}ok, a Jap�anban foly�o vizsg�alatok sor�an, a f�el�evenk�enti nyeres�eg, k�onyv szerinti�ert�ek, cash-ow �es forgalom �ert�ekeket a negyed�evenk�enti �arfolyamokkal elosztva negyed�eviv�allalati mutat�okat k�esz��tettek. A negyed�evi modellek becsl�esei a TSE els}o �es m�asodikszekci�oj�aban t�ort�entek. Az �osszetett modellez�es sor�an a szerz}ok a negyed�evi regresszi�okataz OLS, ROB, LRR, WLRR m�odszerek seg��ts�eg�evel hajtott�ak v�egre, hogy megtudj�ak, hogymely v�altoz�ok voltak szigni�k�ans kapcsolatban a teljes hozammal az el}oz}o negyed�evben.A s�ulyoz�ast a k�ovetkez}ok�epp v�egezt�ek: (1) azonos��tott�ak azokat a v�altoz�okat, amelyekegy�utthat�oja �osszhangban �all a k�ozgazdas�agi meggondol�asokkal (teh�at pozit��v), (2) azokata v�altoz�okat haszn�alt�ak a k�ovetkez}o negyed�evi �osszetett modellben, amelyek a megel}oz}o ne-gyed�evi keresztmetszeti regresszi�oban legal�abb 10 sz�azal�ekos szinten szigni�k�ansak voltak,�es (3) �atlagolt�ak a legut�obbi n�egy negyed�ev s�ulyait. (Ez vezet minket ahhoz, hogy ezt anegyed�eves modellt a Q p4 jel�ol�essel l�assuk el). A n�egy negyedes s�ulyoz�asi s�ema pontosabbkifejt�ese megtal�alhat�o Bloch et al.[3]-ben. A szerz}ok geometriai �atlagot (GM) haszn�altak,ak�arcsak Kelly [20], Latane [26], Breiman [5], �es Markowitz [30] [31]. A vizsg�alat egyik fontosmutat�oja a Pontoss�agi Mutat�o, amely a t�obblet hozam elosztva a portf�oli�o sz�or�as�aval. N�ezveaz �osszetett modellel eddig el�ert eredm�enyeket, l�asd Guerard [11], Guerard �es Stone [12],50



1. T�abl�azat: Azonos s�ulyoz�as�u fels}o kvintilis alap�u strat�egiaModell Geometriai hozam�atlag Pontoss�agi mutat�oEP 18,84 0,58BP 24,50 0,74CP 19,76 0,59SP 21,55 0,65Q p4OLS 24,97 0,78Q p4ROB 22,48 0,69Q p4LRR 25,60 0,77Q p4WLRR 25,43 0,782. T�abl�azat: �Atlagos negyed�eves s�ulyok, 1974-1990., Q p4WLRR modell.Mutat�o S�ulyEP 0,117BP 0,176CP 0,161SP 0,136REP 0,028RBP 0,060RCP 0,027RSP 0,199Miller et al.[36] �es Bloch et al.[3], azt v�arjuk, hogy a WLRR technika szolg�al a legnagyobbgeometriai hozam�atlaggal. Ha egy befektet}o, a Q p4WLRR modell tekintve, megv�as�aroljaaz �ert�ekpap��rok fels}o kvintilis�et, �es addig tartja }oket, am��g az als�o kvintilisbe nem esnek,�es negyed�evenk�ent kiegyens�ulyozva karbantartja az egyenl}oen s�ulyozott portf�oli�ot, akkorez a Q p4WLRR strat�egia 25,43 sz�azal�ekos geometriai hozam�atlagot jelentett volna, az1974-1990 peri�odust tekintve. Hab�ar a Q p4WLRR fels}o kvintilist haszn�al�o egyenl}o s�uly�uportf�oli�o �atlaghozama l�enyegesen meghaladta a piaci portf�oli�ohoz tart�oz�o 18,63 sz�azal�ekos�atlaghozamot, m�egis csak m�asodik a Q p4LRR-t haszn�al�o fels}o kvintilis alap�u strat�egia �altalgener�alt valamivel nagyobb �atlaghozam ut�an. L�asd az 1. t�abl�azatot.Az �atlagos n�egy negyed�eves s�ulyokat a 2. t�abl�azat mutatja. �Erdekes, hogy a k�onyvszerinti �ert�ek/�arfolyam r�ata, melyet Chan et al.[6] Jap�anban az �ert�ekpap��rok hozam�avalstatisztikailag a legszorosabb kapcsolatban lev}o v�allalati mutat�onak tal�alt, csak 0,176�ert�ek}u �atlagos egy�utthat�oval rendelkezik, nem sokkal nagyobbal, mint a nyeres�eg/�arfolyammutat�o, amir}ol Chan et al.azt tal�alt�ak, hogy nincs szigni�k�ans kapcsolatban a hozammal. Anyeres�eg/�arfolyam mutat�o jelent}os�eg�et jelzi, hogy Graham �es Todd hagyom�anyos �ert�ekpap��relemz�esi m�odszere azt hirdeti, hogy �ert�ekpap��r v�as�arl�asainkat kor�atozzuk olyan pap��rokra,melyekhez olyan �arfolyam/nyeres�eg mutat�o tartozik, amely meghaladja a piaci �atlagm�asf�elszeres�et (l�asd Cottle et al.[8]). Azon t�ul, hogy Cottle et al. Graham �es Todd eredeti51



m�odszer�et k�epviselik, teh�at hogy az �ert�ekpap��r k�onyv szerinti �ert�eke csak egy egyszer}ufaktora a teljes �ert�eket alkot�o k�epnek (139 o.), hisznek benne, hogy az �arfolyam/k�onyvszerinti �ert�ekmutat�o fokozott �gyelmet �erdemel (596 o.).A cash-ow/�arfolyam, forgalom/�arfolyam, relat��v k�onyv szerinti �ert�ek/�arfolyam, �es arelat��v forgalom/�arfolyam mutat�o �altal�aban nagy s�ullyal rendelkezik. A relat��v mutat�oks�ulyai Jap�anban az 1983-1990-es peri�odusban k�ul�on�osen nagyok voltak. A mutat�ok s�ulyaia negyed�evenk�enti teljes hozam becsl�esek sor�an igen ingadoztak, de ahogy majd a 6.4. fe-jezetben l�atni fogjuk, az �osszetett modellben szerepl}o relat��v hozam (az azonos s�ulyoz�as�upiaci hozamszinthez k�epesti hozam) becsl�ese sor�an meglehet}osen stabilak maradnak. Avizsg�alat sor�an nem fordult el}o olyan eset, hogy a v�allalati mutat�ok azonos s�uly�u kapcsolat-ban lettek volna a teljes hozammal, de olyan se fordult el}o, hogy az �arfolyam/k�onyv szerinti�ert�ek lett volna az egyetlen v�allalati mutat�o, amely szigni�k�ans kapcsolatban �all a teljeshozammal. A relat��v forgalom/�arfolyam mutat�o viszonylag magas s�ulya miatt �erdemesnekl�atszik a relativ mutat�ok el}onyeinek vizsg�alata, ahogy ezt Miller et al.[36] is javasolta, hab�arMiller�ek a mutat�ok konstru�al�as�an�al (az �atlaghoz val�o viszony��t�as mellett) m�as m�odszereketis alkalmaztak.A n�egy negyed�evenk�enti kisim��t�asos �osszetett modellt az �atlag-variancia optimaliz�aci�osprobl�ema bemenetek�ent is alkalmazt�ak, az ��gy kapott portf�oli�o (az eddig t�argyalt azonoss�ulyoz�as�u portf�oli�ohoz k�epest) alacsonyabb sz�or�ast produk�alt megk�ozel��t}oen azonos hozammellett.6.3. Az optimaliz�aci�os probl�ema megfogalmaz�asa �es �ert�ekel�eseA Markowitz-f�ele �atlag-variancia modellel m�ar t�obbsz�or tal�alkoztunk, eml�ekeztet}o�ul f�ol��rjukaz ehhez tartoz�o egyik parametrikus kvadratikus progamoz�asi feladatot:Min V ar = xTCxtekintve a �Tx = Ep;Ax = bx � 0felt�eteleket minden Ep 2 [EMV P ; Emax] - ra; (102)ahol C a kovariancia m�atrixot, x az �ert�ekpap��rok s�ulyait, Ep a portf�oli�o el}o��rt v�arhat�ohozam�at, EMV P a minim�alis varianci�aj�u hat�ekony portf�oli�o v�arhat�o hozam�at, Emax amaxim�alis hozam�u megengedett portf�oli�o hozam�at jel�oli, m��g az Ax = b a portf�oli�oratett line�aris megszor��t�asokat reprezent�alja. A k�ovetkez}okben a forgalom �es nyeres�egel}orejelz�eseket haszn�alva fogjuk szimul�alni a k�ul�onb�oz}o regresszi�os technik�akat.A (102) probl�em�aban szerepl}o Ep param�eter helyett a k�ovetkez}o param�etert is haszn�al-hatjuk: m = Ep �EMV PEmax �EMV P : (103)
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3. T�abl�azat: Az optimaliz�alt portf�oli�ok geometriai �atlaghozama, 1974-1990.M�odszer Geometriai �atlaghozam Pontoss�agi Mutat�oQ p4OLS 23,68 0,85Q p4ROB 22,06 0,75Q p4LRR 23,55 0,79Q p4WLRR 25,48 0,92BP 24,55 0,83EP 19,59 0,63CP 20,85 0,70SP 19,65 0,65Benchmark 18,63 0,62Teh�atm egy olyan t�ort, amely a Ep�EMV P r�eszintervallum hossz viszony�at mutatja a teljesintervallum Emax � EMV P hossz�ahoz k�epest. Mi az m param�eterre ezent�ul mint Kijel�ol�esiParam�eter, vagy PPar (pick parameter) n�even fogunk hivatkozni. Vil�agos, hogy a hat�ekonyhat�arg�orbe m 0-t�ol 1- ig val�o v�altoztat�asa seg��ts�eg�evel kirajzolhat�o.A negyed�eves optimaliz�aci�oban, amelyet az elemz�es sor�an haszn�altak, a k�ovetkez}okettett�ek fel: (1) 10 sz�azal�ekos forgalmi korl�at, (2) 2 sz�azal�ekos fels}o korl�at az �ert�ekpap��roks�ulyaira, (3) 2 sz�azal�ekos tranzakci�os k�olts�eg (minden m}uveletre), (4) a kovarianciam�atrix 60, havi meg�gyel�esen alapul, (5) a portf�oli�ok amelyeket kiv�alogattunk a hat�ekonyhat�arg�orbe 90 sz�azal�ek�at reprezent�alja. A portf�oli�ora tett megk�ot�esek a TSE els}o piac�aravonatkoz�oan megtal�alhat�ok Bloch et al.[3]-ben. A szerz}ok azt tal�alt�ak, hogy a Kijel�ol�esiParam�eter 0.90 �ert�ek�ehez tartozik a legnagyobb Pontoss�agi Mutat�o (t�obblethozam osztva aportf�oli�o sz�or�as�aval). Az eredeti Jap�an elemz�esben a szerz}ok a WLRR m�odszert haszn�alvaj�onak tartott�ak a Miller et al.[36] �altal le��rt negyed�eves kisim��t�asos modellt. A Q p4WLRR�altal kapott geometriai �atlaghozam 25,48 sz�azal�ek volt, m��g az azonos s�ulyoz�as�u piaciportf�oli�o hozama (benchmark) csak 18,63 sz�azal�ek volt az 1974-1990. peri�odusban, l�asd3. t�abl�azat. L�athatjuk, hogy a Pontoss�agi Mutat�o �es a geometriai hozam�atlag mindegyikel�enyegesen magasabb, mint a hagyom�anyosan haszn�alt legkisebb n�egyzetek elve (OLS)mellett. Ezent�ul l�athatjuk, hogy a Q p4WLRR seg��ts�eg�evel optimaliz�alt portf�oli�onak ageometriai �atlaghozama csak 5 b�azis ponttal haladja meg az azonos s�ulyoz�as�u fels}o kvin-tilis m�odszerrel kapott GM-et, de viszont a Pontoss�agi Mutat�o l�enyegesen magasabb azoptimaliz�alt portf�oli�o eset�eben.�Osszefoglalva a jap�an optimaliz�aci�os �osszetett modellel kapott erdem�enyeket, azt kapjuk,hogy: (1) a n�egy negyed�eves s�ulyoz�as�u l�atens gy�ok regresszi�ohoz tartoz�o �osszetett modellheztartozik a legmagasabb optimaliz�alt GM, (2) a Q p4WLRR az egy�eb portf�oli�o strat�egi�ak�atlagos hozam�ahoz k�epest szigni�k�ansan nagyobb hozamot produk�alt, �osszhangban Blochet al.[3] �es Miller et al.[36] munk�aival. Ezent�ul pedig a Q p4WLRR modellhez tartoz�o 25,48sz�azal�ekos GM t�obb, mint a Bloch et al.[3] �altal a TSE els}o piac�an vizsg�alt Q p4WLRRmodell 22,47 sz�azal�ekos GM-je. Teh�at a m�asodik szekci�o vizsg�alatba v�etele nagyobb po-tenci�alis t�obblethozamot ��g�er, mintha csak az els}o szekci�oval foglalkozn�ank.53



4. T�abl�azat: Optimaliz�alt portf�oli�o szimul�aci�os eredm�enyek. Q p4WLRR mo-dell.Elemz�es PPar GM Pontoss�agi Mutat�o MSVa CC-TbEV 1,00 26,56 0,77 7,78 0,550,95 25,32 0,86 6,14 0,620,90 25,48 0,90 6,14 0,610,80 22,12 0,76 6,26 0,630,70 21,10 0,73 6,49 0,620,60 19,98 0,70 6,65 0,630,50 18,53 0,65 6,87 0,630,40 17,31 0,61 7,08 0,630,30 16,37 0,57 7,39 0,630,20 15,37 0,52 7,73 0,620,10 14,47 0,48 7,79 0,63EIT 0,95 23,46 0,81 4,51 0,710,90 22,77 0,80 3,84 0,770,80 20,73 0,71 3,21 0,750,70 19,71 0,69 2,88 0,770,60 18,48 0,65 2,79 0,860,50 17,57 0,63 2,74 0,870,40 16,90 0,62 2,71 0,870,30 16,17 0,59 2,70 0,880,20 15,75 0,58 2,57 0,890,10 15,14 0,55 2,71 0,89aMSV = havi szemivarianci�ak (TOPIX).bCC-T = korrel�aci�os egy�utthat�ok (TOPIX)6.4. A hagyom�anyos �atlag-variancia modell �altal�anos��t�asaiA fels}o kvintilis m�odszeren alapul�o portf�oli�o strat�egia sz�or�asa t�obb mint 200 b�azis ponttalnagyobb, mint az optimaliz�alt portf�oli�o�e. Az viszont nem egy�ertelm}u, hogy az eddighaszn�alt mint�ak eset�en az optimaliz�alt portf�oli�o n�oveln�e a geometriai �atlaghozamot afels}o kvintilis m�odszerhez k�epest. A szerz}ok �ugy tal�alt�ak, hogy az optimaliz�alt portf�oli�o afels}o kvintilis azonos s�ulyoz�as�u portf�oli�ohoz k�epest megalapozottabb a hagyom�anyos �atlag-varianca probl�ema k�et fontos kiterjeszt�ese eset�en : (1) arbitr�azs portf�oli�ok k�esz��t�esekor,(2) az index k�ovet}o portf�oli�o hat�ekony k�ozel��t�esekor. Arbitr�azs strat�egia alatt azt �ertj�ukhogy valaki egyr�eszt �ert�ekpap��rokat keres megv�as�arl�asra, m�asr�eszt �ert�ekpap��rokat ad elr�oviden, (teh�at an�elk�ul, hogy a tulajdon�aban lenne,) az optimaliz�al�ast haszn�alva, �es ��gy,a kock�azati szinteket kiegyenl��tve, n�oveli a portf�oli�o hozamot ahhoz k�epest, mintha csakv�as�arolt volna. A hat�ekony hat�arg�orb�et a PPar 0,10 �es 1,00 k�ozti v�altoztat�as�aval felraj-zolva a GM 14,47 sz�azal�ekr�ol 26,56 sz�azal�ekra n}o, l�asd a 4. t�abl�azatot. A Pontoss�agi54



Mutat�o a PPar=0,10 eset�en l�ev}o 0,48-r�ol eg�eszen 0,90-ig n�ovekszik (PPar=0,90), majdPPar=1,00-ig 0,77-re cs�okken. Ha valaki r�ovidre elad egy minim�alis v�athat�o hozam�uportf�oli�ot, (melynek GM-je 8,87 sz�azal�ek, teh�at j�oval kevesebb, mint a benchmark 18,63sz�azal�eka,) �es v�as�arol PPar=0,90-hez tartoz�o portf�oli�ot, akkor az �atlagos hozam amelyetkereshet 16,59 sz�azal�ek.kiz�ar�olagAz �atlag-variancia probl�ema m�asik kiterjeszt�ese, amikor egy index k�ovet�es�enek hib�aj�atakarjuk minimaliz�alni. Markowitz [32] �at��rta az eredeti portf�oli�o optimaliz�al�o c�elf�uggv�enyta V ar �xTr �wTr� alakra, ahol V ar = (x�w)T C (x�w) ;E = rTx� rTw;tekintve a Ax � b; (104)megszor��t�asokat, ahol wT = (w1; : : : ; wn) = index hozamok s�ulyaival, rT = (r1; : : : ; rn) =az �ert�ekpap��rok hozam�aval. A 4. t�abl�azatban l�athat�o, hogy az index k�ovet}o modellbenl�enyegesen nagyobbak a korrel�aci�os egy�utthat�ok a TOPIX, a TSE els}o szekci�oj�anak indexeeset�en. A geometriai hozam�atlag az index k�ovet}o modell (EIT) eset�eben l�enyegesen ala-csonyabb, mint az �atlag-variancia modell (EV) eset�en, viszont az indexszel vett korell�aci�osegy�utthat�ok kb. 0,10-0,20-dal nagyobbak, mint az �atlag- variancia becsl�es eset�en. Ezenk��v�ulaz index k�ovet}o modell sokkal alacsonyabb szemivarianci�akat produk�al a TOPIX-hoz k�epest,mint a hagyom�anyos �atlag-variancia modell. Azt lehet mondani, hogy �erdemes a PPar=0,90-hez az index k�ovet}o modellt alkalmazni, ��gy kapva 22,77 pontnyi GM-et �es 0,77 �ert�ek}ukorell�aci�os egy�utthat�ot (szemben az �atlag-variancia modell 0,61 �ert�ek�evel).Teh�at �ugy tal�altuk, hogy az optimaliz�aci�os m�odszer nagyon hat�ekony egyr�eszt azarbitr�azs portf�oli�ok el}o�all��t�as�aban, m�asr�eszt az index k�ovet}o portf�oli�ok megtal�al�as�aban,de kev�ess�e aj�anlott csup�an v�as�arl�asra sz�ant portf�oli�o keres�es�ere. Term�eszetesen az ittle��rt m�odszerek seg��ts�eg�evel becs�ulni lehet egyr�esz �atlagos abszol�ut elt�er�est �gyelembevev}oportf�oli�o probl�em�at, m�asr�eszt szemivarianci�at �gyelembevev}o index k�ovet�esi probl�em�at is.6.5. Az el}orejelz�esi v�altoz�ok �gyelembe v�eteleEbben a szakaszban a nyeres�eg �es forgalom el}orejelz�esi v�altoz�ok �osszetett modellben val�oalkalmaz�as�at vizsg�aljuk. A Toyo Kezai el}orejelz�esi mutat�oit fogjuk haszn�alni. A Toyoel}orejelz�esei az 1984. decembere �es 1990. decembere k�ozti peri�odusra vonatkoznak. Az (101)egyenletnek k�et �uj verzi�oj�aval ismerked�unk meg: el}osz�or is, amikor el}orejelzett forgalmathaszn�alunk ((105) egyenlet), m�asodszor, amikor el}orejelzett �uzemi nyeres�eget haszn�alunk((106) egyenlet). Teh�at a forgalom el}orejelz�est haszn�al�o egyenlet a k�ovetkez}o:TR = a0 + a1EPt + a2BPt + a3CPt + a4FSPt + a5REPt + a6RBPt+a7RCPt + a8RSPt + et; (105)
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5. T�abl�azat: A k�ul�onb�oz}o regresszi�os technik�akhoz, el}orejelz�esekhez, �es portf�oli�okiv�alaszt�asi krit�eriumokhoz tartoz�o geometriai hozam�atlagok. ((.) a Pontoss�agiMutat�o �ert�eke.)(105) egyenlet EW EV EITOLS 31,34(0,88) 27,85(0,86) 29,65(0,84)ROB 28,35(0,84) 26,20(0,81) 25,99(0,76)LRR 30,72(0,94) 28,33(0,85) 30,20(0,86)WLRR 30,51(0,88) 28,79(0,88) 31,76(0,89)(106) egyenletOLS 32,05(0,91) 30,15(0,86) 32,27(0,88)ROB 28,42(0,84) 27,15(0,84) 29,01(0,87)LRR 31,86(0,90) 30,20(0,87) 31,13(0,87)WLRR 30,38(0,89) 30,20(0,89) 31,90(0,88)Q p4WLLR 30,70(0,89) 30,92(0,94) 29,74(0,89)ahol TR;EP;BP;CP;REP;RBP;RCP;RSP = az el}oz}oleg m�ar de�ni�alt p�enz�ugyimutat�okkal, FSP = forgalom/�arfolyam el}orejelz�essel, a0; a1; : : : ; a8 = a regresszi�osparam�eterekkel �es et = a v�eletlen eloszl�as�u hibataggal.A nyeres�eg el}orejelz�eses egyenlet a k�ovetkez}o:TR = a0 + a1EPt + a2BPt + a3CPt + a4FSPt + a5REPt + a6RBPt+a7RCPt + a8RSPt + et; (106)ahol FEP = �uzemi nyeres�eg/�arfolyam el}orejelz�essel.Mind az (105), mind (106) egyenlet ki�ert�ekelhet}o az OLS, ROB, LRR �es a WLRRtechnik�ak mindegyik�evel. A szerz}ok �ugy tal�alt�ak, hogy a nyeres�eg �es forgalom el}orejelz�esekmagasabb geometriai hozam�atlagot produk�altak, (k�or�ulbel�ul 100-140 b�azis ponttal �evente,)mind az azonosan s�ulyozott, mind az index k�ovet}o modell eset�eben a hagyom�anyos, csakm�ultbeli adatokat haszn�al�o esetn�el, az 1984-1990. peri�odusra vonatkoztatva. Az (106)egyenlet eset�en, az azonos s�ulyoz�as�u modellt v�eve, az OLS becsl�es szolg�alt a legmagasabbGM-mel, az 1984- 1990-ig terjed}o peri�odusban (32,05 sz�azal�ek), a hozz�a tartoz�o Pontoss�agiMutat�o �ert�eke pedig 0,91 volt, mik�ozben ugyanebben az esetben a Q p4WLRR m�odszer30,70 sz�azal�ekos GM-et produk�alt, 0,89 �ert�ek}u Pontoss�agi Mutat�o mellett. A kib}ov��tettmodellben alkalmazott regresszi�os technik�akhoz tartoz�o GM-eket a 5. t�abl�azat tartalmazza.Az (106) egyenlet eset�en, index k�ovet}o modellt v�eve, az OLS m�odszer produk�alta a legna-gyobb, 32,27 sz�azal�ekos, geometriai hozam�atlagot 0,88-as Pontoss�agi Mutat�o mellett, m��g aQ p4WLRR m�odszerhez tartoz�o GM 31,25 sz�azal�ek volt, a Pontoss�agi Mutat�o pedig 0,91.A Daiwa Security Trust (DST) legut�obbi vizsg�alatai sor�an a kovariancia m�atrixkisz�amol�as�ahoz 250, napi adatot haszn�alt fel (l�asd Markowitz [33]), �es ezt alkalmazvaaz EV illetve EIT elemz�esekben, jelent}osen nagyobb GM-eket �ertek el a 60 havi adatothaszn�al�o m�odszerhez k�epest. A szerz}ok is hasonl�o eredm�enyekre jutottak, mint ezt a 6.56



6. T�abl�azat: A napi kovariancia el}orejelz�esekhez tartoz�o geometriaihozam�atlagok. ((.) a Pontoss�agi Mutat�o �ert�eke.)(105) egyenlet EV EITOLS 30,69(0,89) 30,73(0,91)ROB 27,80(0,85) 30,44(0,90)LRR 30,72(0,94) 30,63(0,87)WLRR 30,62(0,94) 32,15(0,94)(106) egyenletOLS 31,06(0,90) 34,10(0,92)ROB 29,17(0,89) 30,40(0,86)LRR 31,16(0,93) 33,08(0,91)WLRR 31,10(0,94) 34,52(0,96)Q p4WLRR 30,70(0,89) 30,95(0,89)t�abl�azat is mutatja. �Erdemes megjegyezni, hogy a EIT GM-je k�ul�on�osen sokat javult anapi kovariancia adatok haszn�alata mellett. Teh�at a szerz}ok nem tal�alt�ak �ugy, hogy at�obblet hozam a kovarianci�ak kisz�amol�as�anak m�odja szempontj�ab�ol invari�ans lenne, mintazt Chopra �es Ziemba [7] �all��tj�ak.A szerz}ok elemz�ese szerint index k�ovet}o modell, 250 napos kovariancia sz�amol�as,nyeres�eg �es forgalom el}orejelz�es haszn�alata mellett a WLRR technika produk�alta a leg-nagyobb geometriai hozam�atlagot. Az EV modellben az LRR technika valamivel magasabbGM-et produk�alt. A nyeres�eg el}orejelz�es magasabb GM-eket produk�alt a forgalomel}orejelz�esekn�el, viszont mindk�et el}orejelz�esi modell nagyobb hozamot teljes��tett, mint acsak m�ultbeli mutat�okat haszn�al�o modell. A szerz}ok szerint a Markowitz �es Xu [35] �altalle��rt el}orejelz�est haszn�al�o m�odszer nem t�ul szerencs�es, v�elem�eny�uk szerint a nyeres�eg �esforgalom el}orejelz�eseket alkalmaz�o modelleket �erdemes ink�abb tekinteni, k�ul�on�osen ha250 napi kovariancia m�atrixot alkalmazunk. Guerard �es Takano [13] szerint a GM-ekjav��that�oak, ha csak a TSE els}o szekci�oj�anak �ert�ekpap��rjait tekintj�uk.6.6. �Osszefoglal�asAz �osszetett modell alkalmaz�asa a s�uyozott l�atens gy�ok regresszi�os technik�aval a Jap�anpiacon hat�ekonynak t}unik, hozamai legal�abb 500 b�azis ponttal meghaladj�ak a bench-markot. Teljesen hat�ekony piac eset�eben term�eszetesen ez a m�odszer kev�esb�e aj�anlhat�o. Azoptimaliz�aci�os technik�akkal kieg�esz��tve az �osszetett modellt a portf�oli�ok v�altoz�ekonys�agajelent�ekeny m�ert�ekben cs�okken. Az �osszetett modell eredm�enyes arbitr�azs portf�oli�okel}o�all��t�as�aban, a minim�alis varianci�aj�u index k�ovet�esben (Jap�anban a TOPIX eset�en),illetve nyeres�eg �es forgalom el}orejelz�esek haszn�alat�aval is.
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Ut�osz�oAz 1. fejezet p�eld�ait, vagy p�eld�aul egy�eb p�enz�ugyi matematik�aval foglalkoz�o foly�oiratotvagy tank�onyvet megn�ezve vil�agos, hogy a kvadratikus programoz�as portf�oli�o elm�eletnekcsak egy m�odszere. M�egis a 2.{5. fejezetekb}ol l�athattuk, hogy mag�anak a kvadratikusprogramoz�asnak az alkalmaz�asa a portf�oli�o elm�eletre mennyi megoldott, megoldatlan il-letve tov�abb fejleszthet}o probl�em�at rejt mag�aban. Egyr�eszt ezeket, m�asr�eszt az utols�o fe-jezetben, a kvadratikus programoz�as �es az �osszetett modell egy�uttes alkalmaz�as�ab�ol, kapotteredm�enyeket �gyelembe v�eve l�athatjuk, hogy b�ar a kvadratikus programoz�as a portf�oli�oprobl�em�anak csak egy speci�alis m�odszere, m�egis manaps�ag is hasznos eszk�oze (�onmag�abanvagy m�as m�odszerekkel egy�utt alkalmazva) �uj �es �ujabb portf�oli�o optimaliz�aci�os modelleknek.K�osz�onetnyilv�an��t�asSzeretn�ek k�osz�onetet mondani t�emavezet}omnek, Pr�ekopa Andr�asnak, az irodalmak�osszev�alogat�as�aban ny�ujtott seg��ts�eg�e�ert, �es a dolgozat tartalm�aval �es form�atum�avalkapcsolatos kapcsolatos megjegyz�esei�ert.
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