KORABRAZOLAS
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1. Meroleges affinitas

e Adott a A valds szam ¢€s a sik 7 egyenese. A sik egy
tetszoleges P pontjahoz hozzarendeljiik P'-t az alabbi
modon: Jelolje T a P-bdl ¢-re bocsatott merdleges talp-
pontjat. Legyen P'a PT egyenesnek az a pontja, amelyre

P'T = LPT teljesiil (a tavolsagokat eldjelesen értve).
Asik igy értelmezett onmagara valo lekeépezéseta ¢ ten-

gelyii )\ ardranyu merdleges tengelyes affinitasnak
nevezzuk.

e Specialisan:
A= 1esetenidentikus leképezés;
A= 0esetén meroleges vetités t-re (a sik képe 1);
=—1 esetén t-re vonatkozo tengelyes tiikrozes.
e Tovabba:
A >0 esetén orientdcio (koriiljaras) tarto,
pont €s képe a tengelynek ugyanazon
oldalara esik;

A <0 esetén orientdcio valto,
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o Egyenestarto és illeszkedéstarto. A tengely ponjai
fixek. Ha egy e egyenes metszi a ¢ tengelyt egy 7T pont-
ban, akkor e'1s metszi ¢-t, mégpedig éppen 7-ben.

e Pdarhuzamossag-tarto. Specialisan, ha egy egyenes
parhuzamos #-vel, akkor képe is parhuzamos vele.

e Osztoviszonytarto.

e Nem ardnytarto és nem szogtato. Kivéve a A = *1
esetet, amikor 1s egybevagosag (identitas vagy tiikro-
7¢s), tehat tdvolsag- €s szogtarto.

Megjegyzés: Sik leforgatasakor a leforgatott kép €s az 1.
kép kapcsolata is merdleges tengelyes affinitas, amely-

nek tengelye f,’, aranya pedig A ==cos ¢, ahol ¢ a lefor-
gatott sik és a m, keépsik hajlasszoge (a kiilonbségi ha-
romszog 1t,-gyel parhuzamos befogojan 1€vo szog):

Pf,'=NMP)..



2. Az ellipszis

Adottak a sikon az F', €s az F', pontok (foku-
szok) valamint a 2a tavolsag ugy, hogy 2c=
=F\F,<2a teljesiiljon. Ellipszisnek nevez-
zuk a sik azon P pontjainak halmazat, ame-
lyekre fennalla PF,+ PF,=2a egyenlOség
C,(v,=PF, ésv,=PF, a Ppontvezérsugarai).

Szimmetriak: az F F, egyenesre (a nagy-
tengely egyenesere) ¢s az F' | F, szakasz fele-
z0 merdlegesére (a kistengely egyenesére)
vonatkozo tengelyes szimmetridk, ¢s e két
egyenes O metszeéspontjara (a kozéppontra)
vonatkozo centrdlis szimmetria.

A szimmetriatengelyekre illeszkedd pontok a C, és C, csucspontok vagy
nagytengely végpontok (OC,=OC,=a), tovabbaa B, ¢s B, kistengely végpon-
tok (OB, =OB,=b, FB,=F,B,=a). Atengelyvégpontokhoz tartozé érintod
merdleges atengely egyenesere.

Allitas: Az ellipszis egy P pontjahoz tartozé érintdje felezi a ponthoz tartozo v, és
v, vezeérsugarak kiilsd szogét.

b+c=d



Ellipszispontok és érintok szerkesz%ése

e Az F|F, egyenesen O-t0l a tavolsagra kijeloljiik a C, €s C, csuicspontokat.

e Az F|F, szakasz felez0 merdlegeseén a fokuszoktol a tavolsagra adodnak a kis-
tengely B, €s B, végpontjai.

e Haa C,C,=2a szakasztegy F, és O koz¢é esd N ponttal két részre osztjuk,
akkor a létrejové v,=N C, és v,=N C, szakaszok (v,+v,=2a miatt) egy, az
ellipszisre illeszkedd (megfeleld) N pont vezérsugarai lehetnek.

e N -hez hasonldan tovabbi osztopntok is felvehetdk F-t61 O felé haladva no-

vekvo kozokkel. Mindegyikhez megszerkeszthetjiik a megeleld ellipszispon-
tokat, amelyek a szimmetridk miatt négyesével addédnak. A szimmetridkat az
erintok szerkesztése soran is kihasznalhatjuk.



Az ellipszis egyenlete
CC,=2a; FF,=2c; b’=d—c

F/(— 0); Fy(c 0); P(x,y)
FP=N(x+cy+y
FP=\(x—c)y+y

FP+F,P=2a

Vx+e)Y +y +Vx—c¢) +)y =2a

Vx+e)+y =2a—Vx—c) +)’
(¥ +2xc+ ) +y =4dd’ —daN(x—c) Ty + (¥ = 2xc+ )+

aNx—c)Y +y =a —xc
az(xz — 2xc + Cz) + a2y2 f— a4 _ zazxc + xzcz

(@ - +ay' =a(a —c)

xz ? (x . u)2 ()} B V)z
— t Zyzz 1, illetve K(u, v) kozépponttal: ~ + = 1
a




Az ellipszograf elve, papircsik szerkesztés

Az a+ b hosszisdgh KL egyenes szaksz gy mozog a
koordinata-rendszerben, hogy mozgasa kézben K és L
végpontjai rendre az x ill. y tengelyen maradnak. Vizs-
galjuk, milyen palyan mozog ekozben a szakaszt a €s b

B hosszusagu darabokra 0szt6 P pont.
Amegjelolt hasonlo derékszogl haromszogekbol:
X b —y’ : Xy
O T CXg4- majd négyzetre emelve: ?—F =i 1

Lathatjuk tehat, hogy a P pont egy origd kozeépponta a, b féltengelyt ellipszis
palyan mozog (a = OC, b = OB). Ez az ellipszogrdf elve (ill. az Gn. papircsik
szerkesztés).

Feladat: Adott egy ellipszis C,C, nagytengelye és azon kiviil egy P pontja. Allit-
suk el6 a B, B, kistengelyt.

Megoldas a papircsik szerkesztés megforditasa alapjan: B,B, egyenese a C,C,
szakasz felez6 merdlegese. P kore korivet rajzolunk a = C,C,/2 sugarral. Eza
kor a BB, egyenesbdl (P oldalan) kimetszi a K pontot, a KP egyenes pedig C,C.-
bdl az L pontot. A fél kistengely hossza a PL tavolsag: b =B ,B,/2=PL. Eztkell
felmérni a kozépponttol (a tengelyek metszéspntjatdl) B, és B, kijeloléséhez.



A kor affin képe ellipszis

(4 B, Adott a ¢ tengelyli A aranyt merdleges affinitas,
P(x,y) ¢sak kozéppontu r sugara kor. Keressiik a kor
képét.

Koordinata-rendszert rogzitiink a sikon ugy,
hogy annak x tengelye egybeessen f-vel.
Tekintjiik a kor egy P pontjat. Ennek koordina-
tairaaz alabbi egyenlet teljesiil:

—u)y+(@-v)y=r

Az affinitas definicioja szerint P'T=APT, igy P’
koordinatai az x'=x ¢ y' = Ay kifejezé-
sekkel addédnak. Forditva, P koordinatai is ki-
fejezhetok P’-ébol: x =x", y=y’A. Eztakor
egyenletébe helyettesitve:

(w4 (v = amiblaz S (ngv)
egyenlet adodik. Ez pedig a K' kozépponta (u'=u, v'= Av) ellipszis egyenlete,
amelynek x-szel parhuzamos féltengelye (JA| <1 esetén f€l nagytengelye) a =1,
mig y tengellyel parhuzamos féltengelye (fél kistengelye) b=|A|r.




Konjugalt atmeéropar
Az ellipszis (spec. a kor) ket atmérdjét konju-
galt atméroparnak nevezzik, ha az egyik at-
merd végpontjaithoz tartozo érintdk parhuzamo-
sak a masik atmérdvel, és a masodik atmerd veég-
pontjaihoz tartoz6 érintok parhuzamosak a ma-
sodik atmérovel.
A kor konjugalt &tmérdparjai a merdleges atme-
roparok.
A parhuzamossagtartas miatt a kor (vagy egy
ellipszis) konjugalt atmérdparjanak affin képe a
képellipszis egy konjugalt dtmérdparja.
Rytz-szerkesztés. Adott egy ellipszis X X, V.Y,
konjugalt atmérdparja. Keressiikk a C,C,, BB,
tengelyeit. Az OX, atmérdt O kortl 90°-kal elfor-
gatva OX, adodik. Az X,Y, szakasz F felez6pont-
ja koriill O-n athalado kort rajzolunk, amely az
X,Y, egyenest az U és V pontokban metszi (U az
X, X,, Y,Y, atmérok hegyesszogli tartomanyaba e-
sik). Ekkor OU a nagytengely egyenese: OC, =
X,U; akistengely egyenese pedig OV: OB, =X, V.



Kétkoros szerkesztés

Ha adottak az ellipszis tengelyei, megrajzoljuk a
fokort — a nagytengely Thalész-korét (sugara a)
— ¢s a mellékkort — a kistengely Thalész-koret
(sugara b). P a fOkor egy tetszOleges pontja. Az
OP sugar P-ban metszi a mellékkort. P-ben
merdlegest allitunk az OC nagytengelyre, P-ban
pedig az OB kistengelyre. Ekkor e két egyenes P’
metszéspontja illeszkedik az ellipszisre.

Ugyanis OT és PP' az OPT szdg szarainak par-
huzamos szeldi, igy P'T/PT = PO/PO = bla =\
allando, vagyis P' a P pont OC tengelyre vo-
natkoz6 A arany affin képe.

A fokor tovabbi pontjaibol kiindulva tetszOle-
gesen sok ellipszispont megszerkesztheto.

Céelszerti a fokor egymasra merdleges (konju-
galt) OP ¢s OQ atméroparjaibol kiindulni. Ekkor
a kapott atmérdk konjugaltsagabol egyszeriien
adodnak az érintok is.



3. A kor meroleges vetiilete, korabrazolas
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A leforgatott kép ¢€s a
vetiilet merdleges affin
kapcsolatban van, igy a
kor merdleges vetiilete
elipszis.

Akepellipszis A'B' nagy-
tengelye a kor f fovonal-
ra illeszked0 AB atmé-
rdjének vetiilete. Hossza
megegyezik a kor atme-
rojével: A'B'=AB.

A képellipszis C'D’ kis-
tengelye pedig az e esés-
vonalra illeszked6 CD
atmeéro képe. Hossza:

C'D"=CD - cos o,

ahol ¢ a kor a sikjanak a
képsikkal bezart szoge.



A korabrazolas 1épései

A Kkor abrazolasahoz ismerni kell:

» A kor kozéppontjat

* A kor sugarat

» A kor sikjat
Egy feladat megoldasa soran ezek explicit el0allitasa az elso feladat, amely alta-
laban a kor sikjanak leforgatasat igényli.

Kétképsikos abrazolasban a szerkesztés soran elo kell allitani az alabbi, igyneve-
zettlényeges atmérok mindkét képét a végpontjaikhoz tartozo érintokkel egyiitt:
» Az 1. képellipszis nagytengelyére képezddo atmerot,
» Az 1. képellipszis kistengelyére képez6dd atmérot,
» A II. képellipszis nagytengelyére képezddo atmerot,
» A II. képellipszis kistengelyére képezddo atmerot,
A sz¢IsO pontokat tartalmazo atmerot.

Végiil a [ényeges atmérdk, valamint a feladatban megadott gérbepontok és érin-
tok figyelembevételével (gorbevonalzo segitségével) meg kell rajzolni a kép-
ellipsziseket.
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