Figgvények

Tétel:
Ha az x = ¢(y) figguény az y = f(x) figguény inverze, akkor y = ¢ (x)
fligguény grafikonja az y = f(x) figguény képébél az y = x egyenesre vald

tikrozéssel nyerhetd.

Tétel:

Minden szigorian monoton fliggvénynek van inverz fliggvénye.

Bizonyitds: Ha a figgvény példaul szigoriian monoton, novekvs, akkor az
x1 < o feltevésbol f(z1) < f (x2) kovetkezik. Ebbsl lathato, hogy egy flige-
vényértéket a fliggvény csak egy helyen vehet fel, tehat a hozzarendelés egyér-

telmtien megfordithato.

Megjegyzés:
A szigort monotonitas az inverz fliggvény létezésének elegendd, de nem sziiksé-
ges feltétele. Konnytd olyan fiiggvényt talalni, amely nem monoton, mégis van

inverze.

1. Nevezetes fiiggvények

1.1. A hatvanyfiiggvény

Definicio:

Az y = x™ fiiggvényt hatvanyfiiggvénynek nevezziik, ha n tetszéleges, nullatol
kiilénb6z6 allando.

1.1.1. Pozitiv egész kitevGji hatvanyfiiggvény

Ertelemszerten itt n € Z7T.

Tulajdonsagok:
o Ertelmezési tartomdny: Dy = (—00,+00).

e Ertékkészlet: Ry = [0,+00), ha n paros; illetve Ry = (—o0,+00), ha n

paratlan.

e Folytonossdg: az értelmezési tartoméanyukon folytonos fliggvények.



1. &bra. Hatvanyfliggvények képe pozitiv egész kitevs esetén

1.1.2. Negativ egész kitevgji hatvanyfiiggvény

1
y =1z " = — alaktiak, ahol n € Z7.
x

Tulajdonsagok:
o Ertelmezési tartomdny: Dy = (—o0,+00) \ {0}.

o Ertékkészlet: Ry = [0,+00), ha n paros; illetve Ry = (—o0,+00), ha n

paratlan.

e Folytonossdg: Folytonos, monoton részekbdl allnak.



n=1
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3. abra. Hatvanyfiiggvények képe negativ egész, paros kitevs esetén

1.1.3. Tortkitevjid hatvanyfiiggvények

Teljes targyalasuk sok aproé vizsgalatot igényel. y = % esetén a L tort szamla-
q
lojanak és nevez§jének paros vagy paratlan voltat kell megvizsgélni. Gyakorlati

szempontbol legfontosabb az y = r? = Vz fiiggvény.



4. abra. A négyzetgyok fiiggvény és ellentettje

Tulajdonsagok: (Az y = ++/x fiiggvényre)
e Ertelmezési tartomdny: Dy = [0, +00).

o Ertékkészlet: y = /z fiiggvényre Ry = [0,+00); y = —y/7 fiiggvényre
Ry = (—00,0].

e Folytonossdg: folytonos, monoton fiiggvények.

1.2. A polinomfiiggvény

y = P, (z) = apz™ + a1t + ... + ap_17 + a, fiiggvény, ahol n € N; ag # 0,
ai, ag,...,a, tetszéleges valos szamok. (n-edfokd polinom.)

Az egész szamegyenesen értelmezett folytonos fiiggvény, mivel folytonos
fliggvények linearis kombinacija.

Viselkedése a oo-ben:

lim P, (z) =

r—00

400, ha ag >0
—00, haap <0

Ez akkor latszik legegyszeriibben, ha kiemeljiik az Osszes elsG tagjat az Osszes
t6bbibdl:

a a a
Py () = apa™ (14 — + —0 + ...+ — ).
apgxr  agT apx™

Ebben az felirasban x — oo esetében a zardjelben 1évs Gsszeg 1-hez konvergal.



1.3. A racionalis tortfiiggvény
Nem egyszertsithets tortfliggvény, amely ag, a1, as,..., a, és by, b1, ba,..., by,

valos szamokkal a kovetkezs alakban irhato fel:

(@) apx” + a1z '+ ... Fap_1z+a,
€Tr) =
box™ + b+ ...+ b1 + by

Tulajdonsagok:

1.4.

Ertelmezési tartomdny: a nevez6 zérushelyei kivételével az egész szam-

egyenes. (legfeljebb m hely.)

Hatdrértékek: Az altalanos felirasban a szamlaloban és a nevezdében 1évs

legmagasabb fokszamu tagot kiemelve:

aox"(l+ﬂi+%§+...+af’li>

ag 2 ap ™

fl) =

by 1 b b 1
boz™ (1+ gt gt...t gmm)
Ebben a kifejezésben x — oo esetén a zardjelben 1évs kifejezések hatar-

értéke 1, ezért a fiiggvény hatarértéke n és m értékeitdl, illetve ag és by

elGjelétsl fligg.

Az egyes lehetséges eseteket kiilon vizsgaljuk.

1. n > m esetén z-nel egyszertsitve a kifejezés: Z—sx”_m. Ennek ha-
tarértéke +o00, ha ag és by azonos elGjeld, —oo, ha ag és by kiilonbozs
elGjeld.

A —oo-ben vett hatarérték az ag és by elgjelén kiviil még (n —m)
paros vagy paratlan voltatol is fligg. Nevezetesen:
— Ha ag és by azonos elGjeld, akkor a hatarérték 4+oco, ha n —m
paros; a hatarérték —oo, ha n — m paratlan.

— Ha ag és by kiilonbozd elGjeld, akkor forditott a helyzet.

a
2. n=mesetén lim f(z)= —.
r—+o0 bO
3. Ha n < m, akkor egyszertisités utan a nevezében ™™~ " — oo miatt
lim f(z) =0.
r—to0

Az exponencialis fiiggvény

Alakja y = a®, ahol a € RT.



0<a<l1 a>1

5. dbra. Az exponencialis fliggvények grafikonja a > 1 és 0 < a < 1 esetén

Tulajdonsagok:
o Ertelmezési tartomdny: Dy =R
o Ertékkészlet: Ry = [0,+00).

e Monotonitds, folytonossdg: Ha a > 1, akkor a fiiggvény szigortian mono-
ton novekvs. Ha 0 < a < 1, akkor a fiiggvény szigorian monoton csok-
kend. A fliggvény az értelmezési tartoméany minden pontjaban folytonos.
Ha a > 1, akkor lim «” =0, migha 0 < a < 1, akkor lim a” =0. Az

TrT——0Q r——+0o0

exponencialis fliggvénynek az x tengely aszimptotaja.

1.5. A logaritmus fiiggvény

Az x = a¥ exponencialis fliggvény inverzét logaritmus fiiggvénynek nevezziik:

y =log, a>0



6. abra. A logaritmus fliggvény

Tulajdonsagok:
e Ertelmezési tartomdny: Dy = ]0,+00)
o Ertékkészlet: Ry = (—o0,+00)

e Folytonossdg, monotonitds: Mivel az exponencidlis fiiggvény folytonos,
ezért a logaritmus fliggvény is folytonos; a > 1 esetén szigoriian monoton

novekvs, 0 < a < 1 esetén szigortian monoton csdkkend.
Megjeqyzés: Az e = 2,7182... alapu logaritmus jele Inx, a 10-es alapi logarit-
mus jele lgx.

1.6. Trigonometrikus fiiggvények

Az y = sinx, y = coszx, y = tgzx, y = ctgx fliggvények Osszefoglald neve

trigonometrikus fiiggvények, ahol x ivmértékben értendgs.



1.6.1.

ctgx

. tanx
sin|x

0 cos T

7. abra. Szogfiiggvények grafikus jelentése

Szinusz fliggvény

Tulajdonsagok:

Ertelmezési tartomdny: Dy =R.
Ertékkészlet: Ry = [—1,1].

Periodicitds: A fiiggvény 27 szerint periodikus. Ebbé&l kiévetkezGen
sin (z + 27) = sinz, ami sin (z £ 2k7) = sinz alakban is felirhatd, ahol
ke N.

Folytonossag, monotonitds: A szinusz fiiggvény a teljes értelmezési tarto-

manyon folytonos. A fliggvény szigortian monoton novekvs az [—g, g]

intervallumon, tehat az [—z + 2km, g + 2k7r} -n is. A fliggvény szigortan
3 3

monoton csokkend az {;T, 271-} -n, és ezaltal [;T + 2km, ?ﬂ- + 2]{)7T:| -n is.

Paritds: Paratlan fliggvény, azaz sin (—x) = —sin x.
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8. dbra. A szinusz fliggvény grafikonja

1.6.2. Koszinusz fiiggvény
A cosx = sin (ac + g) Osszefiiggés alapjan konnyen targyalhato.
Tulajdonsagok:

o Ertelmezési tartomdny: Dy =R.

o [Drtékkészlet: Ry = [—1,1].

e Folytonossdag, monotonitdis: A Koszinusz fliggvény a teljes értelme-
zési tartomanyon folytonos. A fiiggvény szigortian monoton csdkkend
az [0+ 2km,m £ 2kn]-n. A fiiggvény szigortian monoton noévekvs az
[r + 2km, 27 + 2k7]-n.

e Paritds: Paros fliggvény, azaz cos (—x) = cosx.
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9. abra. A koszinusz fiiggvény grafikonja

1.6.3. Tangens fiiggvény

Definici6é szerint: )
def SIN T

cosx
Tulajdonsagok:

e Ertelmezési tartomdny: Dy = R\ { (2k+1) g‘ ke Z}.

o Ertékkészlet: Ry = R.

Folytonossdg, monotonitds: A szakadési helyeken (azaz x = (2k + 1)
ahol k € Z) a bal oldali hatarérték +oo, a jobb oldali hatarérték —oo.

e Periodicitds: A tangens fliggvény 7 szerint periodikus, hiszen
sin (z —sinx
tg (z +m) = oym) _ =tgw
cos(z+m) —cosz

Paritas: A tangens fliggvény paratlan.

10
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1.6.4.
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10. abra. A tangens fiiggvény grafikonja

Kotangens fiiggvény

Tulajdonsagok:

Ertelmezési tartomdny: Dy = R\ {kr |k € Z}. Ezeken a helyeken a jobb

oldali hatarérték +oo, a bal oldali hatarérték —oo.
Ertékkészlet: Ry = R.

Folytonossdg, monotonitds: A |+£km,+ (k+ 1) [ intervallumon szigortan

monoton csokkend, folytonos fiiggvény. (k € Z)
Periodicitds: A kotangens fliggvény 7 szerint periodikus.

Paritds: A kotangens fiiggvény paratlan.

11
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11. abra. A kotangens fliggvény grafikonja

1.7. Trigonometrikus fiiggvények inverzei
1.7.1. Az arkusz szinusz fliggvény

. . L . . . L ™ T .
Az y = sinx fiiggvény inverze. A sinzx fiiggvény a —3 <z< 5 intervallumon
szigortian monoton névekvs. Ennek inverze az arcsinzx fliggvény, amit az y =

arcsin z f6aganak, vagy féértékének szokas nevezni.

Tulajdonsagok:
e Ertelmezési tartomdny: Dy = [—1,1].
. T
Ertékkésalet: Ry — {77,7].
o Ertékkészlet: Ry 5

e Folytonossdg, monotonitds: A f6agon tul az Osszes szigortian monoton sza-
kasz is invertalhato, ezen inverzek Osszességét y = Arcsin x-szel jeloljik.

Ennek barmelyik aga el6allithaté arcsin x-szel.

12



ol
T
<
;

y = arcsinx
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12. abra. Az arkusz szinusz fliggvény grafikonja
A fentiekbdl a teljes szamegyenesre értelmezett Arcsinx fliggvényre:

arcsinx + 2km  a névekvs dgakra

Arcsinz =
(m —arcsinz) + 2km  a csokkend dgakra

1.7.2. Az arkusz koszinusz fliggvény
Az y = cosx fliggvény inverze. A cosz fiiggvény a 0 < x < 7 intervallumon
szigorian monoton névekvsé. Ennek inverze az arccosz fliggvény, amit az y =
arcsin z f6aganak, vagy f6értékének szokas nevezni.
Tulajdonsagok:

e Ertelmezési tartomdny: Dy = [—1,1].

o Ertékkészlet: Ry = [0, 7).

e Folytonossdg, monotonitdas: A f6agon tul az Gsszes szigorian monoton sza-
kasz is invertalhato, ezen inverzek Osszességét y = Arccosx-szel jeloljiik.

Ennek barmelyik dga elGallithato arc cos z-szel.

13
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Yy = arccoszx
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13. 4bra. Az arkusz koszinusz fiiggvény grafikonja

A fentiekbdl a teljes szamegyenesre értelmezett Arccosz fliggvényre:

{ arccosx + 2km a csOkkend agakra
Arccosx =

—arccosx + 2km a novekvs agakra

1.7.3. Az arkusz tangens fiiggvény

A [—g, g] intervallumon szigorian monoton ag inverze arctgx. Ez a {64g vagy

feérték. A tobbi ég is invertalhato, ezek Osszessége: Arctga = arctgx + kn.

Tulajdonsagok:
o Ertelmezési tartomdny: Dy =R.
. T T
Ertékkészet: Ry = [—fﬁ}.
o FErtékkészle ¥ 575
e Folytonossdag, monotonitds: Szigorian mononton névekvs, folytonos fiigg-

vény.

e Hatdrértékek: lim = arctgx = g, illetve lim = arctgx = —g.

r——+00 T— —00

14
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14. abra. Az arkusz tangens fliggvény grafikonja

1.7.4. Az arkusz kotangens filiggvény
A [0, 7] intervallumon szigorian monoton ag inverze arcctgz. Ez a f6ag v.
feérték. A t6bbi ég is invertalhato, ezek Osszessége: Arcctgr = arcctgr + k.
Tulajdonsagok:

o Ertelmezési tartomdny: Dy =R.

o Ertékkészlet: Ry = [0, 7).

e Folytonossdg, monotonitds: Szigortan monoton csékkend, folytonos fiigg-

vény.

o Hatdrértékek: lim = arcctgax =0, illetve lim = arcctgz = 7.

T— —00 r——+00

15



y = arcctgx

15. abra. Az arkusz kotangens fiiggvény grafikonja

1.8. Hiperbolikus fiiggvények
1.8.1. A szinusz hiperbolikusz fliggvény

Definicid szerint:
det €7 —e™ "
y=shz = —

Tulajdonsagok:
o FErtelmezési tartomdny: Dy =R.
o Ertékkészlet: Ry =R.

e Folytonossdg, monotonitds: Szigorian monoton névekvd, folytonos fligg-

vény.

e Paritds: sh(—z) = ———— = —shz miatt paratlan fiiggvény.

16



y=shx

=3 kb 1 1 1 1 17
-3 -2 -1 0 1 2 3

16. abra. A szinusz hiperbolikusz fiiggvény grafikonja

1.8.2. A koszinusz hiperbolikusz fiiggvény

Definicid szerint:
det €%+ €77
y=chzx = —

Tulajdonsagok:
o Ertelmezési tartomdny: Dy =R
o Ertékkészlet: Ry = [1,+00).

e Folytonossdg, monotonitds: Szigorian monoton szakaszokbol all, folyto-

nos fiiggvény.

p e v +e” . . .
e Paritds: ch(—x) = — = ch x miatt paros fliggvény.

17



17. abra. A koszinusz hiperbolikusz fiiggvény grafikonja

A sh és ch fliggvények nevezetes azonossagai

o ch?z—sh?z=1

Bizonyitas:

(em+e—x>2 (ew_e—ac)z 62w+e—2az+2_e2x_62w+2
2

e sh(u=+v)=shuchv+chushv
e sh2u = 2shuchu
e ch(xty)=chzchy+tshzshy

e ch2z =ch?z +sh?z

ochzx—Ch2x+1
N 2

ch2z —1

hWlp= """
e sh”zx 5

1.8.3. A tangens hiperbolikusz fiiggvény

Definicid szerint:
def Shx et —e *

thyr = — = —
chzx er + e~ ®

Tulajdonsagok:

18



o Ertelmezési tartomdny: Dy =R.
o Ertékkészlet: Ry = [—1,1].

e Folytonossdg, monotonitds: Szigoruan monoton névekvs, folytonos fiigg-

vény.
e Paritds: Paratlan fliggvény.

e Hatdrértékek: lim =thx = —1,illetve lim =thx =1.

Tr— —00 Tr——+00

y=tha

-3 -2 -1 0 1 2 3

18. abra. A tangens hiperbolikusz fiiggvény grafikonja

1.8.4. A kotangens hiperbolikusz fliggvény

Definici6 szerint:
def Ch et +e "
ctha = = —

she  e® —e®
Tulajdonsagok:

e Ertelmezési tartomdny: Dy = R\ {0}.
o Ertékkészlet: Ry =R\ [—1,1].

e Folytonossdg, monotonitds: Két szigortian monoton csdkkend, folytonos

szakaszbol all.

e Paritds: Paratlan fiiggvény.

19



e Hatdrértékek: lim = cthax = —1, illetve lim = cthxz = 1. A 0-ban

xrT— —00 r——400
vett hatarérték: lim =cthz = —o0, és lim = cthz = 4oc.
z——0 z—+0
5L y ]
=ctha
s ]
0 >
—1 + [
75 [ .
L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

19. abra. A kotangens hiperbolikusz fiiggvény grafikonja

1.9. Hiperbolikus fiiggvények inverzei

1.9.1. Az area szinusz hiperbolikusz fiiggvény

Y — e Y

‘h::
shy == 3

Innen atrendezziik, kifejezve az e¥-t:
ey -2z —e¥=0

e —2ze¥ —1=0

ey =x+V22+1

A negativ elgjel z,y € R esetében nem johet szoba. Ennek figyelembe vételével

vetejiik mindkét oldal logaritmusét:
y:ln(x—l— x2+1)
Innen az arsh x fiiggvény definicioja:

arshz = In (x+ 2 + 1)

20



y =arshz

20. abra. Az area szinusz hiperbolikusz fliggvény grafikonja

1.9.2. Az area koszinusz hiperbolikusz fiiggvény

3 /N ]
y

y=archx

-1 | 4

0 1 2 3

21. abra. Az area koszinusz hiperbolikusz fliggvény grafikonja

1.9.3. Az area tangens hiperbolikusz fiiggvény

A tangens hiperbolikusz definicoja:

thy ==z
eyfefy

eY+eY

21



Innen e¥-t kifejezve:
e'1—x)=eY(1+42x)

1+
2y _
€ 1—x
Gydkvonas és logaritmus utén:
11 1+z
==In
S R g

Ezek szerint a area tangens hiperbolikusz definicioja, figyelembe véve az area

tangens értékkészletét (ami az inverz fliggvényének értelmezési tartoménya lesz):

1.1
artha = §ln1+7x ,aholz € |—1,1]

Y =artha
>

2| A

-1 0 1

22. abra. Az area tangens hiperbolikusz fiiggvény grafikonja

1.9.4. Az area kotangens hiperbolikusz fiiggvény

Az area kotangens hiperbolikusz definicios Osszefiiggése alakra ugyanaz, mint az

arth z fliggvényé, azzal a kiilonbséggel, hogy mas az értelmezési tartoméany:

1. 1+«

arcthz = iln ,aholz € (—oo0,—1] U [1,00).

22
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23. abra. Az area kotangens hiperbolikusz fiiggvény grafikonja
2. Feladatok
2.1. Ertelmezési tartomany

Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartoméanyat!

1)

y=+V1l+zrz+v1l-z
A négyzetgyok értelmezési tartomanya miatt teljesiilnie kell az alabbi felté-
teleknek:

1+42>0 é 1—x2>0
Ezek atrendezésével:
—1<zx é z<1
Innen az értelmezési tartomany: Dy = [—1,1].
_r+1
22 -3

A tort nevez6je nem lehet 0, ami azt jelenti, hogy x # 0 és x # 3. Tovabbi

megszoritas nincs, ezért az értelmezési tartomany: Dy =R\ {0, 3}.

y=In (x2—3a:+2)
A logaritmus miatt:
> —3z+2>0

A bal oldal gyckei 21 = 1 és z9 = 2. Abrazolva a fiiggvényt:

23
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24. abra. Az area kotangens hiperbolikusz fiiggvény grafikonja

Leolvashato, hogy Dy = (—o0,1[ U |2, 00)

5z — x2
4

y=14/In
A gyokjel alatti kifejezés nemnegativ kell, hogy legyen:

S5x — a2

>1= —22+52—-4>0

A bal oldal gyokei 1 = 1 és x5 = 4, vagyis az el6bbi egyenl6tlenség 1 < x < 4

esetén teljesiil. Vagyis ez épp az értelmezési tartomany Dy = [1,4].

3 —2x

y = arc sin

Az arkusz szinusz értékkészlete miatt:

<3
S5 =
Innen atrendezéssel:
—5<3-2x<5
—8< 22 <2
4>x> -1
Az értelmezési tartomany tehat: Dy = [—1,4].

24



6) y = 2arc cos /9 — a2

Egyrészt a négyzetgyok értelmezési tartomanya miatt:
9—22>0,
vagyis 3 > x > —3.
Maésrészt az arkusz koszinusz értelmezési tartomanya miatt:
9—22<1
22 >8

Ez alapjan = > /8 vagy —v/8 < z kell, hogy teljesiiljon.
A keét feltétel Osszevetésébdl az értelmezési tartomany:

Dy = [-3,—V8] U [V8,3].

2.2. Ertékkeészlet

Hatarozzuk meg a kivetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét
és abréazoljuk a fiiggvényt!
1) y = arcsin (z + 3)

Ertelmezési tartomdny: az arkusz szinusz argumentuma -1 és 1 kozé kell,

hogy essen. Emiatt —1 < 43 <1 = —4 < z < —2. Vagyis D; = [—4, —2].

Ertékkészlet: nincs kiilsé transzformacio, ezért Ry = [fg, g}

[SIE]

arcsin (z + 3) arcsinz

|
(NE

—4 -3 -2 -1 0

25. abra. Fiiggvényabrazolas transzformacioval
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2) y=2arccos 3 +1

Ertelmezési tartomdny: az arkusz koszinusz argumentuma -1 és 1 kozé kell,
hogy essen. Emiatt —1 < § <1 = —2 <2 <2. Vagyis Dy = [-2,2].

Ertékkészlet: a kiils6 transzformécié miatt Ry = [1, 27 + 1].

2w 41 |y 2arccos 3 +1 Y .

2 -

2arc cos 5

are LT
arccos 3

— ol

ALCCosy )
Il Il Il Il

-2 -1 0 1 2

26. abra. Fiiggvényabrazolas transzforméacioval

1 -3
3) y= iarctg%

Ertelmezési tartomdny: Az arkusz tangens értelmezési tartoméanyét nem szi-

kiti le ez a belsé transzformacio, ezért Dy = R.

Ertékkészlet: a kiilsé transzformacio miatt Ry = } —%, % [
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[SIE]

arctgx

1, nteZ=3
Farctgs;

(NE

arctg (z — 3)

27. abra. Fiiggvényabrazolas transzforméacioval

4) y=2sh(z+1)

Ertelmezési tartomdny:

Ertékkészlet: Ry =R.

Df =R

3 4

4 +

2sh(z +1)

28. abra. Fiiggvényabrazolas transzforméacioval
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2.3. Paritas

Allapitsuk meg az alabbi fiiggvényekrsl, hogy parosak, vagy paratlanok, vagy

nincs értelme a paritdsnak!

1)

2)

Yy = 23 4z
Paratlan fiiggvény, hiszen két paratlan fliggvény Osszege.

y =zt — 22

Péaros fliggvény, hiszen két paros fliggvény kiilonbsége.

Paros fiiggvény, hiszen paros fiiggvényekbdl all els. (Figyelem, y = 1 fiigg-

vény is paros!)

y =sinx — 28

Nincs paritéasa, hiszen egy paros és egy péaratlan fliggvény kiilonbsége.

y = x> cosw

Paratlan fiiggvény; paros és paratlan fiiggvény szorzata paratlan. Legyen
ugyanis h (z) = f (z) - g (x) a szorzatfiiggvény, és f (z) paros, g (z) paratlan
fliggvények. Ekkor:

vagyis a h (z) fiiggvény tényleg paratlan.

22 + 25
3z

Paratlan fliggvény, mert paros és paratlan fiiggvények hanyadosa.

y:

sin bx
6x

Paros fiiggvény, mert két paratlan fiiggvény hényadosa.

y=a?sin’x

Paros fliggvény, mert paros fiiggvények szorzata.

2.4. Inverz fliggvény

Képezziik a kovetkez fliggvények inverzeit:
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1) y=vaz+1
Atrendezés utén:
Tr = 13/y2+1ﬁ1;3:y2+1:>y2:x3—1:>y:\/1;3_1

Az inverz fliggvény: y = Va3 — 1.

2) y=InV2z+5
r=In2y+5=e"= 2y + 5= ¥ =2+ 5=y =1 (2*79)
Az inverz fliggvény:
y=4 @)

3) y= VIt e

r=Vit+eW =23 -1=e" = (2®-1) =4y

1
Az inverz fliggvény: y = Zln (:L‘3 — 1).

r—5
4 =
) y=—o-
-5
x:y@:>6xy:yf5:>y(6xfl):75
: L 5
Az inverz fliggvény: y = T
— 6x

5) y = 52043 — 6
=52 6= 2+6=>5%" = log; (v +6) =2y + 3
1
Az inverz fliggvény: y = B [logs (z +6) — 3]

2.5. Polarkoordinatas abrazolas

Abrazoljuk polarkoordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket:

Dr(p)=a-¢
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180

29. abra. Archimédeszi spiral

90

600

=50

30. abra. Logaritmikus spiral
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3) r(p) =a(l+cosy)

270
r = 1+cos(t)

31. abra. Kardioid

4) r(p) =a-cosp

32. abra. Az r = § sugart kor abrazolasa polardiagramon

5) Irjuk fel a polartengellyel parhuzamos, és téle 2 egységre haladé egyenes

egyenletét polarkoordinatéas megadésban:
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0 p=0
33. abra. A polartengelytdl 2 egységre 1év6 egyenes

2
Az abrarol lathato, hogy — = sin ¢, ahonnan atrendezéssel az egyenes egyen-
r

lete: r =

sinp’
6) A derékszogt koordinata-rendszer és a polar koordinata-rendszer kozotti kap-
csolat segitségével irjuk fel az archimédeszi spiralis és a logaritmikus spiralis

paraméteres egyenletrendszerét!

e Archimédeszi spiralis: polarkoordinatdkban r = ap. Ebbdl a megoldas:
T = apcosy
Yy = apsing

e Logaritmikus spiralis: polarkoordinatakban r = e¥. Innen:
r = e¥cosp
y = e¥singp

2.6. Implicit fliggvénymegadas

1) 22 —do+y*+8y+4=0

Az x-et és y-t tartalmazd tagokat teljes négyzetté alakitjuk. Innen:
(z —2)" + (y +4)* = 16,
ami egy (2, —4) kozépponti, r = 4 sugaru kor egyenlete.

2) 224+ 9y% — 16y =0

Hasonlban jarunk el, mint a kor esetében. Az atalakitas utén:
2+9@y—-1>%=9
Mindkét oldalt 9-cel elosztva egy ellipszis egyenletét kapjuk:

2 (y-1)?
G At )
o 1
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Az ellipszis kozéppontja (0,1), a két fél nagytengelye a = 3 és b = 1 hosszu-

sagu.

3) 922 — 4y = 36

Atalakitas utan: ) )
@ v
4 9

Ez egy hiperbola egyenlete.

2.7. Paraméteres fiiggvénymegadas

{ xr = 5Hcost
1)

y = 3sint

Lathat6 sin® z 4 cos? 2 = 1 alapjan, hogy ezzel ekvivalens:

2 2
o v _
25 9

ami egy origd kozéppontu, a = 5 és b = 9 fél nagytengelyekkel rendelkezd

ellipszis egyenlete.
%) x =5t —sint)
y=>5(1—cost)

Ez egy ciklois, vagyis egy olyan gorbe, amit egy r = 5 sugaru kor keriileti

pontja ir le, mikézben a kor gordiil az = tengelyen.

x =5 (t=cos(t)), y = 5 (1-cos(t))
T T T

34. abra. Ciklois gorbe

=3t—1
3){9”
y=—t+5

Fejezziik ki a t-t x-szel; az els6 egyenletbdl:

r+1

t=
3
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Ezt a mésodik egyenletbe visszahelyettesitve:

g+l 15-z-1 1 14

:5— _— _—
4 3 3 37T g

ami egy egyenes egyenlete, m = —% meredekséggel, és b = 2
szettel.

; tengelymet-

2.8. Fiiggvényhatarértékek

A kovetkezo példakban a fliggvények hatarértékeinek meghatarozasanak leggya-
koribb modszereit mutatjuk be egy-egy példaval.

1) A szamlalo és nevezs szorzatta alakitasa utén:

. ozt 4+3x—-10 . (z-2) ) . xz+5 245 7
lim ————m = lim ——F———<% = lim - - - -
v—2 x2—x—2 e—2 (x—2)(xr+1) =2-22z+1 2+1 3

2) A szamlaloban eliminaljuk a négyzetgyokot, ezutan konnyen adodik a hatér-

érték:
i Vi+z+az2-1 i Vitz+22-1 Vi+z+22+1
m ——— = |1 . —
z=0 x z—0 x Vi+zr+a?+1
y 1+zx+4+22—-1 I 14z 1
= l1m = m — = —
=0z (Vito+a24+1) =0 T+z+224+1 2

3) Szorzatta alakités és egyszertsités utan:

. 8z% — 1 g -1 8 . (z-Y(?+iz+ 1)
lim — = lim - ——— T =~ lim T T =
8 . z?+ix+3 8 j+3+; 8 § 8 3
=g lm T 5 1.1 ~— g 32z 10
e=y ¥ T3 273 6 6
4) % alakt hatarértékre visszavezethetd a tort bévitésével:
sin 5 sin 5z
lim =5 lim
z—0 T z—0 Hx

5) Szintén % alakra vezet, ha felhasznaljuk a tangens definici6jat:

. tgx . sinx 1
lim —=— = lim
z—0 z—0 T CcosT
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6) A tangens definiciojat felhasznalva harom egyszertibb hatarérték szorzatara
bomlik fel:

sinx

i 8%~ sinx iy 05 — sinx 5 sinz (1 — cos x)
im —=———— = lim <% _— = |lim ———= =
70 x3 0 x3 a—0  (cosz)x3
. sinxl—cosz 1 « 1 1
= lim 3 =1---1==
z—0 T x cosx 2 2

A *_gal jelolt egyenl6ség bizonyitasa:

. . 2

. 1l—cosx _ 2sin? 5 1 sin 5 1
lim ———— = lim =2--.lim — = -
x—0 1,‘2 x—0 .’1,‘2 4 z—0 2

7) Racionalis tortfiiggvény hatarértéke @ — oo-ban:
62 — 5z’ , S$_5 5

im ————— = lim —%5—— = —+

8) Két szogfiiggveny kiilonbségére vonatkozo nevezetes azonossig segitségével
két % alaku hatarértéket kapunk:

cos 6x — cos 3z =2 sin%sinw
lim ————— = lim 5 =
z—0 €T x—0 X
. —2sin%‘”sin 37“"%1 21 . sin 7; . sin%x 21
s ST M =y
2 2 2 2

9) A cosz-et § argumentumi szogfiiggvényekkel felirva egyszertisithets a tort:

2 x 2
. 3cosx . cos® % —sin” % ) T o
lim ————— =3 lim % =3 lim (cosf+smf> =3V2
z—% COS g5 — Sl g z—% COs5 —sing r—Z 2 2

10) Helyettesitéses hatéarérték:

. z—1\" . z+1-2\" . 2 .
lim = lim [ —— = lim (1-— =

2 1
A helyettesités képlete: et = —, amibdl atrendezéssel: x = 2u — 1.
T u
FEzzel a hatarérték:

. 1 —2u—1 . 1\ -2 1 -1 . 1
= lim (14— =lim ({14 — 14— =e 7 1=
U—00 u U—00 u u €

11) Renddr-elv alkalmazasa:

1\” w 1\”
T—00 x T—00 x
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A gyokjel alatti mennyiséget alulrol és feliilrsl becsiiljiik, felhasznalva, hogy
2

1 x
lim (1 + 2) = e, kapjuk:
x

2
w<,/<1+$2) <3

Itt lim /2= lim /3 =1, ezért az eredeti fiiggvényre is lim f (z) = 1.

xr—00 r— 00

12) Helyettesitéses hatarérték:

20 +1\" 2 — 2 v v 3\
im (22N o (2223 o (o 2} —mooe (1 2
T—00 r—1 T—00 r—1 r—1 T—00 x—1

r—00

lim {<1+1> } <1+1> —e3
U—00 u u

2z +1\"
De lim e® = 400, tehat lim ( T ) = +o00.

T —00 T —00 r—1

3
= —=— vagyis * = iu + 1. Ezzel a zar6jelben 1év§

| [roleo

1
A helyettesités: —
U

kifejezés hatarértéke:

13) A tangens definicidja, és a szogfiiggvények transzformaciojaval:

)sinx =1 Msinle

. ™ . ™
lim (——x)tgm: lim (f—x -
b z\2 cosx  z—2 sin (g - a:)

2 2 2

14) Racionalis tortfliggvény hatarértéke esetében a nevezd legnagyobb fokszamu

tagjaval egyszertsitiink:

. bt —x+2 . 5=34+2 5
lim s = lim — 2 % =~
=00 8z + 20 +1 z—ce 84+ 24+ 5 8

15) % tipusi hatarértéket kapunk, ha bévitiink 5xz-szel:

sin 8¢ . sin8x bx 8
lm . P —

11m
z—0 tgox
2.9. Fiiggvényabrazolas

Abrazoljuk a kovetkezs fiiggvényeket:
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1) Racionalis tortfliggveény:

Y

3z
2—x

Rogton lathato, hogy az x = 2 egyenes aszimptota. Ezen tul érdemes meg-

vizsgalni a fliggvény hatarértékeit, ezek segitik a tortfiiggvény abrazolasat.

lim =

r—00

A fiiggvény grafikonja tehat:

3z __3
—x
3
2ix——|—oo
3z
27I——oo

10 p

—10 &

1 L H

—10 -5

0 2 5 10

35. abra. Transzformalt reciprokfiiggvény grafikonja

2) Teljes négyzetté alakités:

y:4x2—8x:4(m2—4x+4):4{(:5—2)2—4} —4(z—2)% - 16

A fiiggvény grafikonjat az y = 22 fiiggvénybsl kiindulva transzforméaciokkal

képezziik:
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10 y A
2
y=z —y=(r—2)

5k ly = 4 (z —2)° 3

0 >

y=4(z—2)7°-16

—16 | 3

—10 -5 0 2 5 10

36. abra. Méasodfoku fiiggvény transzforméacioja

3) Négyzetgyokot tartalmazo fiiggvény:

y=\3 6=3/7 2

y =3V —2

y=Vao-2

0 2 4 6 9

37. abra. Gyok fiiggvény transzformacidja

4) Reciprok fiiggvény
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T

0

38. abra. Tortfliggvény transzformécioval

39




