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|désor fogalma

@ sokasagi szemlélet: elméleti idésor - valészinlségi valtozék egy
indexelt {Y;,t € T'} csaladja, avagy id6tdl fiiggd véletlen mennyiség,
azaz egy sztochasztikus folyamat.

Pl.: napi zaréarfolyamok a tézsdén, éves gabonatermés, stb.
T az idépontok halmaza, ami lehet diszkrét vagy folytonos.

@ minta szemlélet: empirikus id&sor
o egyvaltozds idGsor: skalarértékii valdsziniiségi valtozébdl szarmazik

@ tdbbvaltozos idGsor: vektorértékii valdszinliségi valtozobdl szarmazik
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|d&sorelemzési megkdzelitések

Két nagy csoport: idétartomanybeli- és a frekvenciatartomanybeli
elemzések.

@ Determinisztikus elemzés: az id6sort alakité tényezék teljeskoriien
szambavehet8k, ezaltal az id&sor alakulasa id8ben tokéletes
pontossaggal felirhat6. A véletlen csak a gyakorlatban jatszik szerepet.
De a véletlen szerepe itt véget is ér, a késSbbi id6pontokra ennek mar
nincs hatasa.

— dekompoziciés modellek: kiilénbozs, eltérs tartalmi
komponensekre bontott idésor, additiv vagy multiplikativ formaban
felépitve. Pl.: additiv esetben

}/tZRt—l-Ct—f—St-l-ut,

ahol R, C' és S a trend, a ciklikus és a periodikus komponens, u pedig
a véletlen folyamat.

@ Sztochasztikus elemzés: a véletlen eltérés kés6bb is hatassal van az
idésor alakulasara, azaz folyamatépitd szerepe van.
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Figure : Id&tartomany vs. frekvencia-tartomany, MOL adatok
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Példa: legyen o € R tetszéleges, és

YtD:othLut
VP=a+VE +u, Y§=0

ahol w ~ N(0, o). Ekkor

E(Y")=at e E(Y)=at
D*(YP)=c? & D*Y7) =to?
tehat a két idsor varhat6 értékben ugyan azonos, de mig Y,” szérasa

allands, addig Y} szérasa idében valtozé (azaz beépiilnek a 'sokkok’ az
id6sorba).
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Figure : Determinisztikus és sztochasztikus trend
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Figure : MOL napi zaréarfolyamok 2005 és 2008 kozott
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Stacionaritas

o Az idésorelemzés legalapvetsbb fogalma - lényegében egy megkotést
jelent az id6sor valészintiségi struktarajara nézve az id6ésor statisztikai
kezelhet8ségének érdekében.

o Cél: adott minta alapjan az ismeretlen hatareloszlas rekonstrualasa,
azaz az egyes idépontokhoz tartozé valésziniiségi valtozok egyiittes
eloszlasat kellene megadnunk.

@ Lehetetlen feladat a gyakorlatban, hiszen csak egyetlen mintank van!
Ezért megkotéseket tesziink az egyiittes eloszlasra a kezelhetGség
érdekében.

= STACIONARITAS FOGALMA
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Stacionaritas

Definicié

Az (Y;) idGsor er8s értelemben stacionarius, ha minden véges dimenziés
vetiiletének egyiittes eloszlasa eltolasinvarians. Azaz Vk > 1 esetén
Vti,...,t, indexhalmazra (Y;,,..., Y, ) és (Ye, 4, ..., Ys, 4n) eloszlasa
megyezik barmely i € R esetén.

Tul sokat kdvetel, a gyakorlatban ellenérizhetetlen ez a feltétel, igy
gyengitiink rajta.

Definicié

Az (Y;) id6sor gyenge értelemben stacionarius, ha elsé- és masodik
momentuma eltoldsinvarians, azaz EY; = m minden ¢ esetén, és
v(t,s) =Cov(Y;, Ys) = v(t — s) barmely ¢, s par esetén.

Nyilvanvalé, hogy gyengén stacionarius idSsor esetén D?(Y;) = o2 konstans
minden ¢ esetén.
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Figure : Példa stacionarius id6sorra az y; = 0,5y;—1 + 0, Tyt —o + ug, up ~ N(0,3)
stacionarius specifikaciébdl
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Legyen
Yivi=aYe+e, teN,

ahol Yy = & valésziniiségi valtozé, (¢;) pedig i.i.d. sorozat 0 varhaté
értékkel és konstans o szérassal. Milyen feltételek mellett lesz a folyamat
stacionarius?

Megoldas: lteralva az egyenletet adédik, hogy

t
Yiii=aYiteg=a(@Y 1 +e1)ter=...= Zak5t—k + 'Yy,
k=0

Tehat
EY;11 = o' T'EY,

ami akkor lesz t-tél fliggetlen, ha vagy a = 1 vagy EY; = 0. Az a = 1 eset
a véletlen bolyongas esete, ezzel most nem foglalkozunk. Tehat azt kell
feltenniink, hogy EYy = 0, és ekkor EY; = 0 minden t esetén.

7-8-9. elSadas 11 / 43



Masrészt .
EYt%A — 2 Za% + a2t+2EY02
k=0
és
t—1
EYt2 — g2 Za% 4 a2tEY02.
k=0

Igy az EYﬁH = EY}? egyenl6ség minden ¢ esetén akkor all fenn, ha
o®EYZ = o?2EY2 + 0202,

azaz

0.2

EYf = ——
07 1-a2

feltéve, hogy |a| < 1. Azaz EY; = 0 és || < 1 sziikséges a gyenge

stacionaritashoz, és ekkor

o2

EY?=—"—— VteT.
t 1—a?2



Vajon elegendd is ez a feltétel a gyenge stacionaritashoz? Ehhez a
Vi = Cov(Ys, Yiyk)

autokovariancia fiiggvény eltolasinvarianciajat kell vizsgalnunk.

Mivel
k

YirYy = (@fY, + ) ale i)V,
=1
igy

E(Yi41Y:) =a"EY? + E[Yi(er4h-1 + a€rpz + ... + o™ Fey)] =

11—«
ami valéban csak k fliggvénye, tehat a feltétel elegendd is.
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Stacionaritasi jellemzék becslése a mintabdl

Csak sokasagi szemléletben becsiilheték, a mintabdl torténd becslésiik
reménytelen, ezért fontos a stacionaritas kérdése!

@ varhaté érték becslése: a szokasos tapasztalati mintaatlag (/i)
@ szoérasnégyzet becslése: a szokasos tapasztalati szérasnégyzet (d2)

@ kovariancia becslése: az autokovariancia fiiggvény tapasztalati Gton
valé becslésével, azaz

i )Wtk — 1)

o Korrelacié becslése: a

tapasztalati autokorrelacié (ACF) fliggvény segitségével.
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ACF - Korrelogram

Figure : Példa stacionarius idGsor autokorrelacié fliggvényére
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Parcialis autokorrelacié fliggvény - PACF

Parcialis korrelacié: két valtozo kdzotti kapcsolat eréssége akkor, ha
kozottitk a megadott valtozékon keresztiil terjed6 hatasokat kisziirjiik.

A két valtozénk most két kiildnbdzé idépont, a kisziirt valtozok pedig a két
idépont kozoétti idépontok (mint v.v-k).

Figure : Példa stacionarius idGsor parcialis autokorrelacié fliggvényére
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ACF szignifikancidjanak tesztelése

A statisztikai préba hipotétisei:
HQZ kaO és H1: pk#o

Kénnyen ellendrizhetd, hogy a normalis eloszlassal valé kozelités megfelels
lesz, igy a prébastatisztika
P
1/VT

~ N(0,1).

Elfogadasi tartomany:
[_Zl—a/Q’ zl—a/?]

A korrelogram abrajardl kénnyen leolvashaté, hogy a kapott autokorrelacios
értékek ebbe a savba esnek-e, vagy sem.
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ACF szignifikancidjanak tesztelése

Az el6z6 médszer persze csak egyenkénti vizsgalatra j6! Ha egyszerre
tekintjiik az dsszes egyiitthaté szignifikanciajat, akkor az elséfaju hibak
kumulalédasa miatt erejét veszti a teszt! Helyette tehat Gsszetettebb
tesztet kell alkalmaznunk.

A statisztikai proba hipotézisei:
Ho: pp=...=pr=0 é Hy: Ji:p; #0

A legnépszeriibb statisztikai teszt a fenti nullhipotézis ellenérzésére az an.
Ljung-Box teszt, melynek tesztstatisztikaja és eloszlasa:

k 2
4
Q=T(T+2)) = ~xi
=1

T
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MOL ACF
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Figure : A MOL id&sor autokorrelacié fliggvénye
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Stacionaritas ellen8rzése

@ az idésor grafikus vizsgalata (pl. trendet tartalmazé idésor
nyilvanval6an megsérti a gyenge stacionaritas varhaté értékének
allandésagara vonatkozé feltételét)

@ a korrelogram lecsengésének vizsgalata (stacioner idésorok esetén a
korrelogram tipikusan lecseng6, mig nem-stacioner esetben ez nem
teljesiil)

o statisztikai tesztek a stacionaritas vizsgalatara (Dickey-Fuller és
augmented Dickey-Fuller tesztek) - ezen tesztek targyalasaval késébb
fogunk foglalkozni
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Két 6 feladat

Tehat két f6 feladatunk van:

Nem-stacionarius id6sort alkalmas transzformaciéval stacionariussa
tenni

@ trend sziirés - determinisztikus és sztochasztikus eset

@ szezonalitas sz(irés

@ periodicitas sziirés
Stacionarius idésorok modellezése, becslése és elérejelzése

@ Linearis modellek: AR, MA é ARMA

@ Nemlinearis modellek: ARCH és GARCH
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Determinisztikus trend sziirése - 1. médszer

Mozgé atlagolas: a trendet az eredeti idésor dinamikus atlagakeént allitjuk
els. Tegyiik fel, hogy id6sorunk T' hosszi, és legyen k a mozgé ablak
szélessége. Képezziik ekkor az

- Yi+...+Y

ylz%

Y, = Y'2+--I-€+Yk+1
v Y gt +Yp
T—k+1 =

k

atlagokat. Az atlagolas hatasara eltiinik mind a véletlen hatas, mind a
szezonalis ingadozas az adatsorbél, a mozgé atlagok pedig a trend kozelitd
értékeit adjak. Ezeket az értékeket kivonva az eredeti id6sorbdl a
trendhatas megsziinik.
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Determinisztikus trend sziirése - 2. médszer

Analitikus trendszamitas: az idésor grafikonja alapjan valasztjuk a
trendfliggvény alakjat, majd ennek ismeretlen paramétereit a legkisebb
négyzetek mddszerével becsiiljiik. Néhany specialis eset:

o linearis trend: ¢, = by + b1t alakban keresendd (egyenletes fejlédés)

@ polinomialis trend: §; = by + b1t + ... + b,t™ alakban keresendd
(valtozo intenzitasu fejlédés)

o exponencialis trend: §; = byb} alakban keresendé (relativ valtozas
allandésaganak feltételezése esetén)

@ hiperbolikus trend: g =
aranyszamok)

1 L , L.
o751 2lakban keresends (haldlozasi

o logisztikus trend: 7j; = 1+be ——— alakban keresendé
(népesség-novekedés, gyartasi adatsorok)

Osszességében a determinisztikus trendet tartalmazé idsorokat
trendstacioner folyamatoknak nevezziik.
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Sztochasztikus trend szlirése

Ebben az esetben az el6z8 médszerek mar nem miikddnek.

Uj triikk: differenciazas miivelete, mely egy (j, transzformalt idésort képez
az eredeti idGsor t-edik és (t — 1)-edik elemének kiildnbségeként.

Példaul, ha az idésorunk
YW =a+v) + X, v9=0

alaka, ahol X; maga stacionarius folyamat, akkor
Y;/ — th(S) _ Y(S)

a differenciazott folyamat, mely mar stacionarius lesz.
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Sztochasztikus trend szlirése

Mire j6 a differenciazas?

Sztochasztikus linearis trend sziirésére j6, de masfajta trendfiiggvényt nem
tud kisziirni az adatokbdl. Magasabbrendii trendfiiggvények kezelésére a
tobbszori differenciazas miivelete lesz a megoldas.

Definicid

Egy id6sort d-ed rendben integralt idésornak neveziink, ha d-ed rendii
differenciazottja mar stacionarius idgsor. Jele: I(d).

Természetesen mint mindent, gy ezt is, a korabban mar emlitett
statisztikai tesztek (DF és ADF tesztek) segitségével igazolni kell. Ezekrdl
majd késsbb lesz sz6.
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Szezonalis hullamzasok sz(irése

Tegyiik fel, hogy id8sorunkban trendhatas mar nem érvényesiil. Ekkor a
modelliink

Y =Y +dj + Xjj
alaka, ahol X;; stacionérius véletlen hatés, d; a szezonalis komponens, és
1 n m
V= 2 Y
=1 j=1

ahol n a periédusok szama (pl. évek), m pedig az ezen beliili szakaszok

(pl. hénapok, negyedévek) szama. A véletlen hatas kikiiszobdlése
érdekében szezononként atlagolunk:

1 n
V= LY
1=

Ekkor Y; =Y + d;, azaz a szezonalis eltérés becslése nem mas, mint az
Y; — Y kiilonbség.
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LINEARIS MODELLEK
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Linearis modellek - AR(p)

Jeldlje z az idGeltolas operatorat, azaz zx; = ;1 barmely ¢ esetén. Ekkor
2 xy = x4, és barmely A(s) = ¥ a;s' polinomra

P
A(z)xy = Z OGTi—i
=0

Tegyiik fel mostantél, hogy a folyamat mindig O varhaté értékii.

Definicié

Az (g¢), t € Z v.v-sorozatot fehérzajnak nevezziik, ha E(e;) = 0,
D?(e;) = 02 Vt, és Cov(es,e5) =0, ha t # s.

Definicié
Az (X;,t € Z) folyamat AR(p) folyamat, ha el&all

Xi + o Xiq —|—...—|—Olet,p =&, tEZL (1)

alakban, ahol a1, ..., ), € R paraméterek, () pedig fehérzaj folyamat.



Linearis modellek - AR(p)

Kénnyen lathatd, hogy az
A(s) =14+ a1s+ ...+ aps?

jeloléssel a folyamat az A(z)X; = &, kompakt alakban is felirhaté, ahol =z
az idéeltolas operatora.

Az (Xi,t € Z) AR(p) folyamat stacionarius, ha az A(s) polinom gyékei az
egységkadrén kiviilre esnek.

Mivel a folyamat 0 varhaté értékii, igy az autokovarianciak kiszamitasahoz
csak a
Cov(Xy—g, Xt) = E(Xp 1 Xt) =

értékeket kell meghataroznunk k > 0 esetén, hiszen -y szimmetrikus, azaz
Y& = V—k-
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Linearis modellek - AR(p)

A folyamatot meghatarozé (1) egyenletet megszorozva X;_x-val, majd
varhato értéket véve az alabbi, an. Yule-Walker egyenletrendszer adédik:

kE=0: 'yo+a171+...+ap’ypzaz
k=1: m+oavw+...+apy-1=0

k=p: vpt+aryp-1+...+ap0=0
k>p: v=-01Vk-1— - — QYk—yp

Az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha az A(s) polinomnak
nincs 1 abszolutértékii gydke.
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Linearis modellek - AR(p)

Figure : AR(2) folyamat és autokorrelacié fliggvénye
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Linearis modellek - MA(q)

Fehérzajbdl egyszeriien kikeverhets folyamatok.

Definici6
Az (X,t € Z) folyamat MA(q) folyamat, ha eléall

Xt = Boet + Breg—1+ ... + BeEt—q, tEZL (2)

alakban, ahol fy, ..., 3; € R paraméterek, (¢;) pedig fehérzaj folyamat.

Erés és gyenge értelemben is stacionarius a folyamat, tovabba

4q
k=00 0=2 5
j=0

q—Fk

0<k<q: ’Yk:Z/Bj/Bj+k
j=0

k>q: vm=0
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Linearis modellek - MA(q)

Azt kaptuk tehat, hogy a (5o, ..., 3;) paraméterek egyértelmten
meghatarozzak a (7o, ...,7,) sorozatot. Igaz-e ez forditva is?

Tekintsiik ehhez a kdvetkezs két folyamatot:

Xt =&+ Per-1, te,
Y, = Bey + 6121, tELL.

Ekkor nyilvan 3 # 1 esetén a két folyamat kiilénbozik, viszont
autokovariancia fliggvényiikre ugyanaz a

70:1—’_627 ’71267 7k207k22

eléallitas adodik, tehat az allitas megforditasa mar nem igaz.
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Linearis modellek - MA(q)

Viszgaljuk még egy kicsit az elébbi két folyamatot. Visszafejtve a
rekurzidkat adédik, hogy egyrészt

— Ber—1 = X4 — B(Xt 1— Bei— 2 Z BkXt k>
k=0
masrészt

= i) = (Yt - L0 —et_2)) -

- Z Bk+1 —k-

Mindkét esetben akkor létezik az el8allitas, ha a jobb oldali sor konvergens

Ez az els6 esetben a 3| < 1 feltételt, mig a masodik esetben a |5| > 1
feltételt jelenti.
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Linearis modellek - MA(q)

Azaz 3 értékétsl figg, hogy melyik folyamatbél tudjuk a fehérzajt
rekonstrualni. Ez a megfigyelés vezet el a mozgdatlag folyamatok egy
fontos tulajdonsagahoz.

Az (X;,t € Z) MA(q) folyamat invertalhatd, ha a
B(s)=fo+ Bis+...+ Bgs?

polinom gyokei az egységkordn kiviilre esnek.

Tétel (Wold)

Ha valamely (7o, . ..,7q) sorozathoz létezik olyan (S, ..., [3,) sorozat,
melyre az autokovariancia egyenletek teljestilnek, akkor létezik olyan MA(q)
folyamat, melynek éppen ez a (y,...,7,) Sorozat az autokovariancia
fiiggvénye. Tovabba ha valamely (X) folyamatra v, = 0 k > q esetén,
akkor (X;) MA(q) folyamat.

y.
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Linearis modellek - MA(q)

Figure : MA(3) folyamat és autokorrelacié fiiggvénye
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Linearis sziirék

Definicid

Legyen adott egy v;, j € Z sorozat, melyre 3, [¢;| < c0. Az

(e 9]

Vi =Yy, X)= > X

j=—o0

folyamatot az X; gyengén stacionarius folyamatbdl a 1;-k altal adott
linearis sztrével definialt folyamatnak nevezziik.

Ha ¢; =0, j <0, akkor a sz(ir6 kauzalis, avagy fizikailag megvaldsithaté.

Pl.: az MA(o0) folyamatok éppen azok, melyek el6allnak fehérzajra
alkalmazott sziir6 kimeneteként.
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Linearis sziirék - Példa

Tekintsiik az alabbi
Xir1 = aXy +epq1

AR(1) folyamatot, ahol (&;) fehérzaj, |o| < 1. Lathatéan
(1 — OéZ)Xt = &,

azaz formalisan felirhatjuk, hogy

a geometriai sor Gsszegképletét felhasznalva, vagyis megkaptuk az MA(c0)
el6allitast.

Ezt a médszert altalanosabb folyamatokra is kiterjesztjiik, mellyel a mérndki
gyakorlat egyik legfontosabb stacionarius folyamat- osztalyahoz jutunk.
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Linearis modellek - ARMA(p, q)

Az (Xy,t € Z) folyamat ARMA(p, q) folyamat, ha el&all
Xie =1 X4 1+ ...+ OépXt_p + Boer + ...+ qut—qa teZ (3)

alakban, ahol a1, ..., ap, Bo, ..., By € R paraméterek, (e;) pedig fehérzaj
folyamat.

Kénnyen lathaté, hogy az

A(s)=1—a1s — ... —aps?
B(s) = o+ 15+ ...+ Bgs?

polinomok segitségével az

kompakt forma adédik.



Linearis modellek - ARMA(p, q)

A fenti el8allitas persze ebben a formaban nem egyértelmii, hiszen mindkét
oldalra alkalmazva egy alkalmas polinomot, ugyanannak a folyamatnak egy
masik el6allitasat kapjuk. Ennek elkeriilése végett feltessziik, hogy

A és B relativ primek a valés egyiitthatés polinomok szamtestje felett.

Tétel

Ha A(z) gyokei az egységkdrén kiviilre esnek, akkor létezik a (3)
egyenletnek eleget tevé (X;) folyamat olyan, melynek van kauzalis
MA(c0) elééllitasa. Az ilyen ARMA folyamatokat stabil folyamatoknak
nevezziik.

Ha B(z) gydkei az egységkéorén kiviilre esnek, akkor (X;) invertalhato

és létezik AR(co) eldallitasa.
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Linearis modellek - ARMA(p, q)

Az autokovarianciak el6allitasahoz legyen ¢ = E(X X;_() és
dr, = E(Xye1—k). Ekkor di, = 0, ha k < 0, hiszen X; nem fligg a jovétsl,
tovabba

k=0: dOZBO
k=1: di=aidy+ B

k=p: dp:aldp_l—I—...—i—apdo—i—Bp

E=0: co=aic1+...+apcy+ Bodo + ...+ Bydy
k=1: Cl:Oqu—l-...—l—OépCp,l—|—ﬂldo+...—|—ﬂqdq,1

kE=q: cqg=oa1cq—1+ ...+ apcq—p+ Bydo
k>q: cp=o01ck—1+...+apck—p
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Linearis modellek - ARMA(p, q)

Figure : ARMA(2,3) folyamat és autokorrelacié fliggvénye
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