Matrix exponens, Laplace-transzformacié

Matematika M1 gépészmérnokoknek
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LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET-
RENDSZEREK ES A
MATRIX EXPONENS KAPCSOLATA
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Tegyiik fel, hogy
A(t) = (aw(t), 4 k=1,...,n és b(t)

folytonos matrix-fliggvények adott I C R intervallumon, és legyen
(o, 2°) € I x R™ adott. Tekintsiik ekkor az

a(1) = A(D)z(t) + (), a(to) = 2°

kezdeti-érték feladatot, mely
@ b(t) = 0 esetén homogén,

@ b(t) # 0 esetén inhomogén.

Tétel 1.

Ha A(t) és b(t) folytonosak I-n, akkor a fenti linedris kezdetiérték
feladatnak mindig létezik egyértelmii, a teljes I intervallumon értelmezett
megoldasa.
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- Megoldss - ismétlés

Tétel 2.

Ha A(t) folytonos I-n, akkor a homogén rendszer megoldasai kézt
taldlhaté pontosan n darab linedrisan fiiggetlen megoldas, és barmely mas
megoldas ezek linedris kombinacidjaként all el6.

Azaz,
e ha {pi(t),...,¢n(t)} az alaprendszer, akkor
o(t) = (p1(t),...,n(t)) a rendszer alapmatrixa;

@ az alaprendszer fiiggvényei egy n-dimenzids alteret alkotnak a
Cl(I,]R") vektortérben, és 0k alkotjak az altér bazisat;

e minden megoldas eléallithatd a ¢(t) alapmatrix segitségével az

z(t) = p(t)¢~ " (to) 2"
alakban.

A ¢(t) alapmatrix meghatédrozasara persze altaldnos médszeriink nincs!
Ezen szeretnénk most segiteni!
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Tekintsiik most az
(1) = Az(t), tel

rendszert, ahol A konstans n X m-es matrix.

Tétel 3.

Ha az A matrixnak van n darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora, akkor a
fenti rendszer alapmatrixa

o(t) = (Mlsy,..., eMls,)

alakd, ahol A1, ..., A, a madtrix sajatértékei, sy, ...,s, pedig a normalt,
linedrisan fliggetlen sajatvektorai.

Cél: a kiszamitas egyszeriisitése a numerikus analizis eszkozeivel!
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 Eltkésziiletek: matrixpolino

Legyenek adottak az ai, K =0,1,...,n komplex szamok, és tekintsiik a
komplex valtozds
p(A) = ap+ et A+ ...+ a A"

polinomot.
Definicio 1.
Ha A € O™, akkor a
p(A) =ap+ a1A+ ...+ a, A"

polinomot komplex egylitthatés matrix-polinomnak nevezziik.

Tétel 4 (Cayley-Hamilton tétel).

Minden négyzetes matrix gybke a karakterisztikus polinomjanak, azaz
D(A) =0, ahol D(\) = det (A — \I).
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Legyen most az f komplex analitikus fliggvény olyan, mely értelmezve van
a négyzetes matrixok halmazan, és tekintsiik az

FO) =" el
k=0

sorfejtését.

Tétel 5.
Ha az

FO) =" aAf
k=0

analitikus fliggvényt elallité hatvanysor a |\| < p kérlapon konvergens, és
az A n X n-es matrix ésszes sajatértéke a konvergencia-tartomanyba esik,
akkor az f(A) n x n-es matrix létezik.
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Legyenek A1, ..., Ay az A sajatértékei myq,
multiplicitassal. Legyen tovabba

D(\) =

Mg, M1+ ...+ M =n

(D" A =A)™ (A= Ap)™
a matrix karakterisztikus polinomja. Ekkor

D(\i) = D'(\)

.=DmD(\) =0,
olyan, melyre

ahol i=1,...,k m +...+ my = n. Azaz az n darab fU)()\;) adathoz
létezik egyértelmiien egy olyan h(X) Hermite-féle interpoléciés polinom

RO = 190
Megmutathatd, hogy ekkor f(A) létezik, és f(A) = h(A)

=] =l = = Qe
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Azaz f(A) meghatérozasa nem mas, mint egy Hermite-féle interpolacios
polinom felépitése a sajatértékek rendszerére.
A differencialegyenlet-rendszerek megoldasa sorén az

polinomot.

f) = e

fuggvény kozelitésére épitjilk majd a megfelel6 Hermite-féle interpolacids

- & = p .
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_ (4) meghatarozésinak e

Azaz f(A) meghatérozasa nem mas, mint egy Hermite-féle interpolacios
polinom felépitése a sajatértékek rendszerére.

A differencialegyenlet-rendszerek megoldasa sorén az

fQ) = ¢

fuggvény kozelitésére épitjilk majd a megfelel6 Hermite-féle interpolacids
polinomot.

Definicio 2.

Ha A n X n-es matrix, akkor

GAZZﬁ

k=0

az exponencialis fliggvény sorfejtése alapjan.
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Tétel 6.
(i) Ha A és B felcserélhetd n x n-es matrixok, akkor

ef-e”=e"-e"=e
(i) Az eA matrixnak létezik inverze, jele e=4
(iii)

d
—edt = Ae?t, teR.

dt |
Tétel 7.
Az i(t) = Az(t) d.e. rendszer egy alapmatrixa a
o(t) = e
matrix.

4
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Azaz ha az Hermite-féle interpolacié feladatat az
FO 1) =M
akkor
ahol

fuggvényre irjuk fel, ahol t paraméterként, A pedig valtozdként szerepel
h(j)()\i, t) = . e>\it7

et = h(A, 1),

feltételekbdl szamolhatdk ki a h polinom egyiitthatdi.

1
i=1,...,k j=0,...,m; — 1
=] = = E A
GPK M1 (BME) Matrix exponens, Laplace-transzformacié



_ Kapcsolat a DER megold s

Tétel 8.
Tekintsiik az
i(t) = Az(t) +b(t), tel

dllandé egyiitthatds inhomogén rendszert, ahol b(t) folytonos
matrix-fiiggvény, és legyen a homogén rész alapmatrixa et. Ekkor az
inhomogén rendszer dltalanos megoldasa

Z(t) _ eAt

t
g—i—/ G_AT'b(T)dT], toel, ceR"”
to

alakban irhaté fel.
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LAPLACE-TRANSZFORMACO ES
ALKALMAZASA DIFFERENCIALEGYENLET-
RENDSZEREK MEGOLDASARA
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Tekintslik egy autdmotor erésen leegyszeriisitett modelljét: tegyiik fel,

hogy
dv

dt
ahol u a gazadas fliggvénye, v a fordulatszdm, T, K allanddk.

T +v=K"-u,
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Tekintslik egy autdmotor erésen leegyszeriisitett modelljét: tegyiik fel,
hogy
d

T- d_:; +v=K-u,
ahol u a gazadas fliggvénye, v a fordulatszdm, T, K allanddk.
Ekkor

K _r
o(t) = Te /T
azaz egy hirtelen "gazfroccs" hatdséara a fordulatszam megugrik, majd
exponencialis sebességgel lecseng az alaphelyzetre.

o F = E A
GPK M1 (BME) Matrix exponens, Laplace-transzformacié

1. eset: legyen u(t) = 0(t) Dirac-delta és v(—0) = 0 a kezdeti feltétel.



_ Bevezetd pelda

Tekintslik egy autdmotor erésen leegyszeriisitett modelljét: tegyiik fel,
hogy

d
T-7:+U=K-u,

ahol u a gazadas fliggvénye, v a fordulatszdm, T, K allanddk.

1. eset: legyen u(t) = 0(t) Dirac-delta és v(—0) = 0 a kezdeti feltétel.
Ekkor %
t — —t/T’
v(t) Te
azaz egy hirtelen "gazfroccs" hatédséra a fordulatszam megugrik, majd
exponencialis sebességgel lecseng az alaphelyzetre.

2. eset: legyen u(t) = n(t) egységugras fliggvény és v(—0) = 0 a kezdeti
feltétel. Ekkor
o(t) = K (1-7Y7),

azaz egy hirtelen ugras utan allandésulé gazadas hatdsara a fordulatszdm
is idovel allandésul.
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Motivacis

A rendszertechnika, rendszeranalizis alapfeladata: atmeneti
folyamatok vizsgalata.

A megoldas eszkoze: differencidlegyenletek és rendszerek megoldasa

Gyakori probléma azonban, hogy az eredeti kdrnyezetben
(id6tartomanyban) nehezen vagy egyaltalan nem oldhatéak meg ezek
az egyenletek, viszont egy alkalmas masik tartomanyba (pl. a
frekvencia-tartomanyba) attranszforméalva az egyenletet mar kdnnyebb
dolgunk lesz.

Az eszkoz tehat az integréltranszformacié alkalmazasa.

Leggyakoribb esetek: Fourier- és Laplace-transzformacio

A transzformacié szdrmaztatasardl majd késdbb lesz szd!
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Alkalmas

Definicio 3.

Egy f : [a, b] — R fiiggvény szakaszonként folytonos [a, b]-n, ha [a, b]
felbonthaté véges sok olyan részintervallumra, melyek belsejében f
folytonos, a végpontokban pedig f-nek véges egyoldali hatarértéke van.

Definicio 4.
Az f : [0, +00] — R fiiggvény legfeljebb a-adrendben exponencislisan
névo, ha létezik olyan a € R és K > 0, hogy barmely t > 0 esetén

()] < Ke

Definicié 5 (a-adrendii megengedett fiiggvények osztalya).

Jelélje M, azon f: [0,+00] — R fiiggvények osztalyat, melyek barmely
[0, b], b > 0 intervallumon szakaszonként folytonos, legfeljebb a-adrendben
exponencialisan névé fiiggvények.

v
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Definicio 6.
Egy f : [0,4+00] — R fiiggvény Laplace-transzformaltjn az

Bl ) o /0 " et

fliggvényt értjiik minden olyan s € C esetén, melyre a fenti integral
konvergens.

v

s az un. komplex frekvencia, a transzformacié soran pedig az tn. komplex
frekvenciatartomanyba tériink at.

Tétel 9 (Elégséges feltétel a létezésre).

Legyen f € M,, a € R. Ekkor f Laplace-transzformaltja értelmezve van
minden olyan s € C pontban, melyre R(s) > a. Az {s € C: R(s) > a}
félsikot konvergencia-félsiknak nevezziik.
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 Tulajdonsagok

Tétel 10 (Linearitas).
Hafe M, ge My a,beR és \eR tetszéleges, akkor

L(f+ Ag,s) = L(f,s) +AL(g,s), R(s)>max{a,b}.

Tétel 11.

Ha f € M, olyan, hogy f differencialhaté és derivaltja folytonos a
[0, +o0]-en, akkor R(s) > a esetén

L(f',s) =s-L(f,s) = f(0)

Tétel 12.

Ha f € M, olyan, hogy f n-szer folytonosan differencialhaté a
[0, +00]-en, akkor R(s) > a esetén

L™, s) = s™- L(f, 5) — s"7Lf(0) — s"72f/(0) — ... — F*=D(0)
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Tétel 13.
esetén
Tétel 14.

Ha f € M, folytonos és t > 0 mellett g(t) = [ f(r)dr, akkor R(s) > a
L(g,s) =

w | =

‘C(fa S)

Ha f € M, és g(t) =t"™- f(t), akkor R(s) > a esetén

L(g,5) = (=1)" - [L(f, )™
[m] = = = QR




Tétel 15.
1. Haf e M, és g(t) = f(At), A > 0, akkor R(s) > Aa esetén

L(g,s) = ; L (f, ;) (Hasonlosagi tétel)

2. Hafe M, ésg(t) = e Mf(t), A € R, akkor R(s) > \ + a esetén
L(g,s)=L(f,s—\) (Eltolasi tétel 1.)

3. HafeMgésg(t)=f(t—N), t> X\ g(t) =0, t <A\ A>0, akkor
R(s) > a esetén

L(g,s) = e ML(f,s) (Eltoldsi tétel 2.)
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Definicio 7.

s sz

(9)(®) = [ Fglt =)

fliggvényt értjiik minden olyan t > 0 pontban, ahol a fenti integral létezik.

Kommutativ és asszociativ a miivelet.

Tétel 16.
Ha f € My, g € My, a,b € R, akkor R(s) > max{a, b} esetén

L(f*g,8) = L(f,5)- L(g,9)
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Ha az id6tartomanyban a konvoliciéval szamitott valasz
y(t) = w(t) * s(t)
alakd, akkor a komplex frekvenciatartomanyba attérve az

algebrai egyenletet kapjuk a Laplace-transzformaltakra. Azaz

egy linedris rendszer atviteli fiiggvénye a kimenet és a bemenet

Laplace-transzformaltjainak hanyadosa
Y(s
w(s) = (s)
S(s)
=] = = = Q>



Tétel 17.
Ha f € M, folytonos, F(s) := L(f,s), akkor t > 0 esetén
A+Bt

_ 1 . 5
L I(F’t)zf(t)Z%Blg%o . F(s)eds

ahol A > a tetszbleges.

Szimmetrikus improprius komplex vonalintegral = gyakorlatban nem
hasznaljuk, helyette megprébaljuk kitalalni a transzformacié tulajdonsagai
alapjan az eredeti fliggvényt.
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Emlékeztetd: Fourier-sorfejtés - legyen a 2p szerint periodikus f fliggvény
Fourier sora

a = krx - krmz
flo)y=—+ (akcos—+bksm—>
() = 5 kgl ’ ’

alakd, melyrél tudjuk, hogy a fiiggvényt a folytonos idétartomanybdl a
diszkrét frekvencia-tartomanyba viszi.

Cél: ennek kiterjesztése olyan fliggvényekre, melyek nem periodikusak!

Megoldas: legyen

ag ap, — by, ay, + by,
= =, Ck:Ta c—k:Ta

ke N.
5 S

Ekkor
ap = ¢+ c—g, by =1i(cy —c—g), keN.
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lgy
> kmz
f(z) =co+ Z (ckcos— + c_ kcos—) +
k=1 p p
> krz krx
—l—Zz(cksin——c L Sin — )
k=1
> k k
= qH—ch (cosﬂ —i—z’sinﬂ) +
k=1 p p
> kmx kmz
+ C_ <cos —— —isin —> =
g P P
> ( kmx . kwx) ad jhme
= Z Cp | CoOsS—— +1sin—— | = cpe P
k=—o0 p k=—o0
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Mindkét oldal exponencialis stlyokkal vett integraljat —p és p véve adodik,

hogy
P
[ s@e
-p
Kénnyen lathatd, hogy a jobb oldali intergal

Pojlmmma [0 hak#m
/_pe ’ dx_{?p ha k= m,

(k m)ﬂ'rz

=Y af

k=—o0

igy
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Tehat
1 4 _km(é—a)
= _ v y4 d
o= 3 5 [ 1 ;

Tegylik fel most, hogy p — o0, és a nemperiodikus f fliggvényiink olyan,
hogy

/Oo 1/ (@)|dz < oc.

—00

Ekkor
f@) =5 [~ [ e e agay -

1 o i o —iy€ 1 o T
— o [ [ p@edcay= o [ glpeay

a(y)

GPK M1 (BME) Matrix exponens, Laplace-transzformacié



Adott f fliggvényhez a megfelel6 g fliggvényt az an.

Fourier-transzformécié rendeli hozza, azaz

Fe) = 2= [~ f@)e s = oty

Fg(y) = \/%/_(: g(y)e™ dy = f(z).

Alkalmazas: atviteli karakterisztika meghatarozasa tetszbleges gerjesztés
és arra adott valasz alapjan (pl. tavkozlési rendszerekben, stb...)

=] =l = = Qe
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 Szarmaztatss

Gond: sziitk azoknak a fiiggvényeknek az osztalya, melyek abszolit
integralhatdak, azaz melyekre a Fourier-transzformacié értelmezhetd.
(Egységugras gerjesztés példaul nem Fourier- transzformalhaté.)

Cél: az alkalmas fliggvényosztaly bdvitése a transzformacié modositasaval

Eszkoz: Laplace-transzformacié, mely sordn exponencialis stlyozéssal
biztositjuk az abszollt integralhatésagot. Most viszont csak olyan
esetekkel foglalkozunk, melyeknél a rendszer bemenetére a t = 0
idopillanatban egy olyan gerjesztést kapcsolunk, melynek értéke ¢ < 0
estén nulla. Azaz a gerjesztés belépd, igy a kauzalitds miatt a valaszjel is
belépd lesz. Ezen vélaszjel kiszamitasara alkalmas a
Laplace-transzformacié.
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Legyen tehat a valasztott fliggvényiink

e ™ f(t), >0
alakd, ahol ¢ a valtozdé, z > 0 pedig tetszbleges, szabad paraméter.
Tegyiik fel tovabba, hogy f(t) =0, ha t < 0. Ekkor

F(y,z)

1 /oo ezt g
2w

0 ha t <0
e (y’ z) dy = { f(t)

ha ¢t > 0.

oo .
/ e~ WeT T E (1) dt.
0
Tegyiik fel most, hogy f € M,. Ekkor
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Jeldlje s := = + dy: Ekkor g(y, z) = g(s), tovabba
1 fodice 0 ha t <0
%/z_ioo e"g(s)ds = { F(t) hat>o0,
és
(o]
/ e Bf(t)dt = g(s), RN(s) >z > 0.
0

Ha ez az utdbbi integral konvergens, akkor a g(s) flggvényt az f(t)
fuggvény Laplace-transzformaltjanak nevezziik.
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