Linearis terek

Matematika M1 gépészmérnokoknek

2017. februar 27.
2017. marcius 6.

GPK M1 (BME) Linedris Terek 2017  1/36



LINEARIS TEREK

GPK M1 (BME)



Vektorté

Definicio 1.

Legyen K valés vagy komplex szamtest. A 'V halmazt a K szamtest

feletti vektortérnek nevezziik, ha

(i) Vo, v € V esetén vy + vy € V

(ii) az sszeadds kommutativ, azaz Vvi, v € V esetén v + vp = v + v;

(iii) az osszeadds asszociativ, azaz Vvy, va,v3 € V esetén
(v1 + v2) + v3 = v + (v2 + 13)

(iv) létezik nullelem, azaz 30 € V olyan, hogy v+ 0 = v barmely v € V
esetén

(v) létezik ellentett elem, azaz 3(—v) € V olyan, hogy v+ (—v) =0
barmely v € V esetén

(vi) Vve V ésce K eseténc-ve V

(vii) a skalarral valé szorzas kommutativ és asszociativ, disztributiv az
Osszeadasra nézve, valamint létezik egységeleme

y
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 Példak & az alteér fogalma

Példak: (konkrét indoklasok a gyakorlatokon)
o R”
@ valds egyiitthatds polinomok
@ konvergens valds szdmsorozatok
o folytonos fliggvények
o differencialhaté fiiggvények
Definicio 2.
Egy V vektortér U részhalmazat a V egy alterének nevezziik, ha U

vektorteret alkot a V-ben értelmezett miiveletekre nézve. Azaz
Yui,up € U és Ve, co € K esetén ciup + coug € U.

Réviden: az dsszeadas és a skalarral valoé szorzas nem vezet ki a halmazbdl.
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Linearis f

Definicié 3.
A vy, ...,v, € V vektorok linearisan osszefiiggdek, ha létezik
n

Cl, ...,y € K, nem mind nulla olyanok, hogy Z c;v; = 0. Ha a fenti
i=1

Osszefliggés csak tgy teljesiil, hogy ¢; =0,i=1,...,n, akkor a

vektorrendszert linearisan fiiggetlen rendszernek nevezziik.

y

Vektorok linedris kombinaciéja mindig alteret general a vektortérben. Azaz
az adott vektortérben a maximalis elemszami, linearisan fiiggetlen
rendszer specialis szerepet jatszik.

Definicio 4.

A bi,..., by € V vektorrendszert a vektortér bazisanak nevezziik, ha a
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, és V' minden vektora el6all ezek
linearis kombinacidjaként. Egy bazis elemeinek szamat a vektortér
dimenzibjanak nevezziik.
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Bazistran

Tétel 1.

Legyen a V vektortér két bazisa B : by,...,b, és C: cy,...,c,. Ekkor
tetszéleges v € V esetén

vo=B-vg é wp=C"-vg,

ahol B és C' a megfelel6 bazisvektorok alkotta n x m-es matrixok. Vilagos,
hogy ekkor B = C~!.

v

Fontosak szamunkra azok a leképezések, melyek két vektortér elemeit
feleltetik meg egymasnak a lineéris kombinacié segitségével.

Definicié 5.

Legyenek U és V azonos szamtest feletti vektorterek. Azt a T leképezést,
mely Yu € U vektorhoz hozzarendel egy Tu € V vektort ugy, hogy

T(w + u2) = Tug + Tup és T(cu) = c¢(Tu), Ve € K és u,ur,up € U
esetén, linearis operatornak (leképezés) nevezziik.
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Tétel 2.

Ha T : U — V linearis operator, U bazisa B, : e1,..., e, és V bazisa

By : fi,..., fr, akkor a régzitett bazisparban a T operatorhoz

egyértelmiien tartozik egy T = [t;;|, i =1,...,r, j=1,...,n matrix
olyan, melynek oszlopaiban a Te; képvektorok By bazisbeli oszlopvektorai
allnak. Ekkor Tu = v. )

FONTOS: linearis operator matrixanak alakja mindig fiigg a bazis
megvalasztasatol!

Tétel 3 (specialis eset).

Legyen T : U — U linearis operator, és legyen U két bazisa B : by,..., b,
é C: c,...,cy,. Ekkor

Tec=C"' Ty C.
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Definicié 6.

A V vektortérben skalaris szorzat értelmezett, ha V' minden vy, vo

parjahoz egyértelmiien hozzarendelt egy olyan (v, va) skalar, melyre
(i) (v1, v2) = (w2, v1)

(i) (cvr,v2) = (v, v2)

( ) <’l}1 + U9, ’l)3> <U1, Ug) = <’l}2, 1)3>

(iv) (v,v) >0 és (v,v) =0« v=0.

Példak:
e R", (a,b) =31 a;b;
o C" (v,2) =Y 1 vi%

o (o, Osszeadas és skaldrral valé szorzas miiveletével,

o) = [ gt da
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 Euklideszi terek - norma

Ha egy vektortérben skalaris szorzas értelmezett, akkor a
vektorteret Euklideszi térnek nevezziik.

Definicié 7.
A V vektortérben norma értelmezett, ha V minden v eleméhez
egyértelmiien hozzarendelt egy olyan ||v|| skalar, melyre
(i) floll = 0 és|lofl =0 <= v=0
(i) llvr + v2ll < [Jvill + o2l Vor, w2 € V
(i) |le- || = || - ||v|| Vv e V,ceR.

Példak:

o R™, [[o] = max v, vagy [[vll = 325y il
i=1,...,n

® Cloi, Il = max |f(x)].
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 Euklideszi tér - normalt e

Ha egy vektortérben norma értelmezett, akkor a vektorteret
normalt térnek nevezziik.

Az Euklideszi és normalt terek kozti kapcsolatot az alabbi tétel
segitségével fogalmazhatjuk meg.

Tétel 4. J

Az E Euklideszi térben (v, v) = ||v||> mindig normat hatdroz meg.

Példak:
1 2 LN L
o Clp: </0 f(z)g(z) dz) < (/0 fo(x) dx) (/0 9°(x) d:c).
A tétel bizonyitasdnak alapja a kdvetkezé egyenl6tlenség:
Tétel 5 (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenl6tlenség).
Legyen E Euklideszi tér. Ha vy, vy € E, akkor
(o1, 02) |* < (w1, 01) - (02, w2)
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APPROXIMACIO-ELMELET
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Gyakorlati alkalmazasok alapveto eszkoze kozelité analitikus
megoldas keresésére.

Otlet: az adott f(x) fiiggvényt kozelitSleg eldéllitd ¢(z) approximald
(kozelitd) fuggvényt rendszerint valamilyen pi(z), k=0,1,...,n
fuggvényrendszer fliggvényeinek

o(2) = 3" crpule)
k=0

alaku lineéris kombinaciéjaként keressiik.

Lattunk ilyet mar korabban, Id. hatvanysorok véges szeletei,
Taylor-polinom, Fourier-sor megfelel6 szelete, stb...

Mindennek az alapja a fenti fiiggvényrendszer iigyes megvalasztasa!
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Definicio 8.
Az [a, b] intervallumon értelmezett valds értékii f(x) figgvényt
négyzetesen integralhaténak nevezziik, ha

b b
/f(a:)dx<oo és /fQ(x)dx<oo

A négyzetesen integrélhaté fiiggvények halmazat L2 (a, b) térnek nevezziik.

y

Tétel 6.
Ha f,g € L?(a,b), akkor szorzatuk integrélhaté fiiggvény lesz.
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 Négyzetesen integrélhatd fiigveny S oS
Kovetkezmény 1.

0.9 = [ 1w

skaldris szorzatot definidl, tehdt f € L*(a, b) esetén
171l = v/ {f \/ f2

Kovetkezmény 2 (Minkowski egyenlétlenség).
Ha f, g € L*(a,b), akkor f + g € L*(a,b), és

norma.

If + gl < 71l + llgl
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 Legkisehb négyzetek feladat
Tegyiik fel, hogy adott m darab {t;, f;} par a sikon, ahol ¢; a kisérletek

id6épontjait, f; pedig a t; idépontban mért értéket jeldli.

Feladat: ¢ és f kozotti kapcsolat meghatarozasa valamilyen elegend6en
sima F(t) gorbe segitségével. Azaz a cél az

F(ti)’&a’ﬁ, z’=1,...,m

elérése a lehetd legkisebb hibaval, és olyan F' fiiggvénnyel, mely algebrailag
jol kezelheto.

Megoldas: legkisebb négyzetek moédszere. Legyen
F(t) =) zei(t)
j=1

alakd, ahol m > n, z;, j = 1,...,n a keresett paraméterek, ¢;,
j=1,...,n pedig egy alkalmas fliggvényrendszer.
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Legyen
o A= (ay) = (p;(t;)) € R™*"
° f = (fZ? .

confm) T
e z = (1,

)T
Ekkor kénnyen lathatd, hogy

F(tz) = (A:I?)l,
azaz a megoldandé feladat az

i=1,..

',m7

Ax = f
tulhatarozott egyenletrendszer megoldasanak megkeresése!

A gond csak az, hogy ez altaldban nem oldhaté meg!

=] = = = nae
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Tehat nem a fenti feladatot fogjuk megoldani, hanem annak egy jo
kozelitését keressiik tgy, hogy a hibat prébaljuk meg minimalizalni. Azaz
a feladat:

2
J(z) = ||Az — f||* = Z (Z zj;(t z) — mxin!

=1

Megoldas: tébbvaltozds valds fliiggvény minimumat kell megkeresniink,
tehat derivalunk. A megoldandd egyenletrendszer:

=1 =1

8xk =2 (ijcp] )gok() 0, k=1,...,n.
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Itt N
> feon(t) = (AT ),
=1

hiszen AT k-dik sora éppen a @i(t1),.

, pk(tm) értékekbdl all. Masrészt

m
> oi(t)er(t) = (AT A)y,

1=1

igy

i=1j=1

33 a0 ()

> (AT A)yz; = (AT Ax)y.
j=1
Tehat a keresett minimum csak ott lehet, ahol teljesiil az

AT Az = ATf

Osszefiiggés. Ezt a linearis, n x n méretii egyenletrendszert Gauss-féle
normalegyenletnek nevezziik. Dr P> (Er 4



Leg

Gyakran fordul el6 az az eset, amikor a kozelités josagat mérd J(x)
fliggvényt nem véges szamu diszkrét pontban definialjuk, hanem
valamely adott, véges [a, b| intervallumban. Ekkor a feladat is
modosulni fog az alabbi formaban: legyen az approximéalandé f fiiggvény
olyan, melyre f € L?(a, b). Legyen tovabb4 a ¢y, k=0,1,...,n
fiiggvényrendszer olyan, melyre oy, € L?(a, b), és legyen

Pn(z) =D cr - ().
k=0
Ekkor a feladat:
b n 2
J(c) = / (f(l") - Z cr - @k(@) dz = ||f — qf>n||2 — mcin!
@ k=0

Azaz skalaris szorzatot valtoztattunk a téren, ahol f altaldban
szakaszonként folytonos fliggvény lesz.
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A megoldas menete hasonld az el6z6hoz: parcidlis derivaltakat szamoluk,

és ebbdl felirjuk a normalegyenleteket:

n b b
Cck - iz r)de = | f(x)p;(z)dz, i=0,1,...,n.
> a [ w@ae)d = [ i)

Tehat az adédé egyenletrendszer alakja:

(po,00) (o, 1) -+ (o, ¥n) co
(p1,00) (p1,01) - (p1,0n) a
<<pn;§00> <90n;901> <§0n;§0n> C.n

A rendszer matrixat Gram-féle matrixnak nevezik.
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Kérdés: mikor oldhaté meg biztosan ez az egyenletrendszer?

Valasz: akkor, ha a Gram-matrix nem-szingularis, azaz létezik inverze.
Ehhez pedig az kell, hogy a {4} fliggvényrendszer

linearisan fiiggetlen rendszer

legyen! A megoldas tovabb egyszeriisithetd akkor, ha olyan
fuggvényrendszert valasztunk, mely

ortogonalis rendszer

is egyben.
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Definicié 9.
Legyen v1,v2 € E, v1 # 1a. A két vektor hajlasszogén a

{v1, v)

@ €[0,7]
o]l - [lvall

@ = arccos

szoget értjlik.

Definicié 10.
A v1, vy € E vektorokat ortogonalisnak nevezziik, ha (v, v2) = 0.

Definicié 11.

Az E Euklideszi tér vy, ..., v rendszerét ortogonalis rendszernek
nevezziik, hal < i <k, 1 <j<kési#jesetén (v;,v;) =0. Ha
tovdbba ||v;|| =1, i =1,...,k, akkor a rendszer ortonormalt.
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Tétel 7.

Ha v, ..., v € E ortogonalis rendszer és v; £ 0, i =1,...,k, akkor a
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen rendszer.

Azaz Euklideszi tér barmely n elemii ortogonalis rendszere
valaszthaté bazisnak. Ha a rendszer ortonormalt, akkor ortonormalt
bazisrdl beszéliink.

Tétel 8.

Ha B : ey,...,e, az E Euklideszi tér egy ortonormalt bazisa, akkor
tetszbleges x € E vektor B bazisbeli koordinatai az

T ={(z,e), i=1,...,n

skalaris szorzattal szamolhatéak.
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_ Ortogonalis filggvényrendszetk

Kérdés: van-e minden Euklideszi térnek ortogonalis bazisa?

Valasz: igen, mert barmely bazisbdl ortogonalis bazis készitheto a
kovetkezd, an. Gram-Schmidt-féle ortogonalizaciés eljarassal: legyen
b1, ..., by, linedrisan fliggetlen rendszer. Ebbdl egy olyan ¢y, ..., ¢y
rendszert szeretnénk konstrualni, mely mar ortogonalis. Az algoritmus a
kovetkezo:

® ¢ = by;

@ o = by + a1o - c1, ahol az a;o konstanst tgy valasztjuk, hogy
(c2, c1) = 0 teljesiljon;

@ ¢y =br+a-c1+agg-ca+ ...+ ag—1k - ck—1, ahol ag olyan,
melyre (cg, ¢;) = O teljesil minden i =1,...,k — 1 esetén.

Megmutathaté, hogy
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Tegyiik fel, hogy a legkisebb négyzetek feladatban definidlt {¢x} rendszer
ortonormilt rendszer, oy, € L?(a,b), k=1,...,n és f € L?(a, b). Ekkor

n
If = @l > mint = 3" ({f 00— @)’ =0,
k=1
azaz ¢ = (f, k).
Definicié 12.
A fenti ¢, egyiitthatokat az f fiiggvény altalanositott
Fourier-egyiitthatéinak nevezziik.

©q||? értékekkel a

Specialisan a Gram-matrix diagonalis lesz,
diagonaélisban.
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Tekintsiik az alabbi adatokat:

li
fil4 210
egyenes az adatokhoz!

Keresendd F'(t) = a + bt alakd, legkisebb értelemben legjobban kozelité

=] = = = nae
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Tekintsiik az alabbi adatokat:
t: 10

1(1]2
fild413[2]0
egyenes az adatokhoz!

Keresendd F'(t) = a + bt alaki, legkisebb értelemben legjobban kozelité

3 3
- L] L [ ]
Figure : Az illesztett egyenesek és a rezidualisok
o = = = DA




Tekintsiik az alabbi adatokat:

10 1] 23
7108575

4 5 7 8 10
81982516
Keresendd F(t) = aj + ast + agt® + ...+ a,t"™ alakd, legkisebb

3.7 1 0
illeszthetd polinom maximalis foka?

értelemben legjobban kézelité polinom az adatokhoz! Mennyi lesz az

=] = = = nae
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data = {{0, 10}, {1, 8.5}, (2, 7.5},
{3, 8}, {4, 9}, {5, 8.25}, (7, 6}, {8, 3.75}, {10, 0}};
line = Fit[data, {1, x}, x]
10.4409 - 0.8242 x
parabola = Fit[data,

{1, x, x*2}, x]
8.75004 + 0.364863x - 0.12069 x*
{Show[ListPlot[data, PlotStyle - Directive[PointSize[Large], Blue]],
Plot[{line}, {x, 0, 10}]],

Plot([{line, parabola}, {x, 0, 10}]]}
[ ]

Show[ListPlot[data, PlotStyle - Directive[PointSize[Large], Blue]],

G ) S
- & = p S
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cube = Fit[data, {1, x, x"2, x~3}, x]

. 9.45953 - 0.794552x+0.191799 %% - 0.0210365 x°
quad = Fit[data, {1, x, x"2, x"3, x"4}, x]
Plot[{line}, {x, O,

10.11 - 3.18791x+1.41738x" - 0.218593 % + 0.00986159 x*
10}11,

{Show[ListPlot[data, PlotStyle - Directive[PointSize[Large], Blue]],
Plot[{line, parabola}, {x, 0, 10}]],

Show[ListPlot[data, PlotStyle - Directive[PointSize[Large], Blue]],
Plot[{line, parabola, cube}, {x, 0, 10}]],

Show[ListPlot[data, PlotStyle - Directive[PointSize[Large], Blue]],

Show[ListPlot[data, PlotStyle » Directive[PointSize[Large], Blue]],
Plot [{line, parabola, cube, quad}, {x, 0, 10}]]}

=] = = <
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data3d = ({0, 0, 0}, {1,0, 1}, (O, 1,2}, {1,1,0},{1/2,1/2,1}};
plane = Fit[data3d, {1, x, v}, {x, ¥}]
0.8-0.5x+0.5y

Show[Plot3D[plane, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}, PlotStyle - Opacity[.5],
PlotRange » {0, 2}], Graphics3D[{Red, PointSize[0.05], Map[Point, data3d]}]]

o = = = DAw
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quad = Fit[data3d, {1, x, ¥, x"2, xy, ¥ 2}, {x, ¥}]
2.73158% 107" +1.76087 x-0.76087x%+2.23913y-3.xy-0.23913y?

Show[Plot3D[quad, {x, 0, 1}, {y, 0, 1}, PlotStyle - Opacity[.5],
PlotRange - {0, 2}], Graphics3D[{Red, PointSize[0.05], Map[Point, data3d]}]]

=] = = = nae
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KenbGanyag viszkozitasat szeretnénk modellezni adatok és adott
modellforma segitségével.

A modell a kovetkezd: ha z; jeldli a hdmérsékletet, 2o pedig a nyomast
(1000-rel normalva a kénnyebb szamithatésag kedvéért), akkor a
viszkozitast a

—z7

0 o
_ + 0329 + (94:1722 + 95:173 + (‘96 + 97$22)$2693+99z2
02 + 11
formula irja le. Becsiiljiik meg az adatok segitségével a fenti formula 9

paraméterét!

fit = FindFit[sdata, model, {8;, 8;, 63, 84, 65, B¢, O7, Og, Bs}, {X1, X3}]

{07 > 1054.86, 0y — 206.611, 03 - 1.45998, 04 - - 0.259549,
Os > 0.0225532, Og > 0.401797, 07 » 0.0352675, 0y - 57.4343, 05 » - 0.475994}
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Show[{Plot3D[Evaluate[model /. fit], {xi1, 0, 100}, {x2, 0, 8}],
Graphics3D[{Red, PointSize[.025], Map[Point, sdata]}]}]

[} = = QA
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