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Az interpolacid alapfeladat Sl

Tegylik fel, hogy egy ipari termék - pl. autd - el6zetes konstrukcidjanak
folyaman tervezni kell a karosszériat!
Feltételek:

(i) bizonyos (xy, yi, 2zx) pontokon at kell haladnia a feliiletnek

(ii) egyéb, specialis feltételeknek is megfelel6 feliiletet akarunk illeszteni
(pl. simasag, gorbileti feltételek, stb...)

(iii) fontos a mérési pontossag, illetve ennek novelése a mérési adatok
novelésével

(iv) lehet8leg polinomokat hasznaljunk a kénnyen kezelhetdség miatt.

Azaz a cél megvaltozott az el6zéekhez képest, de ugyanigy approximacids
feladatot akarunk megoldani!
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Az interpolAcit alapfeladat

Az interpolacié alapfeladatat a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk meg:
Definicio 1.
Tegyiik fel, hogy ismerjiik egy f : R — R fiiggvény adott

a<m<...<z,<b

pontokban felvett
yi=f(x), i=1,....,n

értékeit. Keresendé olyan g : R — R fiiggvény, mely kielégiti a
g(x;)=vy;, i=1,...,n

interpolacios feltételeket.
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Megjegyzések:
e Az {z;}}_, pontokat interpolaciés alappontoknak nevezziik.

@ Az interpolacids feltétel teljesiilése esetén azt reméljik, hogy a g(x)
interpolalé fliggvény az alappontok altal meghatarozott
intervallumokban jél kozeliti az f(z) fuggvényt.

e Ha a g(z) fiiggvénnyel f(z)-et az (1, z,) intervallumon kivil
kozelitjik, akkor extrapolacidorél beszéliink.

@ Tovabbi feltételeket is el6irhatunk az interpolalé fliggvényre, pl.
kiilonb6zo rendii derivaltak egyezése az alappontokban. A széba
johetd g(z) fuggvények G halmazanak megvalasztasatdl és a
feltételek esetleges kibovitésétdl fliggden kiilonb6z6 tipust
interpolaciokrél beszéliink.
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Az interpolécid alapfeladata

Definicio 2.
Tegyiik fel, hogy a G halmaz valamely ismert ¢; : [a,b] = R, i =14,...,n
fliggvények

n

g(z) = aidi()

i=1
linearis kombinaciéjaként all els. Ekkor a ¢; fiiggvényeket
alapfiiggvényeknek (vagy bazisfiiggvényeknek) nevezziik.

A feladat az ismeretlen aq, ..., a, egyitthatdk interpolacids feltételbdl
valé meghatarozasa. Azaz az

al‘bl(l'l) + a2¢2(551) +...+ and)n(xl) = f(xl)

a1¢1(zn) + a2d2(Tn) + - .. + andn(2n) = f(70)

egyenletrendszert kell megoldanunk.
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Legyen

B=[¢j(@)]}jm1, a=lai,...,a)”, & e=[f(m),. ., fza)] T

Ekkor a megoldandé egyenletrendszer

Ba=c

alakd, melynek pontosan akkor van megoldasa, ha det B # 0. Ekkor
a = B~ 1c. Fontos: legfeljebb annyi alapfiiggvényt hasznaljunk, ahany
alappontunk van, kilénben a feladatot nem fogjuk tudni megoldani!
Definicio 3.
Specialisan, ha

di(z) =L, i=1,...,n,

akkor az un. Lagrange-féle interpolacios feladatré/ beszéliink.
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Az interpolacids feladat méatrixa ekkor
1

ool
az (an. Vandermonde-féle matrix, melyrdl tudjuk, hogy
det B = H (z;

1<i<j<n

- xi)7

azaz az alappontok kiilonb6zésége miatt biztosan nem-szingularis. Tehat a
Lagrange-féle interpolacids feladatnak egyértelmii a megoldasa.
L .




Megjegyzés: Nem minden {¢;(z)}7, fliggvényrendszer és z; < ... < @,
alappontok esetén van megoldasa, illetve egyértelmii a megoldasa a linearis
interpolaciés feladatnak.

Példa: Legyen ¢1(z) =1, ¢po(x) = 22, 21 = —1, 3 = 1. Ekkor
12
B= ( L (=1 ) det B = 0,

igy ha f(z1) = f(12), akkor végtelen sok megoldasa van a feladatnak,
egyébként pedig nincs megoldasa a feladatnak.
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De a cél persze nem az, hogy ezt mindig megoldjuk, hiszen "draga" lenne!
A cél most az, hogy megadjuk ennek egy olyan megoldasat, mely konnyen
szamolhatd!
Legyen
n
T — X .
gi(z) = H »_J>, i=1,...,n.
j=tpi N
Ezeket a ¢; polinomokat nevezziik a Lagrange-féle interpolacié
bazisanak. Ekkor ha a Lagrange-féle polinomot az

Ln(x) = zn:fl%(x)
=1

alakban irjuk fel, akkor kénnyen lathatd, hogy L, (z;) = fi teljesil minden
alappontra.
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Kérdés: Mekkora hibat vétiink az interpolacié soran?

Tétel 1.
Ha f e Cpy [21, 2] C [a, b] és z* € [a, b], akkor

_ ™

o (¥ —m)... (" — zn),

f(@") = p(z7)

ahol £ = £(z*) az ©* és az x1, x, pontok &ltal kifeszitett intervallumban
van.

Az alkalmazasok soran a tételt médositott formaban szoktuk hasznalni.
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 Lagrange-interpolaci

Tétel 2.

Tegylik fel, hogy a fiiggvény n-dik derivaltja egyenletesen korlatos, azaz
létezik egy olyan M, € R sorozat, melyre

(@) < Mo (x € [a, B]).

Ekkor

F@) = p@)| < 22l = 7). (2= 2] € TP (b— )"

A masodik egyenl6tlenség persze sokkal durvabb becslést ad, mint az els6,
viszont z-tdl fliggetlenil egyenletes korlatot ad a hibara a teljes [a, b
intervallum esetén.
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Példa: hany ekvidisztans alappontban kell megadnunk a sin z figgvény
tablazatat a [0, 7/2] intervallumban ahhoz, hogy a kozbiilsé pontokban a
Lagrange interpoléciét hasznalva a hiba legfeljebb 10~* legyen?

Megoldas: Legyen h = z;11 — x;. Az

F(a) = (@) < S l(a— ) (5= 7)< 2 (b~ a)"

hibabecslés alapjan tehat olyan h-t keresiink, melyre (Msh?)/2 < 1074, A
sin z fuggvény tulajdonsagai alapjan az My = 1 valasztas kézenfekvo,
amibél adédik, hogy h < v/2/100, n > m/2h miatt

n > 112.
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Ha viszont a hibakorlatot az

£(2) = (&) < 52 max (e — 2w — z21)|

[f(z) = p(z)| <

eredményt kapjuk. Ez alapjan kideriil, ahogy

becslésbdl kozvetleniil vezetjiik le széls6érték szamitassal, akkor az élesebb
Myh?

8
n = 28
alappont is elég.

=] = = = nae
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Madositott feladat: nem csak a fliggvényértékeket, hanem bizonyos
derivaltak értékét is elé akarjuk irni a figgvényekre.

Preciz megfogalmazas: tegyiik fel, hogy zo, 71, ..., 2, € [a, b] kilonbozd
alappontok, tovabba my, ..., my; € N olyan multiplicitdsok, melyekre

n

Z m; = m

i=0

Keresendd tehat olyan H polinom, melyre
HY) (%)) ="fi5, i=0,....,n, j=0,...,my—1,

ahol az (z;, f;;) parok adottak. Ez az un. Hermite-féle interpolacio
feladata.
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Tétel 3.

Az Hermite-féle interpolaciés feladatnak pontosan egy megoldasa van a
legfeljebb (m — 1)-edfokd polinomok terében.

@ A megoldas most is egy alkalmas lineéris egyenletrendszer
megoldasaval torténik (lasd majd gyakorlatokon).

@ Lokalisan jobb approximaciét kapunk, mint a Lagrange esetén, de a
magasabb fokszam miatt vigyazni kell!
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@ A trigonometrikus interpolaciét a

gf)l(l‘) =1
d)Q(x) = sin Z,

¢3(z) = cosz,. ..,
¢2k(.’1)) = sin ka’,

d2k+1(x) = cos kz
k=1,...,n, [a,b] = [—m, 7] fliggvényrendszer,
@ az exponencialis interpolaciét a

i=1,..
fuggvényrendszer definiélja.

=] = = = nae
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