Matematika M1 1. zarthelyi megoldasok, 2017 tavasz

Pontozas: 10 + (7 + 7+ 7) + 13+ 6 = 50 pont.

1. Lehet-e az
u(z,y) = € - cos(3y)

kétvaltozos valos fiiggvény egy regularis komplex fliggvény valos része? Ha igen, adja meg a megfelel§ komplex
fliggvényt!
Megoldds: wu(z,y) lehet egy regularis komplex fiiggvény valos része, ha Au(z,y) = uy, (z,y) + uy, (v, y) = 0.

- cos(3y) ey (29) = 9+ €% - o3y

up,(,y) = (=3) - ¥ - sin(3y) ulp (@,y) = (=9) - €3 - cos(3y)
Butr.) =0

Tehat lehet, ekkor a Cauchy-Riemann egyenletekbdl megkeressiik a v képzetes részt:

Wl (2,) = vl (@, y) = 3% cos(3y) S olay) = / 3¢ cos(3y) dy = %% sin(3y) + c1(2)

ul(z,y) = —vj(z,y) = —3e>" sin(3y) = o(z,y)=— / —3e3% sin(3y) dr = €3* sin(3y) + ca(y)
 61(x) = ealy) = € B v(ay) = ¥ sin(3y) + ¢

Ekkor a keresett regularis komplex fliggvény

flz,y) = u(z,y) +i-v(x,y) = e - cos(3y) +1i - 3 - sin(3y) + ci = 3 - (cos(3y) + i -sin(3y)) + ¢ = €** + ¢i,

ahol c € R és z = x + 1y.

2. Készitsen abrat a gorbékrdl és szamitsa ki az alabbi vonalintegralokat!

a) / z - |z|dz, ha v a z1 = 3,29 = —3 pontokat Gsszekots felss félkoriv z; — zo irdnyitassal;
Y1

Megoldds:

képzetes tengely

4i

A ~; gbrbe egy paraméterezése :

g(t) =3e', g:[0,7] = C
ekkor ¢'(t) = 3ie' .

1 2 3 4 valos tengely

Az integral értéke innen

™ ™ ™ 26t
fz)dz = / (3™ - [3e™])-3ie™ dt = / 3e'-3:3ie" dt = / 27ie* dt = 27i {e} = 0.
0 0 0

" [Ty ]o 2



b) / z+|z|dz, ha v9 a 21 = 0,20 = 1 + @ pontokat 0sszekots egyenes szakasz z1 — zo irdnyitéassal;
2

Megoldds:
képzetes tengely
2 A ~5 gbrbe egy paraméterezése :
Lo g(t) = (1+1i)t, g:[0,1] = C

ekkor ¢'(t) =1+14 .
1 2 valds tengely

Az integral értéke innen

f(2)dz = (L4t |(L+0)E]) - (L+d)dt =
[zl

1 1 1
:/0(1+z’)t-\/§t-(1+i)dtlpzont/0(1+i)2\/§t2dt:(1+i)2 Q[tBL =
(1+10)2V2

—

2

c) ]{ SR cos(z) dz, ha 3 : 2| = 2 pozitiv iranyitéassal
s €08(2)
Megoldds:

képzetes tengely

A 22 - cos(z) fiiggvény analitikus az egész sikon, igy
zart gorbén az integralja a Cauchy-alaptétel szerint
0, igy elég az Osszeg elsd tagjat integralni.
i A ~3 gorbe a 0 kézépponti, 2 sugara koér. Ezen be-
val6s tengely lil a nevezé a 5 ¢és a —3 pontokban 0. Minden
mas pontban az integralandd fiiggvény analitikus.

Az f(2) = ﬁ?z) fliggvény integraljanak értéke ekkor a reziduumtétellel

2
]i Coz(z) dzgm' (Res (f, —g) + Res (f7 g))

(_1)2 72 n2
=2omi | — 22— + —2 =27ri<—> = 0.
—sin (75) — sin (5) 4 4
4. Hatéarozza meg az

fliggvény reziduumat a zp = 7 pontban!
Megoldds: A g(z) = ch(iz) - sh(iz), h(z) = 22 — %2 szereposztassal f = i , g és h analitikusak zp-ban,

h(z0) = 0,1/ (20) # 0 [2 pont ], fey
Res <f’ g) _ ff/((?) _ ch(m/2):h(m/2) o




3. Irja ol az

iz —1
i) =
fiiggvény Taylor vagy Laurent sorfejtését a zp = —i pont koriil a lehetséges tartoményok figyelembevételével!

Megoldds: A —i koriili sorfejtésben ¢, (z + )™ alaku tagokat keresiink.

iz =1 i(z+1) . i
= = . 1 t
2—iz  z(z—1) (z+19) 2(z — 1)

z

Parcialis tortekre bontéassal

i 1 1 1 1
z(z—i)z—i z(z+i)—2i (z+1)—i
Ekkor az ﬁ sorfejtése zg = —i koriil
1 1 1 1 1 &/ > 1\"*!
- - .- . —\ . N — —1-(= . N\
=i (z+i)—2 20 1- (&) 2 ;0<2z) (2 +1) n;) (m) (497,
ha Z;;Z = Z;—Z <1, azaz |z+1i]<2, és

T 11 11 i(z.)n ( +.)7n_§:(2.)n (24 i) = i 1\ (24 i)
i—i (et -2 z+i 1-ZL  z+i OrETY = wETe - 2% U

n=0 n=0 n=-—oo
2i 2

h = <1, | >2 |2 t

L o azaz |z + 1
Hasonl6an % sorfejtése zg = —i koriil
1 1 1 1 1 & /1\" I 1\
o= - - - . N — 1-(= . "
erms s ) err=s () e
ha ZJ,FZ <1, azaz |z+1i] <], és

1 1 1 1 R > L o/1\"!
1 - e DL CR ) SN Rl ) () N

2 (z+i)—i z4i 1— i

z+1 n=0 n=0 n=-—oo
i 1 .
ha poorr] Py <1, azaz |z+1i|>1 .
Tehat a zp = —i korill a |z + i| < 1 kérgytrin
00 1 n+1 00 1 n+1 00 1 n 1 n
f“):(””'(;fl'(m) =31 (3) (”>:Z<<) () e
al<|z+1i| <2 korgyfirtin
oo 1 n+1 -1 1 n+1 [e's) 1 n 0 1 n
£(2) = (i) <¥O (s) e X (5) e )) =31 (5) e 3 (5) e

a |z 4 i| > 2 korgytrtn pedig

pormten (5 (8) e 30 )< £ (@) () e

Megjegyzés : Teljes megoldds adhato gy is, ha nem szorzatra bontunk az elején, hanem dsszeadanddkra.



Matematika M1 1. zarthelyi megoldasok, 2017 tavasz

Pontozas: 10 + (7 + 7+ 7) + 13+ 6 = 50 pont.

1. Lehet-e az
u(z,y) = 2’y + xy — ay’

kétvaltozos valos fiiggvény egy regularis komplex fliggvény valos része? Ha igen, adja meg a megfelel§ komplex
fliggvényt!
Megoldds: wu(z,y) lehet egy regularis komplex fiiggvény valos része, ha Au(z,y) = uy, (z,y) + uy, (v,y) = 0.

(,y) = 327 +y — (@, y) = 6xy
_ .3 2 _
uy(z,y) = 2° + o — 3zy uy, (z,y) = =6y
At ) =0
Tehat lehet, ekkor a Cauchy-Riemann egyenletekbdl megkeressiik a v képzetes részt:
wy(z,y) = vy (z,y) = 3%y +y —
3 1 1
= v(z,y) = /39:21/ +ty—ydy =52+ oyt -yt a(e)
w(0,) = —t(a9) =0+ = 3077
1 1 3
= v(x,y) = /—x3 — 2+ 3ry*de = —Zx‘l — §x2 + 53323/2 + co(y)
1 1 1 1 3
= v(z,y) = —Zx‘l - Zy‘l - 5952 + §y2 + §x2y2 +c
Ekkor a keresett regularis komplex fiiggvény

_ , s (1, 1, 1, 1, 3
f@y) = uw(@,y) +i-v(z,y) =2’y + oy —ay’® +i - (4964 LAkt A C> :

ahol ¢ € R.

2. Készitsen abrat a gérbékrdl és szamitsa ki az alabbi vonalintegralokat!

a) / z-zdz, ha v a z1 = 2, 290 = i pontokat GsszekdtS egyenes szakasz z; — zo irdnyitassal;
Y2

képzetes tengely

A ~5 gbrbe egy paraméterezése :
gt) =24+t(i—2) = (2—-2t) +ti, g : [0,1] — C

ekkor ¢'(t) =i —2 .

21

1 2 valos tengely

Az integral értéke innen

f(z)ds = /01(2—2t+tz')~(2—2t+ti)-(i—2)dt -

o

:/1(2—2t+tz’)-(2—2t—tz’)~(z’—2)dt:/1(4—8t+5t2)(i—2)dt:
0 0

541" 5
—i2~4t4t2+t3] = (i—2)-=. |1pont
i frmae o] = oo ]



b) / z-Zdz, ha vy, a 21 = 1, 20 = ¢ pontokat 6sszekotd negyedkoriv z; — zo irdnyitassal;
71

Megoldds:
képzetes tengely
2]

‘ A v, gbrbe egy paraméterezése :
IR o) =g 03] > C
ekkor ¢'(t) = ie'.

-1 1 2 valés tengely

—1i

Az integral értéke innen

us

/f(z)dz = /E(e”-ﬁ>-i6itdt = /Qeit-efit-ie”dt = /Eieitdt:[e“]f = i—1.

; 2z
c) ?{3 (271172_2,)2 +(z—1+1)%- (i +e°*)dz, ha 3 : |2| = 2 pozitiv irdnyitassal

Megoldds:
képzetes tengely

A (z—1+44)2- (i + €**) fiiggvény analitikus az egész si-
kon, igy zart gérbén az integrélja a Cauchy-alaptétel
szerint 0, gy elég az Osszeg els§ tagjat integralni.
A ~3 gorbe a 0 kézépponti, 2 sugara kor. Ezen beliil
a nevezs a zg = 1 —i pontban 0, és zg kétszeres gyoke
a nevezének. Minden més pontban az integralando
fliggvény analitikus.

valos tengely

Az f(2) = (;jl%i)z, fliggvény integraljanak értéke ekkor altalanositott Cauchy-integralformuléval

7{ (7,—|-7€ dz = il (z + 62Z), lzo=1—i = 2mi- 2e272
3

I ) 1

4. Hatérozza meg az
ch(iz) + sh(iz)

22 _ 2

flz) =

fliggvény reziduumat a zg = m pontban!
Megoldds: A g(z) = ch(iz) +sh(iz), h(z) = 2* — n* szereposztéssal f = & , g és h analitikusak zp-ban,

h(zp) = 0,h'(20) # 0|2 pont |, igy
g(m)  ch(ir) +sh(ir) e -1
= = =——=_—. |2
Res(f,m) () o 5 = o pont

™



3. Irja ol az
—tz—1
&=
fliggvény Taylor vagy Laurent sorfejtését a zo = ¢ pont koriil a lehetséges tartoméanyok figyelembevételével!

Megoldds: A i koriili sorfejtésben c,,(z — i)™ alakn tagokat keresiink.

—iz—1 —i(z—1) , —i
- =(z—1)- 1 pont
22 +iz z(z +1) (z=1) z(z +1)

Parcialis tortekre bontéassal
—1 B 1 1 1 1

z(z—l—i)z—i—ii;(z—i)—&-% (z—i)+1i

Ekkor az Z%_z sorfejtése zg = ¢ koriil

ziﬁ (z—z‘1)+2z' :21%1_(3“'):211"2(;3)”'(2‘“”:2(—1)"-(;)Ml-(z—z‘)",

21 n=0

Z—1 Z—1 . )

ha |— 5| = |3 <1, azaz |z2—1i|<2, és
1 1 1 1 1 > >
— — — . _27L _-777,: _2 n. _A\—n 1:
z4+i  (z—d)4+20 z—1i 1_(_21) z—1 HZ::O( )" (2 =9) nz::o( 0" (z =)
-1 n+1
1
= (_QZ> (=),
n=-—oo

21 2
h — = <1, —i>2 |2 t
A z—1 z—1 azaz |z —i

Hasonl6an % sorfejtése zg = i koriil

(2

[e'e) e} —1
-1

n=0 n=0 n=-—oo

<1, azaz |z—i]>1 .

Tehat a zp = ¢ koriil a |z — 4| < 1 korgytriin

1 1 1 1 1 - S o
;:(Z*i)Jri:zfi.l—(_ '->:Z¢'Z(_’) LSRR DO CED RS (z

ha

Z—1 z—1

£2) = (i) (i(—n” (2)" e i:j ()" - )) - 2(—1)((5) -(3) ) e

n=0

al < |z —1i| <2 korgytirtin

£ = (=) (i(—l)” - (2)+ miye 3 <1>+ o >> _

n=0 n=-—o0o0

00 1 n 0 1 n
_ n—1 AN - \n
=S () G- 2 (F) G-
n=1 n=—oo
a |z — i > 2 korgytrtn pedig

f(z)(zz‘)-(i (L) e s (‘1>+<)>

n=—oo

SA(C RO

n=—oo

Megjegyzés : Teljes megoldds adhatd gy is, ha nem szorzatra bontunk az elején, hanem dsszeadanddkra.



Szorgalmi feladat

(max. 10 pont, amit sikeres, azaz legalabb 20 pontos zarthelyihez adunk hozza)

Igaz-e, hogy S={f € C& : Ve e R f/(z) —2zf(x) = 0; f(—1) = f(1)} altere Cr-nek? Valaszét indokolja!

Megoldds: C3 C Cr, ezért S C Cg. Ha f,g € S, akkor f'(z) —2zf(z) =0,¢'(z) — 2zg(z) = 0, f(—1) = f(1)
és g(—1) = g(1), ekkor

(f+9)(x) = 22(f + g)(x
(c- f)(x) = 2x(c- f)(x

)= f'(z) = 22f(x) +

)=c- (f'(z) = 2xf(x ))= 0=0,
(f+9)(=1) f( 1)+ ( )=f() 9(1) = (f +9)(1),
(- =) =c - f(=1) =c- f(1) = (c- f)),

azaz a halmaz Osszeadasra és skalarral szorzésra nézve zart. A konstans 0 fliggvény megoldasa az egyenletnek
és szimmetrikus, tehat eleme S-nek. a miiveleti tulajdonsagok is teljesiilnek, tehat S vektortér, és altere Cr-nek.

Megjegyzés : S definicidjaban szerepld differencidlegyenlet megolddsai a c-e® alaki fligguények, tehdt az f(—1) =
f Q1) feltétel mindegyikre teljesiil.



