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1. BEVEZETES

1965 és 1970 kozott az ELTE TTK matematikus szakira jartam, és akkoriban az V. éve-
seknek még kotelezd volt matematikatorténetet hallgatniuk. Amikor azonban 1969-ben
V. éves lettem, az el6ado egyéb elfoglaltsaga miatt elmaradt a matematikatorténeti kur-
zus. Tudomésom szerint manapsag mar egyaltalan nem tanitanak matematikatorténetet
matematikusoknak. Kérdések vetddnek fel: miért érdemes egyaltalan matematikator-
ténetet tanitani és tanulni? Miért nem elég a legtjabb felfogés szerint megismerkedni a
matematikaval?

T6bb vélasz is adhato e kérdésekre. Ime néhany lehetséges valasz (v6. Kline, 1972):
1) Onmagéban is érdekes, hogy miképp hiizték £l elédeink a matematika ,yégleges épii-
letét”. 2) Jobban megértjiik a végleges eredményt, ha megismerjiik a hozzavezets rogos
utat. 3) A matematika torténete fényt derit a matematika kiilonféle eredményeinek
egymashoz valo viszonyara. 4) A matematikatorténet ravilagit, hogy a fejlédés tényle-
ges id6rendi ut gyakran ellentétes iranya az oktatasi sorrenddel: az elébbi induktiv (a
konkréttol az elvontig halad), az utobbi deduktiv (az elvonttdl a konkrétig halad). 5) A
matematikai szabatossag fogalma torténetileg valtozott: a régi gorogok szabatossagat
az ujkorban felvéiltotta egy lazabb megkozelités, hogy joval késébb — magasabb szinten
— visszatérjenek a logikai pontossaghoz.

Majdnem husz év 6ta tanitok kozgazdaszokat matematikara és matematikusokat
kozgazdasigtanra, és mindig meglep6dém, hogy milyen keveset tudnak a hallgatok a
matematika torténeti fejlédésérsl. Példaul: mikor jott létre a valoszintiség-szamitas?
Hogyan sziiletett a linearis algebra? ElSadasaimban mindig igyekeztem felvillantani
a matematikatorténeti hatteret, de soha nem volt elég idém belemenni a részletekbe
(v6. Simonovits, 1998). Ugy gondolom, hogy érdemes megprobalni egy féléves els-
adassorozatban felvazolni a matematikatorténet néhany érdekes és fontos eseményét és
folyamatét.

Mivel a magasabb matematikat ismer6knek szanom a jegyzetet, igyekszem az egyéb-
ként kitting népszertsits konyvekben (lasd Irodalomjegyzék) megszokottnal részleteseb-
ben kidolgozni a matematikai kérdéseket, s6t feladatokat is tiizok ki, amelyek megoldasat
a konyv végén mutatom be. Ugyanakkor nem lévén matematikatorténész, nem tudok
(de nem is akarok) tulzottan belemeriilni a torténeti részletekbe. A jobb attekinthets-
ség kedvéért a szoveget igyekszem minél inkabb modularissa tenni; tételek, felsadatok,
példék tagoljak a szdveget, akarcsak a matematikakonyvben.

Megismétlem, hogy ebben a jegyzetben — néhény kivételtsl eltekintve — alig foglal-
kozom az altalanos torténeti hattérrel, illetve az egyes matematikusok életével, csak a
jegyzet végéhez csatolok majdnem minden szereplé matematikusrol révid, néhdny mon-
datos életrajzot. Torténelmi tanulmanyainkbol is tudhatjuk, mennyire 6sszefonédott a
tarsadalom, a technika, a fizika és a matematika fejlédése. Ugyancsak figyelemre méltod
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a legnagyobb matematikusok sokoldaliisaga: Arkhimédész az dkor legnagyobb hadmér-
noke, Pascal a francia esszé nagymestere, Newton a valaha élt egyik legnagyobb elméleti
és kisérleti fizikus, Leibniz az egyik legnevesebb filozofus, és Gauss is kiemelkedd fizikus
volt. Még a 20. szazadi matematikusoridsok kozt is taldlunk polihisztorokat: Poincaré
a matematika szdmos teriiletén alkotott maradandot, és Neumann Janos a logikan, a
funkcionalanalizisen kiviil a szamitogép és a jatékelmélet egyik megteremtGje.

Szandékosan hasznalok mindeniitt modern jel6léseket és fogalmakat, mert a hang-
sulyt nem annyira a torténeti hiiségre, hanem a matematika jobb megértésére helyezem.
Ezt a modszert koveti a jegyzetben gyakran hivatkozott Smith (1929) és Fauvel-Gray
(1987) forrasgytjtemény is, amely szamos eredeti mii angol forditasat adja meg.

Ko6nyvem olvasasakor néha érdemes bekapcsolni a szamitogépet, hogy beprogra-
mozzunk néhany feladatot és kiszamitsuk a keresett értéket. S ha alkalmanként a fligg-
vénytablat is kézbe vessziik, vagy a zsebszdmologépet is hasznéljuk, akkor taldn jobban
megértjiik, milyen faradsidgos volt szamolni az elektronikus szamitégép megjelenése és
elterjedése el6tt.

Kiilon gondot okozott a bdséges anyagbol valo valogatas. El akartam keriilni a nép-
szerlsité miivek gyakori hibajat, hogy a kozérthetség kedvéért tul sokat foglalkoznak
viszonylag egyszeri kérdésekkel, és lényegében nem jutnak tul a 18. szazadon. Egy-egy
példaval élve: az egyébként kivalo Boyer (1968/1991) konyvben a Newton és Leibniz
el6tti rész 400 oldal, mig a Newtonnal és Leibniz-cel kezd6dé rész alig tébb, mint 200
oldal. (Még aranytalanabb Sain (1986) magyar nyelvii miive, de aranyosabb a magyar
nyelvre is leforditott nagyon témor Struik (1948).) Ertékes ismeretterjesztd irasok ta-
lalhatok a kovetkezd folydiratokban: Matematikai Lapok, Kozépiskolai Matematikai és
Fizikai Lapok, Mathematical Intelligencer. A vildghéalon szamos értékes forras létezik,
kiemelem a http://www.groups.dcs.st-and.ac.uk/~ history.mathematicians he-
lyet. A részletek kifejtése helyett az Olvaso figyelmébe ajanlom az Irodalomjegyzékben
is szereplé mitiveket, amelyek a jegyzet eme hidnyossagait potoljak. Sajat korlataim
miatt ki kell hagynom olyan fontos eseményeket, mint a modern algebra és geomet-
ria kialakulasa (az utobbirol jo attekintést nyajt Coxeter, 1969). Sajat érdeklgdésemet
kovetve viszont bevettem olyan részleteket, mint a jatékelmélet kialakulasa.

Ugyanakkor nem akarom lexikonszertien egyszertien felsorolni a késébbi eredménye-
ket, ha nem tudok legalabb utalni a matematikai részletekre. Ez nem mindig konnyti.
Mig példaul a nagy szamok Bernoulli-féle (gyenge) torvényének a matematikai hatterét
még vazolom, a tobbi torvény” (centralis hatéareloszlas vagy az erds torvény) bizonyi-
tasara mar csak tavirati stilusban utalok.

A legnagyobb matematikusok életérsl szorakoztatd, bar néha pontatlan beszamo-
16t ad Bell (1937). Sokkal mélyebb, de szelektiv Gingyikin (2001) kényve, amely hosszi
oldalakon keresztiill mutatja meg néhany kiemelkedd matematikus és fizikus életét és
munkéssagat. Szellemében kényvemhez talan legkdzelebb Stillwell (1989) all. Tomor-
sége miatt emlitem Stewart (1987) remekmivét. Kiilon kiemelek két matematikatorté-
netet, amelyek matematikusok szamara irodtak: az egyik Hodgkin (2005) — viszonylag
rovid (280 o.) és koncentralt, de nagyon alapos és filozofikus; a masik Kline (1972)
— nagyon részletes (1200 o.) és célrators. Bar a magyar vonatkozasok ismertetésekor
szandékosan visszafogom magam, felhivom a figyelmet egy tartalmas kotetre, amely a
20. szazadi magyar matematikarol szol (Horvath, 2006).

Remélem, el6adasaimmal sikeriil fokoznom a hallgatésag érdeklgdését e méltatlanul
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elhanyagolt teriilet irant, és a jegyzetben emlitett, a témérol tovabbi irt konyvek és
cikkek olvasasaval olvas6im és hallgatéim elmélyitik majd ismereteiket.

Koszonetemet fejezem ki Benedek Gabornak, Foldesi Imrének, Freud Robertnek,
Kérosi Gabornak, Major Péternek, Pataki Janosnak, Székely J. Gébornak, Tasnadi
Attilanak és Toth Janosnak a kordbbi valtozatokhoz flizott megjegyzéseikért. Kiilon
koszonettel tartozom Racz Andrasnak, aki aldozatos munkaval mondatrol mondatra at-
vizsgalta a jegyzetet, valamint hallgatoimnak (példaul Béla Szilvianak, Farkas Doranak,
Gyurcsek Andréasnak, Kérosi Attilanak és Réacz Laszlonak), akik alaposan kommentaltak
a jegyzet korabbi véltozatat. Természetesen az esetleges hibakért kizarolag én vagyok
felelGs.

Budapest, 2007. jtnius.



2. AZ OKORI MATEMATIKAROL

2.1. Bevezetés

JMar a régi gorogok (s6t a sumérok és a babiloniak) is tudték...”. Remek kony-
vek sziilettek az okor matematikajarol, amelyek koziil magyarul is olvashaté van der
Waerden (1954) — szerzGje mellesleg a modern algebra egyik atyja volt — és Neugebauer
(1970). A gorog korszak targyalasa nmaga kiilon kurzust igényelne. Itt csak 6nkényesen
kivalasztott témékat vazolhatunk, 2.2. alfejezet: szamirasok, 2.3. alfejezet: Egyiptom
és Mezopotamia, 2.4-2.6. alfejezet: a gorog geometria, szamelmélet, analizis és 2.7.
alfejezet: a gorog hanyatlas.

Torténeti hattérként a kovetkezket emlitjiik meg: az egyiptomi és a mezopotamiai
civilizaciok hatalmas folyamok (Nilus, Tigris és Eufratesz) partjain alakultak ki, és a
mezbgazdasaghoz sziikséges ontozéshez naptarkészitésre, tehat csillagaszatra és mate-
matikira volt sziikségiik. E tudoméanyok mitivelsi a papok voltak. A gorog civilizacio
fejlédése viszont maés jellegii volt. Az i.e. 600 és i.e. 336 kozott a gorogség varosalla-
mokban élt, amelyekbdl kulturdlisan is kiemelkedett az athéni varosallam. Nagy San-
dor makedoén uralkodo i.e. 336 és i.e. 323 kozott meghoditotta a gorog varosallamokat,
majd a Kozel-Keletet (Perzsiat, Egyiptomot stb.), amelybdl haldla utan kialakultak
az oOriasi hellenisztikus allamok. Szempontunkbol a legfontosabb Egyiptom kézpontja,
Alexandria. Hattérolvasméanyként ajanljuk az okori természettudoményokat attekintd
Szabo-Kadar (1984) konyvet.

2.2. Az Okori szamiras

Kiilon kitérek az okori szamirdsokra, mert tanulsdgosnak vélem, hogy a mai rendszerhez
képest milyen tigyetlen szamirast alkalmaztak (v6. van der Waerden, 1954, 64-85. o.)

Erdekes modon a helyértéket mar a sumérok (i.e. 2400 koriil) is ismerték, és oszt-
hatosagi okokbol 60-as szamrendszerben szamoltak. (Mi is ezt tessziik, amikor 6raban
— vagy fokban—, percben és méasodpercben megadott adatokat 6ssze akarunk hasonli-
tani.) S6t, ismerték a mi tizedes tortjeink elédeit is. Csupan két dolgot nem ismertek:
a szamjegyeket és a nullat. A szamjegyeket a rémaiakhoz hasonloan jelolték, és a 60-
as szamrendszer miatt 59 ,szamjelre” volt sziikségiik. Ekirasos nyers agyagtablaikat a
gyakori tiizvészek cseréptablava égetve hagytdk az utdkorra.

A gbrogok szamirasa elGszor a romai rendszerhez volt hasonlo, késGbb egy iligyesebb
rendszert, az alfabetikust vezették be: az abécé elsé 9 betiijével jelolték az 1 és a 9 kozti
szamokat: a = 1, f = 2 sth.; a 10-18. bettivel jelolték a tizeseket, példaul + = 10,
k = 20 stb. és a 19-27. bettivel a szazasokat: p = 100, 0 = 200, majd az ezreseknél tjra
kezdték a bettizést, csak egy vesszGt tettek a beti elé: ,a = 1000. Ez a rendszer azonban
lehetetlenné tette a valtozokon alapuld algebrai irasmodot: Eukleidész mar nem ismerte
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a korabban alkalmazott I'A jelolést a I' és A Gsszegére, és még a szamolas is nehéz volt
ezzel a rendszerrel. A torteket viszont a maihoz hasonléan irtak.

2.1. feladat. Szorozza Ossze az LI és az IL romai szamokat!

2.3. Egyiptomi és mezopotamiai el6zmények

Az egyiptomiak mar i.e. 2700 koriil olyan magas piramist épitettek, mint a Gellért-hegy
(146 m). Ehhez fejlett sik- és térmértani ismeretekre volt sziikségiik. Példaul ismerték
a Pitagorasz-tételt. IzelitGiil egyetlenegy ,egyiptomi” tételt mutatunk be. Miuzeumi
lelGhelyérsl moszkvai papirusznak nevezik a dokumentumot.

2.1. tétel. (Moszkvai papirusz, i.e. 1890.) Legyen a négyzet alapu gila és a
csonka gila magassaga: h illetve m, a gila also és felsé négyzetének az oldalhossza: a,
illetve b. Ekkor a két térfogat

1 1
V= §a2h, illetve V= g(a2 + ab + b*)m.

Bizonyitas. Egy haromszog alapi hasiab hirom olyan azonos alapteriileti tet-
raéderre bonthatod, amelyeknek azonos a magassaguk, tehat a haromszog alapi hasab
térfogata a tetraéder térfogatanak a haromszorosa. A négyzet alapt hasib két egybe-
vagd, haromszog alapi hasabra bonthato, tehat a négyzet alapu gula térfogata a négyzet
alapu hasab térfogatanak az egyharmada. A csonka gula térfogata viszont egy nagy és
egy kis gula térfogatanak a kiilonbsége. [

Megemlitjiik, hogy az egyiptomiak (Rhind papirusztekercs, i.e. 1700 koriil) mar a
(16/9)2 ~ 3,16 jo kozelits értéket hasznaltak az egységsugart kor fél keriiletére, a mai
m-re. (Rhindnek hivtak azt a személyt, aki a papiruszt Luxorban megvésarolta és a
British Museumnak ajandékozta.)

Erdekes, hogy a mezopotamiaiak a csonka gila térfogatara altalaban egy rossz kép-
letet, nevezetesen az (a?+b?)m /2-t hasznaltak, pedig ismerhették a helyes megoldéshoz
sziikséges b3 — a3 = (b — a)(b? + ab + a?) képletet (vo. van der Waerden, 130-131. o.).
A 7 értékével sem bajlodtak til sokat, durvan 3-nak vették, pedig az csak az egységkor-
beirt hatszog fél keriilete. Itt jegyezziik meg, hogy bar az egyiptomi és a babiloni irast
1822-ben, illetve 1850 koriil megfejtették, a matematikai szovegek értelmezése gyakran
tobbértelm.

Ugyanakkor a mezopotamiaiak a masodfoki egyenletet is meg tudtak oldani 4000
évvel ezel6tt, de nem ismervén a negativ szamokat esetszétvalasztésra kényszeriiltek
aszerint, hogy 0, 1 vagy 2 pozitiv gyok létezik. Ez a hianyossag egyébként 1500-ig szinte
az egész vilagon fennmaradt.

Meglepd, hogy a babiloniak ismertek egy hatékony eljarast (a mi Newton-
algoritmusunkat, vo. 5.4. feladat) a négyzetgyok kiszamitasara, és mivel (60-as alapti)
helyértékes rendszert hasznaltak, hihetetlen pontosan tudtak szamolni vele (Boyer,
1968/1991, 27. o.).

2.2. feladat. Négyzetgyokvonas. Egy [ pozitiv szam pozitiv négyzetgyokét a
kovetkezs iteracids eljarassal szamithatjuk ki:

Tn

1
LIn+l = 5 (a:n + ﬁ) ) n=0,1,2,..,
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ahol z( egy tetszGleges pozitiv szam. a) Bizonyitsuk be, hogy a mésodik 1épéstsl kezdve
a sorozat monoton csékkenden konvergal /B-hoz! b) Mutassuk meg, hogyha sikeriil
B-bol egy jo nagy négyzetszamot levalasztani, azaz 8 = b2 + ¢, ahol b,c > 0, és ¢/b kicsi,
akkor az xg = b+ ¢/(2b) ,,jo” fels6 kozelitést ad!

2.1. példa. A babiloni /2 = 1,414222 kozelités csak az utolsé jegyben hibas.

2.4. A gorog geometria

Az el6z6 alfejezetben lattuk, hogy mar a gorogok elstt is volt matematika. A gorog
matematikusok voltak azonban az elsék, akik az i.e. 6. szazadtol kezdve felismerték,
hogy (tovabb nem definialhato) alapfogalmakat kell bevezetni, bizonyitasra nem szoruld
amelyeket bizonyitani kell. Ez a legkdnnyebben a geometridban végezhets el.

Talan a kisazsiai Thalész (kb. i.e. 585) volt az els6 matematikus, aki nemcsak
kimondott (korabban méar ismert, és vélhetSleg Keletrsl importélt) tételeket, hanem
megprobalt logikus bizonyitasokat adni rajuk. Elemi tétele a nevét viseli: A félkor
atmérdje a félkoriv barmely pontjarol derékszogben latszik.

A dél-italiai Piithagorasz (kb. i.e. 550) nemcsak matematikus, hanem zenetudos,
filozofus és egy titkos tarsasig szellemi vezetGje is volt. A rola elnevezett tételt — a de-
rékszogli haromszog atmérGjére emelt négyzet teriilete egyenld a befogdkra emelt négy-
zetek teriiletének Gsszegével — mar korabban is ismerték. Ugy ttinik, hogy a hurhosszak
aranya és a zenei harmonia kozti 6sszefiiggést azonban 6 fedezte fol. Legegyszertibb meg-
figyelése: ha egy hur hosszit megfelezziik, akkor kétszer nagyobb rezgésszamiu hangot,
oktavot ad, amely egybehangzik az eredeti hanggal. Bonyolultabb osztasnal, amikor a
hirt 12 egyenld részre osztjuk, és ebbdl 8 vagy 9 egységet vesziink, akkor a hang rez-
gésszama harmonikusan valtozik: kvinttel (,,526”) vagy kvarttal (,fa”) magasabb hangot
kapunk.

Bar az athéni Platon (i.e. 427 — i.e. 347) elsGsorban filozofus volt, de iskolajaban
(az Akadémidban) nagy sulyt fektetett a matematikai képzésre — mint a logikus észjaras
segitGjére. Nem csoda, hogy iskoldjaban talaljuk meg a kor nagy matematikusait: Ar-
khiitaszt és Theaitetoszt (i.e. 390) — aki felfedezte a 4. és az 5. szabalyos poliédert,
a dodekaédert és az ikozaédert. A kor legnagyobb tudésa azonban Eudoxosz (i.e. 370
koriil), aki geometriai tudasat csillagaszként is gylimolesoztette, amikor megalkotta az
els6 kozmikus modellt (15.2. alfejezet).

Eukleidész (kb. i.e. 300) méar a varosallamok bukéasa utani, hellenisztikus korban
élt, és a Nagy Sandor &ltal alapitott egyiptomi f6varosban, Alexandridban alkotott. F&
miive a tobb magyar forditasban is elérhet6 FElemek, amelynek jelentSs része az elemi
geometriat a ma is hasznalt axiomatikus felépitésben targyalta. (A legujabb forditashoz
vilaghirt matematikatorténésziink, Szabé Arpad irt el6szot.) Tudjuk, hogy mar elStte is
irtak ilyen monogréfidkat, de csak az 6vé maradt fent, mert jobb volt, mint a korabbiak.
Azt is tudjuk, hogy nem volt igazan jelentGs matematikus, de els6rendi tankonyvet
irt, amely az el6dok munkait ragyogdan Osszegezte. Id&tallosagara jellemzs, hogy mai
kozépiskolas geometriai konyveink is az FElemeket kovetik.

Itt csak az I. konyv felépitését vazoljuk roviden. Ismert tételeket sorolunk fel. I.1.
Az egyenls szaru haromszog megszerkeszthets. ... 1.15. Cstcsszogek egyenlsk. ... 1.16.
A haromszog barmelyik kiils6 szoge nagyobb, mint a masik két csucsanal fekvs szog.

8



... 1.20. A haromszog barmely két oldalanak hossz-Gsszege nagyobb, mint a harmadik
oldalé (haromszog-egyenlétlenség). ...Egybevagosagi tételek...

Sokan tamadtak a szerz6t, hogy miért kell olyan nyilvanvalé dolgokat bizonyitani,
mint amilyen az [.16 vagy az [.20. A valasz nyilvanvalé: az axiomatikus targyalasban
nem szabad a szemléletre tamaszkodni, a logikai szabatossag megkoveteli, hogy ,,min-
dent” bizonyitsunk.

A tovabbhaladashoz sziikségiink van az V. posztulatumra. Ha egy egyenes két md-
sik egyenest ugy metsz, hogy azonos oldaldn keletkezd két szog dsszege kisebb, mint két
derékszog, akkor a két egyenes ezen az oldalon metszi eqgymdst. Szemléletesebben atfo-
galmazhato6 az axidoma, ha bevezetjiik a D.23. definiciot: pdrhuzamosnak neveziink egy
sikban fekvé két egyenest, ha nem metszik egyméast. Lassuk tehdt az in. parhuzamos-
sagi axiomat: Bdrmely egyeneshez és eqy kiilsd ponthoz az dltaluk meghatdrozott sikban
pontosan eqy parhuzamos egyenes hizhato.

Es ekkor igazolhat6 az 1.32: a haromszog belss szogeinek Gsszege két derékszog.
Hasonl6an igazolhato az 1.16. élesitése: A haromszog két belss szogének Osszege egyezik
a harmadik kiils¢ szoggel.

S végiil az . kdnyv csucspontja: 1.47. (a Pitagorasz-tétel): Egy derékszog két befo-
gbdjara emelt négyzetek teriiletének 6sszege egyezik az atfogora emelt négyzet teriiletével.
A bizonyitas teriiletatalakitason alapul, de nem a koézépiskolaban tanulton, hanem an-
nak egyik korabbi valtozatan, az Gn. szélmalmon. Ne feledkezziink meg 1.48.-r6l sem,
amely a tétel megforditasat mondja ki.

A g6rog matematikusok gondolkodésénak kifinomultsagéara jellemzd, hogy hamar
felvetették: a parhuzamosokrol szolo, hires V. posztulatum (més néven: axidéma) mas
mint a tobbi. Ezért is halasztotta Eukleidész az axiéma kimondésat egészen az 1.27.
tételig. Masok megprobaltak az V. posztulatumot a tobbi axiomabol tételként levezetni
(Szabo, 1978). Csak 1830 koriil deriilt ki Bolyai és Lobacsevszkij munkassagabol (12.4.
alfejezet), hogy a kisérletezok lehetetlenre vallalkoztak: ez az axidma nem vezethetd le a
tobbibdl, fliggetlen t6liikk. Ugyanakkor a gérogok nem értették meg, hogy az alapfogal-
makat (pont, egyenes, sik) nem lehet a végtelenségig visszavezetni, ezek az axiomékkal
egylitt hatarozzak meg a rendszert.

A kritikus és elvont goérég matematikai gondolkodasra kiilénésen jellemzd, hogy
mar az i.e. 5. szézad végén olyan feladatokkal is foglalkoztak, amelyeknek nem volt
gyakorlati jelentGségiik, elméletileg azonban csak a 19. szazadi késéi utdédok tudtak
azokat megoldani. Ilyen a szogharmadolas, a kockakettézés (az un. déloszi probléma)
és a kor négyszogesitése (lasd 12.2. alfejezet).

Az okor legnagyobb geométere Apolloniosz volt (i.e. 210 koriil), aki kiilondsen a
kupszeletek terén ért el csodalatra mélto eredményeket (vo. van der Waerden, 386-424.
o0.). Egyetlenegy tételt emeliink ki gazdag munkassagabol:

2.2. tétel. (Apolléniosz.) Az y* = 2px (fekvo) parabola fels6 dgdnak az x

pontbeli érintdje az y-tengelyt yo/2 magassdgban metszi, ahol y3 = 2pxq.

2.3. feladat. Vezessiik le a 2.2. tételbdl, hogy a parabolatiikorbe vizszintesen
beesd fénysugarak a visszaverddés utan atmennek a (p/2,0) koordinataju gytujtéponton!



2.5. A gorog szamelmélet

A gorog szamelméletbsl harom tételt emeliink ki, mindhédrom megtalalhaté Eukleidész
FElemeiben. Reészletesebb elemzést ad Weil (1983, Chapter 1.)

2.3. tétel. (Eukliedész, X.27.) Az x* = 2 megolddsa nem irhaté ol két egész
szam hanyadosaként, mai szoval /2 irracionalis.

Bizonyitas. Modszere indirekt: feltessziik, hogy létezik két ilyen egész szam, p és
q, amelyeknek nincs 1-t6] kiilonb6z6 kozos osztojuk, hanyadosuk pedig = = p/q. Ebbdl
paritasi meggondolasokkal ellentmondést kapunk. ]

Megjegyzés. Utalunk arra a két kozismert tényre, hogy a /2 az egységoldalu
négyzet atloja, mig /5 a szabalyos 6tszdg szerkesztésénél 1ép f6l. Tébb matematikator-
ténész azt gondolja, hogy a gorogok az egyméasba skatulyazott (mar a babiloniak altal
is ismert) csillagotszogek végtelen sorozatabol jottek ra elészor az irracionalis szamok
létezésére, nevezetesen x2 = 5 gyokének irracionalitasara.

2.4. tétel. (Eukliedész, 1X.20.) A primszamok sorozata nem véges (széval
végtelen).
Bizonyitds.  Szintén indirekt. Tegyiik fol, hogy véges sok primszam van,

P1,---Pn, vegylik a szorzatukat, adjunk hozza 1-et: p;---p, + 1. Ekkor vagy egy j
primszamot kapunk, vagy egy 1j primszam t6bbszorosét, hiszen e szam az el6z6 prim-
szamok egyikével sem oszthato. Ellentmondast kaptunk. ]

2.4. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 4k — 1-alakd primszamokbdl is végtelen sok
van!

Mindkét tétel a valaha megalkotott legszebb matematikai tételek kozé tartozik, és
egyszeriisége ellenére nagyon mély matematikai gondolkodasmodrol tantuskodik.

A harmadik tétel a pitagoraszi szamharmasokrol szél. Ismert, hogy az x,y befogoju
és z atfogoju derékszogi haromszogre teljesiil az 22 + y? = 22 egyenldség. Az egyip-
tomiak ismerték az egyenlet néhany egész értékt megoldasat: példaul 32 + 42 = 52.
Allitolag egy kétélre egyenls tavolsagra 3, 4, illetve 5 csomot tettek, és ezeket harom-
szogben kifeszitve ,szerkesztettek” derékszoget. Nyilvanvalo, hogy egy egész értéki meg-
oldés tobbszorosei is megoldésok, ezért célszert a relativ prim megoldasokra szoritkozni:
(x,y,2) = 1. Ezeket nevezik primitiv pitagoraszi szamharmasoknak. A keleti hatés itt
is jelen van: az obabiloniak szdmos ilyen szamharmast ismertek (van der Waerden,
123-129. o.).

2.5. tétel. A pitagoraszi szamharmasok a kovetkezd alakiak:

r = 2mn, y:mQ—ng, 2z =m? +n?,

ahol m,n természetes szamok, amelyekre m > n, kiilonbézd paritasiak és (m,n) = 1.

A bizonyités elemi, azonban hosszisaga miatt (Freud-Gyarmati, 2000, 286-287. o.)
nem ismertetjiik. Konnyebb belatni, hogy a tételben megadott szamok pitagorasziak,
de hogy mas pitagoraszi szdimhéarmas nincs, az mar nehezebben igazolhato6 allitas.
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Torténeti jelentGsége miatt a tokéletes szamokrol szolo tételt is ismertetjiik. Egy
szamot tokéletesnek neveziink, ha nala kisebb osztoinak szama egyenlé magéval a szam-
mal. Példaul a 6 és a 28 tokéletes szam.

2.6. tétel. (Eukleidész, IX. 36.) ,Ha az egységtdl kezdve kétszeres ardnyban kép-
ziink egy mértani sorozatot, amig az 0sszeg prim nem lesz, és az dsszeggel megszorozzuk
az utolsé tagot, akkor a szorzat tokéletes szam lesz.”

Modern jel6léssel:
Ha  p=2"t' -1, akkor (2"t —1)2" tokéletes.

A mértani sor 0sszegére hamarosan visszatériink.

Tobb évszazaddal késébb, talan az i.sz. 3. szazadban, Diophantosz megujitotta
a szamelméletet és az algebrat. Egyrészt olyan feladatokat vizsgélt, amelyeknek csak
egész értékd megoldasai érdekesek. Masrészt elszakadt a kordbbi geometriai korlatok-
tol, és algebrai feladataiban 3-nal magasabb és negativ hatvanyokat is vizsgalt. Kiilon
érdeme, hogy jeloléseket vagy réviditéseket vezetett be a hatvanyokra, a miiveletekre és
az ismeretlenekre, de a mai jeloléseket csak 1500 koriil vezették be az eurdpaiak.

2.6. A goOrog analizis

Egy negativ fejleménnyel kezdjiik a targyalast, az éleai Zénonnal (i.e. 460 koriil), aki
négy hires paradoxonéval ramutatott a folytonossag fogalmi csapdaira. Itt csupan a
legnevesebb paradoxont mutatjuk be, amely azt mondja ki, hogy hiaba fut Akhilleusz
kétszer gyorsabban, mint a teknésbéka, sohasem éri utol. ,Valoban”, legyen a kezdeti
tavolsag Akhilleusz és a tekndsbéka kozott dg, és legyen tg az az id6, amig Akhilleusz
lefutja e tavolsagot. Ez alatt azonban a tekndsbéka is tovabb 1ép, és a koztiik 1évs
Uj tavolsag di = dp/2 lesz. Ennek lekiizdéséhez Akhilleusznak t; = tp/2 idére lesz
sziikség, de ekdzben tujra keletkezik kozottiikk egy do = dyi/2 tavolsag, s e folyamat a
végtelenségig folytatodik, ,tehat” Akhilleusz sohasem éri utol a tekndsbékat. (Egészen
a 17. sz. kozepéig kellett varni, hogy valaki a pozitiv taga ), d; végtelen sor Gsszegét
kiszamitva meghatarozza, hogy Akhilleusz hol — példankban éppen 2dg-ben — éri utol
a teknssbékat.) Ezzel a feladat megsziint paradox lenni. (Egyébként allitélag Zénon
vezette be az indirekt okoskoddst a matematikabal)

Nem tudjuk, hogy a mértani sor 0sszegét mikor fedezték fel, de Eukleidésznél mar
szerepel. Sz6 szerint idézziik (276. o.):

2.7. tétel. (Eukleidész, I1X. 35.) ,Ha valahany szam mértani sorozatot alkot,
és mind a masodik, mind az utolsé tagbol az elsével egyenld szamot vonunk ki, akkor
amint a masodik tag maradéka az elsé taghoz, tigy aranylik az utolsé tag maradéka az
el6tte allé tagok dsszegéhez.”

A biztonsag kedvéért modern jeloléssel is felirjuk az allitast (521. o.): Ha (a;); a
sorozat, akkor (ay —ay): a1y = (ap —a1): (a1 +ag+ -+ an_1), azaz

. ai(an —a1)  anp —ag = %
n—1= = =
as — aq g—1"~

a;—1

A bizonyitas ugyanaz, mint manapsag, csak a jelolések hidnya miatt majdnem egy
oldalra nyulik.
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Az analizis el6futaraként ismét megemlitjiik Eudoxoszt, aki a 2.3. tételben felléps
irracionalis szdmok helyébe bevezette az aranyelméletet — mai kifejezéssel élve: alulrol
és feliilrél racionalis szamokkal kozelitette az irracionélis szamokat. Nagyon leegyszerti-
sitve gondolatait, négy mennyiség egyenls aranypéart alkot, azaz a/b = ¢/d, ha rendre
akarmilyen természetes m és n parral szorozva a szamlélokat és a nevezdket, a kovetkezs
implikaci6 érvényes:

ha ma < nb, akkor me < nd,
ha ma = nb, akkor mc = nd;
ha ma > nb, akkor me > nd.

Példaul ha igazolni akarnank, hogy /2 /1= \/6/ /3, akkor igazolni kellene, hogy

ha mv2 < n, akkor mv6 < n\/g;
ha myv2 = n, akkor mvV6 = n\/g;
ha mv2 > n, akkor mvV6 > nV3.

Természetesen a 2.3. tételbsl tudjuk, hogy az egyenlség sor iires, hiszen nincs olyan
(m,n) természetes szampér, amelyre my/2 = n.

Egyrészt el kell ismerni e megoldas logikai szabatossagat, masrészt hangsulyozni
kell, hogy az aranyelmélet sokdig megakadalyozta, hogy az irracionalis szamok elnyerjék
mélto helyliket a geometrian kiviil.

Mai kifejezéssel élve, ugyancsak Fudoxosz fedezte fol, hogy a goérbevonalu testek
teriiletét a korbe irt és a kor koriil irt sokszogek teriiletsorozatanak kozos hatdrértékeként
lehet definialni. Laczkovich—-T. Sés (2005, 7-8. o0.) nyoman ismertetjiik Eudoxosz
kovetkezs tételét és bizonyitasat.

2.8. tétel. (Eudoxosz, i.e. 370., Eukleidész, XII.2.) Egy kor teriilete az atmérdje
négyzetével aranyos.

Bizonyitas. ElGszor az lathato be, hogy a K korbe irt négyzet a kor teriiletének
tobb, mint a felét tartalmazza, a négyzethez tartozo ivek felezésével keletkezs nyolcszog
a kor maradék teriiletének megint tobb mint a felét tartalmazza, és igy tovabb. Ebbdl
kovetkezik, hogy a K korbe beirhatunk egy olyan sokszoget, amelynek a teriilete a kor
teriiletét egy tetszdleges, elére megadott szamnal jobban kozeliti (kimeriti).

A bizonyitas befejezését mai jelolésekkel mondjuk el. Legyen a K kor tertlete tq,
Atmérdje dy, s hasonléan a 2. korre. Allitas: ty/ty = d3/d%. Indirekt: & = ti/ty —
d?/d% # 0, mondjuk pozitiv. Irjunk a K, kérbe egy olyan S; sokszoget, amely K
tertiletét jobban megkozeliti, mint dto. Legyen S a Ko korbe irt, S1-hez hasonlé sokszog,
teriileteik ardnya s1/s2 = d3/d3. Ekkor

s ez ellentmondés. [
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Megjegyzés. A 8.3. példdban majd egy egyszertibb bizonyitast mutatunk.

A g6rog matematika csticsat Arkhimédész (i.e. 2877 i.e. 212) jelenti. A tovabbi-
akban néhany fontosabb tételét vilagitjuk meg.

Ismert, hogy az egységatmérsji kor keriilete, m mennyi helyen megjelenik a mate-
matikaban. E szam elsé matematikailag szabatos megkozelitése Arkhimédésztsl szar-
mazik, lasd Hajos (1964, 19.6, 131-132. o.). Arkhimédész a 7 kiszamitasahoz tisztazta:
mi egy zart konvex gorbe keriilete. Az egységatmérdji kor keriiletét definidlhatjuk a
korbe és koré irt tetszdleges n-oldali szabalyos sokszog keriiletének kozos hatarértékével.
Ehhez Arkhimédész egy rekurziot talalt, amellyel tetszéleges n-oldala beirt szabalyos
sokszog keriiletébsl meghatarozta a 2n-oldalu szabalyos sokszog keriiletét, és ugyanezt
tette a koriil irt sokszogekre (van der Waerden, 1954, 333-335. o.).

2.9. tétel. (Arkhimédész, i.e. 3. sz.) Az egységsugari korbe, illetve kéré irt
szabdlyos n- és 2n-oldalii sokszog fél oldalai kézott a kovetkezd rekurzié érvényes:

1—/1—a2 VitAZ-1

=V & Anms A,

Q2n
Megjegyzések. 1. A bizonyitas elemi geometriai eszkozokkel végezhets (vo.
Fried—Simonovits, M. 2005, 189-193. o.). A Pitagorasz-tétel mellett a beirt sokszogek-
nél egy hasonloségot, a koriil irt sokszogeknél pedig a szogfelezd-tételt (ti. a szogfelezd
a vele szembe levs oldalt a szarak hosszanak aranyaban osztja) kell alkalmazni.

2. A 7 kiszamitasahoz a sokszogek fél kertiiletét kell kiszamitani: p, = na, és
P, =nA,: p, <7< P, lim, oo pp =7 =lim,, . P,.

3. Ismert, hogy az egységsugart korbe irt és a kor koriil irt szabalyos hatszog fél ol-
dala rendre ag = 1/2 és Ag = v/3/3. Némi tilzassal azt mondhatjuk, hogy Arkhimédész
a 2.9. tétel rekurzidja segitségével kézzel (szamito-, s6t szamologép, s6t a helyértékes
arab szamrendszer nélkiil) hatarozta meg az n = 12, 24, 48, 96-oldala szabélyos sok-
szogek keriiletét. A /3-ra is egy viszonylag pontos kétoldalt racionalis kozelitéssel

rendelkezett: 265 1351
<V3<

153 780
A kétoldala kozelités pontossagat négyzetre emeléssel ellendrizhetjiik (kézi szamités he-
lyett szamologéppel):
2,9999145 < (v/3)? < 3,0000015.

A négyzetgyokvonast minden bizonnyal a babiloni algoritmussal végezte. (A sza-
mologépes érték /3 = 1,7320508. A 2.2.b feladat szerint érdemes a 300 = 289 + 11
felbontasbol kiindulni, ez az ¢ = 1,7 + 11/340 = 1,73236 kozelitést adja — az osztést
kényelembdl ismét szamologéppel végeztiik. A babiloni algoritmus xz; = 1,7321-t adja,
amely mar a 4. tizedesjegyre is pontos.) Mellesleg Arkhimédész egyenlStlenségekkel
dolgozott, hogy a korlatok érvényesek legyenek. Mai kifejezéssel élve, intervallumarit-
metikat alkalmazott.

A végst kozelits eredményt az n = 96-oldali sokszogre kapta:

10 10
3,1408 < 3ﬁ < < 3% < 3,1429.
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2.2. példa. Arkhimédész szamitasa szamitdégépen. Bemutatjuk Arkhimédész sza-
mitasat szamitogépen, de elStte konjugalassal megszabadulunk a 2.9. tétel 1 —1 =~ 0
alaku kifejezéseitol:

an, A,

aoyp = és Agn:—.
2
\/2(1+ T—@%) V1+AZ +1

Tanulsagos az alsé és a fels§ kozelités szamtani kozepét is feltiintetni.

2.1. tablazat. Az egységatmérdji korbe és koré
irt 6 - 2% oldali szabdlyos sokszoq keriilete

Oldalszam Korbe irt Koril irt Atlag
sokszog kertilete

n Pn P, (pn + Pn)/2
6 3,00000 3,46410 3,23205

12 3,10583 3,21539 3,16061

24 3,13263 3,15966 3,14614

48 3,13935 3,14609 3,14272

96 3,14103 3,14272 3,14187

Hajos (1964, 19.6, 131-132. o.) egy mesterkéltebb, de szamitastechnikailag egy-
szertibb rekurziét mutat be, ahol az als6 és a fels§ kozelits becslés egymasba fonodik.
(Laroche (2003, 68. o.) szerint az algoritmus Gausstol szarmazik.)

2.10. tétel. Legyen ry és Ry, egy n-oldali szabalyos sokszégbe és koriil irt
korének a sugara, akkor az ugyanakkora keriiletii és kétannyi oldalii szabalyos soksz6g
beirt és koriil irt kérének ro és Ry sugarat a kovetkezd képletek adjak:

R
o = Tl—g ! és RQ =V R1T2.

2.5. feladat. Hatarozzuk meg az 1024 oldala szabalyos sokszogbe irt és koril
irt kor sugarat a félegység oldalu (azaz kétegység keriileti) négyzetbdl kiindulva! Az
eredmény r9 = 0,318309 és Rg = 0,318310. Reciprokot véve adoédik 3,14160 és 3,141591
mint fels6 és alsoé korlat w-re.

2.11. tétel. (Arkhimédész, kb. ie. 240.) Az R sugari félgomb térfogata az R
sugart alapkort és R magassagii henger térfogatanak a 2/3-ada: V = 2w R3/3.

Megjegyzés. A képletet a 4.3. példdban a kalkulus segitségével gépiesen is
levezetjik.
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Bizonyitas. Kozépiskolabol ismert, hogy Arkhimédész a gémb térfogatat gy
szamitotta ki, hogy az alapkorén allo, R sugari és R magassagu hengerbdl ,kivonta” a
cstucsan 4llo, a hengerbe beirt kupot, és a Pitagorasz-tétel segitségével megallapitotta,
hogy barmely magassagban vizszintesen elmetszve a kiilonbségtestet és a félgémbot,
a két metszet teriilete azonos. A Bonaventura Cavalieri (1598-1647) altal 1635-ben
publikalt elvet megelSlegezve (lasd Smith, 1929, 605-612. o.), Arkhimédész ebbdl arra
kovetkeztetett, hogy a két test térfogata is azonos. ]

Arkhimédész talan erre az eredményére volt a legbiiszkébb, a hengerbe helyezett
felgbmbot és kiipot vésette a sirjara is, Cicero még joval késébb is latta a sirkovet. Masik
jelentds eredményét tartalmazza a

2.6. feladat. a) Osszuk fol a [0, 1] szakaszt n egyenld részre, és szamitsuk ki
az y = x? parabola alatti also, illetve fels6 ,téglanydsszeget”, t,-et és T-et. Az els6
n négyzetszam Osszegképletét felhasznalva, lassuk be, hogy 1/3 —1/n < t, < T, <
1/3 4+ 1/n. b) Ebbdl adodik, hogy a teriilet T = 1/3! c¢) Ebbdl kdvetkezik a gula
térfogatképlete is (2.1. tétel). d) Arkhimédészt kovetve, hatérozzuk meg a parabola
alatti teriilet kozelits Osszegét tigy, hogy alkalmas mértani sorozat szerint valasztjuk az
osztopontokat (Simonyi, 1981, 76-79. o.).

Arkhimédész ,jintegral-"bizonyitasaiban als6 és fels6 kozelitéseket alkalmazott, és
e bizonyitasok olyan szabatosak voltak, amelyet csak a 19. szazadban sikeriilt 1jbol
elérni, és akkor is csak nehezen (8. fejezet). Arkhimédész azonban fizikus is volt, aki
eredményeit gyakran fizikai anal6giak segitségével sejtette meg, s csak utana alkalmazta
a szabatos matematikai eljarast. Erdemes az Erathosztenészhez (kb. i.e. 276-i.e. 194),
az Alexandriaban él6 kival6 matematikushoz és csillagaszhoz irt levélbsl néhény mon-
datot sz6 szerint is idézni: ,...azt gondoltam, hogy nem lesz haszontalan, ha leirom,
és elkiildom neked ...a specialis modszeremet, amelynek segitségével képes leszel arra,
hogy bizonyos matematikai problémakat a mechanika segitségével ismerj fel. Meg va-
gyok gyb6zédve arrdl, hogy ez nem kis haszonnal jar a tételek bizonyitasdnal. Néhany
dolgot ugyanis, amely elGszor mechanikai médszerrel valt vilagossa el6ttem, geometriai-
lag is bebizonyitottam, mert vizsgalatuk a mondott moédszerrel nem tekinthets tényleges
bizonyitasnak.”

Szinte hihetetlen, de csak 1906-ban talalta meg Heiberg dan tudomanytorténész ezt
a levelet, amely A mddszerrél cimet viseli, s amelyben tébbek kozott a gomb térfogatat
is az emelStorvény segitségével sejtette meg. Itt Arkhimédész a gobmbot mint egymaésra
helyezett korok Osszességét tekinti. (Bevallom, szamomra a modszer bonyolultabb, mint
a kozvetlen bizonyitéas, de ha a hatarérték mechanikus meghatarozasa helyett a kimeri-
téssel kell élni, akkor tényleg nehéz helyzetbe hozhatjuk magunkat.) Kiilon érdekesség,
hogy a munkét egy palimpszeszt tartalmazta, azaz egy olyan régi pergamenlap, amelyrsl
az eredeti szoveget levakartak, és egy 0j szoveget irtak ra. A részleteket Simonyi (1981,
75-80. 0.) tartalmazza.

A gorogok ismerték a szogfiiggvények elédeit, és mai szohasznalattal élve,
szogfiiggvény-tablazataik is voltak. (A mi szinuszunkat tgy kaphatjuk meg az & hur-
fliggvényilikb6l”, hogy vessziik a kozponti szog kétszereséhez tartozé korivek hurja-
nak a felét.) Hogyan készitették Sket? Az addicios képletek segitségével. Induljunk
ki a kovetkezs képletbdl: cos(a + ) = cosacosfS — sinasin 3. Ebbgl kovetkezGen
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cos 2a = 2 cos? a — 1, azaz (eltekintve a negativ elGjeltsl)

/14 cos2a
COSx = T

Tudjuk, hogy cos 30° = 1/3/2. Félszogképletiink szerint tehat

/1 2
cos 15° = +T\/§/ = 0,966.

Innen kiszamithat6é a 7,5; majd a 3,75; majd a 1,875; végiil a 0,9375 fok koszinusza.
Innen mar interpolalhatjuk a cos1°-ot, amelybdél az addicids képletek minden szogre
megadjak a keresett értéket. A gyakorlatban az eljaras finomithato percre és mésod-
percre.

Imponalo a szintén Arkhimédésztdl szarmazo eredmény, amelyet modern jelolések-
kel, és szinusz helyett koszinuszra atirva, a kévetkezéképpen fogalmazhatunk meg.

2.12. tétel. A cos fiiggvény alatti teriilet a [0,x] szakaszon sin .

Arkhimédész specialis megfontolasokkal oldotta meg a feladatot, amelyeket mo-
dern kontosben csak a 8.2. feladat megoldasaban kozoljiikk. A rutin bizonyitast az 5.4.
példédban adjuk meg,

Joggal jegyzi meg van der Waerden (367. o.), hogy hidba hatarozta meg Arkhimé-
dész rengeteg fiiggvény integraljat, nem mondhatjuk, hogy felfedezte magat az integralt,
mert nem ismerte fol ezt az altalanos fogalmat.

2.7. A hanyatlas

Az Okori, és azon beliil a gérog matematika az i.e. 3. szazadban elérte a csucsot, és
utana jelentésen hanyatlott. A visszafejlédésnek egyarant voltak kiilsé és belsé okai
(v6. van der Waerden, 425-430. o.). Kiils6 okok k6zott emlithetjiikk meg a varosallamok
és a hellenisztikus allamok szétesését, a Romai Birodalom terjeszkedését. A romai
civilizacié nagyszerid technikai taldlméanyokat fejlesztett ki, és ragyogd épitményeket
hagyott az utokorra, még a csillagaszat sem halt el (s6t a csicsot i.sz. 150 koriil a hellén
Ptolemaiosszal érte el, lasd: 15.2. alfejezet), de semmilyen matematikai felfedezéssel
sem dicsekedhet.

Mélyebben gyokereznek a matematikai hanyatlas belsé okai: 1. Mivel a goérégok
koran rajottek az irracionélis szamok létezésére, de a valds szamokkal nem akartak
dolgozni, geometriai szakaszokkal, illetve azok hosszéaval szamoltak. Példaul a v/2 helyett
az egységoldalu négyzet atlojaval dolgoztak. Emiatt nem tudtak konnyedén inhomogén
kifejezésekkel szamolni, példaul a masodfokii egyenletet is 22 + ax + b? = 0 alakban
irtak fol, s6t, a negativ szamok hianya miatt x? + ax = b? alakban, ahol a,b > 0 (a
két alak nem ekvivalens!). 2. A gorogok bettiket hasznaltak a szamok irésara, ezért
nem dolgozhattak valtozokkal. 3. Amig t6bb matematikus dolgozott egyiitt, a szobeli
kozlés legy6zhette e nehézségeket, de a hellenisztikus allamok bukasa utén ez a lehetGség
megszlnt.
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3. KOZEPKORI MATEMATIKA

3.1. Bevezetés

Az okori matematika mar az i.e. 3. szazadban elérte csucspontjat. A kozépkori (476—
1492) matematika torténete nem biiszkélkedik nagy felfedezésekkel, de a tovabbfejlédés
megértése céljabol sziikséges rovid attekintése. A 3.2. alfejezetben utalunk a kinai és
hindu fejleményekre, a 3.3. alfejezet az arab kozvetitéssel, (kiilonosen a mai helyértékes
arab szamrendszer kialakulasanak és elterjedésének rogos utjaval) foglalkozik, majd a
3.4. alfejezetben szolunk a mozgasegyenletekkel kapcsolatos eurdpai felfedezésekrsl.
Kivalo attekintést nyujt Juskevics (1961).

3.2. Kina és India

Csak roviden szolunk az okor és a kdzépkor hataran megjelend kinai és indiai matema-
tikarol (vo. Boyer, 1968/1991, 12. fejezet. és Juskevics, 1961, 17-177. o.). A Jangce
és a Sarga-folyd mentén kialakulé kinai, és az Indus és a Brahmaputra mentén sziiletd
hindu tarsadalmak ugyanigy ontozésen alapultak, mint a mar emlitett egyiptomi és
mezopotamiai civilizaciok. Talan ezért, talan mas okbodl, a kinai és indiai matematika
az egyiptomihoz és mezopotamiaihoz hasonld, meglehetGsen 6nkényesen Gsszevalogatott
feladatgytjteményeket hagyott rank. Ezekbdl kideriil, hogy matematikusaik jo kozeli-
téssel ismerték az egységkor keriiletét, tudtak, hogy az arkhimédészi 22 /7 pontatlan, de
i.sz. 500 koriil azt hitték, hogy a 355/113=3,1415929... pontos.

A kinai forrasra utal a szamelméletbdl ismert kinai maradéktétel (Juskevics, 1961,
84-88. 0.). Korabbi eldoket kivetve, Csu-Si-csie 1299-ben az égi elemek mddszerét, mai
elnevezéssel a Horner-elrendezést alkalmazta a kovetkezé algebrai egyenlet megoldasara
(Juskevics, 1961, 76. o.):

5762% — 264022 + 172922 + 3960z — 1 695 252 = 0.

Els6ként az x = 8 egész részt hatarozta meg, majd az y = x — 8 transzformacioval
y = 2/3-ot. A négyzetszamok Osszegképlete 1261-bdl és a Pascal-haromszog 1303-bol
szarmazik (Juskevics, 1961, 90-91. o., illetve 83-84. o.). Ezek a felfedezések azonban
semmilyen hatéassal sem voltak az eurépai civilizaciora, mert csak tobb szaz éves késéssel
jutottak el a fejlett vilagba, amikor mar az eurépaiak maguk is felfedezték Gket.

A kinaihoz hasonl6 volt az indiai matematika szerkezete és fejlédése. Egyetlenegy
hindu matematikust emlitiink meg: Brahmaguptat (kb. 628), akinek miive egyarant
tartalmaz helyes és helytelen eredményeket: az el6bbire példa Héron (i.sz. 1. szézad)
képlete az a, b, ¢ oldalt haromszog teriiletére, amelyet mar Arkhimédész (i.e. 3. szazad!)

1s ismert:
t=+/s(s —a)(s —b)(s —¢),
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ahol s a haromszog fél keriilete. Az utobbira példa Héron képletének Brahmagupta-
tol szarmazo altalanositésa (d a negyedik oldal, s a négyszog fél keriilete) a négyszog
tertiletére:

T=\/(s—a)(s—b)(s— o) (s — d),

amely azonban csak a hurnégyszogre pontos. Boyer (1968/1991, 219. o.) szerint Brah-
magupta ados maradt e korlatozassal, mig Juskevics (1961, 165. o.) szerint ,Brahma-
gupta kifejezetten hangsilyozta, hogy kozelité képletrél van szo.”

3.1. feladat. Igazoljuk a hurnégyszogre vonatkozo képletet!

Kiilon foglalkozunk az arab szamjegyekkel és a helyérték-rendszerrel. Manapsag
természetes, hogy arab (helyesen: indiai) szamjegyekkel irjuk le szamainkat, és helyér-
téket hasznalunk. (Igaz, ez utobbirol a Winword hasznéloi kezdenek leszokni, mert a
program automatikusan kozépre igazit!) De az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az 6korban
ez ismeretlen volt, csupan a babiloniak alkalmaztak helyérték-rendszert. A mai rendszer
csupan a 7. szazadban kezdett megjelenni, elészor Indiaban, majd arab kozvetitéssel
Eurépéaban is (v6. van der Waerden, 1954, 86-100. o.).

A hinduk elsé djitasa az volt, hogy ellentétben a babiloni és a rémai szamokkal,
az els6 9 szam egyjeld azonositot kapott, mai alakban: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Aztan
valaki felfedezte, hogy ezekkel a szamjegyekkel milyen konnyen lehet barmilyen szamot
leirni. Dokumentumok szerint egy 595-bél szarmaz6 adoménylevélben fordul el§ elGszor
egy modern forméaban leirt szdm, nevezetesen 346.

Végiil egy délindiai szerzét, Nikalanthat emlitek meg, aki Juskevics (1961, 177-185.
0.) szerint 1501-1502-ben — 170 évvel megel6zve Gregoryt és Leibnizt, az arkusz tangens
Taylor-sora alapjan adta meg a /4 értékét (vo. 5.5. példa)! A lassan konvergald sor
mellett még a (7w — 2)/4 sorat is kozli, amely sokkal gyorsabban konvergal. Létezik
egy kell6en egyszerii és teljesen hihets rekonstrukcio.... A levezetéshez olyan eszkozokre
[lanctortekre| van sziikség, amelyeket a XV. szézadban az indiai matematikusok jol
ismertek” (181. o.).

3.3. Az iszlAm hegemonia

Torténelmi tanulmanyainkbol ismert, hogy i.sz. 632 utan az iszlam vallas meghoditotta
Azsia és a Foldkozi-tenger partvidékének jelentds részét. Hamarosan egész Eszak-Afrika
atvette az arabok vallasat, és 711-ben Ibéria (a mai Spanyolorszag és Portugalia) egy
csapasra arab uralom alé keriilt. A keresztények csak nyolc évszazados harc utan, 1492-
ben verték ki az arab hoditokat teljesen a félszigetrél. Emellett Sziciliat is hosszabb
ideig hatalmukban tartottdk az arabok.

Az arabok viszonylag magas foku civilizaciot teremtettek meg, és ami a szamunkra
a legfontosabb: leforditottak gorogrsl arabra a klasszikusokat, kommentaltak azokat, és
sokuk csak igy maradt fenn. El6szér Bagdadban a kalifa hozott létre elsérangta tudo-
manyos kozpontot. Az ibériai harcok ellenére az arabok, a keresztények és a zsidok jol
egyuttmiikodtek egyméssal. A helyi keresztény és zsido tudosok arabrol latinra forditot-
tak a gorog klasszikusokat, és ezzel kozérthetévé tették Gket egész Nyugat-Eurdpéaban.
Kés6bb masok gordgrsl kozvetlentil latinra is leforditottak a még fellelhetd klassziku-
sokat. Itt csupan Eukleidész Elemekének sorsarol szolunk néhany mondatot (a forditoi
jegyzetek alapjan). Egyetlenegy, 505 koriili latin forditas toredéke maradt fent napjain-
kig. Az els6 arab forditas 801-bél valo, késGbb a magyaréazatokat is leforditottak. Kiilon
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emlitést érdemel Gerbert munkaja, amely az elveszett latin forditast igyekezett potolni,
de ebbdl is csak az els6 fejezetek maradtak rank. Ugyanis a fordité nemcsak kora legjobb
matematikusa volt, hanem egyben a kés6bbi II. Szilveszter papa, aki 1000-ben Szent
Istvannak koronat kiildott.

A hosszi haboru végére azonban a keresztényi tiirelem elfogyott, a spanyol és por-
tugal uralkodok, az in. keresztény kirdlyok az arab és a zsido tudosokat és kereskedGket
is eltizték — végss soron a két orszag karara.

Roviden attekintjiik az arabok matematikai eredményeit (v6. Boyer, 1968/1991,
13. fejezet és Juskevics, 1961, 186-345. o.). Talan a legjelentésebb arab matematikus a
bagdadi Al-Khvarizmi (meghalt kb. 850-ben), akinek a nevébdl torzulassal keletkezett
a mi algoritmus szavunk. F6 matematikai tevékenysége az algebra kialakitasa volt. Al-
jabr wa’l mugabalah c. konyve eredeti cimébdl szarmazik az algebra szavunk, jelentése:
az egyenlet két oldalabol kivonjuk ugyanazt a mennyiséget. Feladta a gorogok ragaszko-
dasat a geometriai alapokhoz, batran foglalkozott tetszéleges egyiitthatoju masodfoku
egyenletekkel.

A munkamegosztas hidnya miatt a legnevesebb arab filozofusok és fizikusok jelentds
matematikai mtiveket is hagytak maguk utan: az elsGsorban orvosként hires Ibn-Sinanak
(980-1037), akit mi Avicennaként ismeriink, Eukleidész-forditast koszonhetiink. Az Al-
hazenként ismert Ibn-al-Haitham (kb. 965-1039) fénytantudos tébbek kozott tovabb-
fejlesztette Arkhimédész térfogatszamitasi eredményeit.

Kiilon emlitést érdemel Omar Khéjjam (kb. 1050-1123), a nagyszerd perzsa
kolts, aki matematikusként is kiemelkedett. Béar tévesen azt allitotta, hogy a har-
madfoku egyenletek aritmetikailag nem oldhatok meg (4.2. alfejezet), dicsérendd, hogy
két kupszelet metszéspontjaként hatérozta meg a harmadfokd egyenlet pozitiv gyo-
két. (Természetesen ez nem euklideszi szerkesztés!) Legyen a harmadfokiu egyenlet
23 4+ ax? + b%x + 3 = 0, és legyen 22 = 2py egy parabola. (Figyeljiik meg, hogy még
most is kisért a geometriai hattér, a homogenitéas!) Ekkor behelyettesitve a parabola
egyenletét a harmadfoki egyenletbe: adodik 2pyx + 2apy + bz + ¢ = 0. Ez utoébbi egy
hiperbola, és a fenti parabola metszi ki bel6le a gyokoket. (Kiilon nehézséget jelentett,
hogy a negativ szamokat még 6 sem ismerte, ezért rengeteg esetet kellett megkiilonboz-
tetnie!) Eukleidész aranyossagi elméletével viaskodva kozel keriilt az irracionélis szamok
definialaséhoz, és még a valés szam fogalmaval is probalkozott. Allitolag a kinaiakkal
egylitt a neves perzsa is ismerte a természetes egész kitevGs binomialis tételt (alabb a
4.3. tétel).

Végiil megemlitjik az utolsd jelentGs iszlam matematikust, al-Kasit (meghalt
1436-ban). Talan 6 volt az els6 matematikus, aki hasznalta a tizedes torteket, és
ezek segitségével a m értékét minden korabbinal pontosabban meghatarozta: 7 =~
3,1415926535897932. Kilencjegyt szinusztablazatarol Simonyi (1981, 120. o.) és Juske-
vics (1961, 332-338. o.) ir. A szamjegyek megjegyzését elGsegitendd, kétsoros versben
kozli vilagrekordjat. Emellett Kasi a Pascal-haroszogrol (4.4. példa) tgy ir, mint amit
mar elGtte is ismertek (Juskevics, 1961, 254-256. o.), és kozelitd négyzetgyokvonési el-
jarasat némi tulzassal a Newton-féle tortkitevés binomialis-tétel elédjének tekinthetjiik.

Visszatériink a hindu szamjegyekhez, pontosabban az arabok altali tovabbfejlesz-
tésiikh6z. Nehéz volt eljutni a nulldhoz! Emiatt példaul a babiloniaknal nem volt
kiilénbség a 60, az 1 és az 1/60 kozott, csak a szdvegosszefiiggésbol jottek ra, hogy mi
mennyi. Végiil is megjelent a zérus, egy kis korocskeként, amelyet ma 0-ként irunk.

19



Latin neve: cifra, az arab al-sifr sz6bol (magyarul: {ir) szarmazik, és ebbdl lett a német
wSzamjegy” sz6 is (Ziffer). A titkosirasban alkalmazott ,sifrirozas” sz6 is ebbdl szarma-
zik. Al-Khvarizmi az egész arab kulturkorben elterjesztette a mai rendszert. Tehét 10,
1 és 0,1 — ha nem is igy jelolte Gket.

A helyértékes arab szamokat nehezen fogadtak el Europaban. Igaz, a fiatalkoraban
évekig az iszlam vilagban tanulé Leonardo Pisano (kb. 1180-1250) — mas néven — Fi-
bonacci, mar 1202-ben kiadott egy kiting matematikakonyvet latinul. E konyv nagyon
népszerti lett, legalabbis a keresked6k kozott, hiszen nagyon megkonnyitette a szamolést.
1299-ben azonban Firenze varosa rendeletileg betiltotta az arab szamok hasznélatat, ti.
alkalmazasukkal konnyt volt hamisitani a konyvelést. Koriilbeliil 1500-ra gy6zte le az 1j
szamrendszer a régit latin Eur6paban is. Nem sokkal el6bb tiint le a gorog szamrendszer
Bizancban!

Ma mar kevéssé ismert, hogy a logaritmus felfedezése (lasd a 4.3. alfejezetet) el6tt is
vissza tudtak vezetni a szorzast az Osszeadasra (Boyer, 1968/1991, 307-310. o.). Ehhez

a

1
sinxsiny = i[cos(x —y) — cos(z + y)]

képletet és a szogfiiggvény-tablazatokat alkalmaztak. Osztasra azonban mar nem alkal-
mas az eljaras!

3.2. feladat. Szamitsuk ki kozelit6leg az 12345-6789 szorzatot a kdvetkezSképpen:
megkeressiik a sinz = 0,12345 és a siny = 0,6789 egyenletet kielégité x és y szamot,
képezziik az © 4+ y és az x — y szamot, és kivonjuk egymésbol a fliggvénytablazatban
talalhato koszinuszaik értékét. A felezés utan az eredményhez hozzairunk 5+4=9 darab
nullat.

Fibonaccihoz visszatérve, két latszolag jatékos feladatat emlitjiik meg, hozzatéve,
hogy mindkét feladat a tovabbi fejlédés szempontjabdl jelentSs volt.

3.1. példa. Fibonacci-szamok (1202). ,Egy gazdanak van egy par nyula. Tegyiik
fol, hogy ez a par nyul minden hénapban egy tijabb par nyulat fiadzik, amelyek mind-
egyike kéthonapos koratol szintén havonta egy par nytilnak ad életet. A kérdés az, hogy
az egymas utan kovetkezd honapokban hany par nyula lesz a gazdanak” (Simonyi, 1981,
122. o0.). Konnyti belatni, hogy a valaszt a kovetkezd rekurzio adja: Fy = Fy_1 + Fy_o,
Fy=1¢és F; =1. A megoldés kozlését a 6.1. feladatra bizzuk.

3.2. példa. (Fibonacci, idézi Juskevics, 1961, 393. o.) ,Legkevesebb hény darab
mérlegsiillyal lehet megmérni barmilyen olyan testet, amelynek sulya az egység egész
szamu tObbszorose, és egy adott értéknél kisebb. A valaszt Leonardo az 1, 3, 9, 27,...
szamsorozattal adta meg azon az alapon, hogy minden egész szam elGallithaté 3 hatva-
nyainak és 1-nek az Osszegeként és kiilonbségeként.”

3.4. Mozgastan

Nyugat-Eurépaban a kultira mtvel6i f6leg a papok voltak, bar a 10. szazadtol kezdve
egymés utan alakultak meg az egyetemek. Sajatos okok miatt mégis inkdbb az egyete-
meken kiviil fejl6dott a tudomény.

Az eurbpai kozépkori matematika megujulasa jelents részben fizikusok érdeme
(v6. Simonyi, 1981, 125-126. o. és Juskevics, 1961, 412-431. o.). Két nevet emlitiink:
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Thomas Bradwardine-t (12907-1349), Canterbury piispokét és Nicole Oresmét (13237
1382), Lisieux pospokét.

Bradwardine 1328-ban a téves arisztotelészi dinamika alapegyenletébdl indult ki,
amely szerint a sebesség (v) az er6 (F) és az ellenallas (R) hanyadoséaval aranyos. Mai

frasmodban: P

v~ —.
R

Bradwardine azon az alapon vetette el ezt az egyenletet, hogy F' < R esetén nem
adja a helyes v = 0 eredményt. Szamos probalkozas utan a kovetkezG érdekes képletet

javasolta:
F
—v(=
’ (R)

ahol z-szeres sebességhez a hanyados x-edik hatvanya tartozik:

F F\”
Vi=)=VI{|= .
V(&)= (7))
Ko6nnyt belatni, hogy e fliggvényegyenlet folytonos megoldasa egyediil a
F
V ~log —
08 &>

ahol a log a jegyzetben mindig természetes alapt logaritmust jelent. Természetesen ez a
mozgastorvény teljesen hamis, viszont utat nyitott egy 4j fiiggvénynek, a logaritmusnak
(v6. 4.3. alfejezet).

3.3. feladat. Igazoljuk, hogy az V (a”) = 2V (a), (a > 1) fliggvényegyenlet egyetlen
megoldéasa a logaritmusfiiggvény!

Oresme hasonlé tton az y = a® exponencidlis fliggvényhez jutott el. Az er6 és az
ellenallas viszonyat fejezte ki sebességhanyadosokkal. Mai irasmodban:

B ()%™
Ry \ R '
Emellett Oresme képes volt olyan bonyolult végtelen sorokat is kezelni (v6. Boyer,

1968/1991, 266-267. o.), mint

T
2 4 2n -

és az egyetemi tanulmanyainkbol ismert médon igazolta, hogy a harmonikus sor 6sszege
végtelen: Y > (1/n) = oco.

3.4. feladat. Igazoljuk elemi modszerrel, hogy

= q
k=1
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4. AZ UJKORI MATEMATIKA KEZDETE

4.1. Bevezetés

Torténeti hattérként csak utalunk Nyugat-Europa kulturalis megijhodéasara, a rene-
szanszra, amely 1300 koriil kezd6dott. Egyre inkabb fejlédtek a varosok, a kereske-
delem és a kézmiivesség. Az egyhazi kultara mellett fokozatosan kialakult a vilagi
kultura is, elgszor Italidban, majd masutt is. 1450 koriil Gutenberg feltalalta a kényv-
nyomtatast, 1517-ben Luther sikeresen meginditotta a reformaciot. A nagy foldrajzi
felfedezések egyiitt jartak a navigaciod, a csillagaszat és a térképészet ugrasszeri fejls-
désével. Franciaorszigban, Hollandidban és Nagy-Britannidban létrejott a modern és
sikeres nemzetallam, amely a kereskedelmen kiviil a tudomanyt is tamogatta. A nagy
tudosok tobbsége még mindig nem az egyetemeken fejtette ki tevékenységét.

Hosszu hanyatlas és stagnalas utdan Eurépaban a 16-17. szazadban megélénkiilt a
matematika fejlédése. A 4.2. alfejezetben leirjuk, hogyan talaltak meg az olaszok 1540
koriil a harmadfokil egyenletek megoldoképletét. A 4.3. alfejezetben Napier 17. sza-
zad eleji taldlmanyaval, a logaritmussal foglalkozunk. A 4.4. alfejezetben a binomialis
tételt érintjiik, majd a 4.5. alfejezetben elmeséljiik, hogyan élesztette 1jja Fermat a
szamelméletet. A 4.6. alfejezet vazolja Descartes és Fermat utjat az analitikus geomet-
ridhoz. A 4.7. alfejezet az elemi analizisrél sz6l: megmutatjuk, hogy Fermat specialis
meggondolasok révén meg tudta hatarozni az egész (s6t, tort) kitevsji hatvanyfiiggvény
érintGjének meredekségét, illetve a fiiggvény alatti teriiletet.

4.2. A harmadfoki egyenlet megoldéképlete

Az okoriak konnyedén megoldottak a mésodfokt egyenleteket, de nem tudtak megbir-
kozni a harmad- és magasabb foku egyenletekkel. Hosszas kisérletezés utan 1540 koriil
tobb italiai matematikus, koztiikk Girolamo Cardano (1501-1576) is megtalalta a megol-
dast. Gingyikin (2003, 21-48. 0.) nyomén el6szor kozoljiik a modern megoldast, majd
utalunk a korabeli nehézségekre (lasd Smith, 1929, 201-206. o.).

Teljes harmadfoki egyenlet, azaz

3 4 ax? +br +c=0, a#0+#c

esetén, ahol a,b,c valos szamok, az ismeretlen x értékeit, azaz az egyenlet gyokeit keres-
siik. Mivel a kozépkorban is ismerték a helyettesitést, Cardanénak viszonylag konnyt
volt rabukkannia arra, hogy a négyzetes tag az y = x+a/3 helyettesitéssel eltavolithato:
valoban, az x = y—a/3 kobre emelése utan beléps —y2a tag kiejti a négyzetre emeléskor
kapott ay? tagot. Visszatérve az eredeti jelolésekre, elegends tehat az 22 + ax +b = 0,
s6t a hagyomany szerint a

(4.1) 3 4 ax =10
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egyenletet vizsgalni, mert pozitiv a,b egyilitthatok esetén igy kapunk pozitiv gyokot.
A megoldéas kulcslépése az, hogy a gyokot a szimmetrikus x = v — u alakban
keressiik. v = x + u-t kébre emelve:

(4.2) v® = 23 + 32%u + 3zu® + u’.

Mivel 3z%u + 3zu? = 3zu(z + u) = 3zuw, ezért a (4.2) egyenlet a kivetkezs alakba
irhato:

(4.3) 2% + 3uve = v* — uP.

A (4.1) és a (4.3) egyenlet azonossa valik, ha az (a,b) parhoz talalunk olyan (u,v) part,
amelyre 3uv = a és v3 —u® = b. Ahhoz, hogy a masodfokii egyenlet gyokeire és egyiitt-
hatoira vonatkozo Osszefiiggést alkalmazhassuk, némileg dtrendezziik az egyenletpart:

3

ud(—v)? = —3—7 és v+ (—u?) =b.
Azaz u? és (—v)3 az
2 by — @ _ 0
Y ) o7

b b2  ad
4.4 == -+ — g == —4/—=4+ ==
(4.4) v - + és u 5 1 - 57
Ko6bgyokot vonva, adodik u és v, azaz x.
Ha elfogadjuk a komplex szamokat (9.2. alfejezet), akkor harom megoldas létezik.
Ahhoz, hogy a harom vagy az egy valoés megoldas esetét megkiilonboztessiik, be kell
vezetni a (4.1) harmadfoku egyenlet diszkriminansat:

A szokésos algebrai eladésokban belatjak a kdvetkezs tételt:

4.1. tétel. (Cardano, 1545-Bombelli, 1572.) Ha A > 0, akkor a (4.1) harmadfoku
egyenletnek egy valos és két komplex gydke létezik, amelyet a (4.4) képlet ad. Ha A < 0,
akkor a (4.1) harmadfoki egyenletnek mindharom gydke valés, de a megold6 képlet
alkalmazasaban komplex szamok jelennek meg.

Megjegyzések. 1. Belathato, hogy méas megoldd képlet esetén sem lehet megsza-
badulni a komplex szamoktol.

2. A 4.3. feladatban kitiizziik a 4.1. tétel igazolasat!

Cardano idejében még a negativ szdmok sem voltak elfogadottak, ezeket Cardano
,hamis szamoknak” nevezi. Képzeljiik el meglepetését, amikor komplex, vagy ahogy &
nevezte, ,szofisztikalt” (kifinomult) szamokkal talalkozott, amelyeket ,éppolyan rejtélye-
seknek, mint haszontalanoknak” tekintett. A rejtély megoldasahoz Raffaello Bombelli
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(1526-1573) kezdett hozza. Felfedezte, hogy ezekkel a szamokkal ugyantugy lehet sza-
molni, mint a valés szamokkal. Azt is megértette, hogy a konjugélt komplex szamok
Osszege valos, és talan mindharom gyokot felismerte. Erdemes felidézni az 23 = 15z +4
egyenletnek azt a bizonyos gyokét és Bombelli-féle egyszertisitését (vo. Stillwell, 1989,
190-191. o.):

r= V24 VT4 {2 - 11V T =2+ V=142 V1 =4

De a komplex szamok igazan szabatos targyalasara még 1800-ig kellett varni, akarcsak
az algebra alaptételének — a komplex szdmsikon minden polinomnak létezik legaldbb
egy gyOke — bizonyitasaea (9. fejezet).

Tovabbi nehézséget jelentett a mai jelolések hidnya. Tulajdonképpen nem is algeb-
railag, hanem még geometriailag gondolkodtak abban az idében, és példaul az u® — v3
kifejezést mint két kocka térfogatanak kiilonbségét fogtak fol. Elég nehéz lehetett! Kép-
letek helyett szampéldak szerepeltek, és a feladat megoldésat versben fogalmaztak meg
(v6. Pataki, 2003). (Valojaban Cardano egy konkrét egyenletet vizsgalt: a® + 6z = 20,
amely korabeli jelolésekkel cub p; 6 reb aeqlis 20, ahol p az 6sszeadés jele, reb az isme-
retlen és aeglis az egyenlGségé.)

A romantikus torténetrdl csak néhédny mondatban szamolunk be, pedig felér egy
kalandregénnyel. Scipione del Ferro (1465-1526), a bolognai egyetem matematikapro-
fesszora azt allitotta magarol, hogy 6 tudja a harmadfoku egyenlet megoldasét, de csak
egyetemi utddjanak és egyben vejének, Hannibal della Navénak és sajat tanitvanyanak,
Antonio Mario Fiorének arulta el a titkot 1510 koriil. Az 6rokés ugy dontott, hogy
megtartja maganak és tanitvanyanak a titkot, hogy sikerrel vivhassanak tudomaényos
parbajokat.

Idgkozben a kalandos életti, dadogosnak nevezett Niccolo Tartaglia (kb. 1500-1557)
is megsejti a megoldast. 1535-ben tudomanyos parbajra hivta ki a titok letéteménye-
sét, Fiorét. Ahhoz, hogy a parbajban helytalljon, Tartaglidnak meg kellett talalnia a
megoldoképletet. Meg is talalta!

Cardano igazi polihisztor volt (réla nevezték el a kardancsuklot, amely ma lehetgvé
teszi, hogy a hatsokerék-meghajtasi autoknal a kardantengely az orrmotortél hétra
vigye a forgast). Eppen egy algebrai konyvet irt, amikor értesiilt Tartaglia titkarol.
Hosszas huzavona utan 1539-ben Tartaglia dtadta a képletet Cardanénak, de megigér-
tette, hogy Cardano titokban tartja azt a képletet.

Cardano sokat kinlodott, amig belatta a képlet helyességét. (Még 6 is térbeli geo-
metriai atalakitasokkal bajlodott.) Amikor azonban della Nave felfedte el6tte a titkat,
akkor Cardano érvénytelennek tekintette Tartaglianak tett fogadalmat, és 1545-ben ko-
zOlte a képletet és a bizonyitasat.

A harmadfokitl egyenlet megolddsdban Cardanénak segédkez6 Ludovico Ferrari
(1522-1566) gyorsan megoldotta a negyedfoku egyenletet is, a harmadfokia egyenletre
visszavezetve a feladatot (lasd Smith, 1929, 207-212. o.). Az &todfoka egyenlet megol-
dasa azonban ellenéllt a probalkozasoknak, és csak a 19. szazad elején sikeriilt kimutatni,
hogy gyokvonasokkal ez altalaban nem is lehetséges (12.2. alfejezet).

De a feladat rovid téavon is komoly hatast gyakorolt a matematika fejlédésére.
Itt csupan két kozvetlen kovetSt emlitiink. Francois Viete (1540-1603) (vo. Boyer,
1968/1991, 302-306. o.) volt az elsd, aki kivetkezetesen megkiilonbdztette a paraméte-
reket és a valtozokat, az el6bbieket méssalhangzokkal, az utébbiakat maganhangzokkal
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jelolte. (Az a, b, c, illetve z, y,... jeldlés késébb alakult ki.) Atvette a németektsl az
Osszeadas jelét, de a valtozo kobét tovabbra is a latin cubus szoéval jelslte. O volt az
els, aki — habar korlatozott érvénnyel, pozitiv egyilitthatokra és gyokokre szoritkozva
— de észrevette a harmadfoku egyenlet gyokei és egylitthatoi kozti Osszefiiggést. Kiilon
kiemeljiik a kovetkezs észrevételét.

4.1. példa. (Viete, 1591.) Harmadfoku egyenlet megoldasanak visszavezetése a
szogharmadolasra. (Stillwell, 1989, 56. o.) Az x> + az + b = 0 harmadfoki egyenlet
4y3 — 3y = c alakra hozhat6. Tegyiik fel, hogy |c| < 1. Mivel 4 cos® § — 3 cos @ = cos 30,
az Yy = cosf és cos30 = c helyettesités cos30 = c-t adja. Azaz c-bdl kifejezhets 36,
és szogharmadolassal 6, azaz y. Figyelemre méltd, hogy ez a moédszer éppen akkor
kiiszoboli ki a komplex szamokat, amikor azok a Cardano-moédszerben megjelennek.

Viete leglatvanyosabb trigonometriai felfedezése a kovetkezs:

—1)(n—2
sinnz = ncos” ' rsinx — n(n )(n ) cos" B axsindr 4+ ...

1-2-3

(Ez mar a klasszikus binomialis tétel el6futara, de Vieta egyedi modszereket alkalmazott
e tétel bizonyitasara.) Ennek a képletnek a segitségével 1593-ban képes volt megtalélni
a kovetkez6 45-6dfokt egyenlet pozitiv gyokét:

o?® —452% 4 9452 — .. —45r =K, |K|<1

ti. a K = sin 4560 helyettesitéssel x = 2sin 6.

Nem sokkal késébb, 1629-ben Albert Girard (1590-1639) kimondta az n-edfoku
egyenlet gyokei és egyiitthatol kozti Osszefiiggést tetszbleges esetre (negativ és komplex
gyokokre is). O vezette be a pozitiv félegyenes mellé a negativ félegyenest. O ismerte
fel, hogy egy n-edfokt egyenletnek n gydke van, természetesen multiplicitassal.

Algebrai alfejezetiink végén megemlitjiik René Descartes (1599-1650) idevago fel-
fedezését: ha p, egy n-edfoku polinom, amelynek a valos szam gyoke, akkor p,, oszt-
haté © — a-val: azaz létezik egy olyan n — l-edfoku ¢,_; polinom, amelyre p,(z) =
Gn-1(z)(z — ).

4.3. A logaritmus feltalalasa

Talan az els6 igazi tjkori matematikai felfedezés, amely a gorogok és az arabok szdméra
elképzelhetetlen lett volna, a logaritmus felfedezése volt. Azt, hogy mennyire a levegs-
ben logott e felfedezés, jol mutatja, hogy egyszerre két tudos is felfedezte, egyméastol
fiiggetleniil: John Napier (1550-1617) skot baro és Jobst Biirgi svajci polgar.

Az elektronikus zsebszamologép kordban nehéz elképzelni, milyen nehéz volt pon-
tosan szamolni sokszamjegyi szdmokkal 1970 el6tt. A mechanikus szamologépet Blaise
Pascal (1622-1662) talalta 6l 1650 koriil, amelyet Gottfried W. Leibniz (1646-1716)
tokéletesitett 1672-ben (lasd Smith, 1929, 165-172 és 173-181. o.).

A szorzast mar a kézépkorban vissza tudtak vezetni 6sszeadasra (3.3. alfejezet), de
az osztast még nem. Kiilon nehézséget okozott, amikor szogfiiggvényekkel kellett osz-
tani. Pontos és részletes tablazatokat eleve csak tizedes tortekkel lehet késziteni, de azok
felfedezésére és elterjedésére megbocsathatatlanul sokaig kellett varni. A németalfoldi
Simon Stevin (1548-1620) munkaja a tizedes tortekrsl csak 1585-ben jelent meg (lasd
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Smith, 1929, 20-34. o.). Hangsulyozzuk, hogy a francia forradalomig (pontosabban
1795-ig) a mértékegységek és a pénzek sem tizes alaptiak voltak. (A kiilonosen hagyo-
manytisztel§ Nagy-Britannidban csak 1972-ben szoritotta ki az 1 font = 20 shilling és 1
shilling = 12 penny rendszert a mai 1 font = 100 penny rendszer! Az angolszész orszé-
gok sily- és mértékegységei tovabbra is hasonléan bonyodalmasak. Példaul 1 szarazfoldi
mérfold=1760 yard, 1 yard=3 1ab, 1 lab=12 hiivelyk. Hany hiivelyk 1 mérfold?)

A szorzas, az osztés és a hatvanyozas egyszertsitésére sziiletett a logaritmus. Az
1970 el6tt tanulo és dolgozo nemzedékek, a legutolsé nemzedéknek még a szerzd is tagja
volt, a tizes alapu logaritmussal szamoltak: y = lgx az a szam, amelyre x = 10Y. A
kovetkezGképpen szorozték Ossze x-et és y-t: lg(x - y) = lgx + lgy, tehat osszeadték a
tablazatbol kiolvashato lg x-t és 1g y-t, és szintén a tablazatban megnézték, hogy melyik
szdm logaritmusa az eredmény.

4.2. példa. A 3.2. feladatot a lg segitségével a kovetkezGképpen végezhetjiik el:
1g(1,2345 - 6,789) = 1g 1,2345 4 1g 6,789 = 0,0915 + 0,8319 = 0,9234;

és a négyjegyt logaritmustablabol visszakeresve, interpolacioval adodik 8,382 -107. A
pontos eredményt a zsebszamologép adja: 83 810 205.

Kiemeljiik, hogy logaritmussal az osztas majdnem olyan kénnyt, mint a szorzas,
csak Osszeadés helyett kivonésra van sziikség.

Napier 1-hez kozeli alapszambol indult ki, hogy a kitevs ndvelésével csak lassan
valtozzanak a hatvanyok (lasd Smith, 1929, 149-155. o.). Legyen a = 0,9999999 =
1—1077, ekkor y = a” inverz fiiggvényét definialta, st még el is bonyolitotta a dolgot,
beszorozvan a hatvanyt 107-nel. Nem jutott el az

1 n
(4.5) e= lim (1 + —)
n—o00 n
hatarértékig, hiszen megéllt az n = 107 kozelitésnél.

Meg kell emliteniink, hogy a logaritmussal kapcsolatos kutatasai kapcsan Napier
felirt egy mozgdsegyenletet, amely mai jelolésekkel & = —z. Ennek a megoldasa xo = 1
kezdeti érték esetén x(t) = e~ .

Briggs oxfordi geometriaprofesszor 1615-ben meglatogatta a maganyos felfedezét,
és rabeszélte, hogy a szamolasban nélkiilozhetetlen tizes alapa logaritmusra térjen at.
Napier 1617-ben meghalt, és Briggsre harult a gyakorlati munka, a logaritmustabla
elkészitése.

Hogyan készitettek hatvanysorok nélkiil logaritmustablazatokat? A gérog szog-
fiiggvény-tablazatok készitsirdl szolva a 2.6. alfejezetben mar utaltunk a felezésre és az
interpolélasra. Hasonloképpen jartak el a logaritmustabla els6 készitéi is. Ha lg 10 = 1,
akkor 1g10'/2 = 1/2, 1g10Y/4 = 1/4, azaz 1g 3,162277 = 0,5000 és 1g 1,77828 = 0,25000.
Egyes forrasok (Stillwell, 1989, 123. o.) szerint azonban mar Briggs is felismerte a
magasabb foku interpolacio fontossagat (5.3. alfejezet).

Roviden véazoljuk még, hogyan jelentkezhetett a kortarsak szamara a logaritmus-
fliggvény inverze, az exponencidlis fiiggvény. Emlitett differencialegyenletén kiviil alli-
tolag Stevin kamatlab-tablazatai is befolyasoltak Napiert. Mindenesetre vezessiik be a
kovetkezd fliggvényt:

€ n
e(x) = lim <1+ —) )
n

n—oo
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ahol x egy valos szam. Jakob Bernoulli (1654-1705) kés6bbi megfontolasat megel&le-
gezve egy heurisztikus bizonyitast adunk a hatarérték létezésére. Képzeljik azt, hogy
az éves kamatlab = (megfelels inflacio esetén ez akarmekkora pozitiv szam lehet). Sok
bank verseng egymassal a befekteték kegyeiért, indexiik n =1, 2, .... Az n-edik bank
egy év alatt n-szer koti le a pénziinket, és minden alkalommal az x/n idGszakos kamat-
lab szerint kamatoztatja addigi befektetésiinket. A kamatos kamat képlete szerint az
n-edik bank egy év alatt éppen a ,lim” utan allo kifejezést fizeti ki egységnyi befektetés
utan. Nyilvanvald, hogy minél gyakoribb az tujra befektetés, annéil nagyobb az Gssze-
sitett kamat. Csupan azt kell belatni, hogy ez a sorozat korlatos: nevezetesen kisebb
mint 3. Ekkor mar kovetkezik a hatarérték létezése.
Viszonylag konnyt belatni e fliggvény koévetkezd tulajdonsagait.

4.2. tétel. Az e(-) fiiggvénynek a kovetkezd tulajdonsagai vannak:

a)e(l) =e.

b) e(z)e(y) = e(z +y).
c) e(0) = 1.

d) e(—z) =1/e(x)
e)e(r) >0

f) '(x) = e(x) (a derivaltfiiggvény itt az érintd).

Bizonyitds. a) Behelyettesitéssel.

b)
e(ac-l-y):lim(l—i—x:y)

e(x)e(y) = hﬁn [(1 + %) (1 + 2)}71 = liTILn (1 + w>n,

n n

ahol az xy/n tag elhanyagolhato.
c) b)-bél: e(0+ 0) = e(0)e(0), azaz ¢(0) = 1 (nulla nem lehet).
d) b)-bsl: 1 =e(z —x) = e(z)e(—2x).
e) Elegendden nagy n-re 1 + x/n > 0.

f) b)-bsl kis h-ra:

e(z + h) —e(x)
h

ahol M L KH%)n_l} ~ 7M1+ hn/n—1] = 1.

A utolso6 lépésben felhasznaltuk a mindjart kimondando 4.3. klasszikus binomiélis tételt

vagy a késébbi, de elemibb 4.7. tételt. ]

4.4. A binomialis tétel

Kiilonleges torténelmi fontossdga miatt kiilon alfejezetet szenteliink a pozitiv egész ki-
tevGs binomialis tételnek.
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4.3. tétel. Legyen n pozitiv egész szam, és legyen x egy valés szam. Ekkor az
1 + x binom n-edik hatvanya a kovetkez6 n-edfokii polinom:

1+2z)" = Z (Z)wk
k=0
Megjegyzés. Altalanosabb alakban szoktak kimondani a tételt:

(a+b)" = i (Z) "ok,

k=0

de kés6bbi kifejtésiink szempontjabol az inhomogén, egyvaltozoés polinomos alak a ked-
vezGbb. A tétel sok szempontbol érdekes. Egyrészt varatlan kapcsolatot teremt az
algebra és a kombinatorika kozt, hiszen (Z) azt is mutatja, hogy n elembdl hany-

feleképp lehet kivalasztani k-elemil halmazokat. Masrészt az ((}))-tablazat felirhato
Pascal-hdromszdogként, ahol az n-edik sorbeli (Z) folott, balra (Z:i), jobbra (”;1) all,
és harmojuk kozott a kapcsolat

ny (n-—1 n—1
()= G20+ ()
Bar a témakorbdl sok mindent mar évszazadokkal korabban is ismertek, de Pascal fog-
lalta kerek egésszé a témakort, tovabba & hasznalt elészor teljes indukcict (1asd Smith,
1929, 67-79. o.). Harmadrészt a tétel altalanosithato tortkitevékre, és ez Gj utat nyitott
Newton szaméara (lasd az 5. fejezet).
A 10. fejezetben részletesebben is foglalkozunk majd azzal, hogyan alakult ki a

kombinatorikabdl a klasszikus valészintiség-szamitas Pascal vezérletével. Némileg el6re
ugrunk az idében.

c st

1
e = nan;OZ R
k=0

b) Szamitsuk ki az e kozelits értékét a két modszerrel n =1, 2, ..., 9-re!

Az els6 n természetes szam r-edik hatvanyosszege, jele
n
r o r
S, = E k",
k=1

sokat foglalkoztatta a 17. szazad kutatoit. Fermat és Pascal a kovetkezd figyelemre
mélto Osszefiiggést talalta (vo. Weil, 1983, 48. o. és Boyer, 1968/1991, 365. o.).
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4.4. tétel. (Fermat, 1640 elétt, illetve Pascal, 1654.) Az S] hatvdnyGsszegek
kielégitik a kovetkezd egyenletet:

> <r j 1) ST =+ ) = (n 4 1),
j=1

Megjegyzések. 1. Boyer megjegyzi, hogy Pascal nem képletben, hanem széban
fejezte ki e tételt. Talan ennek tudhato be, hogy egy nagyon sikeres népszertisits iro,
szabad idejében” az Europai Ujjaépitési és Fejlesztési Bank elss elndke, Attali (2000)
Osszekeverte a tételt a sokkal egyszertibb mértani sorozat 6sszegképletével. Vigyazni kell
a népszertsits irodalommal!

2. Johann Faulhaber (1580-1635) 1631 el6tt az els6 17 kitevére meghatarozta a
pontos S; hatvanyosszegeket. Késébb Jakob Bernoulli minden kitevére meghatarozta
a képletet (vo. Fliggelék).

4.2. feladat. Bizonyitsuk be a 4.4. tételt n szerinti teljes indukciéval!

4.5. A szamelmélet Gjjasziiletése

A szamelmélet wjjasziiletésének targyalasat célszerd a Mersenne-primekkel kezdeni (vo.
Freud-Gyarmati, 2000, 161-162. o.). Marin Mersenne (1588-1648) francia matemati-
kusrol nevezték el a kovetkezd szamokat. Legyen p egy prim, és legyen M, = 2P —1 a p-
edik Mersenne-szam. A 2.6. tételben emlitett tokéletes szamok miatt érdekes, hogy M,
prim-e vagy sem. A legkisebb Gsszetett Mersenne-szam M, = 21 — 1 = 2047 = 23 - 89.
Mersenne meglep&en hosszu listat kozolt az utolag rola elnevezett primekrél, és viszony-
lag kevés hibat kovetett el sejtéseiben.

Pierre Fermat (1601-1665) toulouse-i jogéasz szabad idejében matematikaval foglal-
kozott. Amatdr létére sok kiemelkedd eredményt talalt, de manapsag a nem matemati-
kusok szemében igazan hiressé szamelméleti munkassaga tette, amellyel a 17. szdzadban
ujjaélesztette a szamelméletet. Itt csak két szamelméleti eredményét és két hires sejtését
mutatjuk be — izelitGiil. Részletes ismertetést ad Weil (1983, Chapter I1.) Az els6 tétel
a Mersenne-primekkel kapcsolatos.

4.5. tétel. (Kis Fermat-tétel, 1640.) Ha p prim, akkor barmely a egész szamra
a? — a oszthaté p-vel.

Bizonyitas. Teljes indukciéval, a szerint. a = 1-re az &llitas nyilvanvaloéan igaz.
Tegyiik fel, hogy a tétel igaz az a természetes szamra, és ebbdl akarjuk igazolni az
allitast a + 1-re. A binomialis tétel szerint

p—1
(a+1)p—a—1:ap—a+2(i)ak.

k=1

A szumma el6tti kiilonbség az indukcios feltevés szerint oszthatod p-vel, és a szumma
minden tagja p| (Z) miatt oszthatd p-vel (meggondolando!). ]

Megjegyzés. Ezt a bizonyitast adta el6szor Euler 1736-ban, de Fermat is ismer-
hette.

A 2.5. alfejezetben mar emlitettiik a pitagoraszi szamharmasok kérdését (2.5. té-
tel), amely Fermat-t a kovetkezd tétel kimondasara ihlette.
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4.6. tétel. (Fermat, 16377) Az x* + y* = 2* egyenletnek természetes szdmokra
nincs megoldasa.

A Dbizonyitas elemi, azonban hosszusaga miatt (Freud—Gyarmati, 2000, 321-323.
0.) nem ismertetjiikk. Csak annyit jegyziink meg, hogy a bizonyitashoz Fermat a teljes
indukci6 indirekt valtozatanak egy rokonat, a végtelen leszdllds modszerét alkalmazta.
Indirekt modon feltette, hogy létezik legalabb egy olyan z természetes szam, amely
ellentmond a széban forgd tételnek, ezek koziil vette a legkisebbet, és ebbdl belatta,
hogy 1étezik egy még kisebb ilyen természetes szam — ellentmondas.

Fermat nem &llt meg e tételnél, hanem nagyon merészen a kovetkezst irta az okori
matematikus, Diophantosz konyvének tjkori nyomtatott kiaddsdnak a lapszélére: ,Két
kobszam Osszege sohasem lehet kobszam, két negyedik hatvany Osszege sohasem lehet
negyedik hatvany stb. Erre egy csodélatos bizonyitast talaltam, de sajnos a margon
kevés a hely ahhoz, hogy leirhassam.” Fermat allitasa azonban 1994-ig csak bizonyitat-
lan sejtés maradt, amellyel a 10. fejezetben talalkozunk tujra. Visszatekintve, biztosak
lehetiink benne, hogy Fermat tévedett, nem volt helyes bizonyitasa. Még az is lehetsé-
ges, hogy maga is rajott bizonyitasi otlete hibajara, csak elfelejtette athizni a merész
megjegyzését.

4.1. sejtés. (Fermat, 1637.) Legyenn > 2 egy természetes szim. Az x"™+y"™ = 2"
egyenletnek természetes szamok korében nincs megoldasa.

Torténeti jelentGsége miatt megemlitjiik, hogy Fermat tévesen azt hitte, hogy az
F, = 22" 4+ 1 szamok minden természetes n-re primek. Ezt a hibas sejtését 1654-
ben Pascalhoz irt utols6 levelében (lasd 10.2. alfejezet) mondta ki. Valojaban n =
0, 1, 2, 3, 4-re igaz az allitas, de mar n = 5-re nem (Freud-Gyarmati, 158. o.)

4.6. Koordinata-geometria

Mar a gorogok is ismerték a geometria és az analizis kapcsolatiat, de nem gondoltdk
ki a koordinata-rendszert. Az 1630-as években Fermat (lasd Smith, 1929, 389-396.
0.) és Descartes vezette be a koordinata-rendszert (lasd Smith, 1929, 397-402. o.),
és abrazolta benne a fliggvényeket. Pontosabban: ,...méar Apolloniosz ... is hasznalt
[koordinata-rendszert|, amikor leirta a kupszeleteket. De valojaban Descartes mutatott
ra el6szor, hogy a koordinata-rendszer segitségével geometriai probléméak algebraiakka
fogalmazhatok at” (Laczkovich—T. Sos, 2005, 11. o.).

Talan a legnagyobb nehézséget a homogenitasi kovetelmény lekiizdése jelentette:
y =  — 22 a régieknek értelmetlennek ttint, mert mértanilag = 1-dimenziés és z2 2-
dimenzios. A nagy felfedezés szamunkra méar kézhely: ha az e(z,y) = 0 egyenletben két
ismeretlen, x,y szerepel, akkor az egyenletet kielégit6 (x,y) pontok egy sikbeli mértani
helyet jellemeznek.

A kezdeti nehézségeket jol jelzi, hogy sem Descartes, sem Fermat nem hasznéalt
negativ ordinatakat. Ennek ellenére sikeriilt belatniuk, hogy ax = by egy 0-an atmend
félegyenes; s6t, zy = c egy hiperbola (egyik 4ga). Emellett koordinata-transzforméacioval
sikeriilt bizonyos gorbék egyenletét egyszertsiteniiik stb.

A mai jelolések hianya azonban még a 17. szazadban is sok gondot okozott. Amint
Simonyi (1981, 241-242. o.) megjegyzi: az egyenes egyenletét Fermat még szévegesen
adja meg (latinul): ,D in A aequitur B in E”, ahol D és B a két paraméter, A és E a
fliggetlen és a fliggs valtozo, és ,aequitur’ az egyenléség neve.
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Folytatva az idézetet: A koordinata-geometria hasznélata viszonylag lassan ter-
jed el, mert Fermat konyve csak 1679-ben jelenik meg nyomtatéasban, Descartes pedig
szandékosan homélyosan ir.” Ennek okarél magat Descartes-ot idézziik: ,,Ami az Ana-
lizist illeti, annak egy részét elhagytam, hogy megnehezitsem a rosszindulatt elmék
buzgolkodasat. Ha ugyanis gondolataimat teljes részletességgel kozoltem volna, 6k az-
zal dicsekedhettek volna, hogy mindezeket mar réges-régota tudtak; most igy meg sem
mernek mukkanni, félve, hogy régton elaruljak tudatlansiagukat.” Még szerencse, hogy
a mar emlitett Mersenne atya a kor nagy tudosaival levelezés utjan tartotta a kapcso-
latot, és igy a matematikai felfedezések el6bb-utobb elterjedtek. Annak idején ez volt a
tudoményos kozlés bevett modja.

Megkockaztatjuk, hogy Galileo Galilei (1564-1642) konnyebben megalkothatta
volna mechanikdjat az analitikus geometria ismeretében. Ennek ellenére mar 1608-
ban felfedezte a ferdehajitas képletét, és kés6bb egy derékszogii koordinata-rendszerben
abréazolta a folyamatot.

4.3. példa. (Galilei, 1638, 276-281. 0.) Egy homogén gravitacios térben ferdén
elhajitott test parabolapalyan repiil. Valoban, legyen a kezd&sebesség vizszintes és
fiiggsleges koordinataja rendre u és v. Ekkor az (z,y) koordinataju sikban a mozgas-
egyenlet

., L 9
T =ut és y:vt—ﬁgt.

Ha a parametrikus alak helyett a szokasos alakra van sziikség, akkor ¢ kikiiszobolésével
adodik
U 2"

4.7. Elemi analizis

Ha mar ismert a koordinata-rendszer, akkor lehet elemi analizissel is foglalkozni. Kezd-
jiik az érint6feladatokkal.

4.7. tétel. (Fermat, kb. 1630.) Legyen o # 0 egy raciondlis szam és legyen x
egy tetszbleges pozitiv valés szam! Ekkor az x® hatvanyfiiggvény x pontbeli érint&jének
meredeksége ax® !,

Bizonyitasvazlat. Kezdjiik a pozitiv egész kitevével: o = r. Legyen y egy x-t6l
kiilonbozs valos szam és frjuk f6l az y" — 2" = (y—x)(y" " +y" 2z +- - Fyz" 242"
azonossagot. y — x-szel osztva, y = 2-re a hanyados jobb oldala rz" ~!-re egyszertsodik.
(Ekkor még nem foglalkoztak a hatarértékkel!)

Ha o = —r vagy o = p/q, akkor az allitas X = 1/x, illetve X = 2'/9 helyettesités-
sel visszavezethetd a bizonyitott esetre. [

4.4. példa. (Fermat, 1636, v6. Eukleidész, VI.27.) Az egységnyi fél keriiletti tég-
lalapok koziil a négyzet teriilete a maximalis. Valoban, legyen a téglalap két oldalanak
hossza rendre x és 1 —x. Az x(1 —x) = x —2? fiiggvény derivaltja 1 — 2z, amely Fermat
észrevétele szerint a belsd szélsGérték-helyen nulla kell hogy legyen: x = 1/2. Fermat
nem ismerte a derivilt newtoni—leibnizi fogalmat, ehelyett a kovetkezSképpen jart el
(Fauvel-Gray, 1987, 358. 0.). Legyen e egy kis szam, amellyel z-et megvaltoztatjuk:
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ekkor (z+e)(1—xz—e) = z— 2% +e—2ze—e?. Kivonva az eredeti értéket: e —2xe —e?.
Elhagyva a nagyon kicsiny e?-et, a valtozds akkor tiinik el, ha z = 1/2.

Megjegyezziik, hogy szamos més optimalizalasi feladathoz hasonléan, ez a feladat is
megoldhato elemi geometriai vagy algebrai eszkozokkel, azonban bonyolultabb esetekben

sziikség van a derivaltra (lasd 7. fejezet).
4.3. feladat. Igazoljuk a 4.1. tételt analizis segitségével!
4.4. feladat. Bizonyitsuk be a 2.2. tételt és a 2.2. feladatot analitikusan!

4.5. példa. A (4.3.) klasszikus binomialis tételnek van egy érdekes olvasata, amely
kozponti jelentGséget kap a kifejlett analizisben (5.3. alfejezet): az f(x) = (1 + z)"
fiiggvényt (Taylor-)polinomként allitja el, ahol z* egyiitthatoja f*)(0)/k!.

Az érintdszerkesztési feladatok utan ratériink a teriletszamitasra.

4.8. tétel. (Fermat, 1636.) Legyen o # —1 egy valds szam és legyen a és b két
pozitiv szam, a < b! Ekkor az x® fliggvény alatti teriilet a és b koz6tt
patl _ gotl
T
Bizonyitas. Osszuk fol az a és b kozotti szakaszt n részre tgy, hogy az oszto-

pontok mértani sorozatot alkossanak: z; = aq’, i = 0, 1, ..., n. Irjuk fel a bal oldali
végpontokra a téglanyosszeget:

Sn — aa(aq o a) 44 CL()cqa(n—l)(aqn _ aqn—l).
A ¢®*! hanyadost mértani sor dsszegképletével hatarozzuk meg explicite az Osszeg ér-

tékét!
aa+1 (q - 1)(q(°‘+1)" — 1) (q — 1)(b04+1 _ aa+1)

S” = qa+1 -1 qa+1 -1

Ha n — oo, akkor ¢ — 1, és a 4.7. tétel értelmében b1 — a**! szorzdja 1/(a + 1)-hez
tart. [}

Megjegyezziik, hogy Fermat eredeti bizonyitasa (vo. (Fauvel-Gray, 1987, 362-364.
0.) joval hosszabb volt, mert nem é&lltak rendelkezésére a modern jelolések. A 2.6.d
feladatban mar utaltunk arra, hogy Fermat modszerét mar Arkhimédész is alkalmazta
a parabolaszelet teriiletének meghatarozasara.

4.5. feladat. Bizonyitsuk be a 4.8. tételt természetes kitevére Pascal 4.4. tétele
segitségével!

Most visszatériink Arkhimédész legkedvesebb (2.11.) tételére.

4.6. példa. Az R-sugari félgomb térfogata 2mR3/3. Fektessiik a félgdmbot a
fokorére, és r magassagban a fékorrel parhuzamos sikkal messiik el, ekkor egy v R? — r2
sugara kort kapunk, s ennek teriiletét a magassag szerint integralva kapjuk a térfogatot:

R
V:7r/ (R2—r2)dr:7r(R3——) = “7wR.
0 3 3
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Figyelemre mélt6, hogy az integralasnal ismét megjelenik Arkhimédész zseniélis gon-
dolata a henger és a kiip kiilénbségérsl, de mechanikus moédszeriink most mar magatol
adja az Otletet.

Mi a helyzet a 4.8. tétellel az @ = —1 esetben? Az ,altalanos” képlet cs6dot
mond. Grégoire Saint-Vincent (1584-1667) fokozatosan raébredt, hogy az eredmény az
eredetileg szamolésra kitalalt természetes alapi logaritmus.

4.9. tétel. (G. Saint-Vincent, 16227-1647.) A hiperbola alatti teriilet az 1 és x
szamok kozott a természetes logaritmus megvaltozasa:

1
/ —dt = log x.
1t

4.6. feladat. A 4.8. tétel bizonyitasi modszerét alkalmazva, igazoljuk a 4.9. tételt!

Mellesleg az emlitett szerzé volt az els6, aki a pozitiv taga ) . d; végtelen sor
Osszegét kiszamitva meghatéarozta, hogy Akhilleusz hol (példankban éppen 2dy-ben) éri
utol a tekngsbékat.

Kiilonosen az integrélasi feladatokbol lehet 1atni, hogy mennyi 6tlet kell egy konkrét
fiiggvény alatti teriilet kiszamitasahoz. (A gordg analizisrdl szolo alfejezetben, a 2.12.
tételben lattuk, hogy a koszinusz alatti teriilet kiszamitasahoz bonyolult trigonometrikus
képletet kellett alkalmaznunk.) Vilagossa valt, hogy altalanos modszerre van sziikség.
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5. A KALKULUS SZULETESE

5.1. Bevezetés

A kalkulus (matematikai analizis, differencial- és integralszamitas) 1670 koriil sziiletett,
és hatalmas lokést adott mind a tiszta, mind az alkalmazott matematika fejlédésének.
Az 5.2. alfejezetben utalunk a kalkulus okori (2.6. alfejezet) és ujkori (4.7. alfejezet)
el6zményeire. Az 5.3. és az 5.4. alfejezet két attorésrsl, a differencial-, illetve az
integralszamitas felfedezésérsl szol. Az 5.5. alfejezetben vazoljuk az alkalmazésokat,
és az 5.6. alfejezetben roviden érintjliik a Newton és Leibniz kézotti prioritési vitat.
Forrasok: Laczkovich-T. Sés (2005, 7-14. o.) és Simonyi (1981, 242-246. o.).

A torténeti hattérbdl a tudomanyos fejlédés felgyorsulasat, a tudomanyos folyoira-
tok létrejottét és a tudomanyos akadémiak megalapitasat emeljiik ki.

5.2. El6zmények

Az okori gorogok tudtak, hogyan lehet meghatarozni a legegyszertibb gorbék (példaul
a kor és a parabola) érint§jének egyenletét és e gorbék alatti tertiletet, vagy a beldliik
adodo forgastestek (gomb, kip) térfogatat.

A gorogoknek és arab kévetSiknek nem volt azonban altalanos modszeriik az érinté-
és teriiletszamitasi feladatokra, s6t még a koordinata-geometriat sem ismerték. Minden
konkrét feladat megoldasara egy sajatos oOtletre volt sziikség, amelyek némelyikével a
kozépiskolaban ismerkedhettiink meg (lasd Simonyi, 1981, 77-80. o.).

Sokat javult a helyzet az djkorban: Fermat 1640 koriil mar ismerte a hatvany-
fiiggvény alatti teriiletet és az érinté meredekségét. Erdekes modon az Isaac Newton
(1643-1727) (régi idGszamitas szerint 1642) és Leibniz el6tti matematikusokat a gorog
matematikai szabatossaghoz valé ragaszkodasuk gatolta az altalanos modszer kidolgoza-
saban. Talan Isaac Barrow (1630-1677), Newton cambridge-i tanara jutott legkozelebb
a kalkulus felfedezéséig. Newton és Leibniz batorsagara és univerzalizmuséra volt sziik-
ség, hogy elszakadjanak az 6korbol 6rokolt sablonoktol, és feltalaljak az egyetemes 1j
modszert, a kalkulust. A 8. fejezetben majd latni fogjuk, hogy két évszazados kiizdelem-
ben hogyan sikeriilt szabatossé tenni a ,yvégtelen kicsiny mennyiségek” matematikajat.
Mar itt le kell szogezniink, hogy a felfedezék maguk is tisztaban voltak azzal, hogy
ingovanyos talajon jarnak, de nem volt mas vélasztasuk.

5.3. Az elsd attorés: differencialszamitas

Miel6tt az elsé attorést torténetét vazolnank, szot kell ejteniink a valtozo fogalmérol.
Laczkovich-Sés (2005, 11. o.)-t idézziik: ,A XVII. szazadi matematikusok elképzelése
szerint a fizikai jelenségekben szereplé mennyiségek az id6t6l folytonosan fiiggs valtozok,
amelyeknek az értékei pillanatrol pillanatra valtoznak. Ezt az elképzelést a geometriai
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problémakra is kiterjesztették. Igy minden gérbét tgy képzeltek el, mint egy folyto-
nosan mozgo pont palydjat, és igy a pont koordindtai szintén az id6tsl fliggd valtozo
mennyiségek. Ezen elképzelés az y = x2/(4p) egyenletet nem gy értelmezi, hogy vy fiigg
z-t6l, hanem tgy, hogy mind ketten fiiggnek az id6tél, azaz az (x,y) pont végigfut a
parabolan.”

Folytatva az idézetet: ...A legfontosabb Gsszetevd a valtozdé mennyiségek diffe-
rencidlja volt. [Intuitive] minden valtozas >>végtelen kicsiny< valtozasok Gsszegébdl
keletkezik. Igy maga az id6 is végtelen kicsiny idintervallumokbol tevédik dssze. Az x
valtozo differencidlja az a végteleniil kicsiny mennyiség, amennyivel z megvaltozik egy
végteleniil kicsiny idGintervallum elteltével. Az z differencialjat dz-szel jeloljil. Ekkor
tehat x értéke egy végteleniil kicsiny idGintervallum elteltével x 4 dx-re valtozik.”

Az els6 lépés a differencialszamitas kidolgozasa volt. Ez a megkozelités lényegében
a fiiggvényt az érint6 segitségével vizsgalja. Heurisztikusan a fiiggvény differencialha-
nyadosa a fliggs és a fliggetlen differencial hanyadosa:

dy
dx’

Két végtelen kicsiny mennyiség hanyadosanak definicidja rengeteg logikai nehézséget
okozott. Ma mar tgy mondjuk, hogy a kiilonbségi hanyados hatarértékérsl van szo.
geometriailag pedig az érinté meredeksége a hir meredekségének a hatarértéke. Moder-
nebb jeldlés: f/(x).

Mind Newton, mind Leibniz kidolgozott egy szabalygytjteményt, amelyet ma is
szinte valtozatlan formaban tanitanak (lasd Smith, 1929, 619-626. o.). Példaul két
differencialhato fiiggvény Osszegének a derivaltja a derivalt fliggvények Osszege:

(f+9) = f'+4’'. A szorzat és a hanyados derivaltjahoz mar ,jigazi” képletre van sziikség.

5.1. tétel. Két fiiggvény szorzatanak és hanyadosanak a derivéaltja rendre:

(fg) =fg+fgd s (i) = f/g;Qfgl.
g g

Leibniz bizonyitas nélkiil kozolte az els6 szabalyt. Az itt kovetkezs, korhii bizonyités
Guillaume 1'Hospital (1661-1704) tankonyvébdl szarmazik.

Bizonyitas. Legyen z, illetve y paranyi megvaltozésa, differenciélja dx, illetve dy.
A szorzat paranyi megvaltozasaban a differencialok szorzata elhanyagolhato, mert joval
kisebb, mint a differencialok. Ekkor

(x 4+ dz)(y + dy) — xy = (dz)y + xdy + dxdy = (dz)y + xdy.

Némileg bonyolultabb a koévetkezs allitas, amely két fliggvényre vonatkozik: y =
f(u) és u = g(x) két skalar—skalar figgvény, amelyek ,osszetehetsk™ y = f(g(z)).
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5.2. tétel. Megfelel6 simasagi feltételek esetén egy Gsszetett fiiggvény derivaltja
egyenld a kiils6 (f) és a belsé fiiggvény (g) derivaltjanak szorzataval:

dy dydu

dr  dudzx’
Bizonyitas. Heurisztikusan érvelve tekintsiik a differencialhanyadosokat tortek-
nek, bévitsiink du-val, s adodik az allitas. [

Ezekkel a szabalyokkal minden elemi fliggvény (hatvany, exponencialis, szogfiigg-
vények kombinacioi) derivaltja elGallithato a rész-elemi fliggvények derivaltjainak fligg-
vényeként.

5.1. példa. Az arkusz tangens fliggvény derivéltja:

1

t = —
(arctan ) 722

A kovetkezs Osszefliggéseket alkalmazzuk egymas utan, mechanikusan:

dtany 1

dy  cos?y’
ugyanis x = tany = siny/ cosy, 5.1. tétel stb. Emellett

darctan x 1

dx ~ dtany/dy’

ugyanis az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyabol kévetkezik az inverz fliggvény de-
rivalasi szabélya.

Newton egyik legismertebb tétele a 4.3. binomidlis tétel altalanositasa tetszéleges
kitevére, ahol (Z) helyére az altalanositott binomialis egytitthato 1ép (lasd Smith, 1929,
219-228. o.).

5.3. tétel. (Newton-féle binomiilis tétel, 1665.) Legyen o # 0 valos szdm, és
legyen |h| < 1 valés szam. Ekkor

(1—|—h)°‘:1—|—§:a(a_1)”l;:'(a_k+l)hk.
k=1 )

Megjegyzés. Meglepé lehet, de a matematikatorténeti konyvek szerint Newton
nem bizonyitotta be az altalanositott binomialis tételt, ez a feladat Eulerra maradt.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az (1 + h)® fiiggvényre az xg = 1 pont koriili Taylor—
(Maclaurin)-sor képletét (1715), — Colin Maclaurin (1698-1746) skot matematikus —
amelyet Newton 1665-ben természetesen még nem ismert, de James Gregory (1638—
1675) 1670-ben mar ismert (5.5. példa):

(k)
flxo+h) = Z —f k(!xo) h*.

k=0
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A 4.7. tétel szerint
(z9)® =aq(a—1)-- (0 —k+1Dz"F,

tehat f*(1) = a(a—1) - (o — k + 1). 1

Ez a tétel vilagitotta meg Newton el6tt az utat az analizis felépitéséhez. Példakkal
szemléltetjiik a binomialis tétel szerepét Newton munkassagaban.

5.2. példa. (Végtelen mértani sor dsszege mint binomialis sor o = —1-re.)

=144+ -+

1—2

Korabban mar John Wallis (1616-1703) is érdeklsdott az /1 — x? fiiggvény alatti
teriilet kiszamitésa irant, és Newton felismerte, hogy a binomialis tétel itt is szerepet
kaphat (Newton levele Oldenburghoz 1676-ban).

De Newton megforditotta az 5.3. tételbeli levezetést (lasd Smith, 1929, 614-615.

0.).

5.1. feladat. (Simonyi, 1981, 244-245. o.) Newtont (1669/1711)-et kovetve,
vezessiik le az 5.3. tétel segitségével a tortkitevsji hatvanyfiiggvény derivaltjat! (A
kettds évszam a kézirat keletkezése és kinyomtatéasa kozti idére utal.)

Ezen a ponton nyomatékosan hangsiilyozzuk az interpolacié szerepét a mate-
matika fejlédésében. A logaritmustabla-készité Briggs 1624-bol szarmazo otletét ko-
vetve Gregory 1670-ben levélben kozolte Collinsszal a véges differencidk interpolacios
modszerét, amelyet Newton koriilbeliil ezzel egyidében fedezett fel, s amelyet 1687-
ben a Principia III. kényvének 5. lemmajaként kozolt. Legyen AF a k-adik diffe-
renciaoperator, rekurziv meghatarozasa a kovetkezs: Af(x) = f(z + b) — f(x), és
AFf(z) = AP f(x +b) — AF~1f(x). Ekkor az interpolacios képlet

Fla+h) :Zh(h—b)...l[j—(k—l—l)b]Akf(a)b_k’
k=0 )

Ebbdl a képletbsl Brook Taylor (1685-1731) mar konnyen ,levezethette” a kordbban
emlitett Taylor-sort is, csak az b-vel kellett tartania 0-hoz. Szinte hihetetlen, hogy
a gépies levezetésre MacLaurin 1742-es konyvéig kellett varni. Valoban, ha f(z) =
S oo arwk, akkor tagonkénti differencidlassal f(™(z) = Y227 k(k —1)---(k —n +
Dagx®—™, azaz f™(0) = a,n!

Nevezetes példaja Leibniz anal6giakeresésének az

5.3. példa. A két fliggvény szorzatanak n-edik derivaltjara vonatkozo szabaly:

n

(un)™ =3 (Z) B (n—h)

k=0

amely ,,jol rimel” a binomialis tételre.
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5.4. A masodik attorés: integralszamitas

Az analizis kialakitasaban a masodik donté 1épés az integral — vagyis teriilet — szdmités
megalkotasa volt. Ha Osszehasonlitjuk egymassal a 4.7. és a 4.8. tételt, azt lathatjuk,
hogy az x® fiiggvény alatti teriilet (0-t6l szamitva) az 21 /(a+1) fiiggvényhez vezet, s
ez utobbi érintGjét véve, visszakapjuk a kiindulasi @ fliiggvényt. Ezt minden bizonnyal
Fermat is észrevette, de 6t a polinomokon kiviil nem érdekelte mas fiiggvény, ezért nem
is gondolt valamilyen altalanos integralasi modszer kidolgozasara.

Newton és Leibniz alapvets felismerése az volt, hogy ez a megfordithatosag alta-
lanosan is igaz. Newtont az 5.3. tortkitevsji binomialis tétel, Leibnizet a >, 1/k?
sor (vo. 8.1. példa) kovetkezd varidnséanak az un. teleszkopikus Gsszegkénti Osszegzése
segitette. (A kinyithato teleszkop, tavess Osszecsukasa esetén az eredeti hosszuség jelen-
tosen csokken. Amennyiben a Y ., a; Osszeg egyes tagjait fel tudjuk frni a; = s; — ;1
alakban, akkor az Osszeg s, — Sop.)

5.2. feladat. (Leibniz, 1673.) Parcialis tortekre bontéassal igazoljuk, hogy

1 1 1 1
2 e Ty T
Newton és Leibniz volt az elss, aki azt is felismerte, hogy az algebrai fiiggvények
mellett sziikség van a transzcendens fliggvényekre és a végtelen hatvanysorokra is.
Némi kisérletezés utan, a y .-, f;Ax; Gsszeg folytonositasaként, a ¥ eltorzitasaval,
Leibniz bevezette az integral jelet, s ebbdl alakult ki az integral mai jelolése:

b
/ f(x)dz
Ezutan kimondhato az

5.4. tétel. (A Newton-Leibniz-formula, 1693 el6tt.) Legyen f egy folytonos
fiiggvény a korlatos [a,b] szakaszon! Tegyiik 61, hogy létezik olyan F fiiggvény, amelynek
érintGjének meredeksége (azaz a deriviltja) a szakasz minden pontjaban megegyezik az
f fiiggvény ottani értékével: F'(x) = f(x). Akkor az f fiiggvény alatti elGjeles teriilet
azonos az F fiiggvény valtozasaval. Képletben:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

1. heurisztikus bizonyitas. Legyen I(z) az f(x) fliggvény [a,z] kézti integralja.
Irjuk 6] az integralfiiggvény paranyi megvaltozasat: I(z + dx) = I(x) + f(x)dz. Eb-
bdl egyszerti rendezéssel ,kovetkezik”, hogy I'(x) = f(z) = F'(x). Mivel I(a) = 0,
I(b) = F(b) — F(a). ]

2. heurisztikus bizonyitas. Behelyettesitve az f(x;) = dF(x;)/dx; kozelitést a
2?21 fidx; téglanyosszegbe, és egyszerﬁsitve dx;-vel, a teleszkopikus Osszeg alapjan:

- 5F :EZ
Zf(:l;z)(S:I:Z R~ T = Z(SF z;) = F(b) — F(a).
i=1 i=1
Bizva abban, hogy az egyre tobb tagra klterjedo, de tagonként egyre pontosabb kozelités
hatarértékben a fliggvények széles korére pontossa valik, a bal oldalon az f fiiggvény a
és b kozti integraljat kapjuk, azaz ,belattuk” a Newton—Leibniz-képletet. (]
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Megjegyzések. 1. Természetesen az I(x + dx) kifejezés nem szabatos, ezért a
r4 vonatkozo egyenlet sem az. A 2. heurisztikus bizonyitast csak a 8.3. alfejezetben
tessziik szabatossa.

2. Figyeljik meg, hogy a hatvanyfliggvényrsl szolo 4.8. integralasi tételnél is fel-
hasznaltuk a 4.7. derivalési tételt.

3. Ismét érdemes felhasznélni egy fizikai analogiat: a sebesség definicidé szerint az
Ut id6 szerinti derivaltja, viszont az utat a sebesség id6 szerinti integraljaként szamitjuk
ki, tehat az integralas a differencidlas megforditésa.

Egyetemi tanulmanyainkbol ismert, hogy az integralas algoritmikusan nehezebb,
mint a differencialas. Hasonlatként megemlitjiik, hogy mindenkinek konnyebb az anya-
nyelvére, mint az anyanyelvérdl forditania. Ehhez hasonléan minden elemi fliggvény
mechanikusan derivalhato, de az integralas mar nehezebb. Tovabbi gondot jelent, hogy
vannak olyan elemi fliggvények (példaul az 5.8. példa az ingénél és a 11.2. tétel-
beli Gauss-féle hiba-stirtiségfiiggvény), amelyeknek az integralja nem is elemi fiiggvény.
Stillwell (1989, 154. o.) szerint Jakob Bernoulli mar 1694-ben ezt mar sejtette, de csak
sokkal kés6bb, 1833-ban bizonyitottédk be ezt a sejtést. E korlat ellenére szamos esetben
segit a Newton—Leibniz-szabaly.

A szorzatfiiggvény integralja helyett az un. parcialis integralast vezették be, a
lancszabaly helyett pedig a helyettesitést, de ezeket csak éppen megemlitjiik.

Az integralas és a differencidlas fenti viszonyara egy frappans példat adunk.

5.4. példa. (v6. 2.12. tétel.) foﬂ/z coszdr = sin(n/2) —sin0 = 1.

Egy fiiggvény integralasat megkonnyitheti, ha a Taylor-sorat integraljuk. (Persze,
ehhez igazolni kellene, hogy a sorfejtés és az integrélas felcserélhetd, de ezzel sokdig nem
torédtek nagyjaink, vo. 8.3. fejezet.)

5.5. példa. A 7 szam kiszamitésa végtelen sorral (Gregory, 1668 és Leibniz, 1676).

1
2k +1

T 1
124 (=1)F
1 g Tt (=)

Ez volt Leibniz egyik {6 eredménye, amelyet 1676-ban a londoni Kirdlyi Tarsasag tit-
karan, Oldenburgon keresztiil elkiildott Newtonnak. (Emlékeztetjiik az Olvasot, hogy
allitolag ezt az eredményt a hinduk méar 1500 koriil ismerték!)

Valoban, az 5.1. példa, a Newton—Leibniz-formula, a mértani sor és a 4.8. tétel
értelmében

x ) T 1 r ©0 Lok o0 A $2k—|—1
arctanx:/o [arctan ¢] dt:/o mdt:/o I;)(—l) t dt:kzo(_l) %1

Behelyettesitve az x = tan(mw/4) = 1 Gsszefliggést, és eltekintve a konvergencia bizonyi-
tasatol, adodik a végtelen sor. Itt a kalkulust mér teljes erejében lathatjuk!

Newton karérémmel valaszolta Leibniznek, hogy egyrészt mar Gregory is ismerte e
képletet, masrészt nagyon lassan konvergal a sor: ,, 100 évre lenne sziikség ahhoz, hogy
20 tizedesjegy pontossaggal kiszamitsuk azt” (Gingyikin, 2001, 192. o.).

5.6. példa. Szamitogépes programmal kiszamitjuk a Gregory—Leibniz-képlet se-
gitségével a m kozelits értékét n = 10%-ra, n = 10* — 1-re, ahol k =1, 2, 3, 4, 5.
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5.1. tablazat. A Gregory—Leibniz-sor kozelitése kettds pontossdggal

tagszam also kozelités fels6 kozelités
n Sn Sn—l
10 3,04184 3,25237
100 3,13159 3,15169
1000 3,14059 3,14259
10000 3,14149 3,14169
100000 3,14158 3,14160

Megjegyzés. A korai szamitogépekrsl ismer6s GWBASIC program egyszeres
pontossag esetén nem tud nagyon kicsi szamokkal dolgozni, ezért a szamitas fokozatosan
annyira elromlik, hogy n = 10*-nél méar a ,fels6 korlat” is a helyes érték ala siillyed!

5.3. feladat. Oldjuk meg a newtoni médszerrel a 3.4. feladatot!

5.5. Alkalmazasok

Természetesen a kalkulus nem azért hozta lazba Eurépat, mert a fent emlitett néhany
specialis feladatot megoldhatova tette, hanem mert széles korben alkalmazhaténak bi-
zonyult.

Kezdjik egy egyszert alkalmazassal, egy fliggvény gyokének a Newton-eljaréssal
(1671), masképp az érintémddszerrel valdo meghatarozasaval. Ha f egy skalar—skalar
fiiggvény, amelynek a £ egy gyoke, azaz f(§) = 0, akkor egy kozelits x,, gyok ismeretében
megprobalkozhatunk az érintSegyenes metszéspontjat ado f/(z,)(zpr1—zn)+f(zn) =0
egyenletbdl adodo

f(xn)

n

iteraciéval. Ez a modszer nem mindig konvergal, de jo esetben nemcsak konvergal,
hanem nagyon gyorsan konvergal.

5.4. feladat. Igazoljuk, hogy a 2.2. feladatban targyalt babiloni négyzetgyokvo-
nasi algoritmus a fenti Newton-algoritmus specialis esete az f(x) = 22 — 3 esetre!

A végtelen sorok segitségével példaul gyerekjatékka valt tablazatokat késziteni, hi-
szen csak a négy alapmiiveletre van sziikség.

5.5. feladat. (vo. 2.6. alfejezet.) Szamitsuk ki cos(7/12) értékét 0,01-es pontos-
sdggal Taylor-soraval, ahol x természetesen ivmértékben van megadva:

Hasonl6an egyszert a logaritmusok kiszamitasa, kiilonosen a természetes alapué.

5.6. feladat. a) A log(1 + z) fliggvény Taylor-sora segitségével szamitsuk ki log 2
értekét egyszeres és kétszeres pontossaggal n = 10%-ra, ahol k = 1, 2, 3, 4, 5, 6! b) Mi
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torténik, ha a log2 = —log(1/2) képletet alkalmazzuk? c¢) Hogyan lehet a konvergencia-
tartomanyt kiterjeszteni Saint-Vincent

(0] et
814 % + 1

képletével?

Az analizis korébsl megemlitjiik a differencidlegyenleteket, ahol az egyenletek-
ben nemcsak valtozok, hanem azok derivaltjai is szerepelnek. Kezdjiik a differencial-
egyenletek legegyszeriibb csaladjaval, mell6zve a pontos feltételeket.

5.5. tétel. (Leibniz, 1691.) Az i(t) = g(t)h(x) alaki, szétvilaszthaté valtozdju
differencialegyenlet x(0) = x¢ kezdeti érték melletti megoldésa

/;%dgz/otg(f)dr

Bizonyitas. A d¢/dr = g(7)h(§) tortet” atalakitva a

dg
= g(7)dr
h(¢)
egyenlethez jutunk, amelyet integralva a [0,t] szakaszon a fenti implicit egyenletet kap-
juk. [

5.7. feladat. Oldjuk meg az & = Az (elsérendd, allando egyiitthatoés, homogén
linearis skalar) differencidlegyenletet az o = 1 kezddfeltétel mellett az 5.5. tétel mod-
szerével!

Newton elGszeretettel alkalmazta a differencidlegyenletek megoldésara hatvanysoros
modszerét. Ezt a legegyszertibben az 5.7. feladaton szemléltethetjiik.

5.7. példa. Az © = Az elsérendd, allando egytlitthatos, homogén linearis skalar
differencidlegyenlet megoldasa az xo = 1 kezddfeltétel mellett a hatvanysor-modszerrel
a kovetkezdképpen hatarozhato meg. A megoldést az z(t) = >, axt” alakban keres-
siik: ©(t) = > poy kart™™ 1 =377 (k4 1)ags1t". Behelyettesitve a differencialegyenlet
két oldalaba és a t* egyiitthatoit egyenlové téve: (k + 1)axs1 = Aag. Az 2(0) = ag =1
kezdeti feltétel mellett az, = \¥/k!, tehat x(t) = e, Ugy tiinik, hogy a kalkulus felfede-
zGinek a figyelmét elkeriilte e kiralyi ut, és helyette a logaritmus ,inverz hatvanysoraként”
vezették le meglehetGsen bonyolultan a fenti hatvanysort. Ribnyikov (1960, 174-176. o.
és 208-210. o.) szerint Newton maga sokkal bonyolultabb feladatokkal kiiszkodott, és
csak Eulernak jutott eszébe az exponencialis fliggvényt részletesen elemezni. Egyébként
a fizikai alkalmazéasokban a fliggetlen véaltozd nagyon gyakran az id6, ezért x helyett
altalaban t-vel jelolik a fliggetlen valtozot, és vesszd helyett ponttal jelolik a derivalést,
még a tobbi esetben is.

S ezzel mar az analizis leglatvanyosabb sikerénél vagyunk, a mechanikai alkalma-
zasoknél. Newton 1687-ben publikalta a Principiat, amelyben szamos olyan fizikai fel-
adatot megoldott, amelyekre az el6dck gondolni sem mertek. Példéul bebizonyitotta,
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hogy a gravitacios erdtérben mozgo tomegpont palyaja kupszelet (kor, ellipszis vagy pa-
rabola vagy hiperbola), s ezzel igazolta Kepler 1. torvényét (15.3. alfejezet). Pontosan
kiszamitotta még azt is, mekkora sebességgel (8 km/s) kell elhajitani egy testet (mai
technikai lehetdséggel élve: kiléni egy rakétat) ahhoz, hogy vissza ne essen a Foldre.

5.8. példa. (Matematikai inga, Taylor, 1713.) A kozépiskolaban tanult Newton-
féle II. torvényben a gyorsulas a helyzet masodik derivaltja: tehat ma = F(x), ahol m
a tomeg és F' a helytdl fliggd er6. A matematikai inganal az F(z) = —Dsinz, tehat
bevezetve az w? = D/m allandot, a kitérés kis szogére a sinx ~ z kézelitéssel adodik az
# + w?z = 0 masodrendii linearis differencialegyenlet. Behelyettesitéssel is belathato,
hogy a megoldas z(t) = Acos(wt — §), ahol A a maximalis kilengés és 0 a faziskésés
szoge. (Ha nem nulla az inga kezdGsebessége, akkor a kezdd kitérés nem maximalis!)
Szamitasunk igazolja Galilei 1602-b6l szarmazo hires megfigyelését: az inga lengésideje
gyakorlatilag alig fiigg a kezdGszog értékétdl (Galilei, 1638, 286. o.).

Leibniz és kovetdi is ragyogd matematikai alkalmazasokat talaltak. Kiilon (a 7.
fejezetben) foglalkozunk majd a varidcidszamitdssal: optimalizalunk egy palyat, ahol a
célfliggvény egy olyan pillanatnyi nyeremény idébeli integrélja, amely az idén és a hely-
zeten kiviil a pillanatnyi sebességtdl fiigg. Altalanosabban: az integrandus a fiiggetlen
valtozon kiviil a fliggd valtozotol és annak derivaltjatol fiigg.

A régiek” azonban nem tudtak kovetni e fejleményeket. Leibniz zsenialis mestere,
a holland Christiaan Huygens (1629-1695) bevallotta tanitvanyanak, hogy 6 mar nem
képes alkalmazni az 1j modszereket.

5.6. A prioritasi vita

Tanulsagosnak tartom a kalkulus felfedezése kapcsan kialakult prioritési vitat. Nem
kétséges, hogy az 1643-ban sziiletett Newton 1665 koriil mar tobbé-kevésbé tisztaban
volt a kalkulussal, beleértve a végtelen hatvanysorok szerepét és a differencialegyenle-
teket. (A fiatal langész ugyanakkor fedezte fol az altalanos tomegvonzas elméletét és a
fény Osszetett természetét.)

1670 koriil el6szor fényelméletével 1épett a tudoményos nyilvanossag elé, de itt
osszelitkozott Hooke-kal, a Kiralyi Tarsasag (angolul: Royal Society, gyakorlati szerepét
illetGen az Angol Tudomanyos Akadémia) akkori titkaraval, és olyan heves vita tamadst,
hogy Newton megfogadta: lehet6leg keriili a nyilvanossagot. Attol kezdve sokaig csak
legsziikebb barati korében terjesztette irasait.

1646-ban sziiletett Leibniz, aki 1672-ben tokéletesitette Pascal szamologépét. Ezért
a talalmanyaért a Kiralyi Tarsasag tagjava véalasztotta. Londoni latogatésai soran Leib-
niz futolag betekintést nyert Newton egyes irdsaiba. Leibniz 1673-1676 kozott — New-
tontol fiiggetlentil — felfedezte a kalkulust. Amikor Leibniz sajat eredményeit levelekben
kozolte Newtonnal, Newton kitérGen vélaszolt, f6 eredményeit csak rejtjelezve adta at
Leibniznek (Fauvel-Gray, 1987, 402-408. o.). Hosszas habozéas utan Leibniz 1684-ben
megkezdte a kalkulus kifejtését egy altala alapitott matematikai folyoiratban (Fauvel-
Gray, 1987, 428-434. o.). Ahogyan korunk egyik kiemelked$ matematikusa, Arnold
(1984, Elsszo a 3. kiadashoz) megjegyezte: ,Leibniz hatalmas érdeme az analizis széles
kord propagandaja ... és az analizis algoritmusainak teljes automatizaladsa: az analizis
alkalmazasara és oktatasara olyan modszert talalt ki, hogy azok az emberek is élhettek
vele, akik egyaltalan nem értették az analizist.”
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Mar emlitettiik, hogy Newton hosszas noszogatas hatasara, 1687-ben publikalta a
Principiat, a korszert fizika id6ben és jelentGségében is elsé konyvét. Jellemzé modon
azonban elsGsorban nem az altala teremtett modern analizis eszkozeit alkalmazta, hanem
visszanyult az 6kori mértani kifejtéshez. Csak ritkan utalt a kalkulusra (Simonyi, 1981,
220-225. o.).

Hodgkin (2005, 172. o.) hangstlyozza, hogy minden érdemiik ellenére, az ere-
deti Leibniz-cikkek nehezen érthetSk voltak még a beavatottak részére is (példaul a
Bernoulli-fivérek szerint az els6 cikk ,inkabb rejtély, mint magyarazat”), és legalabb egy
évtized kellett ahhoz, hogy Leibniz eszméi elterjedjenek. Talan az elsé Leibniz-kovetd,
Ehrendfried Tschirnhaus (1651-1708) publikaciojat kellett megelézni a szedett-vedett
iras kozlésével. VélhetSleg a modszer logikai gyengeségei miatt sem siettek a szerzok a
felfedezés miel6bbi kozzétételével.

1700 utdn Newton végre publikalta egy-két fontosabb matematikai irasat. Ekkor
langolt fel a vita Newton és Leibniz hivei kozt, hogy valdjaban ki fedezte 6l a kalkulust:
Newton vagy Leibniz? A vita hamarosan nagyon elmérgesedett. 1712-ben a Kiralyi
Tarsasag (amelynek akkori elncke maga Newton) ,partatlan” bizottsaga plagium vét-
ségében marasztalta el Leibnizet. Ma mar ismert az a Newtontél szarmazéd kézirat,
amely a bizottsag jelentése alapjaul szolgalt. Leibniz méltatlanul elfelejtve halt meg
1716-ban, mig Newtont az egész vilag linnepelte, és 1727-ben a Westminsterben ,mint
egy fejedelmet temetik el” (Voltaire).

A torténelem fintoraként megemlithetjiik, hogy a 18. szazad kontinentéalis matema-
tikaja a sokkal kifejez&bb leibnizi jelolésrendszert vette at (lasd az 5.1. példa heurisztikus
levezetését), és ennek nyoman viharos sebességgel fejlédott. A newtoni jelolésekhez ra-
gaszkodo brit matematika begubozott, s elvigta magit a fejlédést6l. Szaz év kellett
ahhoz, hogy a britek legalabb a matematikdban megszabaduljanak ,,pompéas elszigetelt-
ségiiktol”.

Zarasul idézziik magat Leibnizet (Gingyikin, 2001, 190. o.) a jellések fontossa-
garol: ,Gondoskodni kell arrdl, hogy a jelek alkalmasak legyenek a felfedezésre. Ez a
legjobban akkor sikeriil, ha a jelek roviden kifejezik és mintegy tiikrozik a dolog mély
természetét, és akkor csodalatos moédon csokken a gondolkodasra forditandé munka.”
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6. MATRIXOK ES DETERMINANSOK

6.1. Bevezetés

A maétrixok és a determinansok elmélete (altalanosabban a lineéris algebra) a 18-19.
szédzadban alakult ki — elsGsorban linearis (algebrai- és differencial)egyenletek, valamint
mértani feladatok megoldasara. A mai oktatasban sziikségképpen megforditjik a torté-
nelmi sorrendet, elGszor tanitjak a linearis algebrat, és aztéan alkalmazzak az eszkozoket
az emlitett feladatok megoldasara. (Didaktikus kivétel: Freud, 1996.) Visszatérve a
torténelmi sorrendhez, a 6.2. alfejezetben vazoljuk, miképp vezetett a linearis algebrai
egyenletrendszerek megoldasa a determinénsok, illetve a matrixok felfedezéséhez. A
6.3. alfejezetben bemutatjuk, hogy a linearis differencialegyenletek megoldasa viszont
megkovetelte kvadratikus matrixok sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasat.
A 6.4. alfejezetben bemutatjuk, hogy az absztrakcié eredményeként végiil kialakult a
linearis algebra. A targyalas nagymértékben tamaszkodik a skdciai St Andrews egye-
tem ,History of Mathematics” honlapjan taldlhaté Mdtrizok és determindnsok cikkére
és Kline (1972) 21. és 33. fejezetére.

6.2. Linearis algebrai egyenletek

Mar az okori babiloniak, i.e. 300 koriil foglalkoztak olyan szoveges feladatokkal, amelyek
kétismeretlenes, két egyenletbdl allo egyenletrendszerhez vezettek. Széaz évvel késGbb a
kinaiak mér tablazatban irtak fel egy hasonlo, de 4 x 3-as feladat egylitthatoméatrixéat,
és a megoldas soran a ma Carl F. Gaussra (1777-1855) nevét visel§ kikiiszoboléses
modszert ajanlottak.

Cardano 1545-ben mar megfogalmazta 2 x 2-es matrixra vonatkoz6 Cramer-
szabalyt. A japan Seki 1683-ban definidlta a determindnst, és példdkon mutatta
be kiszamitasat. Egy ,...1693-ban [a St Andrews honlapja szerint 1683-ban, S.A.]|
I'Hospitalhoz irt levelében [Leibniz| leirja, milyen feltételek mellett oldhaté meg egy
kétismeretlenes, harom |[lineéris| egyenletbdl allo rendszer. Arra is ramutatott, milyen
hasznos, ha az egyenletek egyiitthatoit kettds indexii kifejezésekkel jeloljiik (lasd Smith,
1929, 267-270. o.). Kissé anakronisztikusan azt mondhatjuk, hogy az xz; = > ; @igYj
kifejezésben felléps ¢ és j indexekrdl beszélt.... A determinansokra vonatkozé altalanos
tételeket késébb is csak ad hoc bizonyitottak be, amikor a matematika mas teriiletén
felléepé probléma megoldasahoz sziikség volt rajuk. A determinénsok fejlédése ennek
kovetkeztében — a matematika maés teriileteihez viszonyitva — lassinak mondhato” (Pra-
szolov, 1994, 1-2. o.).

Gabriel Cramer (1704-1752) fedezte fel, hogyan lehet egy lineéris algebrai egyenlet
megoldasat determinansokkal kifejezni. Mai jel6léssel, legyen A egy n-edrendi négyzetes
matrix, x és b egy-egy n-dimenzios vektor. Legyen det A # 0 az A méatrix determinansa,
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D; egy olyan matrix, amelynek j-edik oszlopaban a; ; helyett b; all, egyébként azonos
az A métrixszal.

6.1. tétel. (Cramer-szabaly, 1750.) Az Az = b egyenlet megoldasa

det DZ
Ti= T >
det A

1770 koriil Pierre-Simon Laplace (1749-1827) mellett Louis-Joseph Lagrange (1736—
1813) is foglalkozott determinansokkal, és & vette észre elGszor, hogy a 3-dimenzios tér-
ben a determinans a matrix oszlopai altal kifeszitett paralelepipedon elGjeles térfogata.

Gauss adta a determinans nevet 1801-ben, és csillagaszati szamitasaiban egy 6 x 6-
os linearis egyenletrendszer megoldasara elgszor 6 hasznalta szabatosan a kikiiszoboléses
modszert.

A determinanselmélet elsé rendszeres kifejtése Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
és Carl G. J. Jacobi (1804-1851) érdeme. Cauchy 1812-ben vezette be a determinans
modern fogalmat, 6 dolgozta ki a féminorok és az adjungalt determinansok elméletét.

6.3. Linearis differencidlegyenletek

Most id6ben visszaugrunk a 18. szézad kozepére. A legegyszeriibb érdekes differenciél-
egyenlettel az 5.8. példaban taldlkoztunk. Ott lattuk, hogy az @ = Az differencidlegyen-
let megoldasa az x(0) = xo kezddfeltétel mellett x(t) = e*xy. Felvetodik a kérdés: mi
a megoldéas, ha a feladatot magasabb rendi esetre vagy tobb dimenziora altalanositjuk?
Itt 1ép be a torténetiinkbe Leonhard Euler (1707-1783), minden idSk egyik legnagyobb
és a legtermékenyebb matematikusa.

A magasabb rendi linearis differenciadlegyenlet-rendszer megoldéséanak torténetét
Kline (1972, 484-486. o.) nyoman targyaljuk (lasd Smith, 1929, 638-643. o.). 1735-t61
kezdve Johann Bernoulli és Euler levelezett egy fizikai feladat (az egyik végén rogzi-
tett rad kihajlasa) megoldasarol, amelyben az az((t) = 2(t) negyedrendd lineéris
differencialegyenlet adodott (v6. Fauvel-Gray, 1987, 447-449. o.). Euler el6szor az 5.7.
példaban bemutatott hatvanysor-modszerrel oldotta meg a feladatot, de nem ismerte
fol, hogy négy (két valos, két képzetes) exponencialis megoldas linearis kombinacidjaval
talalkozott. Néhany év mulva azonban felismerte a megoldas természetét, és felfedezte
az altalanos megoldést is.

6.2. tétel. (Euler, 1743.) Az n-edrendi

n—1
7)) — Z apz®
k=0
linearis differencialegyenlet megoldasa a
n—1
A= Z ak)\k
k=0

karakterisztikus algebrai egyenlet A\, gyokeibél — amennyiben azok mind kiilénbéz6k —
a kovetkezdképpen adodik:

x(t) = Z £t
k=1

45



ahol a &, egyiitthatok a kovetkezd kezdeti feltételekbdl hatarozhatok meg:

(0)=> &, j=0,1,...,n—1L
k=1

Bizonyitéds. Helyettesitéssel konnyt belatni, hogy az e*?! un. alapmegolddsok

és tetszbleges lineédris kombinécidik kielégitik a differencidlegyenletet kezdeti feltételek
nélkiil. A Vandermonde-determinéns tulajdonsagaibol (nullatol kiilonbozs voltabol) ko-
vetkezik, hogy kiilonb6z8 gyokok esetén, adott {x(j)(O)};-:O1 kezdeti értékek mellett a
{&k 17, egylitthatok egyértelmten meghatarozhatok. ]

Megjegyzések. 1. Euler még azt is észrevette, hogy amennyiben a gyckok kozt

vannak egyenldk, példaul \; = --- = ),, akkor az elsé p alapmegoldasban az e*!
exponencialis fiiggvényt meg kell szorozni 1-gyel, t-vel, ..., tP~l-gyel.

2. Latszolag bonyodalmat okoz, ha a sajatértékek kozott komplex szamok 1épnek
fol. Mivel azonban a karakterisztikus egyenlet egyilitthatoi valosak, ezért a komplex
sajatértékek konjugalt parban lépnek fel, és a sajatvektorok is valaszthatok konjugalt
paroknak. Ekkor a skalarok is komplex konjugélt parok. Valojaban a komplex gyokok
nagyon hasznosak, hiszen a periodikus megoldasok igy jelentkeznek (v6. 6.1. példa). A
kulcs a 9.1. tételben majd bemutatandd Euler-képlet: ¥ = cos ¢ + i sin ¢, ahol ¢ valés
szdm stb., amelyet akkor talan még Euler sem ismert.

6.1. példa. (Komplex gyokok esete.) Tekintsiik az inga linearizalt egyenletét:
¥ = —w?z, amely egy masodrendd, skalaris linearis egyenlet. A karakterisztikus egyenlet
A = —w?. Gyokst vonva: Ao = Fiw. A megoldas: z(t) = Acos(wt — &) (vo. 5.8.
példa).

6.1. feladat. Vezessiik le a 6.2. tétel diszkrét ideji megfelelGje alapjan a
Fibonacci-szamok explicit alakjat (3.1. példa)! Erdekes médon de Abraham de Moivre
(1667—-1754) 1724-ben méar rekurziv sorozatokat tanulmanyozott, méghozza a generator-
fiiggvények segitségével (Stillwell, 1989, 126-128. o.)

ZFJU 1—x—x2

Ratériink a tébbvaltozos elsérendii differencidlegyenlet megoldasara, amely els6ként
a bolygomozgasok vizsgilatakor vetddott fel. Legyen M egy n-dimenzidés négyzetes
matrix, x egy n-dimenzios valos vektor.

Analogia alapjan kimondhato a

6.3. tétel. (Lagrange, 1765.) Az & = Muz elsérendt, éallandé egyiitthatos,
homogén linearis differencialegyenlet-rendszer o kezdeti feltételhez tartozé megoldasa

(6.1) x(t) = M,
ahol
Mk k
(6.2) eMt = L
k!
k=0



A heurisztikus bizonyitasban tagonként derivaljuk e™* hatvanysorat, és a skaléris
esethez hasonlé médon kideriil, hogy de™?/dt = Me™*t. (A pontos bizonyitast példaul
Arnold, 1984, 14-15. fejezete tartalmazza.)

Hogyan lehet azonban egyszertien kiszamitani e matrixhatvanysort? Egyelére fél-
rerakjuk a kezdeti értékeket, és egyszerti megoldasokkal kisérleteziink, amelyek

(6.3) z(t) = eMo

alakban irhatok fol, ahol A\ tetsz6leges valos szam és v valamilyen n-dimenzios vektor.
Helyettesitsiik be a (6.3) feltételezett megoldast a differencialegyenletiinkbe:

AeMo = MeP, v # 0,
azaz e # 0 miatt
(6.4) Av = Mo.

A lineéaris algebrabol ismert, hogy a (6.4) egyenletben szerepls v vektor az M matrix
egy sajatvektora, a A skalar pedig a sajdatértéke. Konnyt belatni, hogy minden sajatérték
a

p(A) = det(A — M)

karakterisztikus polinom gyoke: p(A) = 0, a szekularis egyenleté, amely Laplace nevét
is viseli, mert els6k kozt ¢ hasznalta a hossza tavia véaltozasokra vonatkozo csillagaszati
feladatokban a 18. szazad végén. Az n-edfoku karakterisztikus polinomnak multip-
licitassal n szamu gyoke van: legyen a k-adik gyok A, és legyen egy hozza tartozo
sajatvektor vg. Felhasznalva, hogy egy homogén lineéris differencidlegyenlet barmely
két megoldasanak linearis kombinécioja is megoldas, minden sajatvektor-kombinacio is
megoldas:

p(t) =) &ope,
k=1
ahol & alkalmas skalar, k = 1,..., n. Tovabbi megfontoldsokbdl kévetkezik a

6.4. tétel. Ha azn szamu sajatértékhez n szami linearisan fiiggetlen sajatvektor
tartozik, akkor az xq kezdeti értékhez tartozé megoldas

n
2(t) = Grope !
k=1
alaku, ahol a &, skalarokat egyértelmiien meghatarozza az

n
To =Y Exvk
k=1

kezdeti feltétel.
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Megjegyzés. Az igazi nehézséget az okozza, ha nincs n szamu fliggetlen sajat-
vektor (v6. 6.2. feladat). Arnold (1984, 26. 4. alfejezet) szellemesen jegyzi meg: amikor
a 18. szazad kozepén Fuler és Lagrange a differencidlegyenlet-rendszerek megoldasanél
tobbszoros sajatértékekkel taladlkoztak, a matematikusok még nem ismerték a matrixok
Jordan-alakjat. Heurisztikus gondolatmenetiik a sikbeli egyenletre (n = 2) kétszeres
sajatérték esetében a kovetkezGképpen szemléltethets: kozelitsiik meg az M métrixot
olyan {M}} matrixsorozattal, hogy M} mindkét sajatértéke kiilonbozs. Ekkor A; i és
A2 1 konvergal a kétszeres multiplicitasa A sajatértékhez, a vy i és v sajatvektor pedig
a ,hidnyos” v sajatvektorhoz (a masodik, fiiggetlen sajatvektor hianyzik). De a &;ert .kt
és EeM2+t kombindcio helyett vehetjiik a £ert és Eo(er2kt —eMrt) /(N 1 — A1 1) kom-
binéciot, s akkor hatarértékben &;e* mellé a t&oe? alapmegoldast kapjuk.

Szemléltetésiil egy feladat kovetkezik.

6.2. feladat. (Hianyos sajatvektorok.) Tekintsiik a kovetkezd sikbeli
differencialegyenlet-rendszert: ©; = x4, 2 = 0, amely az egyenes vonali egyenletes
mozgast irja le. Igazoljuk a) kozvetleniil és b) kozvetve, hogy a megoldas x5 (t) = z9 és
21(t) = 29 + 29t! Fizikai tartalom: x; a helyzet, o a sebesség, és a gyorsulas nulla.

Eddig csak homogén egyenletekkel foglalkoztunk. Gyakran talalkozunk azonban
inhomogén differencidlegyenletekkel is. Legyen g egy folytonos és korlatos skaldr—vektor
fiiggvény. A megoldast Jean d’Alembert (1717-1783), a francia enciklopédia egyik f6-
szerkesztGje fedezte fel.

6.5. tétel. (d’Alembert, 1766.) Az & — Mz = g elsérendii, allandé egyiittha-
tos, inhomogén linearis differencialegyenlet-rendszer barmely két megoldasa legfeljebb
a homogén egyenlet megoldasaban kiilonbozhet egymastol:

(6.5) z1(t) — xo(t) = &(t),  ahol  (t) = Mi(t).

Bizonyitds. Irjuk fol mindkét megoldassal az eredeti inhomogén differencial-
egyenletet:
t1(t) — Mx1(t) = g(t) és Zo(t) — Mxao(t) = g(t).

Vonjuk ki egymésbol a két egyenletet:
(i‘l — .Ci?z) — M(il?l — .%‘2) =0.

A T = x1 — x5 valéban a homogén egyenlet megoldésa. [

6.4. Linearis algebra

Lattuk, hogy milyen természetesen jelentek meg a linearis algebra fogalmai a linearis
algebrai és a differencidlegyenletek elméletében. Most koriiljarjuk a lineéris algebra
néhany fogalméat, anélkiil, hogy hivatkoznank az algebrai vagy a differencialegyenletekre.

Vegyiik a sikot és tekintsiik a sik homogén linedris (azaz additiv és homogén) transz-
formdcioit: a tiikrozést, a nyuajtast és a forgatast. Legyen v a V sik egy vektora és M
egy sikbeli linearis transzformécié. Koénnyd belatni, hogy két sikbeli vektor valos li-
nearis kombinacioja is sikbeli vektor, valamint a kombinacié transzformaltja egyenls a
transzforméltak kombinaciojaval:

M (&1v1 + &ov2) = &9 Mvy + &2 Mvs.
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Tehat M tényleg homogén linearis transzformacio.
Tekintsiik a végtelen sokszor differencialhato fliiggvények V' terét, és a differencialés
D : f — f" miiveletét. Ez is transzforméacio:

D(&1f1+&af2) =61 Df1 + &D fo.

Ha véges sokszor derivalhato fliggvényekre szoritkozunk, akkor a derivalasnal csokken a
fliggvény simasaga, sziikiil a tér.

A sik béazisa barmely két nem azonos iranya vektor. (Komplex szamok feletti
vektortér esetén a vektor allasardl kell beszélni!) Bizonyos sikbeli transzformacioknak
van olyan vektora, amelynek irdnyat a transzformacié valtozatlanul hagyja: ezek a
sajatvektorok. A forgatasnak is van sajatvektora, de csak a komplex szamtest folott.

Az analitikus fliggvények terében a derivalasra nézve az e-alapt exponencialis fiigg-
vény az 1 sajatértékd sajatvektor (fixpont), és az e fiiggvények a \ sajatértéki sajat-
vektorok, més néven a sajdatfigguények.

Cauchy 1826-ban hasznalta els6ként a tdbldzat kifejezést az egyiitthatomatrixra.
Kvadratikus alakok négyzetOsszeggé transzformalhatosagat vizsgalva felfedezte, hogy
a (szimmetrikus) matrixok diagonalizdlhatok. Téle szarmazik az A — B = T 1AT
hasonlosdgi transzformdcio fogalma, bar a kifejezést még nem alkalmazta.

Uj 16kést adott a linearis algebra fejlsdésének Cayley és Sylvester munkassaga.
Arthur Cayley (1821-1896) 1858-ban definialta el6szor a mi m X n-es matrixunkat, és
megmutatta, hogy a kvadratikus alakok és a linearis transzforméaciok az 6 definiciojanak
specialis esetei. Bevezette a mdtrizalgebra fogalmat, a miiveleteket és a matrix inverzét.
Téle és William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikustol és fizikustol szarmazik
a kovetkezd tétel.

6.6. tétel. (Cayley—Hamilton, 1858.) Minden négyzetes matrix kielégiti karak-
terisztikus polinomjat.

Megjegyzés. Jellemz§ a korra, hogy Cayley megelégedett az n = 2 eset bizonyi-
tasaval, vagy ahogyan irta: ,nem gondolom, hogy sziikség van arra a faradsagra, hogy
a tételt tetszbleges rendd matrixra formaéalisan belassam”.

Bizonyitas helyett. Az altalanos bizonyitas némileg bonyolult, a sajatvektorok-
bol allo bazisok esetén azonban szinte trividlis: Legyen A; az M matrix j-edik sajatér-

téke és v; a hozza tartozo sajatvektor, j = 1,..., n; a sajatvektorok bazist alkotnak.
P(M)v; = 0. Ekkor P(A\) = (A= A1) (A= Ay), és az M — A, tényez8k felcserélhe-
tosége miatt P(M) = (M — X\ I)--- (M — X\, 1) =0. 1

6.3. feladat. Igazoljuk a Cayley—Hamilton-tételt n = 2-re!

A matrix rangjdt, azaz a linearisan fliggetlen oszlopvektorok (vagy sorvektorok)
maximalis szaméat James Sylvester (1814-1897) definialta 1884-ben, és belatta, hogy az
invarians a hasonlosagi transzformaciokra.

A matrixok Jordan-alakjarol szolo tételt (1870) nem ismertetjiik, de felhivjuk a
figyelmet, hogy milyen természetesen adodik a differencialegyenletek megfelels alakjabol
(Arnold, 1984, 25. fejezet).

A vektortér fogalmat szintén Leibniz sugallta, azonban irasai csak joval halala utén,
1833-ban jelentek meg. Hamilton 1841 koriil mar az n-dimenzids vektortérrdl értekezett,
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a komplex szamokat (lasd még a 9. fejezet) mar 1837-ben mint a valos test feletti kétdi-
menzios vektorteret irta le, de f6 célja a komplex szamok algebrajanak haromdimenzios
altalanositasa volt. Ez lehetetlennek bizonyult, helyette négydimenzios szamokat talalt.
,1843. oktober 16-an egy séta kozben Hamilton lelki szemei el6tt megjelentek az ¢, j,
k szimbolumok az i = j2 = k? = ijk = —1 Osszefiiggésekkel egyetemben. Az [1], 4, j,
k elemek altal generalt algebra elemeit kvaternicknak nevezte. Elete utolso negyedsza-
zaddban Hamilton szinte kizarolag a kvaterniokkal foglalkozott” (Praszolov, 1994, 1-2.
0.). A kvaterniok adték az els6 nemkommutativ testet, s ennek ma mar felfoghatatlan az
elvi jelentGsége (lasd Smith, 1929, 677-683. o.). A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy
Hamilton matematikai munkéssaga a mechanika és az optika teriiletén ma is alapvets —
minden bizonnyal fontosabb, mint a kvaterniok elméletének kidolgozasa.

Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) autodidakta matematikus volt. Stet-
tini (ma Szczecin) gimnéaziumi tanarként ,,1832-ben mar vektorokkal irta le a mechanika
egyenleteit, s ezzel nagymértékben leegyszertisitett bizonyos szamitéasokat. Felismerte
és explicite rogzitette a vektorosszeadas kommutativitasat és asszociativitasat. Késébb
altalanos formaban is kifejtette a — bizonyos algebrai tulajdonsigokkal rendelkezd —
rendszerek elméletét. ... Ertelmezte az n-dimenzios tér r szamu vektoranak geometriai
szorzatat mint ... az n X r-es matrix r-edrendd aldeterminansai[t]” (Praszolov, 1994).
Bar elnyerte a leibnizi gondolatok tovabbfejlesztésére kittizott dijat, értetlenség miatt
egyetemi allast nem kapott, pedig olyan ériasok kezében volt a mi, mint Gauss, Mbius
és Kummer. Konyveit érdektelenség miatt bezuztak. Amikor 1860 koriil miive jelen-
tGségét folfedezték (lasd Smith, 1929, 684-696. o.), a matematika mar nem érdekelte,
sikeresen foglalkozott 6kortudoméanyokkal.
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7. A VARIACIOSZAMITAS KIALAKULASA

7.1. Bevezetés

Mar a régi gorogok is ... érdeklddtek a maximumfeladatok irdnt. ElGszor egyszert
feladatokat tanulmanyoztak: 1. Adott keriiletd téglalapok koziil melyik a maximalis
teriilet? A négyzet (4.3. példa). 2. Milyen utat kovet a fény egy siktiikorrsl visszave-
rédve? A legrévidebbet, amikor a beesés szoge egyenls a visszaver6dés szogével. KésGbb
joval bonyolultabb feladatokat is felvetettek, példaul az an. izoperimetrikus feladatot:
adott keriiletii stkidomok koziil melyik a maximalis teriileti? A legenda szerint a mi-
tologiai Did6 kiralynd jott ra a megoldasra: kor. A 7.2. alfejezetben néhany torténeti
érdekességii specialis variacioszamitasi feladat megoldasat vazoljuk. A 7.3. alfejezetben
bemutatjuk, hogyan oldotta meg Euler heurisztikusan, Lagrange pedig szabatosan az
altalanos optimalizalasi feladatokat. (Bar Lagrange a variacios modszer nevet javasolta,
Euler varidcidszamitds elnevezése terjedt el.) A 7.4. alfejezetben civakodéasokrol és elis-
merésekrdl szolunk. Irodalom: Polya (1968), Kosa (1970), Kline (1972, 573-591. o.) és
Gingyikin (2001).

7.2. Specialis variaciészamitasi feladatok

Mar Eukleidész tudta, hogy a siktiikorrél visszaverddd fény kilépési szoge egyenls a
beesés szogével. Héron pedig felismerte ennek egy érdekes kovetkezményét: a targy- és
a képpont kozott a tiikrot érinté fény dtjanak a hossza minimdlis.

7.1. feladat. Bizonyitsuk be Héron tételét!

Azt azonban csak 1620 koriil vette észre Snellius és Descartes, hogy a levegd és a
viz hatarfeliiletén bekdvetkezd fénytorésnél is egy egyszert torvény érvényesiil: a beesési
és a torési szog szinuszanak a hanyadosa allando. Képletben: sin a/sin 8 = n. Allando
kisérénk, Simonyi (1981, 189-194. o.) hangstlyozza, hogy Descartes tévesen azt is
allitotta, hogy n = ca/c1, ahol ¢1 és ¢y rendre a fény terjedési sebessége a vizben és
a levegGben. Mivel sina > sin 3, ebbdl ¢; < ¢y kovetkezne — ami a hangra igaz, de a
fényre nem. (A fénysebességek alkalmazasa annal inkabb megleps, mert 1676 el6tt nem
volt még becslés sem a fénysebességre, vo. Gingyikin, 2001, 99-103. o.).

1653-1662 kozott Fermat felfedezte, hogy forditott Osszefliggés all: n = ¢ /ca,
hiszen ¢; > co. Ekkor viszont most is érvényes egy minimumelv, csak nem az ttra,
hanem az iddre, az un. Fermat-elv (1653): inhomogén kézegben két pont kozott a fény
a legrévidebb ideji palyan terjed. Ez csupan egy elv, amely a fizikai Huygens-elvvel
magyarazhato. Fermat azt is tudta, hogy mas fizikai kornyezetben, példaul a konvex
tiikornél a fény a leghosszabb idejii utat valasztja, tehat altalaban szélsGértéket.

o1



7.2. feladat. Bizonyitsuk be a Fermat-elvet a fénytorésre! Erdekes, hogy Leibniz
els6 kalkuluscikkében éppen ezt a feladatot oldotta meg uttéré modszerével! Simonyi
(1981, 193. o0.) bemutatja, hogy milyen bonyolult volt Fermat idejében egy ilyen feladat
elemi geometriai bizonyitéasa.

Az elsé igazi variacioszamitasi feladatot Newton oldotta meg a Principiaban (1687,
II. k6ényv, 34. allitas kovetkezménye): melyik forgastestnek van a minimalis kozegellen-
allasa, ha a forgastengely irdnyaban halad? Newton nemcsak megoldotta a feladatot,
de felismerte annak gyakorlati jelentGségét a hajoépitésben.

A variacioszamités azonban a brachisztochron feladattal sziiletett: a homogén ne-
hézségi erdtérben két (nem egymas folotti) pont kézott melyik a leggyorsabb (ti. mi-
nimaélis ideji) lesiklast biztosito gorbe? A feladatot joval Newton emlitett felfedezése
el6tt Galilei (1638, 268. o.) fogalmazta meg a nyilvanossag szaméra. Tévesen azt
allitotta, hogy az optimum egy koriv, pedig csak azt igazolta, hogy egy adott negyed-
koriven gyorsabb a lesiklas, mint barmely hurokbol allé torott vonalon (Simonyi, 1981,
172. 0.). A helyes megoldast Johann Bernoulli (1667-1748) 1696-ban talalta meg, egész
sor fizikai analogiat felhasznalva. Torténeti érdekesség, hogy a megoldas (lasd Smith,
1929, 644-655. o.) kozzéttétele elstt felhivassal fordult a vilag matematikusaihoz, hogy
6k is oldjak meg a feladatot. A megoldast benyujtok névsora valoban rendkiviili volt:
Newton, Jakob Bernoulli, Leibniz és I’'Hospital.

Felsoroljuk Johann Bernoulli négy zseniélis meglatasat a brachisztochron-feladattal
kapcsolatban (Gingyikin, 2001, 144-156. o.): 1. rabukkant arra, hogy a mechanikai
feladatra ugyanigy érvényes a Fermat-elv, mint a fénytorési feladatra; 2. diszkretizélta
a feladatot; 3. az osztopontokra felirta a Snellius—Descartes torvényt, 4. hatarértékben
megkapta a folytonos feladat optimumat. Az eredmény: ciklois.

A kvantitativ megoldas lényege a kovetkezs (vo. 7.4. feladat): tekintsiik az fiig-
goleges sikot (z,y) koordinatarendszerrel, legyen ¢(y) a tomegpont sebessége az y ma-
gassagban, és legyen a(y) a gérbe meredeksége. A Fermat-elv és a Snellius—Descartes-
torvény folytan sina(y) = vc(y), az energiamegmaradas torvénye értelmében viszont
c(y) = v/2gy, ahol g a nehézségi gyorsulas egylitthatoja, v pedig egy allando, azaz
sin a(y) = 7'\/y, ahol v egy masik allando. Mivel a 17. szazad matematikdjaban a cik-
lois kdzponti szerepet jatszott, nem csoda, hogy sokan felismerték: utols6 egyenletiinket
pontosan egy cikloisiv elégiti ki.

A kalkulus sziiletésének évtizedeiben szamos mas konkrét klasszikus variacidoszami-
tasi feladatot is felvetettek: példaul a két pontban rogzitett kotél vagy lanc alakja a
kotélgorbe vagy lancgorbe, amelyet Galilei (1638, 164. o.) tévesen a parabolaval azono-
sitott. A helyes eredmény a koszinusz hiperbolikusz fiiggvény, az exponencialis fliggvény
és reciprokanak zamtani kézepe.0

7.3. Altalanos variaci6szamitasi feladatok

Johann Bernoulli vetette fol tanitvanyanak, Eulernak a geodéziai feliiletek legrévidebb
palyainak a feladatat 1728-ban. Tovabbi konkrét feladatok megoldasa utan, Euler 1732
koriil megfogalmazta a variacidészamitéas altalanos alapfeladatat, és 1744-ben megjelent
egy konyve a ,legaltalanosabb értelemben vett izoperimetrikus feladatok” megoldasarol.

Didaktikai okokbol elgszor elhagyjuk az izoperimetrikus feltételt, és az alapfeladatot
tekintjiik. Legyen f egy haromvaltozos skalarértékid sima fiiggvény a [0,X]| szakaszon, a
harom skalarvaltozo x, y és y'. A feladat: keressiik azt a sima — megengedett — y fligg-
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vényt a [0,X] szakaszon, amelynek kezdGértéke yg, végértéke yx és amely maximalizalja
az

1= / f(ey(@)y (z) de

integralt.

7.1. példa. a) Elemi geometriai modszerrel belathato, hogy két pont kozott a
legrovidebb ,ut” az egyenes. b) Legyen a két pont (0, 0) és (1, 1). Analitikus alakban

a célfiiggvény
1
I= / V1+y?(x)de,
0

amelyrsl majd belatjuk (7.3. feladat), hogy minimumhelye az y(x) = = egyenes.

Euler a Bernoulli-féle diszkretizalasi modszerrel felfedezte a variaciészamitas alap-
tételét, amelyet Lagrange tett szabatossé.

7.1. tétel. (Euler-Lagrange, 1744-1755.) Ha az I ,funkcional” a megengedett
y fliggvényen szélsGértéket vesz fol, akkor a fiiggvénynek ki kell elégitenie a kdvetkezd,
iin. FEuler—Lagrange-differencidlegyenletet:

, d
fy(m7y7y/) = @f;’ (:Eny?y/)a

ahol f; és f,, rendre az f fiiggvény mésodik és harmadik valtozéja szerinti parcialis
derivaltfiiggvénye.

Megjegyzés. Ez az optimumfeltétel sziikséges, de altalaban nem elégséges. Az
f figgvény konkavitasa elegendé a maximumhoz, de enyhébb feltevések is léteznek.
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) 1788-ban megadta masodrendii sziikséges feltételét
a maximum létezésére: f), , < 0, amelyrdl elGszor tévesen azt hitte, hogy elégséges is.

Bizonyitasvazlat. Osszuk ol a [0,X] intervallumot k egyenld részre: h = X/k egy
részintervallum hossza. Helyettesitsiik folytonos valtozoinkat és egyenletiinket diszkrét
megfelelSikkel. Legyen z; = ih, y(zi) = yi, ¥'(z:) = (Yir1 — vi) /b, f(ziy(xi),y (2:)) =
f(ih,yi,(yiv1 — yi)/h). Ekkor az integralt kozelits téglanyosszeg a kovetkezd:

k—1
Lo =Y hf(ihyi,(yigr — i) /1)
i=0
Folirjuk az y; szerinti parcidlis derivaltat, majd nullava tessziik 6t, i =0,..., k — 1:

h%f(ihayia(yi—l—l_yi)/h)_%f(ihﬂi?(yi—&-l_yi)/h)“'aiy,f((i_l)h,yi7(yi_yi—1)/h) =0.

Az egyenletet elosztjuk h-val, és k-val tartunk a végtelenhez, azaz h-val 0-hoz. Vissza-
térve folytonos fiiggvényeinkhez, és kimerevitve egy = = i(k)/k id6pontot, a masodik és
a harmadik tag tart — f@//’ id§ szerinti derivaltjahoz: adodik az Euler-Lagrange-egyenlet.
A levezetés santit: nincs bizonyitva, hogy a hataratmenet jogos. [
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7.3. feladat. Oldjuk meg a 7.1. példat a 7.1. tétel analitikus modszerével!

7.4. feladat. Oldjuk meg a leggyorsabb lesiklas feladatat a variaciészamitas szab-
vanyos eszkozeivel!

1755-ben Lagrange szabatosan megoldotta a varidcidészamitas alapfeladatat. A {6
gondolat jol ismert a tankonyvekbdl (példaul Kosa, 1970, 29-31. o.), itt csak dibhéjban
vazoljuk. A globalis optimum lokalisan is optimum. Tehéat, ha csak egy tetszéleges, de
rogzitett ¢t pont kis kérnyezetében ,yvarialjuk” az optimalis palyat egy a valds szammal
paraméterezett gorbesereggel, akkor az I(a) egyvaltozos fiiggvénynek belss szélsGértéke
van, tehat I'(0) = 0. Ebbdl szamolassal adodik az Euler-Lagrange differencialegyenlet.

Hol marad az izoperimetrikus feladat megoldasa? Legyen g(x,y,y’) egy f-hez ha-
sonl6 tulajdonséagu fiiggvény, és tegyiik fol, hogy a hozza tartozoé izoperimetrikus feltétel
szintén integréal alakban irhato fol:

J= / g(zy(x) o/ (2)) da = 0.

A megoldast legegyszeriibben a Lagrange-szorzok joval késébb (1788-ban) kidol-
gozott modszerével adhatjuk meg. Legyen p egy tetszéleges skalar, és vegyiik az tun.
Lagrange-fliggvényt (de nem a mechanikdban, hanem az optimumszamitasban szerepld
értelemben): L = f + pg. A kozonséges feltételes szélsGérték-szamitashoz hasonloan
most is igaz, hogy ha a feladatnak van bels6 szélsGértéke, akkor alkalmas p skalarra a
Lagrange-fliggvény stacionarius lesz, azaz az I(a) + pJ(a) fiiggvény a szerinti derivaltja
elttinik (de ez nem mindig jelenti az I(a) + pJ(a) fiiggvény tényleges szélsGértékét).

7.2. tétel. (Lagrange.) Ha az I funkcionédl a J = 0 izoperimetrikus feltétel mellett
a megengedett y fliggvényen szélséértéket vesz fol, akkor a 7.1. tételhez hasonléan
az L = f + pg Lagrange-fiiggvénynek ki kell elégitenie a megfelel6 FEuler—Lagrange-
differencidlegyenlet-rendszert:

d
L;(m7y7y/) = @L;’(xayvy/)a

ahol p a J(p) = 0 egyenletbdl hatarozhaté meg.
Feladatként fogalmazzuk meg az eredeti izoperimetrikus feladatot!

7.5. feladat. Az eredeti izoperimetrikus feladat. Adott egy egységnyi hosszu-
sagu szakasz és egy k hosszusagu kerités, 1 < k < 7/2. Keritsiik be az adott szakasz
folotti maximalis tertiletd tartoméanyt! Eredmény: egy korszelet. (Mivel nem akarunk
parametrikus fiiggvényekkel szamolni, feltessziik, hogy a kerités olyan révid, hogy az op-
timumban a korszelet legfeljebb a megfelels félkorrel egyenls.) Polya (1968, X. fejezet)
tartalmazza a varidcioszamitast mell6z6 elemi eredményeket.
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7.4. Civakodas és elismerés

Matematikatorténetet irva nehéz ellenallni az civakodas és elismerési torténeteknek. Az
5.6. alfejezetben mar irtunk a Newton—Leibniz prioritasi vitarol, most tovabbi torténe-
teket vazolunk.

A Bernoulli-harmas civakodéasanak torténetét Stillwell (1989, 181-187. o.) nyomén
vazoljuk. A két testvér, Jakob és Johann egyrészt Leibniz bulldogjai voltak a Newtonnal
folytatott prioritasi vitaban. Ugyanakkor egymassal is 4déz vitakat folytattak. Jakob
joval (13 évvel) idGsebb volt Johannal, és a baty tanitotta az dccsot a matematikara.
Sok torténész szerint Jakob volt a lassabb, de mélyebb, mig Johann gyorsabb, de fe-
lilletesebb. Amikor a tanitvany kezdte utolérni mesterét, a mester féltékennyé valt, és
szeretett volna minél nagyobb részt kihasitani a tanitvany sikereibdl.

Nem kell azonban félteniink Johannt sem. Az elsé jelent&sebb veszekedés a két
testvér kozott az izoperimetrikus feladat kapcsan tort ki. 1697-ben Jakob helyesen
ismerte fel, hogy a feladat a varidcidészamitas korébe tartozik, de megoldasat csak 1701-
ben kiildte be a parizsi Akadémiahoz, azonban csak halala utan, 1706-ban nyitottak ki
a boritékot. Ekozben a tiirelmetlen Johann helytelen megoldasaval akarta megel6zni
batyjat és kétségbe vonta batyja eredményének a létezését is.

Kiilonosen furcsa modon bant fiaval, Daniel Bernoullival (1700-1782), akit szintén
a legnagyobbak soraban fogunk latni. A fia korabban irt Hidrodinamika cimi munk&jat
csak 1738-ban tudta publikilni. Ezt a késedelmet hasznélta fel az apa, aki 1743-ban egy
hasonlé cimt munkét publikalt, 1732-es datummal. Ez az arcatlansidg azonban visszafelé
siilt el, és még Johann 6nallo hidraulikai eredményeit sem ismerték el.

Szerencsére azonban a nagy matematikusok kozotti megértésrdl is beszamolhatunk,
nevezetesen az Euler-Lagrange kapcsolatrol. 1755-ben a 19 éves Lagrange, a torinoi
tiizériskola kezd§ tanéra, levelet irt az akkori vilag leghiresebb matematikusanak, Eu-
lernek, amelyben elmagyarazta, hogyan lehet szabatosan megoldani a variacios feladato-
kat. Euler lelkesen fogadta az ifji Lagrange kezdeményezését. Elénk levelezés kezdsdott
kettgjiik kozott, Torind és Berlin kozott néha kéthetente fordult a posta. 1756-ban Eu-
ler elGterjesztésére a berlini akadémia Lagrange-ot kiilfoldi tagjava valasztotta, azelGtt,
hogy Lagrange munkai megjelentek volna. (Weil (1983) 197. o. azonban megjegyzi,
hogy Lagrange mar egy évvel kordbban is irt Eulernak, azonban ez a levél még nem volt
Euler figyelmére mélto, aki csak megdrizte, de nem valaszolta meg a levelet.)

Az egyébként folyamatosan publikal6 Euler ebben az esetben nem sietett kozolni
sajat eredményeit. 1759-ben irt levelében ez all: ,Ugy latom, az izoperimetrikus fela-
datra adott analitikus megoldasod tartalmazza mindazt, amit e teriileten el lehet varni.
Nagyon oriilok, hogy ez az elmélet, mellyel els6 kisérleteim utan alighanem egyediil fog-
lalkoztam, altalad tokéletes forméat nyert. A kérdés fontossaga arra serkentett, hogy
a Te magyardzatod alapjan magam is levezessem az analitikus megoldast. Azonban
ugy hataroztam, hogy ezt eltitkolom, amig Te nem publikdlod eredményeidet, mivel
semmiképpen sem szeretnélek megfosztani az altalad megszolgalt dicsGség egy részétsl.”
(Gingyikin, 2001, 253-254. o.)

Eulert sem keriilte el azonban az igazsagtalan kritika. Az el6zményekhez azt kell
tudni, hogy a variaciészamitéis alkalmazasaként — Maupertuis meglehetGsen kidolgozat-
lan elvét kévetve — Euler, majd Lagrange kidolgozta a fizika varidcios elveit, amelyek
a newtoni erGtorvényeket altalanositjak. E nélkiil az altalanositas nélkiil a kényszer- és
surlodasos mozgéasok, valamint a pontrendszerek mechanikaja reményteleniil bonyolult
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lenne, és a modern fizika felépitése is sokkal nehezebben ment volna. A szabadgon-
dolkod6 Voltaire-t azonban annyira feldiihitette ez a Newton-ellenes és Leibniz-parti
torekvés, hogy ,,Akéakia doktoranak gunyirata Saint-Malo sziilottének” cimid miivében
igazsagtalanul irt Eulerr6l: ,Egy olyan tudoésrdl van szo, aki legalabb 600 oldalt sza-
mol ahelyett, hogy végiggondolné a problémét, és maximum 10 sorban leirna mindent.”
Gingyikin (2001, 243-244. o.), akitdl a torténetet atvettiik, hozzateszi: ,Itt lathatjuk,
hogy Voltaire milyen sajatos moédon abrazolta a zsenialis szamol6 alakjat.” Mindezt
Voltaire annak ellenére tette, hogy nemcsak a felvilagosodas kiemelkeds filozofusa és
ir6ja volt (a ma is népszert Candide-ja az optimista Leibniz elleni gunyirat), de 6 hono-
sitotta meg a newtoni fizikat Franciaorszagban, legy6zve a francia fizikiban még mindig
uralkodo descartesi ziirzavart. (Franciaorszdgban még 1730-ban sem valt uralkodova
Newton elmélete arrél, hogy a Fold a sarkokban lapult!)
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8. KALKULUSTOL AZ ANALIZISIG

8.1. Bevezetés

A kalkulus kialakulasanak eléfeltétele az volt, hogy megszabaduljanak az 6korbol 6ro-
kolt szabatossagtol. (Itt csak utalunk az 2. fejezetre és az 5.2. alfejezetre.) A kalkulus
1670-t61 hatalmas lendiilettel fejlédott, félrelokte a vele szembe szegezett ellenvetéseket,
de csak 1872-re alakult ki szabatos alakja. A logikai tisztasagért folytatott kiizdelem
200 éves elhtizodasat sokan nagyon szigoruan itélik meg: Példaul Laczkovich-T. So6s
(2005, 13-14. o.) igy ir: ,A kalkulust kezdettdl fogva sok kritika és tamadas érte, —
tegylik hozza, teljes joggal. A modszer logikai tisztasdga nagyon is vitathato volt, mert
homaélyos fogalmakkal dolgozott, és a gondolatmenetei néha zavarosak voltak. ...Mert
mit jelent az, hogy végtelen kicsiny mennyiség? Végiil is egy ilyen mennyiség nulla vagy
sem? Ha nulla, akkor nem oszthatunk vele a dy/dz differencidlhanyadosban. Ha viszont
nem nulla, akkor a szamolasban nem hanyagolhatjuk el. Egy ilyen ellentmondas meg-
engedhetetlen egy matematikai fogalom esetén.... A kalkulus koriili vita egészen a XIX.
szazad végéig tartott..., [amikor is| a kalkulus intuitiv, de homaélyos és ellentmondasos
fogalmait precizen definidlt matematikai fogalmakkal helyettesitették.”

Minden probléma ellenére nem nagyon lehetett volna leréviditeni ezt a kalandos
utat. Ha az uttor6k nem kezdenek el vakmerGen elérehaladni, akkor még talan ma
is az arkhimédészi fogsdgban szenvedne a matematika. Csak a heurisztikusan nyert
eredmények ismeretében lehetett felismerni, hogy miért is van sziikség a szabatosségra,
és hogy miképp lehet rendet tenni a fels6 matematikaban.

Ebben a fejezetben harom kérdést jarunk koriil: a 8.2. alfejezetben bemutatunk egy
tipikus példat az euleri heurisztikus okoskodésra; a 8.3. alfejezetben valaszt kereslink
a kérdésre: hogyan viselkedhet egy végtelen tagszamu fiiggvénysor (szabad-e tagonként
derivalni)? A 8.4. alfejezetben vazoljuk, hogyan tették szabatossa a hatéarérték és a
valos szam fogalmat a 19. szazad oriasai: Cauchy, Dedekind és Weierstrass.

8.2. Heurisztika

A variacioszamitasban méar lattunk egy példat (7.1. tétel) arra, hogyan ,vezette le”
Euler a rola és Lagrange-rol elnevezett optimumfeltételt. Sokunk legkedvesebb példaja
azonban az, ahogyan az 5.2. feladat ikertestvérét a leleményes Euler 1735-ben 0Ossze-
gezte, vilaghirnévre téve szert. A kérdést P. Mengoli 1650-ben vetette fel, majd Collins
1673-ban ismertette meg Leibnizcel, aki 1697-ben Jakob Bernoullitdl vart megoldést.
(Részletes targyalast ad Polya (1968) 33-38. és 47-51. o., valamint Weil (1983) 256
276. o. A divergens sorokrol szolo Hardy (1949) konyv remek torténeti fejezeteket
tartalmaz.)
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8.1. tétel. (Euler, 1735.) A négyzetszamok reciprokdsszege:

1 1 1 w2
(81) ﬁ—i_?—’_'”—i_ﬁ—'_”':_'

Heurisztikus bizonyitas. 1) Legyen az n-edfoka ag + a1z + --- + a,z™ = 0
egyenletnek n kiilonb6z6 gyoke: aq,...,a,. Ekkor a gyokok és egyiitthatok kozti dssze-
fliggések alapjan

Ap—-1 = _an(al + -+ an)-

Ha egyik gyok sem nulla (azaz ag # 0), akkor a gyokok reciprokara az el6z6hoz
teljesen hasonlé modon a kovetkezd Gsszefiiggés irhato fol:

1 1
a1 = —Qg O(_++O(_ .
1 n

Irjunk x helyére x2-et. Belathato, hogy a 2n-edfokt by —byz?+- - -+ (—1)"b,2%" = 0
egyenletnek 2n kiilonbo6zé gyoke n ellentett part képez: +431,...,£3,. Ekkor a reciprok-

négyzetosszegre
by =b (1 + ! +- 4+ 1)
1=bo| = +—+-+— .
pE B3 B3

2) Euler a sinx = 0, azaz Taylor-sorra attérve, az

végtelen fok” egyenletet vizsgalta, amelynek gyokei {knw}72 . Elosztva az egyenletet

x-szel, az
2?2zt 2
k

végtelen foku” egyenletet kapta, amelynek gyokei {£km}2°,. (A biztonsag kedvéért
végtelen szorzat alakban is felirta.) Ezért az 1) pont ,alapjan”, bg = 1, by = 1/6, tehat

Loy Lo Ly
6 \m2 (27)2 (nm)? '
Innen méar atszorzassal adodik a (8.1) képlet. ]

Mi a hiba a bizonyitassal? a) Nincs garancia arra, hogy ,végtelen foka” polinomra
is érvényes a gyokok és egyiitthatok kozti Osszefiiggés. b) Nem tudjuk, nincsenek-e
egyéb, komplex gyokei a hatvanysorként felfogott sin z-nek. Ez utobbira évekkel késébb
egy Euler-tétel adott valaszt, amely a szinusz, koszinusz és az exponencialis fliggvényt
kapcsolta Ossze (9.1. tétel). Gingyikin (2001) magyar szerkesztGje, Major Péter a 228.
o. 16. labjegyzetében utal a 19. szazadban bizonyitott komplex fiiggvénytani ered-
ményre (Weierstrass-tételre, Kline, 1972, 667. o.), amelynek segitségével mar belathato
az Osszefliggés.
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Euler és matematikustarsai tobbszor is visszatértek a feladatra, és hosszas kiizdelem
utan végiil sikeriilt megnyugtato bizonyitast talalniuk. De a heurisztikus megoldés addig
is tamaszt jelentett a kutatoknak. A bizonytalansag évtizedei alatt is sikeriilt Eulernak
kozelebb jutnia az igazsaghoz. A sinz fliggvény Taylor-soranak tovabbi egyiitthatoit
meghatéarozva is hasonlé eredményt kapott:

11 1 m
(8.2) Ttg ot =
Az 5.5. példaban mar talalkoztunk a Gregory—Leibniz-sorral. Heurisztikus moédszeré-
vel Euler levezette ezt az Osszefiiggést is, ezittal az 1 — sinx = 0 egyenlet gyokeit és
egylitthatoit vizsgalta.

8.1. feladat. Igazoljuk Euler heurisztikus modszerével a (8.2) képletet!

Megjegyzés. A fentiekben a szamelméletben alapvets szerepet jatszé Riemann-
fele zéta-fiiggveény, ((s) = Y .-, n~*° helyettesitési értékét hataroztuk meg s = 2, 4-re,
lasd a 10.3. tételtsl kezdve.

Kiilon kiemeljiik, hogy a 18. szdzad matematikusai nem riadtak vissza sejtéseik
numerikus ellenérzésétsl. Euler is ellendrizte sejtését, és sok tizedesjegyi egyezést talalt.
Ezzel a modszerrel a Fiiggelékben foglalkozunk.

8.3. Fiiggvények és fliggvénysorok

Szdkefalvi-Nagy (1965, 11-15 és 310-314. o.) és Kline (1972, 504-514. o.) nyoman va-
zoljuk a fliggvényfogalom fejlédését és a fliggvénysorok kialakulasat. (Figyelemre mélto,
hogy a két beszamolo lényeges pontokon eltér egymastol!) Descartes a 17. szazad els6
felében még tavol akarta tartani a matematikatol az olyan gorbéket, amelyek nem de-
finialhatok algebrai mitiveletekkel. Newton és Leibniz egyik alapvetd tjitasa az volt,
hogy a lehetd legszélesebb fiiggvényfogalomra torekedtek, hiszen mér az 1/x fiiggvény
integralja is kivezet az algebrai gorbék osztalyabol. Euler mér természetesen hasznélta
az Osszes olyan fiiggvényt, amely a négy alapmiivelet alkalmazasa sorédn keletkezik, be-
leértve az exponencialis fiiggvényt, illetve az invertédlast és helyettesitést. Ezeket ma
elems fliggvényeknek nevezziik.

A torténet a rezgd hir egyenletével kezdddott. (Emlékeztetiink arra, hogy maér
Piithagoraszt is ez a kérdés izgattal) Fizikai meggondolasokbol kovetkezik, hogy az z-
tengelyen a 0 és az [ pontban rogzitett hir y nagysagiu kitérésének az = helytsl és a ¢
idotol fliggd valtozasat, pontosabban rezgését leird parcialis differencidlegyenlet

O’y 0%

oz~ ¢ a2
ahol a peremfeltételek a kovetkezdk:
y(t,0) =0 és y(t,l) =0,
mig a kezdeti feltételek (adott kezdeti alak és nyugvo kezdeti allapot)
y(0,2) = f(z) & y(tw)=0.
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A francia d’Alembert fedezte {6l 1746-ban, hogy a rezgd hur egyenletének a megoldasa

y(t,x) = Slplat +z) — plat - z)],

DN | =

ahol p(x) = f(x) analitikus fiiggvény. Ugyanis a £ = x + at és az n = z — at fiiggetlen
1j valtozok bevezetésével a differencidlegyenlet a
82
y — O
9EIM

alakra hozhato, amelynek az altalanos megoldasa valoban szeparalhato: y = ¢(€)+1(n).

Egyszerd szamolassal adodik, hogy f(—xz) = — f(z) paratlan fiiggvény a [—[,l] szakaszon.
d’Alembert cikkét olvasva, és sajat korabbi munkaira visszatérve, Euler 1749-ben

,mas” megoldést talalt. Tetszdleges folytonos fiiggvényt mérlegelve Euler megoldasa

ahol

Ahogyan Euler 1763-ban hangsilyozta: ezzel egy egészen 1j fejezetet nyitott az analizis
torténetében. Felhivjuk a figyelmet, hogy az itt felléps szinusz-megoldasokat a fizikusok
harmonikus rezgéseknek nevezik, amelyek periddusa egymés egész szamu tobbszorosei.
1753-ban a mar korabban emlitett Daniel Bernoulli azonban még tovabb lépett,
Euler véges 0sszege helyére végtelen sok tagot irt, és felfedezte, hogy végtelen sok hul-
lammal tetszd6leges, nemcsak folytonos fliggvényre is érvényes megoldast talalt.

A harom langész heves vitdja évtizedeken keresztiil tartott, és még a negyedik
zseni, Lagrange 1759-es megjelenése sem hozott megoldast. (Itt jelzem, hogy Gingyi-
kin (2001, 255-256. o.) megint csak méasképpen irja le a vitat, és Lagrange itt nem
részletezett megoldasat fogadja el helyesnek.) A f6 baj az volt, hogy mindenki mast te-
kintett fliggvénynek: d’Alembert sokszor differencialhaté fiiggvényeket mérlegelt, Euler
folytonosakat (de ezeket analitikusaknak nevezte), Bernoulli pedig szakadasos fiiggvé-
nyeket is megengedett. A 8.1. példaban latni fogjuk, hogy egy [0,27] szakaszon definialt
fliggvényt 27 szerint periodikusan Kkiterjesztve az egész valos egyenesre, x, = 2mk-ban
szakadasos fliggvényeket kaphatunk.

Bar Euler és Daniel Bernoulli trigonometrikus sorai sokaig szunnyadtak, mégsem
haltak meg. A befolyasos francia fizikus, Joseph Fourier (1768-1830) a hévezetés par-
cialis differencidlegyenletét tanulmanyozva 1811-ben tujra bevezette ezeket a sorokat,
amelyeket a siker bizonyitékaként rola nevezték el Fourier-soroknak:

f(x)=ag+ Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1

ahol az ay,b, valds szamok az tn. Fourier-egyiitthatok. Ahogyan a 23 éves Lagrange
1759-ben szembeszallt Bernoullival, az 1811-ben ,még csak” 75 éves tudds szembeszallt
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Fourier-val. Mas matematikusok sem bocsajtottak meg Fourier matematikai hianyossa-
gait (példaul azt a kés6bb megtagadott feltevését, hogy fiiggvényei analitikusak). Fou-
riernak 1825-ig kellett varnia cikke publikalasaval, amikor a Francia Akadémia vezetGje
lett. Cikke azonban mar kéziratban, publikalasa el6tt is jelent&s hatast fejtett ki. Két
forradalmi ujitasat emeljiik ki: a) az ag,by egyiitthatok meghatarozasahoz az f fiigg-
vénynek nem kell simanak lennie; b) két fiiggvény megegyezhet a [0,2] intervallumon,
és kiilonbozhet azon kiviil.

Mai szemmel nézve (v6. 13.3. alfejezet) az alapgondolat egyszerti. A coskz és
a sin kx fliggvények ortogonalis bazist alkotnak a [0,27] intervallumon négyzetesen in-
tegralhato fiiggvények terében, ahol két fiiggvény hajlasszogét a kovetkezSképp defini-
aljuk. Vegylik a szorzatfiiggvény integraljat, és osszuk el a négyzetfiiggvények integral-
négyzetgyokének a szorzataval:

f027r fg

COS(f?.g) = \/W

,Jol viselkedd” fliggvények Fourier-egyiitthatoit ugyanigy szamitjuk ki, mint a kézonsé-
ges sikban egy vektor koordinatait, a skalarszorzat segitségével. Lassuk az utdobbiakat:
legyen v = vie; 4 voes egy sikvektor, ahol vi,v5 a két koordinata és ej,es a két egy-
masra merGleges egységvektor. Ekkor ve; = vieje; + vaeseq, és erer = 1, eqe; = 0
miatt ve; = v1. Tehat a v; koordinata a v vektor és az e; egységvektor skalarszorzata.

8.2. tétel. (Euler, kb. 1760.) Egy fiiggvény Fourier-egyiitthat6i forméalisan a
kovetkezdképpen szamithatok ki:

1 1 [ 1 /% _
ap = 5=, Qak = = (x) cos kx dx, b = — (x) sin kx dx, k=1,2,....
2m T Jo T Jo

Bizonyitas. Szorozzuk be az f fliggvény formalisan értelmezett Fourier-sorat
tagonként cosma-szel és integraljuk a [0,27] intervallumon. Az ortogonalitds miatt
minden tag kiesik, kivéve a cos mz-et, amelynek a négyzetintegralja w, ha m > 0 és 27,
ha m = 0. Ugyanigy kiszamithaté a sin mz egyiitthatdja is. [

A kovetkezd fontos példat Niels Abel (1802-1829) norvég matematikus talalta, aki-
nek a nevével még tobbszor is talalkozni fogunk.

8.1. példa. (Abel, 1826, vo. Székefalvi-Nagy, 1965, 263-264. o.) A [0,27] szaka-
szon definialt f(x) = (7—x)/2 fiiggvény Fourier-egytitthatoi ar = 0, by, = 1/k. Valoban,
parcialis integraléssal belathato, hogy

T™T—x > sinkz
2 :; k-

Figyeljiikk meg, hogy a Fourier-sor nemcsak a [0,27] szakaszon van értelmezve, hanem
az egész (—00,00) intervallumon, természetesen 27 szerint periodikus. Definialjuk most
az f(x) fuggvényt is 27w szerint periodikusnak: f(x + 27) = f(z). Ekkor viszont az
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x = 2km pontokban a fenti f fiiggvénynek szakadésa van. De egészen més fliggvényt
kapunk, ha ugyanezt a fliggvényt a (—m,m) szakaszrol terjesztjik ki.

A matematikaban nagyon gyakori fogas, hogy egy f fiiggvényt egy { f,.} fliggvény-
sorozattal kozelitiink (példaul a Taylor-sor részletosszegeivel): f(z) = lim, oo fn (),
ahol a konvergencia pontonként értends. Gyakran a fiiggvénysorozat specidlis alaki:

Sn(x) = Z an(x),
k=0

ilyenkor fiigguénysorrol beszéliink. A Fourier-sor egy specialis fliggvénysor.

Kérdés: ha az {f,(x)} fiiggvénysorozat minden tagja folytonos (integralhato, diffe-
rencialhato), akkor igaz-e ugyanez f(x)-re? Igaz-e tovabba, hogy az integralok (derival-
tak) hatarértéke egyenls a hatarértékek integraljaval (derivaltjaval)? Vilasz fel kell”
tenni a fliggvénysor(ozat) egyenletes konvergenciajat (Rudin, 1964, 7. fejezet).

Lakatos (1976) nagyon érdekes torténeti osszefoglalast adott a kérdéskorrsl (1. fiig-
gelék, 185-206. o.). Leibniz és kévetsi azt L hitték”, hogy folytonos fligguények konvergens
sorozatanak hatdrértéke is folytonos fligguény. Cauchy 1821-ben kiadott tankonyve volt
az els6, amely a folytonossagot a mai moédon definialta (v6. Fauvel-Gray, 1987, 566—
568. 0.): f(xg) = limg_4, f(z), csak 6 még nem adott pontos (¢ — ) definiciot a
sorozat hatarértékére (8.4. alfejezet). Eppen ezért volt képes Cauchy ,bizonyitast” adni
a hamisnak bizonyult leibnizi hittételre.

A 8.1. példa kapcsan Abel megemliti, hogy Cauchy tétele alol vannak kivételek. Ta-
lan ez az észrevétel lehetett az oka, hogy Cauchy soha nem késziilt el analizis tankonyve
masodik kotetével, és az els6t sem adta ki Gjra. Abel sem talalta meg a probléma kul-
csat, helyette egy nagyon specialis, de nagyon fontos esetre, a hatvanysorokra igazolta
a konvergenciat (lasd Smith, 1929, 286-291. o.).

8.3. tétel. (Abel, 1826.) Ha egy f(z) = > p,arx”® hatvinysor konvergal az
x = r valos értékre, akkor a hatvanysor konvergél az egész |x| < r szakaszon is, és ott
folytonos.

Bizonyitas. Az Abel-féle atrendezés alapjan. ]

A Fourier-sorok konvergenciajanak elsé szabatos tételét Lejeune Dirichlet (1805
1859) fedezte fel, amelyben megadta a konvergencia elemi feltételeit.

8.4. tétel. (Dirichlet, 1829/1837.) Ha a [0,27| intervallumon az f fiiggvény véges
sok monoton szakaszboél all, akkor az f fiiggvény Fourier-sora konvergal a filiggvényhez.

Bizonyitasvazlat. Szokefalvi-Nagy (1965, 323-324. o0.) Meglepd moédon a Fourier-
sor els6 2n + 1 tagjabol allo szelete zart alakban felirhato a

1 sin (n+ L) ¢
Dn(t)z—+Cost+0082t+---+cosnt=—(_ 12)
2 281n<§t)

un. Dirichlet-féle magfiigguénnyel:

n 1 27
+ Z(ak coskx + by sinkx) = — f(x —t)D,(t) dt.
T Jo
k=1

ao

Sn () 5
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A magfiiggvény alakjabol leolvashato, hogy aszimptotikusan az integral egyre inkabb az
x pontra koncentralodik. ]

8.2. feladat. Bizonyitsuk be a Dirichlet-mag segitségével a 2.11. tételt (a
koszinusz-fiiggvény elemi integralasarol)!

Egyébként nem is kell a bonyolult Fourier-sorokhoz folyamodni, 1étezik egy nyil-
vanvalo ellenpélda a leibnizi hittételre.

8.2. példa. A folytonossag hidnya: f,(z) = =", lim, . fn(x) = f(x) = 0, ha
0<z<lés f(1)=1.

Hasonlo példéakat lehet hozni arra, hogy integralhato (derivalhatd) fiiggvénysoro-
zatok hatarértéke nem integralhatd (nem derivalhato), vagy ha igen, nem azonos a
integralok (derivaltak) hatarértékével.

1850 koriil talan Philipp Seidel (1821-1896) vette észre elészor, hogy ha altalanosan
be akarjuk bizonyitani, hogy folytonos fiiggvények konvergens sorozatanak hatarértéke is
folytonos, akkor a pontonkéntinél erésebb konvergenciafogalomra van sziikség, amelyet
a hamarosan kimondand6 8.5. tétel bizonyitasa sugall.

Definicié. Egy {f,} fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez a
kompakt I intervallumon, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan N = N. természetes
szam, hogy akarmilyen n > N-re és x € I-re |f,(z) — f(z)| < e.

c sz

Megjegyzés. A hagyoméanyos, pontonkénti konvergencia definiciéjadban N, az x
valtozotol is fligg és nem egyenletes konvergencia esetén sup,, N, , = 00!

8.5. tétel. (Seidel, 1848.) Ha folytonos fiiggvények { f,} sorozata egyenletesen
konvergens az I intervallumon, akkor az f hatarfiiggvény is folytonos.

Bizonyitas. Legyen € és N a definicidbban szereplé par. Az fy fliggvény egyen-
letesen folytonos az I intervallumon, azaz tetszéleges € > 0-hoz van olyan § > 0 szam,
hogy |fn(x) — fn(y)] < e, ha |z —y| < . A haromszog-egyenlStlenséget alkalmazva:

(@) = fW)l < [f(z) — fn(@)| + | fn(z) = fn(@)] 4+ | fn(y) — f(y)] < 3e. Tehat a hatar-
fiiggvény is (egyenletesen) folytonos. ]

8.3. feladat. a) Igazoljuk, hogyha egy fiiggvény kétszer folytonosan differenci-
alhato a [0, 27] intervallumon, akkor a Fourier-egyiitthatoinak nagysagrendje 1/k?!
b) Igazoljuk a) felhasznalasaval, hogy ekkor Fourier-sora egyenletesen konvergal a fiigg-
vényhez!

Hasonlo tételek igazak a fiiggvénysorozatok derivalhatosagara és integralasara, ame-
lyeket rejtve ki is hasznaltunk az 5. fejezetben a Gregory—Leibniz-sor levezetésekor és
ebben a fejezetben a Fourier-egyiitthatok levezetésekor. Magénak Seidelnek sem ju-
tott eszébe azonban, hogy megvizsgalja, milyen mas tételekben hasznaltak fel rejtve az
egyenletes konvergenciat. Csak 1870-ben igazolta Eduard Heine (1821-1881), hogy foly-
tonos fiiggvények egyenletesen konvergens Fourier-elGéllitasa egyértelmt, s csak 1875-
ben mutatta meg Gaston Darboux (1842-1917), hogy a sorszeletek egyenletes konver-
gencidja esetén a fiiggvénysor tagonként integralhato.

63



Osszegezve Lakatos gondolatmenetét: tobb évtizedig tartott, amig az egyenletes
konvergencia utat tort maganak a matematikdban. S miutan nagy nehezen bevezették
e fogalmat, még sokaig késlekedtek a kovetkezetes alkalmazasokkal. Hamis tehéat az a
beallités, hogy a matematikai eredmények rogton definicio—tétel-bizonyitéis szerkezettel
sziilettek meg, mint ahogyan a mitosz szerint Pallasz Athéne teljes fegyverzetben ugrott
ki apja, Zeusz fejébdl.

8.3. példa. Szamitogép segitségével meghatarozzuk a 8.1. példaban szerepld
Fourier-kozelités értékét az 1 = m — 0,5, xo = © — 0,05 és x3 = m — 0,005 helyen
n = 10, 100, 1000, 10000 tagszamra.

8.1. tablazat. A Fourier-sor kozelitése

n Sn(x1) Sp(x2) Sn(x3)
10 0,29180 0,00113 0,00000
100 0,25007 0,02974 0,00010
1000 0,25034 0,02512 0,00298
10000 0,25002 0,02502 0,00251
Pontos 0,25000 0,02500 0,00250

Az alfejezet lezarasaként megemlitjiik a Plithagorasz-tétel Fourier-sorokra torténé
altalanositasat, amelyet Marc-Antoine Parseval (1755-1836) fedezett fel formalis eszko-
zokkel.

8.6. tétel. (Parseval-tétel, 1799.) Ha f egy négyzetesen integralhaté fiiggvény,
akkor a Fourier-egytitthatokra igaz a kovetkezo:

1

27 e’}
— | fla)de=2a5+ ) (af +1]).
T Jo k=1

Bizonyitas. Irjuk f5l a Fourier-sor négyzetét kifejtve, integraljuk a kettés sszeget
tagonként és vegyiik figyelembe az ortogonalitést. (]

A széleskorii értelmezhetdség miatt a Fourier-sor konvergenciaja is sokaig kérdéses
volt. Azt mar 1873-ban igazolta Paul du Bois-Reymond (1831-1883), hogy vannak olyan
folytonos fiiggvények, amelyeknek a Fourier-sora végtelen sok pontban divergal. Fejér
Lipot (1880-1959) 1904-bél szarmazo hires tételének kovetkezménye kimondja, hogy ha
egy folytonos fliggvény Fourier-sora konvergal, akkor magahoz a fiiggvényhez konvergal.
A végleges eredmény egészen az 1960-as évekig varatott magara: egy folytonos fliggvény
Fourier-sora majdnem mindenditt konvergens.

Végiil visszatériink Euler nevezetes feladatahoz.

8.4. példa. Alkalmazva a Parseval-tételt a 8.2. példara, igazolhato Euler (8.1)
képlete.
Valéban,



8.4. Hatarérték és valds szamok

Newtonnak és Leibniznek nem volt ,tiirelme” a végtelen kicsiny mennyiségekkel kapcso-
latos finomsagokkal bajlodni, és az egész 18. szazad kovette Gket ebben a ,nagyvonali”
hozzéaallasban. A 8.1. tételben is lattunk arra példat, hogy még maga a nagy Euler is
kiilénosebb lelkiismeret-furdalas nélkiil terjesztette ki a végesre bizonyitott Gsszefliggé-
seket a végtelenre.

Newton és d’Alembert elképzeléseit szabatossa téve, Cauchy vezette be a derivdltat
mint a differenciahédnyadosok hatarértékét (Fauvel-Gray, 1987, 568. o.). A Taylor-sor
maradéktagjat bevezetve, megcafolta Lagrange elhamarkodott allitdsat, hogy a végtelen
sokszor derivalhato fliggvényt elGallitja a hatvanysora.

Leibniz naiv elképzeléseit pontositva, folytonos fliggvényre Cauchy vezette be a ha-
tarozott integrdl fogalmat 1823-ban (Fauvel-Gray, 1987, 569. o.), de kovetkezetesen a bal
oldali osztopontban vette a fiiggvényértéket. Ezt a definiciot Bernhard Riemann (1826—
1866) 1854-ben altalanositott folytonos fiiggvényrdl tetszolegesre, tetszoleges kozbiilss
pontban véve a fiiggvényértéket. Ok méar pontos bizonyitast adhattak az 5.4. tételre,
az analizis alaptételére.

Az 5.4. tétel Cauchy-féle bizonyitasvazlata. Osszuk fol a szakaszt n tetsz6-
leges részre, x; osztopontokkal! Irjuk fol a kivetkezs teleszkoposszeget:

F(b) — Fa) = F(b) — F(zn_1) + F(tn_1) — F(zn_2) + -+ F(z1) — F(a).

Az n-tagt 6sszeg mindegyik tagjara irjuk fol a Lagrange-féle kozépértéktételt: F(x) —
F(y) = F'(2)(y — ). Ekkor

F(b) — F(a) = F'(20)(b — mn—1) + F'(2p—1)(Tn-1 — Tp-2) + -+ + F'(z1)(z1 — a)

egy téglanyosszeget ad, amely a folytonos fiiggvény integralhatésaga miatt az integral-
hoz konvergal, ha a felosztas finomsaga tart nullahoz. ]

Mar emlitettiik, hogyan probalta meg Cauchy az 1820-as években szabatosan defi-
nialni a hatarértéket. Karl Weierstrass (1815-1897) t6bb évtizeddel kés6bbrél szarmazo,
e — ¢ formalizmuséat hasznalva, azt mondhatjuk, a konvergens {a,,} valos sorozatnak a
valos a szam a hatarértéke, ha tetszGlegesen kicsiny € > 0 valos szamhoz talalhato egy
olyan N, természetes szam, hogy az N.-nal nagyobb indexi a,, tag eltérése a hatarér-
téktsl abszolut értékben kisebb, mint e:

lan, —al <e, ha n > N..
Cauchy azt is tudta (v6. Cauchy-kritérium), hogy a valds szdmok esetében a hatarérték
létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy tetszGlegesen kicsiny € > 0 valos szam-
hoz talalhato legyen egy olyan N. természetes szam, hogy az N.-nal nagyobb indexd
barmely két tag eltérése abszolut értékben kisebb legyen, mint e:
lan, — am| < e, ha  m,n > N..

Most bemutatunk egy egyszertibb bizonyitast a 2.7. tételre.
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8.5. példa. Jelolje a d atmérgji kor teriiletét t(d), és a beirt n-oldalt szabalyos
sokszog teriiletét s, (d). Mivel t(d) = lim, oo 8, (d) és s,(d) = d?s,(1), ezért t(d) =
lim,, oo d?s,(1) = d?lim,, o 8, (1) = d?t(1).

A szabatossagnak azonban ara van. Példaul az Osszetett fliggvény derivaltjarol
sz0l6, heurisztikusan trivialis 5.2. tétel két szabatos, 1-1 oldalas bizonyitasa meglehe-
tésen bonyolult (v6. Laczkovich—T. Sos, 2005, 234-236. o.).

Osszefoglaléan elmondhatjuk, hogy minden hibaja ellenére, Cauchy volt az, aki
els6ként korvonalazta az analizis épiiletének tervrajzat. Visszatérve a klasszikus gorog
matematikai szigorhoz, a definiciok—tételek—bizonyitasok sorozataként fogalmazta meg
az analizist.

Cauchy azonban még képtelen volt helyesen definidlni a valdés szam fogalmat az
1820-as években, mert korkoros definiciot adott: ,egy irracionalis valds szam az 6t ko-
zelit6 raciondlis szamok hatéarértéke”. Csak tobb évtizeddel késébb — masokkal egyiitt
— 1872-ben Richard Dedekind (1831-1916) jutott el az egyik helyes definicibhoz: akér-
hogyan osztjuk ketté A és B osztalyba a racionalis szamok halmazat tgy, hogy az A
osztaly barmelyik eleme kisebb legyen a B osztaly barmelyik eleménél, egyetlenegy va-
16s szamot definial e vdgds. Vagy sup A vagy inf B létezik. Ha A-nak van legnagyobb
eleme, vagy B-nek van legkisebb eleme, akkor a vagéis eredménye egy raciondlis szam.
Egyébként azonban egy irraciondlis valos szamhoz jutunk. Belathato (v6. Rudin, 1964,
1. fejezet), hogy az igy definialt valos szamok a szokasos miveletekkel és rendezéssel
rendezett testet alkotnak, amelyre érvényesek a valds analizis tételei. Felhivjuk az Ol-
vaso figyelmét, hogy a vagés definicioja milyen kozel 4ll Eudoxosz aranyelméletéhez (2.6.
alfejezet)!

A tobboldalas teljes leiras helyett (lasd Smith, 1929, 35-45. o. vagy Fauvel-Gray,
1987, 572-577. o.) megelégsziink néhany definici6 és tétel kimondésaval.

Definici6. Egy S rendezett halmaz felséhatdr-tulajdonsdgu, roviditve: — fh-
tulajonsdgi, ha barmely nem tires és feliilr6l korlatos E részhalmazanak van felsé hatara:
sup E létezik. Hasonléan, az ah-tulajdonsdgu halmazra inf E létezik.

Ko6nnyen belathato, hogy a racionalis szamok () halmaza nem fh-tulajdonsagu, de
a val6s szamok R halmaza igen.

8.4. feladat. Igazoljuk (akar a babiloni négyzetgyokvonasi algoritmussal), hogy
nincs a v/2-nél nagyobb racionalis szamok kozt legkisebb, azaz a +/2 nem racionalis
szam!

8.7. tétel. Egy fh-tulajdonsagii halmaz ah-tulajdonsagi is.
A wvalds szdmokat konstruélja meg a

8.8. tétel. Létezik fh-tulajdonsagii R rendezett test, és ez nyilvanvaléan valodi
résztestként tartalmazza a () testet.

Megjegyzések. 1. Mivel ) részteste R-nek, a racionélis szdmokkal végzett R-beli
miiveletek eredménye megegyezik a ()-beli eredménnyel.

2. Mai szemmel nézve az egyik lehetdség az axiomatikus felépités, ahol igazolando,
hogy az axiémarendszer ellentmondésmentes, példaul gy, hogy megadunk egy modellt.
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A masik lehet&ség: megadunk egy struktirat a végtelen tizedestortekkel, bevezetjiik az
alapmiiveleteket és relaciokat, és igazoljuk, hogy ez megfelel a kivanalmaknak.

Torténelmi érdekesség, hogy mar az 6koriak is pedzegették a valos szamok kévetkezs
tulajdonsagat.

8.9. tétel. (Arkhimédészi tulajdonsdg.) Ha x,y két pozitiv szdm, akkor van
olyan n pozitiv egész, amelyre nx > y.

Bizonyitds. Indirekt. Legyen A = {nx}>2; <y. Ekkor A-nak van fels6 hatara:
a =sup A. Mivel x > 0, ezért o — x < «, tehat van olyan n egész, amelyre a — x < nz.
Azaz o < (n+ 1)z € A, ellentmondas. ]

Visszatérve Székefalvihoz (1965, 14-15. o.): ,[Bernhard| Bolzano [(1781-1848)]
volt az elsd, aki [1834-ben| példat szerkesztett mindeniitt folytonos, de sehol sem de-
rivalhato fiiggvényre, ezt a példat azonban nem kozolhette.” [Bolzano pap volt, és
szokatlan vallasi nézetei miatt a felettesei nem nézték jo szemmel matematikai kutata-
sait sem.| ,Weierstrass 1861-t6] kezdve el6adasaiban, 1872-ben pedig egy dolgozataban
taglalta a kérdést, s egy nevezetes példat kozolt ....; ez a példa véget vetett azoknak az
ismételt kisérleteknek, amelyek célja az volt, hogy a legaltalanosabb tipusu folytonos
fiiggvények (legalédbbis egyes pontok kivételével valo) differencialhatosagat bizonyitsak.
Az 4j vizsgalati irdnnyal szemben ... nagyfoka bizalmatlansag nyilvanult meg, gyak-
ran éppen a vezeté matematikai tekintélyek részérsl. Henri Poincaré [(1852-1912)] igy
irt: >Régebben, ha egy 1j fliggvényt felfedeztek, ezt valami gyakorlati célbol tették;
ma kimondottan azért talaljak fel Sket, hogy atyaik kovetkeztetéseire racafoljanak<.....
Charles Hermite (1822-1901) még erésebb szavakat hasznélt: >Rémiilettel és borzalom-
mal fordulok el ettél a siralmas fekélyt6l: fiiggvények, amelyeknek nincs derivaltjuk.<”
Pedig Dirichlet mar korabban, 1829-ben megalkotta a rdla elnevezett vad fiiggvényt:
a [0, 1] intervallumon van értelmezve, racionélis szamra 1, irracionélisra 0. A valosag
azonban hamarosan beérte a legmerészebb matematikai eszméket is: a Brown-mozgas
(amely az atomok mellett a tézsdei arfolyamok mozgasat is leirja) mindeniitt folytonos,
de sehol sem differencialhato fliggvény.

A sors meglepd fordulataként 1960 koriil Abraham Robinson bevezette a nem-
sztenderd analizist, amely axiomatizalta Newton és Leibniz végtelen kicsiny mennyisé-
geit (v6. Robinson, 1966 és Csirmaz, 1999). Kezdetben sokan nagy reményeket fiiztek
ehhez az 0jitdshoz, de ma méar gy tiinik, nem valtotta be a hozza fiizott reményeket.
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9. KOMPLEX SZAMOK ES KOMPLEX FUGGVENYTAN

9.1. Bevezetés

A komplex szdmokkal méar a 4.2. alfejezetben is talalkoztunk, de most bévitjiik a kort.
A 9.2. alfejezet bemutatja, mennyire késén, csak a 19. szézad elején sikeriilt szaba-
tosan bevezetni a komplex szamokat. Igaz, ekkor szinte egy csapasra megsziiletett a
komplex fiiggvénytan is (9.3. alfejezet). A targyalasban Ribnyikov (1960) X. fejezetére
tamaszkodunk.

9.2. Komplex szamok

A masodfoki egyenletek tanulméanyozasanal, példaul 22 + 1 = 0 megoldasanal, mar
taldlkozhatunk a kissé misztikus, képzetes i = /—1-gyel. Itt még a képzetes vagy
altalanosabban a komplex szdmok mint nem kivanatos elemek, a megoldasok korébol
kizarhatok voltak. A harmadfoku egyenlet megoldasa sorén (4.2. alfejezet) azonban méar
kikeriilhetetlen a hasznalatuk, mégpedig éppen a harom valos gyoki egyenlet megolda-
sakor. A 16. szazad kozepétdl azonban 1800-ig kellett varni, hogy a komplex szamokat
szabatosan targyaljak a matematikusok.

Azt méar Bombelli is felfedezte, hogy az a+ bi-alakii komplex szamokkal természete-
sen ugyanugy szamolhatunk, mint a valos szamokkal: példaul tagonként Gsszeadhatjuk
Gket, a disztributivitas szabalyai szerint Osszeszorozhatjuk Gket, stb. Euler azonban
még 1770-ben is kételkedett ,létezésiikben”. Bar sokat szamolt veliik, még & is elkove-
tett olyan elemi hibakat, mint v/—1v/—4 = v/4 = 2, pedig a helyes eredmény i -2i = —2.

d’Alembert nagy lépést tett el6re a komplex szamok kezelésében, amikor belatta,
hogy a komplex szamok halmaza zart az négy alapmiiveletre és a hatvanyozasra, példaul
(a + bi)T? felirhaté e + fi alakban, azonban bizonyitasa kiegészitésre szorult (Kline,
1972, 594. o.).

Meglep6 modon sokaig kellett varni a komplex szamsik felfedezésére. Pedig Girard
mar 1629-ben felfedezte a negativ szamokat is tartalmazo, teljes szamegyenest, és Wallis
mar 1655-ben utalt arra, hogy a képzetes szdmokat a valés szamegyenesre merdleges
egyenesen kellene adbréazolni (lasd Smith, 1929, 46-54. o.).

A komplex szamsikot azonban két amatér matematikus fedezte fol. Az elsé, Caspar
Wessel (1745-1818) dan f6ldmérd, aki 1798-ban a Dan Akadémia kézleményeként anya-
nyelvén publikélta felfedezését (lasd Smith, 1929, 55-66. o.), amelyet csak 100 évvel
késébb vettek észre. A masodik, a svajci Jean Robert Argand (1768-1822), aki 1806-
ban publikalta a komplex szamok grafikus dbrazolasarol szolé eredményeit. Id6kozben
Gauss is felfedezte a kés6bb rola elnevezett szamsikot, de most sem sietett eredményének
publikalasaval (1831).
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A komplex szamok trigonometrikus alakja sokat segit a megértésben. A komplex
szamok szorzatanak abszolut értéke az abszolut értékiik szorzata, a szorzat argumen-
tuma az argumentumok Osszege:

r(cos ¢ + isin @)s(cosp + isin) = rs(cos(p + ) + isin(p + )).

Ez a szogfiiggvények okori addicios tételén alapul, belSle mar kovetkezik a komplex
szamok természetes kitevGji hatvanyara vonatkoz6 Moivre-tétel.

9.1. példa. (de Moivre, 1707/1730.) A z = cos ¢ + isin¢ szam n-edik hatvanya
2z = cosny + isinnp. Jellemzs, hogy maga de Moivre soha nem mondta ki képletét a

fenti alakban, és 1748-ban Euler volt az elsd, akinél hasonlé képlet szerepel (lasd Smith,
1929, 440-454. o.).

9.3. A komplex fiiggvénytan kialakulasa

A komplex fiiggvénytan kialakuldsanél az els6 igazi matematikai nehézséget a logarit-
mus negativ értelmezési tartomanyra valo kiterjesztése okozta, amely a parcialis tortekre
bontassal torténd integralasnal 1épett fel. 1712-ben Leibniz és Johann Bernoulli azon
vitatkozott szenvedélyesen, hogy pozitiv  esetén log(—x) valos-e (Bernoulli) vagy komp-
lex (Leibniz). A hosszadalmas vita még a kezdeményezsk haldla utéan sem iilt el, amikor
1749-ben Euler felfedezte, hogy a log(—1) = im, de altalanosabban: log(—1) = i(2k+1)m,
ahol k tetsz6leges egész (vo. 9.1. tétel kovetkezmény).

A kovetkez§ tétel levezethets az exponencialis fliggvény komplex véltozos hatvany-
sorabol, amelyet 1748 koriil vezetett be Euler:

=1
(9.1) => k—
k=0
9.1. tétel. (Euler, 1727/1739.) Az exponencialis és a trigonometrikus fiiggvények
kozott fennall a kdvetkezd azonossag:
€Y = cos @ + isin p, ahol © valos (vagy komplex) szam.

Ko6vetkezmény. €™ = —1.

Bizonyitds. Helyettesitsiik be a (9.1) hatvanysorba az i¢ képzetes értéket. Fi-

gyelembe véve az i2 = —1, i3 = —i és i* = 1 Osszefiiggéseket és a trigonometrikus

fliggvények hatvanysorat, adodik a tétel. [

Megjegyzés. Gingyikin (2000, 237. o0.) megjegyzi, hogy valdojaban bonyolultabb
volt a felfedezés utja. Az 5.1. példaban emlitett integralasi feladatban a parcialis

tortekre bontéaskor
1 1 1
1422 2i\z—7i x+1
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adodik, amit formélisan integralva a bal oldalon az arkusz tangens fliggvényt kapjuk, a
jobb oldalon viszont képzetes argumentumu logaritmust:
T —1

1
arctanr = — log -
21 x+1

Newton egyik legkiemelked&bb tarsa, Roger Cotes (1682—1716) hasonl6 gondolatmenetet
kévetve, méar 1715-ben heurisztikusan kozel jutott az Euler-képlethez.

9.1. feladat. Részletezziik a szadmolast, és bizonyitsuk be, hogy a legutolsé kép-
letbsl kovetkezik az Euler-képlet!

A (9.1) képlet egyebek mellett lehetGvé tette a 6. fejezetben emlitett linearis diffe-
rencidlegyenletek altalanos targyalasat.

A komplex fiiggvénytan felé vezets tton — Stillwell (1989, 179-180. o)-t kovetjiik
ismertetését kovetjiik. Kezdjiik az egykori csodagyerek, Alexis Claude Clairaut (1713—
1765) fontos lépésével. 1740-ben a Fold alakjat vizsgalva (vo. 7.4. alfejezet) egy (x,y)-
sikbeli erGteret modellezett, és észrevette, hogy a (P,QQ) konzervativ er&térben, ahol az
energia megmarad, a Pdx + Qdy elemi munka integrélja akkor és csak akkor fiiggetlen
az uttol, ha a mennyiség teljes differencial

af  of

daf = %dx + 8_ydy’
azaz of , of
P = 8_95 €S Q = a—y,
valamint P,() kielégiti a kovetkez6 egyenletet:
orP  0Q
dy  ox

1752-ben hidrodinamikai feladatok tanulméanyozésanal d’Alembert hasonlo felada-

tot vizsgalt, csak erd helyett sebességeket tekintett. Ekkor stacionarius és 6rvénymentes
aramlasokra szoritkozva a fenti egyenlet megmarad, de kiegésziil a folyadék 6sszenyom-
hatatlansagat kimond6 mésodik feltétellel:

or  0Q _

or Oy
d’Alembert észrevette, hogy érdemes a két skalar—vektorfiiggvényt egy komplex-komplex
fiiggvénybe egyesiteni. Csak be kell vezetni a komplex valtozos fiiggvények differencié-
lasat. Mivel a komplex szdmokkal ugyanigy oszthatunk, mint a valésakkal, a definicio
egyszeri. Egy f(z) komplex—komplex fliggvény a z pontban derivalhaté (mas néven
requldris vagy holomorf), ha egy T tartomanyban létezik az

flz+h) - f(z)
h

0.

f(z) = lim

hatarérték.

Az o6rok vetélytars, Euler azt is észrevette, hogy a derivalhatésag tanulméanyoza-
sahoz érdemes a fiiggvény filiggetlen és fliggs valtozdjanak valos és képzetes részének
megkiilonboztetni. Legyen

(9.2) f(2) = fz +iy) = u(xy) +iv(z,y)
a tekintett fliggvény, ahol z,y valés valtozo és u,v valds valtozos, valos értéki fiiggvény.
S6t, igazolta a kovetGirsl elnevezett tételt.
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9.2. tétel. (Cauchy—Riemann feltétel.) Egy komplex véltozés, komplex értéki
fiiggvény akkor és csak akkor derivialhaté a z pontban, ha ott teljestil

du v . ov ou

— = — és —=——.
Jor 0Oy ox oy
Bizonyitasi otlet. Sziikségesség. Legyen Az = t valos, ekkor f'(z) = ul, + ivl.
Legyen Az = it képzetes, ekkor f'(z) = —iuy, + v,. Két komplex szdm csak akkor
egyenld, ha valos, illetve képzetes részei megegyeznek: u, = v, és v, = —uy.

Elégségesség. Felirjuk a w(x,y) = u(x,y) + iv(z,y) fiiggvény valos és képzetes diffe-
rencialjait:
du = uydr +u,dy & dv=vpdr 4 v,dy.

Ebbdl behelyettesitéssel adodik az f fiiggvény differencialja:
df = du +idv = uydr + uydy + ivj,dx + iv,dy.

Osszevonva a dz és a dy egyiitthatoit és felhasznalva a Cauchy-Riemann feltételt, adodik
az allitas:
df = (ul, + ) (dz + idy).

Valos integralokat komplex fiiggvények segitségével elGszor Euler értékelt 1776-t61
kezdve. A val6shoz hasonléan definidlhatoé a komplex sikon a vonalintegral és a korin-
tegral, jele: [, és §. Kozponti jelentGségii a kovetkezd tétel:

9.3. tétel. (Cauchy, 1822.) Egy egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon értelmezett
regularis fliggvény koérintegralja 0.

Megjegyzés. Ha egy fliggvény korintegralja nulla, akkor két pont kozti integralja
fiiggetlen a valasztott uttol.

Bizonyitas. Irjuk fol a korintegralban az integrandust valos és képzetes Osszete-
vGje Osszegeként:

j{f(z) dz = j{[u(az,y) dr —v(x,y) dy] + i j{[v(x,y) dz + u(z,y) dy].

Clairaut-tételénél lattuk, hogy

pontosan akkor teljesiil, ha Py' = @’,. A Cauchy—Riemann-feltétel szerint tehat mindkeét
integral 0. ]

A komplex sik egy U nyilt halmazan analitikusnak neveznek egy f fiiggvényt, ha
az U halmaz minden zy pontjaban lokéilisan hatvanysorba fejthets:

)= 3 an(z0)(= — )"
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Azt konnyt belatni, hogy minden analitikus fiiggvény differencialhato, de joval
nehezebb igazolni az allitds megforditasat: minden differencidlhaté fiiggvény analitikus.

Laplace 1782-1812 kozott az allandd egylitthatos differencidlegyenletek megoldé-
sara és altalaban az integralas megkonnyitésére bevezette a késébb réla elnevezett
Laplace-transzformdciot, amely egy ,,jol viselkedd” f fiiggvényhez az

F(s)= /OOO f(t)e =tdt

fliggvényt rendeli. ElGszor csak valos s-re definidlta, de kés6bb komplex s-re is kiter-
jesztette a transzformaélt értelmezési tartomanyat.

Siméon-Denis Poisson (1781-1840) észrevette, hogy a feladat visszafelé is értelmes:
adott F fiiggvényhez megtalalhato:

1 a+100
= — F(t)e*'d
F6) =5 [ Fletas
ahol a elég nagy valos szam.
Kikapcsolodasul megemlitjiik a Laplace-transzformalt kozvetlen kozgazdasagtani

jelentését és szerepét a differencidlegyenletek megoldasaban.

9.2. példa. Legyen f(t) az egyén t idSpontbeli kiadasa, és s az id6ben valtozatlan,
de infinitezimalis idGszakra vonatkozo kamatlab, akkor F'(s) a kiadasi palyanak a 0
id6pontra vonatkozo jelenértéke. Ez az az Gsszeg, amelyre akkor lenne sziikség, ha az
egész életpalyan jelentkezd Osszes kiadast a 0 idGpontban, egy Osszegben, elére kellene
kifizetni. Ez a fogalom segit a (9.3) differencialegyenlet megoldasaban. Tegyiik fol,
hogy a t = 0 id6pontban vilagra jott, és végtelen élettartamu fogyaszté6 Ay vagyonnal
sziiletik, amelyet élete folyaman felél: Ay = F'(s). Tetszbleges pozitiv T' idSpontbeli
A(T) vagyonat a
(9.3) A=sA—f
differencialegyenlet hatarozza meg: valoban, egy pillanat alatt a vagyonvaltozas egyenls
a t6kekamat és a fogyasztas kiilonbségével. A jelenérték segitségével kozgazdasagilag
A(T) konnyen meghatarozhato: a vagyon jelenértékének valtozésa [0,77] id&szakban
egyenld a fogyasztas jelenértékével, azaz

T
Ag — A(T)e T = / Ft)e tat.
0

Végiil megemlitjiik az algebra alaptételét.

9.4. tétel. (Gauss, 1801.) Minden n-edfoki komplex egyiitthatos polinomnak
multiplicitassal szamolva n szamt gyoke van.

Gauss bizonyitasanak alapgondolata legegyszertibben a kovetkez6képpen szemlél-
tethets (Boyer, 1968/1991, 498-499. o.): tekintsiik a 22 —4i = 0 egyenletet, és keressiik
a gyokoket z = a + bi alakban, ahol a és b valos szamok! Mivel 22 = a? — b? + 2abi, a
komplex egyenlet (valos és képzetes része) két valos egyenletre egyszertisodik: a?—b% = 0
és ab — 2 = 0. Az els6 egyenletbdl (a + b = 0 vagy) a — b = 0, egy egyenes egyenlete; a
masodik egyenlet egy derékszogi hiperbola(par) egyenlete. Kénnyen belathato, hogy a
hiperbolanak és a relevans egyenesnek egy-egy metszéspontja van.

Gauss maga tovabbi harom bizonyitast adott e tételre, (a masodikat lasd Smith,
1929, 292-306. o.). Napjainkban a tételt legelegansabban Rouché tételével bizonyitjak.
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10. EULER ES A MODERN SZAMELMELET

10.1. Bevezetés

A szamelmélet a természetes szamok oszthatosagi tulajdonsigaival foglalkozik. A 2.4.
és a 4.5. alfejezetben rendre az Okori és a 17. szézadi kezdeteket érintettiik. Ebben a
fejezetben azt korvonalazzuk, hogyan nétt ki a modern szamelmélet Euler munkassaga-
bol. A 10.2. alfejezetben Euler szamelméleti eredményeibdl valogatunk. A 10.3. alfe-
jezetben néhany tovabbi fejleményt ismertetiink. Magyar nyelvi szamelméleti konyvek
koziil Freud—Gyarmati (2000) munkajara és Gingyikin (2001) népszertisité konyvének
megfelels fejezetére tamaszkodunk, de ajanljuk a mar hivatkozott Weil (1983) kényvet
is.

10.2. Euler szamelméleti eredményeibél

A 4.5. alfejezetben mar targyaltuk a kis Fermat-tételt (4.5. tétel) és a Fermat-sejtést
(1637). Megleps modon ezek az eredmények 1727-ig nem sok figyelmet keltettek. A
20 éves Euler figyelt fel els6ként Fermat haldla utdn kinyomtatott munkaira. Euler
szamelméleti érdeklgdését az egyébként jelentéktelen Christian Goldbach (1690-1764)
keltette fel, s ezt az érdekl6dését hésiink egész életében megérizte. Goldbach nevét a
maig megoldatlan Goldbach-sejtésrsl ismerjiik:

10.1. sejtés. (Goldbach, 1742.) Barmely 2-nél nagyobb péros szam felbonthato
két primszam Osszegére.

Euler kortarsai némileg megiitkoztek a korban szokatlan érdeklédés miatt. Ahogyan
Daniel Bernoulli 1778-ban irta Euler egyik tanitvanyanak: ,Nem gondolja-e, hogy tul
sok figyelmet szentelnek, mar meghbocsasson, az egyszert szamoknak, elpazarolva rajuk
annyi er6t...?” (Gingyikin, 2001, 220. o.)

Euler 1732-ben otletes szamolassal megmutatta, hogy Fermat-nak a primekrél szolo
sejtése mar n = 5-re sem igaz, mert az Fy oszthato 641-gyel. (Kiilonben ez volt Fermat
egyetlen hamis sejtése.) Szintén Euler latta be a 2.6. tétel megforditasat: mas péaros
tokéletes szam nincs. Azt viszont még ma sem tudjuk, hogy van-e péaratlan tokéletes
szam.

Még ennél is fontosabb volt a kis Fermat tétel altaldnositasa, amelyhez Euler be-
vezette a p(n) fiiggvényt: természetes n-re ¢(n) az 1, 2,..., n szamok koziil az n-hez
relativ primek szaméat adja.

10.1. tétel. (Fermat—Euler-tétel, 1737.)
(a,m) =1 = a?™ =1 (mod m).
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Megjegyzés. Ez a tétel valoban altaldnositja a 4.5. tételt, mert m = p esetén
o(p) = p—1, 8 aP! =1 (mod p)-bél (a,p) = 1-re a-val vald szorzassal kivetkezik
aP = a (mod p).

Bizonyitas. Legyen r;, i = 1, ..., ¢(m) egy redukalt maradékrendszer (mod
m), azaz olyan szamok, amelyek kiilonbsége nem oszthaté6 m-mel, de minden redukalt
maradékosztaly szerepel koztiikk. Mivel (a,m) = 1, {ar;} is redukalt maradékrendszer
(mod m). Ezért minden i-hez létezik olyan j, amelyre ar; = r; (mod m). Osszeszorozva
a kongruencidkat, és kihasznalva, hogy a két oldalon ugyanazon maradékok permutécioi
allnak,

a®? My . "To(m) =T1T2 " Tp(m) (mod m),

és egyszertisitve az m-hez relativ prim 7172 - - 7,(,)-mel, adodik az eredmény. Figye-
lemre méltod, hogy az altaldnositéas csirdja fellelheté Fermat-nal is. [

Kiilon szélunk a Fermat-sejtés igazolasarol n = 3-ra, mert ez 4j utat nyitott a
szamelméletben.

10.2. tétel. (Euler, 1770.) Az x3 + y> = 23 egyenletnek nincs pozitiv egészekre
megoldasa.

Kiindulasul az 3 412 = 23 egyenlet kivetkezs atrendezése szolgalt: 23 = 23 —y3 =
(z —y)(2%2 + 2y + y?). Bevezetve az egyik harmadik primitiv egységgyokot:

1 V3

W= Ty

az?+zy+y? = (2 —yw)(z — yw?) felbontashoz jutunk, azaz

2’ =2 =y’ = (2 —y)(z — yw)(z — yw?).

Euler attors 1épése az volt, hogy kidolgozta az un. FEuler-egészek szamelméletét,
és ennek segitségével megmutatta, hogy a harmadfoka Fermat-egyenletnek az a + bw
Euler-egészek korében sincs megoldasa. Ez lehetne nehezebb is, mint az eredeti feladat,
de val6jaban konnyebb, mert itt érvényes a szamelmélet alaptétele, azaz alkalmazhato
a felbontas egyértelmiisége (Freud—Gyarmati, 2000, 323-331. o.)

Euler nemcsak algebrai, hanem analitikus modszereket is alkalmazott szerteagazo
szamelméleti vizsgalataiban. Az analitikus megkozelités forradalmi tjdonsagara maga
Euler vilagitott ra (Gingyikin, 2001, 225. o0.): ,Annak ellenére, hogy itt az egész szamo-
kat vizsgaljuk, és ebben a végtelen kis mennyiségekkel valdé szamolas nem tiinik alkal-
mazhatonak, kévetkeztetéseimhez mégis a differencialas és egyéb cselfogasok segitségével
jutottam.”

A rovidség kedvéért mindossze két analitikus eljarasat vazoljuk.

Az els6ben Euler merészen bevezette a (kés6bb Riemannrdl elnevezett) zéta-
fligguényt (v6. 8.1. tétel):

[e.e]

1
¢(s) = —, s>1 valos.
nS
n=1
A 8.2. alfejezetben mar lattuk Euler vakmerdségét a ((2) kiszamitasaban. Ugyanezt

tikrozi a
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10.3. tétel. (Euler, kb. 1744.) A zéta-fiiggvény eldallithaté végtelen szorzata-
lakban:

ahol a végtelen szorzat minden primre kiterjed.

Bizonyitas. (Heurisztikus.) A végtelen mértani sor 6sszegképlete szerint a szorzat
p-tényezGje ZZO:O p~Fs. A végtelen sorok szorzatdban éppen

n=% = Hp—a(p)s

az n szam kanonikus elGallitdsdnak —s-edik hatvanya. [

E gondolatmenet szabatossa tétele utan a koévetkezé tételt kapjuk.

Kovetkezmény.  (Euler, 17/4). Az elsé n primszdm reciprokdnak dsszegére igaz
a kovetkezd kétoldali becslés:

1
loglogn — 2 < Z — < loglogn + c.

p<n

Megjegyzés. Az allitas als6 becslése ujra bizonyitja a primek végtelenségérol
sz0lo 2.4. tételt, hiszen véges sok prim esetén a fenti Osszeg is véges volna, viszont a
nala kisebb loglogn végtelenhez tart (Freud-Gyarmati, 2000, 190-196. o.).

S6t, Euler azt is kitapogatta, hogy érvényes a kovetkezd Osszefiiggés:

s

C(1 = 5) = 2(25) " cos () T(s)(s),

ahol .
I'(s) = / 5 e du, s>1
0

az Euler-féle Gamma-fiiggvény, amely a faktorialist &dltalanositja természetes szamokrol
pozitiv valos szamokra.

Egyenlségiinkkel a zéta-fliggvény értelmezése kiterjeszthets az 1-nél kisebb valos
részi komplex szdmokra is. Konnyen lathato, hogy az 4j tartomanyon végtelen sok
trividlis negativ gyok talalhato: s = =2k, k=1, 2,....

10.1. feladat. Igazoljuk, hogy I'(s) = (s — 1)['(s — 1)!

A masodik eljaras az additiv szamelmélet korébe tartozik (v6. Freud-Gyarmati
(2000) 339-342. o., Weil (1983) 276-283. o. és Gingyikin (2001) 232-233. o.). Két
kombinatorikusan definidlt mennyiséget akart Euler meghatéarozni: a) hanyféleképp le-
het egy k természetes szamot egyméstol kiilonb6z6 természetes 6sszeadandok Osszegére
felbontani: jele ay; b) hanyféleképp lehet egy k természetes szamot paratlan sszeadan-
dok Osszegére felbontani: jele br. Egyik esetben sem vagyunk tekintettel a felbontas
sorrendjére, vagyis a particiok szamat keressiik. Euler belatta, hogy a két sorozat azo-
nos, és kozvetett médon megadta a sorozat kiszdmitasi szabalyat.
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A 6.1. feladatban mar talalkoztunk egy tetszéleges (ay), sorozat generdtorfiigg-

vényével , az
oo

A(z) = Z anz"

n=0
formalis hatvanysorral, ag = 1. Euler a kévetkezd megfigyeléseket tette:

10.4. tétel. (Euler, 1740 utédn). A fenti két sorozat generatorfiiggvénye rendre

k és T) = L
Al) =]+ B() = [ =y

valamint a két hatvanysor azonos: A(x) = B(z), tehat a két sorozat is azonos: a, = by,
minden n-re.

Megjegyzés. A modszer erejére jellemzs, hogy csak 1850 koriil sikertilt kozvetlen
kombinatorikus bizonyitast adni e kombinatorikai tételre.

Bizonyitds. Az A(x) végtelen szorzatban a beszorzasokat elvégezve, az ay
egylitthaté annyi l-es Gsszege, ahany ,a’-felbontas létezik. A B(z) fiiggvény nevezs-
jében szerepld végtelen szorzat k-adik tényezGje a végtelen mértani sor képlete szerint
PRy z2kF—1i tehat a végtelen szorzatban a beszorzasokat elvégezve, a b, egyiitthato
annyi l-es Osszege, ahany ,b’-felbontas létezik. |z| < 1 esetén mindkét hatvanysor kon-
vergens.

Most méar csak a két fiiggvény azonossagat, azaz

Ky 1
1;[(1 +a") = [, (1—a2-1)

egyenl@séget kell igazolni. ElGszor szorozzuk be a bal oldal els6 tényezgjét a jobb oldal
nevezdjének elss tényezdjével: (1 + x)(1 —x) = 1 — x%-et kapjuk, majd beszorozva a
bal oldal masodik tényezéjével, 1 — z*-et kapjuk. Méasodszor szorozzuk be a bal oldal
harmadik tényezdjét a maradék jobb oldal els6 tényezdjével: (1+23)(1—23) = 1 —a%-ot
kapunk, stb. [

10.2. feladat. Bizonyitsuk be a generatorfiiggvény-modszerrel, hogy a sorrendtél
eltekintve, minden egész szam pontosan egyféleképp allithato el kiilonb6z6 2 hatvanya-
inak Osszegeként!

Végiil egy nevezetes irracionalitési eredmény.

10.3. feladat. (Euler, 1737.) Igazoljuk az e hatvanysoros alakjaval, hogy az e
irracionélis szam!

Joval nehezebb volt Johann H. Lambertnak (1728-1777) igazolnia tételét 1770-ben
a 7 irracionalitasarol (a Freud—Gyarmati (2000, 396-398. o., 9.5.2. tétel) szerepld
kétoldalas bizonyitasban integral is szerepel).

76



10.3. Tovabbi fejlemények

Nem célunk szamelmélet-torténetet irni, ezért csak olyan fejleményekre utalunk, ame-
lyek a jegyzetben méar el6adottakkal kozvetlen kapcsolatban vannak.

Euler kiilonboztette meg elsSként az algebrai szdmokat, amelyek valamilyen (nul-
latol kiilonbozd) egész egyiitthatos polinom gyokei, illetve a transzcendens szdmokat,
amelyek semmilyen egész egylitthatos polinomnak nem gyokei. Téle szarmazik az elne-
vezés, ti. hogy a transzcendens szdmok meghaladjék az algebra hatokorét. Legendre azt
sejtette, hogy a 7 transzcendens, de sokiig semmi bizonyosat nem tudtak ilyen szdmok
létezésérdl. Joseph Liouville (1809-1882) 1844-ben konstruéalt ilyen szamokat, példaul
Sy 10~* — kihasznalva, hogy egy n-edfoku algebrai szam 1/s™-nél jobban nem kéze-
lithet6 s nevezgji tortekkel (Freud—-Gyarmati, 2000, 389-392. o., 9.4.2 és 9.4.1. tétel).

Tovabbi évtizedekre volt sziikség, amig Hermite 1873-ban belatta, hogy az e transz-
cendens (lasd Smith, 1929, 99-106. o.), illetve Ferdinand Lindemann (1852-1939) 1882-
ben igazolta, hogy a m transzcendens (v6. Freud—-Gyarmati, 396-402. o.). Utalunk ra,
hogy e legutolso tételbdl kovetkezik, hogy ,.a kér nem négyszogesithetd”, azaz euklideszi
szerkesztéssel nem szerkesztheté meg egy olyan négyzet, amelynek keriilete megegyezik
egy adott korével (12.2. alfejezet). Koriilbeliil ebben az idében Georg Cantor (1845—
1918) halmazelméleti megfontolasokkal megmutatta, hogy mig az algebrai szamok meg-
szamlalhatok, addig a transzcendens nem, tehéat az Gsszes valos szamok sem (lasd 12.1.
feladat és Fauvel-Gray, 1987, 579. o.). Ebbdl egy csapasra kovetkezett, hogy vannak
transzcendens szamok, de a bizonyitds nem konstruktiv.

Eulernak a Fermat-sejtés specialis esetére adott részbizonyitasa vezette el Gausst
a Gauss-egészek vizsgilatahoz, és dobbentette ra ,a matematikusok fejedelmét”, hogy a
szamelmélet alaptételét ki kell mondani, és bizonyitani kell: minden természetes szam
egyételmiien felbonthatd primhatvanyok szorzatara.

Késébb tovabbi kitevskre is igazoltdk a Fermat-sejtést. Ernst Kummer (1810-
1893) az idealok bevezetésével 1850 koriil megmutatta, hogy hol a hiba Lamé és Cauchy
korabbi bizonyitdsdban, és jelentGsen kiterjesztette a Fermat-sejtés érvényességi korét
(lasd Smith, 1929, 119-126. o.). A Fermat-sejtést azonban csak 1994-ben sikeriilt
Andrew Wiles-nak (1953-) igazolnia. (A témakorrél hasznos népszertsits leirast ad
Singh, 1997.)

Kiemeljiik, hogy Freud—Gyarmati (2000) szamelméleti tankonyve rengeteg torté-
nelmi utalést és parmondatos életrajzot tartalmaz a témarol.

Végiil bemutatunk egy FEulertsl szarmazoé sejtést, amely nagyon hasonlit a Fermat-
sejtésre, és amelyet csak nemrégiben cafoltak meg.

10.2. sejtés. (Euler, vo. Laroche, 2004, 53. o0.) Az x* +y* + 2* = u?* egyenletnek
nincs természetes szamokbol all6 megoldasa.

Ez azonban nem igaz, mert Noam Elkies 1988-ban talalt egy ellenpéldéat:
2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673.

Bonyolultabb a helyzet a zéta-fliiggvénnyel. Mar a 10.3. tétel kévetkezménye is
megmutatja, hogy a primszamok stirtisége a természetes szamok kozott aszimptotikusan
nullahoz tart. Legyen 7(x) a primszamok szama z-ig, tehat stirtségiik m(z)/z. Eulertdl,
Gausstol, Legendre-tol szarmazik a
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10.3. sejtés. (Gauss, 1793.) A [2,z] intervallumbeli primszamok striisége aszimp-

totikusan 1/log x, azaz
m(x)
z—oo x/logx

Gauss = = 3 000 000-ig ellendrizte a sejtés helyességét, s6t, az 1/log x-nél is pon-

tosabb becslést talalt. MindenekelStt bevezetjiik a Gauss-féle logaritmikus integrdlt:
odt

o logt’

amelyet a ¢ = 1-ben 1év6 szingularitds miatt szimmetrikus improprius integralként kell

értelmezni (Cauchy-féérték). (Gauss maga 2-t6l inditotta az integralt!) Elég konnyen

belathato, hogy li x ~ logz/x.

Laroche (2003, 58-59. o.) szerint Gauss a kovetkezs heurisztikus valoszintiség-
szamitasi meggondolassal jutott el a sejtéshez. Tegyiik f6l, hogy a primszamok ,egyen-
letesen oszlanak el” a természetes szamok halmazan. Ekkor az [z,x + dz| intervallumon
kb. mw(z)dz/x primszam taldlhato, nagysaguk kb. z. Ez alapjan, valamint a 10.3. tétel
kovetkezménye és a Lagrange-kozépérték-tétel szerint

iz =

z+dox
Sam(z)/z o= 1 dx
R pE:w o loglog(z + dx) — loglog(z) ~ Tlog s’

azaz ,adodik” a sejtés.
A szentpétervari Pafnutyij Csebisev (1821-1894) a sejtésnél egy gyengébb tételt
igazolt (lasd Smith, 1929, 127-148. o.).

10.5. tétel. (Csebisev, 1848.) A [2,x] intervallumbeli primszamok strtsége
osztva log x-szel aszimptotikusan két — 1 koriili — korlat kézott marad:

c1 < 71’(3:)

— < o,
! x/logx “

ahol 0,922 < c¢; <1 < cg < 1,105.

Csebisev a zéta-fliggvényt alkalmazta sajat bizonyitasaban. (Itt emlitjiik meg, hogy
ugyancsak Csebisev igazolta 1850-ben Joseph Bertrand (1822-1900) sejtését (1845),
nevezetesen, hogy minden, 1-nél nagyobb természetes szdm és a kétszerese kozott van
primszam.)

1859-ben Riemann egy zsenialis nyolcoldalas cikkben vazolta a primszamtételhez
vezetG utat. Bonyolultsaga miatt az F2. fliggelékre halasztjuk a terv korvonalazasat,
és ott szolunk a zéta-fiiggvény gyokeinek elhelyezkedésérsl szold nevezetes Riemann-
sejtésrdl is. A tervet tobb évtizeddel késébb Jacques Hadamard (1865-1963) és Charles-
Jean de la Vallée Poussain (1866-1962) valositotta meg.

10.6. tétel. (Hadamard—de la Vallé Poussain, 1896.) A [2,z] intervallumbeli

s o

primszamok striisége aszimptotikusan 1/logx, azaz

m(x)

z—oo x/logx
Végiil megemlitjiik, hogy a primszam-tételt elemileg — komplex fiiggvénytani esz-
kozok alkalmazasa nélkiil — bizonyitotta Erdgs Pal (1913-1996) és Atle Selberg (1917-)
1949-ben. Freud-Gyarmati (2000, 174-178. o.) gyengébb allandokkal néhény oldalas
bizonyitast ad.
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11. PARADOXONOK A VALOSZINUSEG-SZAMITASBAN

11.1. Bevezetés

A valoszintiség-szamitas a Kolmogorov-féle axiomatizalas (1933) 6ta ugyanolyan mate-
matikai targy, mint az algebra, vagy a szamelmélet, de sok matematikus még mindig
idegenkedve tekint ra. Ennek tobb oka is van: a) a valoszintiség-szamitas ,csak valo-
szin” kijelentéseket tesz, b) sok paradoxon kisérte a valoszintiség-szamitas torténetét.
A 11.2. alfejezetben néhany valoszintiség-szamitasi paradoxon bemutatasaval probaljuk
meg szemléltetni e tudomanyag torténetét, majd a 11.3. alfejezetben a nagy szamok
torvényeivel vilagitjuk meg a paradoxonok hatterét. Kivald attekintést nyuajt a para-
doxonok témakorérsl Székely (2004) munkaja. Magyar nyelvii valoszintség-szamitasi
monografia Rényi (1966). Szorakoztato, de mély iras Rényi (1967).

11.2. Paradoxonok a szerencsejatékokban

A kockadobés &si jatékszenvedély volt: mar i.sz. 30 koriil a romai katonak is kocka-
dobassal dontotték el, kié legyen Krisztus ruhaja. Erdekes moédon a 16. szazadig a
matematikusok nem foglalkoztak a szerencsejaték matematikajaval. A 4.2. alfejezet-
ben emlitett Cardano irta az elsé konyvet a témarol, de miive szamos hibat tartalmaz.
Az els6 igazi valoszintiség-szamitasi feladatot 1654-ben Fermat és Pascal oldotta meg,
egymastol figgetleniil (lasd Smith, 1929, 546-565. o.). A feladat a kovetkezs volt:

11.1. példa. (de Méré lovag feladata, 1654; v6. Székely, 2004, 21-23. o.) Két jaté-
kos egy igazsdgos jatszmasorozatot jatszik egymassal, azaz 50-50 szazalék egy jatszma
nyerési esélye. Az nyer, aki els6ként megnyer 6 jatszmat. A jaték félbeszakad, amikor
az els¢ jatékos mar 5, a masodik 3 jatszmat megnyert. Kérdés: hogyan osszék el a
dijat egymas kozott? Valasz: A jaték legfeljebb tovabbi 3 jatszma utan befejezédne, 8
egyforma valdszintiségii moédon. Ebbdl csak 1 kedvez a méasodiknak, tehéat a dijat 7:1
aranyban kell elosztani az elsé és a masodik jatékos kozott. A paradoxont itt az jelenti,
hogy a feladatot korabban olyan kivalé gondolkodok, mint Luca Pacioli (1445-1509),
vagy Tartaglia sem tudtak megoldani. (Még a 18. szazad egyik legjobb matematikusa,
d’Alembert sem értette meg 1754-ben, hogy ha két érmét dob fel, akkor 4, és nem 3
egyenld valoszintségi elemi esemény kovetkezik be: FF, FI, IF és II.)

Egymastol fiiggetleniil, Fermat és Pascal altaldnositotta a feladatot: Ha az els6
jatékosnak m, a masodiknak pedig n tovabbi jatszméara van sziiksége a nyeréshez, akkor
az els jatékos gybzelmi esélye

m+n—1
pr=2"0mml Y (m e 1>.

j=n J
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(A bizonyitas kedvéért tegyiik fol, hogy a jatékosok altalaban még a gyGzelem esetén
sem hagyjék abba a jatékot, és rdadésul mind az m +n — 1 jatszmat lejatsszak. Legyen
j az 1. jatékos altal megnyert (tovabbi) jatszmék szama, ekkor (mﬂl_l) azoknak a
kombinécioknak szama, amelyek esetén m+mn—1 1épésbdl 5 > m-ben nyer az 1. jatékos,
és j —m < n-ben nyer a 2. jatékos.)

Az érdekesség kedvéért idézziik a levelek sorszamait és datumait: 1. Pascal els6
levele Fermathoz elveszett. 2. Fermat valasza Pascalnak datum nélkiili. 3. Pascal
Fermatnak: 1654. jualius 29. a hires mondatokkal: ,szeretném Kkinyitni a szivemet
Onnek..., olyan nagy az 6rémom, hogy egyetértiink. Latom, hogy az igazsag ugyanaz
Toulouse-ban mint Périzsban.” 4. Fermat vélasza Pascalnak: 1654. augusztus 29,
benne a hibéas sejtés a Fermat-primekrél. 5. Fermat levele Pascalnak: 1654. szeptember
25. 6. Pascal Fermatnak: 1654. oktober 27.

A fejlédés titemére jellemzd, hogy az elsé valoszintiség-szamitasi konyvet méar 1657-
ben megirta Huygens.

,J|akob] Bernoulli|nél| talalkozunk elGszor a valoszintiség definicidjdval. Bernoulli
szerint a valdszindség a bizonyossdg foka és gy ardnylik a bizonyossaghoz, mint rész az
egészhez. Ezen inkabb filozofiai, mint matematikai definicié mellett szerepel Bernoullinal
a valoszintiség kombinatorikus, un. klasszikus definicidja is, amely szerint [Laplace nyo-
méan| egy esemény valdszinisége egyenld az eseményre nézve kedvezd esetek szimdnak
€s az Osszes esetek szdmdnak hdnyadosdval, feltéve, hogy ezen esetek mind egyformdn
valdszintdek” (Rényi, 1967 /2005, 165. o.).

Keletkezési helyérsl kapta nevét a kovetkezs valoszintiség-szamitéasi feladat.

11.2. példa. (Daniel Bernoulli, 1735, szentpétervari paradoxon; vo. Székely, 2004,
39-42. o.) Tegyiik f6l, hogy egyenls esélyl fej-vagy-irast jatszunk egy kaszindban,
és minden jatszmaban mi valaszthatjuk meg a tétet. Biztos nyerést ad a kévetkezd
stratégia: az els6 nyerésig jatszunk, addig minden lépésben megduplazzuk az el6z6
tétet. Valoban, tegyiik fol, hogy a kezddé tét 1 Ft, és a k-adik jatszmaban nyeriink

elészor: xp = 281 k=1, 2, ... ,. A mértani sor dsszegképlete szerint a nyeremény
—1—2—...—2F2 1 2k=1 — 1 fiiggetleniil k értékétsl.

A paradoxon abban &ll, hogy a jaték igazsagos, és mégis biztosan nyeriink, ha
a tétet 1épésrdl 1épésre megfelelGen emeljiik. A paradoxon magyarazata a kovetkezs:
ahhoz, hogy ezt a jatékot lejatszhassuk, korlatlan kezd&tékére van sziikség, marpedig
ilyen nagy t6kéje senkinek sincs. (Valoban, a tét varhato értéke végtelen: > o~ | pray =

& 2%2’“*1 = 00.) Talan emiatt maximalizaljak a feltehetd téteket a kaszinok, pedig az
6 nyerési esélyiik nagyobb, mint 1/2.

Daniel Bernoulli e jaték kapcsan vezette be a Neumann—Morgenstern-féle hasznos-
sagfliggvény (v6. 14. fejezet) elédjét: azt allitotta, hogy a nyeremény hasznossaga
a nyeremény nagysagaval nem egyenesen arédnyosan, hanem csak logaritmikusan ng:
u(zy) = log, z. Ha ez igaz, akkor a jaték értéke, amennyit egy jatékos hajlando a
részvételért fizetni, a varhato hasznossag értéke: pp = 1/2% annak a valészintisége, hogy
a jaték a k-adik 1épésben ér véget, tehat a varhatd hasznossig a 3.4. feladat szerint

- 1
U:Zpkloggxk: ok
k=1 k=1

(k-—1)=2-1=1< .

Ujabb paradoxonunk Bertrandtol szarmazik.
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11.3. példa. (Bertrand, 1888.) Harom doboz koziil az egyikbe véletlen valasztéssal
a jatékvezetd elrejt egy kincset. A jatékos talalomra valaszthat a lezart dobozok koziil.
A valasztas utan azonban nincs vége a jatéknak. A jatékvezets megmondja a jatékosnak,
hogy a masik két doboz koziil kinyitja az egyiket, olyant, amelyikrél tudja, hogy iires.
A jatékos az iires doboz kinyitasa utan modosithatja valasztasat. Erdemes?

A meggondolatlan jatékos azt gondolhatja, hogy mindegy, hogy mit valaszt, tehat
nem érdemes modositania eredeti valasztasat. A meggondolt jatékos azonban szamol
(lasd 11.1. tétel). Szimmetria miatt foltehetjiik, hogy a jatékvezets a kincset az 1.
dobozba rejtette. A jatékos eredetileg 1/3-1/3 valoszintiséggel valasztotta a harom
doboz koziil az x indextt: x = 1, 2, 3. A jatékvezets nem teljesen véletlen, a jatékos
valasztasatol erdsen fliggs valasztasa y = 1, 2, 3, a kovetkezd feltételekkel: ha z = 1,
akkor 1/2-1/2 feltételes valosziniiséggel nyitja ki y = 2-t, illetve y = 3-t. Ha viszont
x = 2, illetve x = 3, akkor a jatékvezets biztosan az y = 3, illetve y = 2 dobozt nyitja ki.
Ha a jatékos nem valtoztat els6 valasztasan, akkor a talalati valoszintiség 1/3 marad. Ha
viszont valtoztat, akkor x = 1 esetén kapott y = {2, 3} jelzésre adott tagado z = {3, 2}
valasztassal biztosan veszit, viszont az x = 2, illetve az x = 3 esetén kapott y = 3,
illetve y = 2 jelzésre adott tagadd z = 1 valasztassal biztosan nyer, s a biztos talalatok
egyiittes valoszintisége 2/3. Erdemes tehat valtoztatni.

A megoldas kulesat altalanosabban Thomas Bayes (17027-1761) fogalmazta meg,
s a Wikipedia tartalmazza az eredeti bayes-i megoldast is.

11.1. tétel. (Bayes-elv, kb. 1750; vo. Székely, 2004, 89-94. o.) Ha A és B
két tetszoleges esemény, P(A) > 0, P(B) > 0 egyedi és P(AB) egyiittes valoszintiséggel
fordul elé, akkor A-nak B, illetve B-nek A melletti feltételes valdszinisége

P(AB) ) P(A|B)P(B)
P(A|B) = 11 P(BJA) = —————=
(A1B) = o), il P(BIA) = T
Ha By,By, ... teljes eseményrendszer (az ,,okok”), akkor
P(A|By)P(B

Y. P(A|IB)P(B;)’

Vagyis ha ismertek az A esemény megfigyelése el6tti P(A|By) valoszintségek, vala-
mint P(By) un. eldzetes (a priori) valosziniségek, akkor a Bayes-tétellel kiszamithatok
az A megfigyelése utani, an utdlagos (a posteriori) valoszintségek: P(By|A)-k.

Bayes maga nem diszkrét, hanem folytonos valoszintiségekbdl indult ki, és feltette,
hogy az el6zetes eloszlas példaul az [a,b] intervallumon egyenletes; diszkrét esetben
P(By) = P(By). Bar viszonylag altalanos feltételek esetén igaz, hogy kell6en sok megfi-
gyelés utan a ténylegesen ismeretlen el6zetes eloszlas megvélasztasa lényegtelen, vannak
olyan példék, amikor ez nem igaz.

Kovetkezik a negyedik példa.

11.4. példa. (Diszkrét idejii elagazasi folyamatok, avagy ritka csaladnevek kiha-
lasa, Galton—Watson, 1874, vo. Székely, 2004, 165-167. o.) Tegytik fel, hogy egy adott
évszazad elejétdl inditjuk a folyamatot. Minden évszézad fel van osztva negyedszaza-
dokra, és mindig a negyedszazadok elején sziiletnek a gyerekek. Legyen pg,p1,p2,...
annak a valoszintisége, hogy egy férfinak 0, 1, 2,... fitigyereke sziiletik, 0 < pg < 1.
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Kérdés: mi annak a valdszintisége, hogy valamikor nem sziiletik fia utéd, azaz kihal az
apai csaladnév? A valaszt a 6.1. feladatban és a 10.4. tétel el6tt bevezetett generdtor-
fliggvény adja:

(/)
9(2) =S msk, <.
k=0

Tekintsiik az n-edik nemzedékben azon fitk szidménak az eloszlasat, akik még az Gsapa
ritka nevét hordjak. Belathato (11.1. feladat), hogy ennek az eloszlasnak a generétor-
figgvénye g,(2) = g(gn-1(2)), ahol g1(2) = g(z). Annak valoszintisége, hogy az n-edik
nemzedékben kihal a név, ¢, = g,(0) < 1. Nyilvanvalo, hogy a {g,} sorozat monoton
novekvd, ezért létezik hatarértéke: ¢ = g(q) < 1. Mivel 1 = ¢(1), a vilaghird Fran-
cis Galton (1822-1911) és szerztarsa, Watson, 1874-ben (tévesen) arra kovetkeztetett,
hogy a ritka csaladnevek kihalnak. Csak az 1920-as években fedezték fel az okoskodas-
ban a hibat: ha a sziiletends fiuk szaméanak varhato értéke m = Y .-, kpx nagyobb,
mint 1, akkor a ¢ = g(q) egyenletnek van egy mésik megoldasa is, amely kisebb mint
1, és ez a helyes megoldas. Ugyanis a ¢,11 = ¢g(¢,) rekurzionak a ¢* = g(q*) fixpont
a lokalisan aszimptotikusan stabil megoldéasa. (Paradoxonnak tekinthets viszont, hogy
az m = 1 esetben kihal a csaladnév.)

Lotka, a matematikai biologia egyik atyja, 1931-ben a p, = ab*~ 1, k =1, 2, ...
egyenletrendszert az USA-ra becsiilve, a = 0,2126, b = 0,5893 és pg = 1 —p1 —po — - - - =
0,4825 paraméterértékeket kapta, ekkor ¢ = 0,819 a kihalas valoszintisége.

11.1. feladat. a) Igazoljuk a fiiggvényrekurziot! b) Mutassuk meg, hogy ¢, =
9(qn—1) és keressiik meg a ¢* = ¢(¢*), ¢ < 1 nem trivialis fixpont stabilitasanak
feltetelét (vo. Rényi, 1966, 138-141. o.)!

Végiil utalunk az 6t6dik paradoxonra, amelyben méar folytonos valdszintiségi valto-
zOk 1épnek fel.

11.5. példa. (Bertrand, 1888.) Adott egy kor, és bele van irva egy szabélyos hé-
romszog. Véletleniil elhelyeziink a kérben egy hirt. Kérdés: mi a valoszintisége annak
az eseménynek, hogy a har hossza nagyobb, mint a haromszog oldala? Valasz: attol
fliggden, hogy a hur egyik végpontjat, vagy az egyik oldallal parhuzamosnak vett hir
,magassagat”’, vagy a hur kozéppontjat vilasztjuk egyenletes eloszlas szerint, a valdszi-
niiség rendre 1/3, 1/2 vagy 1/4. , A példa annak idején azért tiint paradoxonnak, mert
nem vették figyelembe, hogy a harom kiilénbo6z6 felfogasnak a har véletlen valasztasara
vonatkoz6 kiilonbozd kisérleti feltételek felelnek meg, s ezek kiilonb6z6 ... valdszintiségi
meértékhez vezetnek” (Rényi, 1966, 66-68. o.).

11.3. A nagy szamok torvényei

Tegyiik fol, hogy egy kisérletnek két kimenetele van: sikeres p valoszintiséggel, és sikerte-
len ¢ = 1—p valosziniiséggel; 0 < p < 1. (Példaul egy szabélyos érme 1/2 valoszintiséggel
esik F-re, és 1/2 valosziniiséggel I-re.) Jakob Bernoulli mérlegelte a kisérlet n-szeres is-
métlését. Konnyt belatni, hogy annak valészintisége, hogy a siker k-szor koévetkezik

be,
n _
Pk = <k)p’“q” k|

Innen kapta a nevét binomidlis eloszlds.
Most megfogalmazzuk a nagy szamok gyenge torvényének legegyszertibb alakjat.
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11.2. tétel. (Jakob Bernoulli, posztumusz, 1713.) Akérmilyen kicsiny €,0 > 0
valos szamparhoz létezik olyan N, s természetes kiiszObszam, hogyha a kisérletet n >
N, s-szor egymastol fiiggetlentil megismételjiik, akkor a k/n relativ gyakorisag eltérése
a p valosziniiségtdl legalabb 1 — § valoszintiséggel kisebb lesz, mint ¢. (Példaul mind a
fejek, mind az irdsok nagyjabol 50-50%-ban jelentkeznek.)

Megjegyzések. 1. Ez a tétel a nagy szamok tn. gyenge torvénye a binomialis
eloszlasra, amelyet viszonylag egyszerii eszkozokkel lehet bizonyitani. A lényeg: az
n-edrendd binomiélis eloszlas szorasa viszonylag lassan né a kisérletek szamaval, hiszen
\V/1pq, s ez /n-nel aranyos. Altalanos eloszlasra a tételt a Csebisev-egyenlGtlenséggel
(francia forditas 1867) lehet igazolni. Erdemes megjegyezni, hogy a nevezetes egyenl6t-
lenség Csebisevtdl szarmazd bizonyitasa az alkalmatlan jelolések miatt sziikségtelentil
bonyolult volt (lasd Smith, 1929, 580-587. o.). Az egyes valoszintiségi valtozokat a
ma szokasos X; helyett x,y,z, ..., diszkrét realizaciojukat xq,zs,...,21, Y1,42 .- ,Ym €S
21,22, ...,2n jelolte. A megfelel6 varhato értéket m; = EX; helyett a,b,c,..., variancia-
jukat s? = EX? helyett aj,by,cy,... stb. jeldlte. Bevezetve a megfelels valosziniiségeket:
DP1P2s - - - \Dly 1,92 - - - sqm €S 71,72, ...y, Csebisev felirta a megfelel§ elemi Gsszefiiggé-
seket és nehezen attekinthetd, tobb oldalas szdmolassal levezette az egyenlGtlenséget.

2. Hosszu fejlédési folyamat egyik csticspontjaként ezt a tételt Alekszandr J. Hin-
csin (1894-1959) 1934-ben altalanositotta tetsz6leges paronként fliggetlen, egyforma
eloszlasi, véges varhato értékii valoszintiségi valtozok sorozatéra is (v6. Rényi, 1966,
VL.3. pont, 4. tétel).

11.2. feladat. Bizonyitsuk be a 11.2. tételt!

Ha n nagy, akkor elég nehéz megbecsiilni az IV, s fliggvényt. Ezért fontos a gyenge
torvény de Moivre-tol szarmazo élesitése (lasd Smith, 1929, 566-575. o.).

11.3. tétel. (de Moivre, 1733/1738.) Legyen Y,, egy n-edrendd p = 1/2 paramé-
tert binomialis eloszlasi véletlen véltozo. Az X, = (Y, /n —1/2)/+/n/4 standardizalt
(0 varhatoé értékii és 1 szorasu) véletlen valtozo F,, eloszlasfiiggvénye konvergal a stan-
dardizalt normalis eloszlashoz:

1 v 2
lim F,(z) = ®(z) = — et /2 dt,
n— oo \ 21 P

ahol ® a Gauss-féle hibafiiggvény.

Megjegyzések. 1. Ez a tétel valoban élesebb, mint a gyenge torvény, hiszen a

O(xy) — P(—zy,) =1-19, Tn =4/

egyenldségpar aszimptotikus felvilagositast nyajt N s-rol.

2. Ezt a tételt p = 1/2-161 tetszbleges p-re, s6t diszkrét egyenletes eloszlasra Laplace
altalanositotta, ezért sokszor Moivre—Laplace-tételnek is nevezik (lasd Smith, 1929, 588—
604. o.). Ez annyiban is jogos, hogy a tételt Laplace vitte sikerre. Emellett még Gauss
neve is megjelenik, nyilvan nem érdemteleniil.

A bizonyitas megtalalhaté Rényi (1966) I11.16. pontjaban, és lényeges modon fel-
hasznalja az F.1. feladatban kittizott Stirling-formulat.

A klasszikus valoszintiség-szamitas alaperedményeibdl végiil megemlitjiik a statisz-
tika egyik legfontosabb alapelvét, legkisebb négyzetek modszerét, amelyet Gauss és Le-
gendre fedezett fel, nagyjabol egy id6ben, 1800 koriil, akarcsak a primszamsejtést.
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11.4. tétel. (Legendre, 1805). Legyen E = a + bx + cy + fz + stb. egy sta-
tisztikus Osszefiiggés, ahol a,b,c,f allandok, és x,y,z pedig valosziniiségi valtozok. Ha
a hibanégyzet varhaté értékét akarjuk minimalizalni, akkor a kovetkezd egyenleteknek

kell teljestilnitik:
0:/ab+x/b2+y/bc+z/bf+stb.,

O=/ac+x/bc+y/c2+z/cf+stb.,
O:/af+:r:/bf—i—y/cf+z/f2+stb..

Talan nem meglepd, hogy Legendre megadta az elv két fontos speciélis esetét: 1) az
egyvaltozos specialis esetet, amikor is a megfigyelések atlaga minimalizdlja a négyzetes
hiba varhato értékét, 2) a mechanikai analogiat is, amikor a tokéletlen megfigyelésektsl
val6 minimalis négyzetes eltérést a tomegkozéppont adja.

Most ugrunk egy nagyot elére az idében, és a valoszintiség-szamitas axiomatizala-
saval kapcsolatban ismét Rényit (1967/2005, 166-168. o.) kovetjiik. Természetesen a
valoszintiség klasszikus definicioja korkoros, hiszen a valoszintiség a nevezGben is meg-
jelenik, és a definicié a szerepld alapeseteket egyenlGen valdszintinek tekinti. A 17-18.
szédzadban jol megfelelt mind az elméletnek, mind a gyakorlatnak ez a definici6, hiszen
ebben az id6ben ,a szamfogalom, a fliggvény vagy a hatarérték sem volt mai értelemben
igazan tisztézott, de akkoriban ennek hianyat sem érezték. Gyokeresen megvaltozott
azonban a helyzet a 19. szazadban, amikor a matematika és a matematikai szabatos-
sag fogalma alapvetd atalakulason ment keresztiil.” Kialakult a matematika formalista,
axiomatikus felfogasa. ,Ebbdl a nagyszabasi atalakulésbol ... a valdszintiség-szamitas
meglepGen sokaig, egészen a 20. szazad kezdetéig kimaradt.... Ez a lemaradas ahhoz
vezetett, hogy a 20. szazad elején a matematikusok zome a valoszintiség-szamitast nem
is fogadta el a matematika szerves részének, egyenrangt aganak, hanem a matematika
és a fizika, illetve filozofia kozott kozbenss helyet elfoglalo és meglehetGsen kétes értéki
tudoméanyagnak tekintette. David Hilbert (1862-1943) mar 1900-ban felismerte e le-
maradas karos voltat, és ezért a matematika legaktualisabb megoldatlan feladatainak a
listajara felvette a valdszintiség-szamitas axiomatikus megalapozasanak a probléméajat.
...|Ezt] kielégitSen elsének A[ndrej] N. Kolmogorov [(1903-1987)]... oldotta meg 1933-
ban. [A]... Kolmogorov-féle elméletben a véletlen eseményeket halmazok reprezental-
jak, és a valosziniiség egyszertien ezeken a halmazokon értelmezett normalt [Lebesgue-|
mérték.” Ez a megalapozas nemcsak logikailag kielégits, de egyben 6ssze is kétotte a
valoszintiség-szamitas és a matematika egyéb teriileteinek a fejlgdését.

A nagy szamok legélesebb torvénye az un. erds torvény, amelyet a legegyszertibb
alakjaban fogalmazunk meg.

11.5. tétel. (Kolmogorov, 1930.) Ha a teljesen fiiggetlen és egyforma eloszlasu,
{ X} valbsziniiségi valtozoknak van varhaté értéke és szorasa, akkor a sorozatukkal
képzett S,, = (X1 +---+ X,,)/n szamtani kézép majdnem biztosan tart a kozos varhatoé
értékhez.

Megjegyzések. 1. A gyenge torvény csak azt mondja ki, hogy adott kisérletszam-
nal azoknak az eseményeknek a halmaza, ahol a relativ gyakorisag eltérése nagyobb
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e-nal, tart nulldhoz. De nem mond semmit sem arrél, hogy miképp valtozik e ,rossz”
halmaz a kisérletszam fiiggvényében. Az erds torvény ezzel szemben azt mondja ki,
hogy az aszimptotikusan rossz halmaz mértéke nulla.

2. A mértékelméleti bizonyitast lasd Rényi (1966, VI.7. pont, 1. tétel). Itt egy
meglepd példan szemléltetjiik a tételt, amely egyben ravildgit a valdszintiség-szamitas
mértékelmeéleti hatterére is. Ezt a tételt egyébként mar 1909-ben ismerte Emile Borel
(1871-1956).

11.5. példa. A [0, 1] szakasz tizedes tortjeit kettes szamrendszerben felirva, le-

gyen X}, valoszintiségi valtozo értéke a k-adik jegy, k =1, 2,.... Erre a sorozatra a nagy
szamok erds torvénye teljesiil: az 1-esek relativ gyakorisaga 1 valoszintiséggel 1/2. Va-
lo6ban, legyen w = (z1,x2,...,Tk,...) egy tetszileges végtelen 0-1-sorozat, s legyen ezek

halmaza Q = [0, 1]. Véges, m szamu xj, értékét rogzitve, a keletkezs hengerhalmazok
valoszintisége 1/2™. Kolmogorov alaptétele szerint ez a klasszikus mérték kiterjeszthets
az egész valoszintiségi mezére o-additiv valdszintiségként stb.

Megemlitjiik, hogy ha f és g két valdszintiségi valtozo, akkor a 8.3. alfejezetben
definialt hajlasszog éppen a két valtozo korrelacios egyilitthatojat adja.
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12. LEHETETLENSEGI TETELEK

12.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben tobb olyan kérdéskorrel foglalkozunk, amelyekre a végleges va-
lasz nemleges. Itt a kérdések nehézsége miatt a kordbbiaknal is vazlatosabb is-
mertetésre szoritkozunk. A kovetkezs kérdéskorokkel foglalkozunk. A 12.2. alfeje-
zetben: megoldhatok-e algebrailag az o6todfoki egyenletek? A 12.3. alfejezetben:
megszerkeszthetG-e euklideszi moédon a szabalyos hétszog? A 12.4.  alfejezetben:
kovetkezik-e a parhuzamosséigi axioma a tobbi axidoméabol? A 12.5. alfejezetben: van-e
olyan halmaz, amelynek a szamossaga nagyobb a megszamlalhatonal és kisebb a konti-
nuumnal?

12.2. Megoldhatok-e algebrailag az 6t6dfoki egyenletek?

A 4.2. alfejezetben részletesebben korvonalaztuk, hogy 1540 koriil szinte egyszerre ta-
laltdk meg a harmad- és a negyedfoku egyenlet megoldoképletét. Ezutan tobb mint két
évszéazadig sikertelen probalkozésok kovetkeztek, mig végiil 1770-1830 kozott a mate-
matikatorténet egyik legszebb fejezeteként kideriilt, hogy az 6t6d- és a magasabb foku
egyenletek altalaban nem oldhatok meg. Szakszerd targyalast ad Fried (1981/1989, 7.
fejezet), mi viszont Gingyikin (2001, 272-276. o0.) népszertsits és torténeti elemzését
kovetjlik. Zarasul egy rovid csoportelméleti torténetleirast adunk.

Az els6 1épés Tschirnhaustol szarmazott, akinek ,,...sikertilt olyan helyettesitést ta-
lalnia, amely az altalanos n-edfoku egyenletet y™ +a = 0 alaku, két tagbol allo egyenletté
alakitja at.... Ez a helyettesités az ismert képletet adja n = 3 esetén, és n = 4 esetén
is alkalmazhat6. Leibniz azonban kénytelen elkeseriteni baratjat: az m = 5 esetén a
helyettesités egyilitthatoinak megtalédlasahoz 5-nél magasabb foku egyenletet kell meg-
oldani.”

1770-1771-ben jelent meg Lagrange 200 oldalas cikke: ,,Gondolatok az egyenletek
algebrai megoldasarol”. ,Vizsgalatait az n < 4 esetekre vonatkozoé képletekkel kezdi,
kiilénos figyelmet forditva az n-edik gyok alatt allo kifejezésekre. Az x% 4+ ax + b =
0 méasodfoki egyenlet esetén ez A = a?/4 —b...” — diszkriminans —, amely az 1 2
gyokpar szimmetrikus polinomja, s6t (x; — x2)? fiiggvénye. A harmadfoki egyenletnél
azt vette észre, hogy az x1 2 3 gyokhadrmas és az egyik harmadfokt primitiv egységgyok,
€ segitségével a harmadfoku egyenlet mindkét diszkriminansa kifejezhetd:

T1 + Toe 4+ 2362\ °
Ay = 3

Itt viszont a A(zq,x2,x3) fliggvény a gyokok barmilyen permutacioja mellett is csak két
értéket vesz fol: A -t és A_-t.
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E szimmetrikus fliggvények és a gyokok permutacidcsoportjainak vizsgalataval Lag-
range nemcsak a magasabb foku egyenletek, de a csoportelmélet alapjait is lerakta. (Vele
egy idében Alexandre Theophile Vandermonde (1735-1796) is észrevette a legfontosabb
Osszefiiggéseket, az 6 munkajat azonban arnyékba boritotta Lagrange-¢.) ,Paolo Ruf-
fini (1765-1822) bebizonyitotta, hogy az 6todfoku egyenlet gydkeinek nincsenek olyan
nem trividlis fliggvényei, amelyek 6tnél kevesebb értéket vesznek f6l, és meg volt gy6-
z6dve, hogy bebizonyitotta az 6todfoku egyenletek megoldhatatlansidgat gyokvonasok
segitségével [1799]. De hatra volt még annak bizonyitasa, hogy az ilyen fliggvények
létezése valoban sziikséges a megfelel§ képlet létezéséhez. A megoldhatatlansag tel-
jes bizonyitasat Abel adta meg [1826-ban (miutan rajott arra, hogy hibas az 6todfokn
egyenlet megoldasara korabban adott bizonyitéasa)| (lasd Smith, 1929, 261-266. o.). Ezt
megel6zte Gauss dolgozata szabalyos sokszogek korzével és vonalzoval torténd szerkesz-
tésérdl, illetve ami vele ekvivalens, az y” —1 = 0 alaku egyenletek gyokeinek kifejezésérsl
mes fogasok lehetévé tették egy kétezer éves feladat megoldasat [lasd a 12.3. alfejezet].
Az algebrai egyenletek megoldhatésaganak problémajat [Evariste] Galois (1811-1832)
elmélete oldotta meg véglegesen.”

Ismert, hogy Galois hevenyészett pélyazatait a Francia Akadémia illetékesei elvesz-
tették (Cauchy és Fourier) vagy visszautasitottak (Legendre). Megmaradt feljegyzéseit
sokiig még a legjobb matematikusok sem értették meg. Ez nem is meglepd, hiszen az
utolso valtozatot (lasd Smith, 1929, 278-285. o. vagy Fauvel-Gray, 1987, 502-505. o.)
csak a parbaj el6tti éjszakan irta le Galois, amelyben életét vesztette. Csupén 1846-ban
jelentette meg a rendbe tett vazlatot Liouville.

Természetesen az n-edfoku egyenlet megoldhatatlansaga nem gyakorlati kérdés, hi-
szen méar a harmadfoki egyenlet gyokeit sem érdemes numerikusan a gyokképlet segit-
ségével meghatarozni. Kizarolag elvi kérdésrdl van sz6, amelynek megoldésa nagyban
hozzajarult a modern, azaz absztrakt algebra, mindenekel6tt a csoportelmélet kialaku-
lasdhoz. Az alfejezet hatralévs részében réviden vazoljuk a csoportelmélet torténetét.

Torténetileg az elsé absztrakt algebrai struktiira a csoport volt, amely csirajaban
mar Gauss, Abel, Galois és Cauchy munkaiban megjelent az 19. szézad elején. Emlékez-
tetiink a modern definiciéra: Elemek G halmazat csoportnak nevezziik, ha értelmezve
van rajta egy miivelet, a szorzas, amely asszociativ: a(bc) = (ab)c; egy 1 egységelem,
amely a szorzas semleges eleme: al = a = la; és az a~ ! inverz elem: aa™! =1 =a 'a.
Kommutativ esetben (Abel-csoport) szorzat helyett Gsszeadasrol beszéliink, és a miive-
letre +, az egységelemre a 0, az inverzre pedig a —a jelet alkalmazzuk.

12.1. feladat. a) Igazoljuk, hogy egy csoportban csak egy egység és minden
elemnek csak egy inverze létezhet. b) Igazoljuk, hogy véges csoportban az inverz létezése
kovetkezik a tobbi axiomabol! (Mivel kezdetben csak véges csoportokat vizsgaltak, nem
is kovetelték meg az inverz létezését!)

Megismételjiik, torténetileg az els6é példat a csoportra a permutaciok adtéik.

12.1. példa. Permutaciocsoport (Dedekind, 1858). Legyen N = {1, 2,... ,n}
az els6 n természetes szam halmaza, és legyen m egy permutécio, azaz az N elemeinek
1-1-értelmi leképezése onmagara. Két permutacié szorzatan a két permutacioé egymaés
utani alkalmazasat értjiik. Az Osszes lehetséges permutaciok csoportot alkotnak.

A csoportelmélet torténetileg elsé tételének kimondasahoz még két fogalomra van
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sziikség. Egy csoport rendje a csoport elemszama, jele: |G|. Egy H csoport a G csoport
részcsoportja, ha H C G, és H zart a G csoportmiiveletre nézve: 1 € H; ha a,b € H,
akkor ab € H és a~! € H. A H kiilénb6z6 mellékosztalyainak szamat a H G-beli
indezének nevezziik, jele: (G : H).

12.1. tétel. (Lagrange, 1770.) A H részcsoport rendje osztéja a G csoport
rendjének: |G| = |H|- (G : H).

Ruffini 1799-es korszakalkotd konyvében, ha homéalyosan is, de bevezette a permu-
taciocsoport tranzitivitasat és primitivitasat.

Lagrange és Ruffini nyomdokain haladva, Cauchy 1815-ben a helyettesitéses cso-
portokrol egy hosszabb miivet irt. Fététele nem algebrai fogalmazasa: Fgy n-vdltozos
nemszimmetrikus fligguény kiilonbozd értékeinek szdma legalabb akkora, mint az n alatti
legnagyobb p prim értéke, hacsak nem 2. Csoportelméleti nyelvre atforditva, a teljes
szimmetrikus csoportra vonatkozo csoportindex felsg korlatja p vagy 2.

A csoportelméletben a legnagyobb 1épést Galois tette meg, aki 1830 koriil beve-
zette a invarians részcsoport (vagy normaloszto) fogalmat: az N részcsoport invaridns
részcsoportja G-nek, ha tetszéleges n € N és g € G esetén gng~! € N, valamint két
csoport izomorfidjat. Két csoportot izomorfnak neveziink, jele: G ~ G’ ha van olyan
1-1-értéki megfeleltetés, amely mitivelettarto: azaz ab = ¢ akkor és csak akkor teljesiil,
ha a'b’ = ¢ is teljestil. Az egyszerii csoport fogalma is téle szarmazik: ti. olyan csoport,
amelynek nincs valédi normal részcsoportja.

Megismeételjiik, hogy Liouville fedezte fel és tette elérhetévé Galois elméletét. Szol-
nunk kell Camille Jordan (1838-1922) munkéssagarol, aki 1870-ben megoldotta Abel
kérdését: melyek azok az adott fokt egyenletek, amelyek gyokokkel megoldhatok? Mivel
ezek az egyenletek kommutativ helyettesitéses csoportot alkotnak, Jordan a kommutativ
csoportokat Abel-csoportoknak nevezte.

Izelit6til megemlitjiik a véges Abel-csoportok alaptételét (Fried, 1989, 4.14. sza-
kasz).

12.2. tétel. (Abel.) Minden véges Abel-csoport lényegében egyértelmiien fel-
bonthaté primhatvanyrendi ciklikus csoportok direkt szorzatara.

Ugyancsak Galois otletét kovetve, Jordan transzformdciokkal reprezentalt csopor-
tokat. Végiil megemlitjiik, hogy 6 volt az els6, aki geometriai transzformdciok végtelen
csoportjdt vizsgalta.

Cayley méar 1849-ben javasolta az absztrakt csoport fogalmét, de javaslata érdek-
telenségbe fulladt. Joval kés6bb visszatért a kérdéskorhoz, de ekkor nemcsak azt vette
észre, hogy permutéciécsoportok helyett lehet absztrakt csoportokat is vizsgalni, de a
megforditést is.

12.3. tétel. (Cayley, 1878.) Minden véges csoport reprezentalhaté permutécio-
csoporttal.

Dedekind 1877-ben az algebrai szdmokat vizsgalva megismételte az absztrakt kom-

c stz

csoport megalkotdjanak.

Eugen Netto (1846-1919) allitotta a vizsgalatok kézéppontjaba az izomorfizmust és
a homomorfizmust. Felix Klein (1849-1925) 1880 koriil bevezette a végtelen transzfor-
maciocsoportokat, és erlangeni programjiaban ezek segitségével osztalyozta a geometri-
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akat. Az integralhatd kozonséges differencidlegyenleteket vizsgalva, 1870 koriil Sophus
Lie (1842-1899) észrevette, hogy ezek invariansak a folytonos transzformaciécsoportokra
(lasd Smith, 1929, 485-523. o.).

A csoportelmélet 19. szazadvégi népszertiségét egy Poincaré-idézettel lehet szem-
léltetni: ,,A csoportelmélet az egész matematika — megtisztitva anyagatol és tiszta for-
majara egyszertsitve.”

12.3. A szabalyos hétszog szerkeszthetetlensége

Mar az 6kori gorogok is foglalkoztak a szabalyos sokszogek korzével és vonalzoval torténs
szerkesztésével. Ismerték, hogy a trivialis szabélyos harom- és négyszogon, valamint a
felezéssel, negyedeléssel stb. kaphato sokszogeken kiviil az 6tszog is megszerkeszthets
(Hajos, 1964, 22.4. alfejezet). Nem tudték azonban, hogy megszerkeszthets-e példaul
a szabalyos hétszog. 1796-ban a 19 éves Gauss igazolta, hogy minden N-oldalszdmu
szabalyos sokszogek megszerkeszthetd, ha felirhato N = 2%p, - - - p,- alakban, ahol a > 0,
r > 0 egészek és p;k kiilonbozd Fermat-primek (Gingyikin, 2001, 307-323. és 351-355.
0.). A legkisebb 1j érték az n = 17, tehat a 17-sz0g szabalyos sokszog megszerkeszthetd.
Ezt a vilagra szolo felfedezést orokiti meg Gauss siremléke is. Pierre Wantzel (1814—
1848) 1837-ben belatta a tétel megforditasat is. Marpedig a 7 nem ilyen szam, tehat
szabalyos hétszog nem szerkeszthetd.

Gauss elGszor azt latta be, hogy egy szerkeszthetd szabalyos sokszognek megfelels
komplex egységgyok masodfoki irracionalitas, azaz egy egész egyilitthatdos masodfoki
egyenlet gyoke.

A szabalyos hétszog szerkesztésének feladata kiemelés utan visszavezethets egy ha-
todfoki egyenletre, mert

e l=(-DO+ P+ 222D =0,
Alkalmazva a szerkeszthetGségben megengedett © = z + 1/z helyettesitést, az
2?42 —20-1=0

harmadfoku egyenlethez jutunk.

Most azt kell megmutatni, hogy ennek az egyenletnek nincs masodfokid raciona-
litas gyoke. Bonyolultabb meggondolasokkal belathaté ugyanis, hogyha lenne, akkor
racionalis gyoke is lenne, példaul x = p/q, ahol p,q relativ prim. Mivel azonban

P +p*q—2pg® —¢> =0

esetén p oszthatd g-val, tehat ¢ = 1, azaz x egész. Innen mar kénnyen belathato, hogy
nincs egész megoldas.
Ugyanugy igazolhat6, hogy a 7/3 sz6g sem harmadolhato (vo. 4.1. példa).

12.4. A parhuzamosok posztulatuma

Mar az 6kori gorogokrdl szolo 2. fejezetben emlitettiik Eukleidész parhuzamossagi posz-
tulatumat (az axioma egyik varidnsat): egy adott egyeneshez egy kiilsé pontbdl egyet-
lenegy olyan egyenest lehet huzni, amely nem metszi az adott egyenest (Playfair, 1795).
Mar az 6korban is érezték, hogy ez a posztulatum kiilonbozik a tobbitél, bonyolultabb
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azoknal, és sokaig tgy vélték, hogy bizonyithato a tébbi posztuldtumbol és axidomabol.
(Az egész alfejezetrol lasd Lanczos, 1970 és Prékopa, 2002, valamint eredeti forrasokat
idéz Fauvel-Gray, 1987, 508-537. o.)

A 17-18. szazadban tébben megkisérelték az 6todik posztuldtum bizonyitasat.
Elete végén megjelent kényvében Gerolamo Saccheri (1667-1737) indirekt bizonyitassal
kisérletezett, és sikeriilt példaul kizarnia azt a lehetGséget, hogy a haromszog szégeinek
Osszege nagyobb mint 180° (lasd Smith, 1929, 351-359. o.). Ugyanakkor tévesen azt
gondolta, hogy azt a lehet&séget is sikeriilt kizarnia, amikor a haromszog szogeinek
Osszege kisebb mint 180°. A szamelmeéleti részben mar emlitett Lambert 1766 (1786)-
ban egészen kozel jutott annak igazolasahoz, hogy lehetséges egy olyan geometria is,
amelyben az 6todik posztulatum nem érvényes, nevezetesen egy adott egyeneshez egy
kiils6é pontbol tobb parhuzamos egyenes is hiizhato, de visszariadt e forradalmi tjitastol.

Csak 1830 koriil, egymastol fliggetleniil sikeriilt Nyikolaj Lobacsevszkijnek (1793—
1856) és Bolyai Janosnak (1802-1860) kidolgoznia a nemeuklideszi geometriat. A for-
radalmi ajitas lényege: feltételezve, hogy az euklideszi geometria helyes, lehet definidlni
egy olyan, ugyancsak logikus (ellentmondéasmentes) geometriai elméletet, amelyben az
6todik posztulatum nem érvényes (lasd Smith, 1929, 360-374. illetve 375-388. o.).

A részletes ismertetés helyett csupan a nemeuklideszi geometria leglényegesebb kép-
letét kozoljiik: adott AB egyenestdl a tavolsagban levé C' kiils6 pontbol hiizhato két
kiilénboz6 egyenes, p és g, hogy mindketts m(a) kritikus szoget zar be az AB-re emelt
meréGlegessel. Az annél nagyobb szogii egyeneseknek nincs kozos pontjuk az AB egye-
nessel, a kisebb szoget bezaroknak van. A kritikus szog értéke

ma) 4
tan 5 = e .
Az r sugara kor keriilete C, = w(e” — e~ "). Lathato, hogy lokalisan évényes marad az
euklideszi geometria: ha a,r ~ 0, akkor 7(0) = 7/2 és C, ~ 2rm.

A gondolat forradalmisagét jol mutatja, hogy amikor Bolyai Janos apja, Bolyai Far-
kas egykori gottingai didktarsanak 1832-ben elkiildte konyvét, benne fia Fiiggelékét, Ga-
uss kitéréen valaszolt: nem dicsérhetem fiad munkajat, mert akkor sajat munkamat di-
csérném. Valo igaz, hogy Gauss is gondolkodott e nemeuklideszi geometria lehetGségén,
de nem volt batorsaga elGallni egy ilyen forradalmi elmélettel. A valdjaban visszautasitod
dicséret mindenesetre elvette az eleve magaba zarkozo Bolyai Janos kedvét a tovabbi ma-
tematikai munkatol, és megkeseredett emberként halt meg. A Bolyai—Lobacsevszkij-féle
geometria jelentGségét csak akkor ismerték fol, amikor Riemann 1854-ben habilitacios
eladasaban elgallt a Riemann-geometria gondolataval (lasd Smith, 1929, 411-425. o.).
Ezt a teljesitményt mér az idds Gauss is elismerte. Itt emlitjiik meg, hogy a nem-
euklidészi geometria els6 modelljét csak joval kés6bb, 1868-ban alkotta meg FEugenio
Beltrami (1835-1900).

De még korunkban is akadnak egyébként kivald matematikatorténészek, akik fa-
nyalogva értékelik Bolyai és Lobacsevszkij forradalmi djitasait. Mutatoban idéziink egy
részt: ,Batorsagukkal, amellyel egy szokatlan geometriat tamogattak, Bolyai és Loba-
csevszkij elnyerte szamos torténész elismerését. Ennek ellenére munkédjuk toérténelmi
jelentGsége vitathato. Eredményeik zomét Gauss és kore mar ismerte. Kordabbi pub-
likdciokbol és személyes kapcsolatok révén ezek az eredmények hozzaférheték voltak,
legalabbis k6dos formaban. Lambert (1766) és Taurinus (1814) nyomtatasban megje-
lentek, és Bolyai Janos apja, Bolyai Farkas, Gauss életre sz6l6 baratja volt, akarcsak
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Lobacsevszkij tanara, Bartels.” (Stillwell, 1989, 259. 0.) A szerz6 mentségére szolgaljon,
hogy a megfelels fejezetet zard két részletes életrajz mégis Bolyai és Lobacsevszkijé.

Itt jegyezziik meg, hogy Gauss csillagaszati mérésekkel is megkisérelte ellenérizni
az igazsagot: jelentGs oldal hosszisagi haromszogekre szogosszegének és a 180°-nak a
kiilonbségére a mérési hiba hataran beliili értéket, 14 szogméasodpercet kapott.

Kiemeljiik, hogy az 1800-1850-es félévszazadban gyokeres valtozasok mentek végbe
a matematika filozofidjaban. 1800-ban még azt hitték, hogy a matematika a természe-
tet irja le és a természet euklideszi. Immanuel Kant (1724-1804) német filozofus szerint
az emberrel vele sziiletik a tér és az id6 hagyomanyos szemlélete. 1850-re viszont mar
radobbentek a matematikusok arra, hogy a matematika tobbféle valosagot is leirhat.
Talan a hamiltoni kvaterniok is megingattak a matematikusok konzervativizmusat: le-
hetnek olyan szamtestek, amelyben a szorzas nem kommutativ! Lehetnek sokdimenzios
vektorterek!

12.5. Kontinuumhipotézis

A végtelen halmazok furcsa viselkedésére mar Galilei (1638, 44. o.) is felfigyelt, és be-
latta, hogy a természetes szamok és a négyzetszamok halmaza koélcsonosen egyértelmiien
leképezhets egymasra, tehat ugyanannyian vannak, noha a négyzetszamok valodi (és ra-
adasul ritka) részhalmazat alkotjak a természetes szamoknak. Evszazadokkal késGbb,
1874-ben kezdte el publikalni Cantor a szamossagelméletét. Atvéve Galilei felfogasat,
két halmazt azonos szdmossdgunak nevezett, ha létesithets koztiik egy-egy értelmi le-
képezés.
Mint bevezets analizis el6adasokbol ismert, a kovetkezs tételeket igazolta.

12.4. tétel. (Cantor, 1874.) A racionalis szimok szamossdaga azonos a természe-
tes szamokéval, halmazuk megszamlalhato.

12.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az algebrai szdmok szamossaga megszamlal-
hato, kovetkezésképpen a transzcendens szamoké nem megszamlalhato.

12.5. tétel. (Cantor, 1874.) A valos szamok szamossaga nagyobb, mint a
természetes szamoké.

Szépsége és alapvetd kés6bbi alkalmazasai miatt az utobbi tétel két bizonyitasat
mellékeljiik (Fauvel-Gray, 1987, 579-580. o. és Laczkovich, 1998, 57. o.).

Bizonyitdas. A kezdet kozos. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik f6l, hogy a valos
szamok megszamlalhatok.

1) Kikiisz6bolve a racionélis valos szamok felirasi kétértelmiiségét, irjuk fol a [0, 1)
intervallum valés szamait mint végtelen tizedes torteket, és szdmozzuk meg Gket: a;,
1 =1, 2,.... Belatjuk, hogy létezik legalabb egy olyan a valds szamot, amely nem tagja a
sorozatnak. Legyen I,, egy olyan zart részintervalluma [I,,_1-nek, amely nem tartalmazza
an-t. Az egymaéasba skatulyazott I, intervallumoknak éppen Cantor nevezetes tétele
miatt van legalabb egy kozos pontjuk. Ha ez a, akkor ez kiilonbozik barmelyik a,,-t6],
hiszen a € I,, és a, ¢ I,,. Ellentmondaés.

2) Erdemes bemutatni Cantor klasszikussa valt 1891-es bizonyitést, amely az tn.
atlos eljarason alapul, amelyet egyébként du Bois-Reymond mar 1875-ben alkalmazott
mas osszefiiggésben. Legyen az i-edik valds szam tizedesvessz6 utani j-edik jegye a;;.

91



Egy olyan b = (0,b1b2...), 0 és 1 kozti valos szamot konstruélunk, amely nem szerepelt
a felsorolasban: legyen b, = 5, ha ax # 5 és by = 4, ha ap = 5. Valéban, ez a szam
ar-tol a k-adik jegyben kiilonbozik, valamint 0 és 1 kozé esik. Ellentmondaés. ]

Talan még meglepSbb volt a

12.6. tétel. (Cantor, 1877.) Az egységnégyzet pontjainak a szimossiga meg-
egyezik az egységszakaszéval.

12.3. feladat. Bizonyitsuk be a 12.6. tételt!

Olyan paradox volt az eredmény, hogy Cantor azt irta baratjanak, Dedekindnek:
,Latom, de nem hiszem”, és megkérte baratjat, hogy ellenérizze eredményét.

Cantor kiterjesztette a miveleteket, és ugyanigy szamolt a végtelen halmazokkal,
mint elédei a végesekkel (v6. Hajnal-Hamburger, 1983). Felfedezte a 12.5. tétel altala-
nositasat, szintén az atlés modszerre tamaszkodva.

12.7. tétel. (Cantor, 1891.) Minden halmaz részhalmazainak szimossaga na-
gyobb, mint a halmaz szamossaga.

Cantor sokaig kiiszk6dott az tn. kontinuumhipotézissel: nem létezik olyan halmaz,
amelynek szadmossaga nagyobb, mint megszamléalhato, de kisebb, mint kontinuum. 1884-
ben Cantor azt hitte, hogy sikeriilt a sejtés bizonyitésa, majd azt hitte, hogy sikeriilt a
sejtés cafolata. Hamar rajott, hogy egyik bizonyitasa sem volt helyes.

Cantor 1895-ben szembesiilt azzal, hogy a végtelen halmazok elemzése paradoxo-
nokhoz vezethet, példdul ha az Gsszes halmaz U halmazat tekintjiik. Egyrészt ez a
halmaz is halmaz, ezért eleme sajat maganak. Maésrészt a részhalmazainak halmaza,
P(U) még nala is nagyobb szamossagu, ezért P(U) nem eleme U-nak, tehat U nem
tartalmaz minden halmazt. Bertrand Russel (1872-1970)-t6l szarmazik e paradoxon
koévetkezd valtozata:

12.2. példa. (Russel, 1905). Tekintsiik azoknak az x halmazoknak az A halmazat,
amelyek nem elemei 6nmaguknak: A = {z, x ¢ z}. Ha A € A, akkor A definicidja
szerint A ¢ A. Ha A ¢ A, akkor ugyancsak A definicidja szerint A € A, ellentmondas.
Vagy ahogyan 1918-ban tréfasan megfogalmazta: ,a borbély csak azokat az egyéneket
borotvalhatja meg, akik nem maguk borotvalkoznak. Mit tegyen a borbély magaval?”

Sokszor a folyoirat-szerkesztSk sem hitték el Cantor eredményeit, és ilyenkor kés-
leltették a benyujtott cikk publikiciojat. VélhetSleg nem segitette nézetei gyorsabb
terjedését miszticizmusa. ,Cantor azt hitte, hogy az Isten fedte fel el6tte a halmazelmé-
letet, és hogy a halmazok, amelyekrsl beszélt, Isten gondolatdban 1étez6 objektumok.
...A katolikus egyhézhoz fordul a helyes értelmezésért. Az egyhéz érdekl6dott, és ...
az illetékesek gy dontottek, hogy a halmazelmélet és a transzfinitum j6 filozofia, 6ssz-
hangban all az egyhaz nézeteivel” (Yandell, 2002, 34. o.).

Kiilonosen Leopold Kronecker (1823-1891) tamadta Cantor eredményeit, és két-
ségbe vonta a ténylegesen végtelen halmazok 1étezését. Odaig ment kétkedésében, hogy
az irracionalis szdmokat is szamitizte volna a matematikdbol. Poincaré a rémai Nemzet-
kozi Matematikai Kongresszuson, 1908-ban szintén hangot adott lesijté véleményének:
,Korabban is talalkoztunk mér paradoxonokkal, ... amelyek tetszettek volna az éleai
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Zénonnak. ...A halmazelmélet egy érdekes patologiai eset, amelyre a késGbbi nemzedé-
kek mint egy betegségre tekintenek majd vissza, amelybd6l méar kigyogyultak.” 1907-t61
kezdve Luitzen Brouwer (1881-1966) a topologia egyik megteremtje tovabbment, s az
un. intuicionizmus kezdeményezésével megprobalta visszaszoritani a formalista irany-
zatot, végsd soron sikerteleniil.

A kiutat Ernst Zermelo (1871-1956) és Adolf Fraenkel (1891-1965) talalta meg,
1908, illetve 1922 koriil, megfelelGen lesziikitett axiomarendszert alkotva. Ez megfelels
keretet teremtett a halmazelmélet tovabbi fejl6déséhez. David Hilbert 1926-ban a ko-
vetkezG hires kijelentésével védte meg Cantort: ,Senki sem tizhet ki benniinket abbdl a
paradicsombol, amelyet Cantor teremtett szamunkra.”

A matematikai logika fejlédésének 1j iranyt adott Kurt Godel (1906-1978) neve-
zetes felfedezése (1931): minden, az aritmetikat is magaban foglald axiomatikus mate-
matikai rendszerben sziikségszertien vannak eldonthetetlen allitdsok. Figyelemre mélto,
hogy a bizonyitasban Cantor mar emlitett atlos modszerét alkalmazta. Erdekes, hogy
a 12.4. alfejezetben targyalt parhuzamossagi axiéoma is a Godel-tétel egyik nevezetes
esete.

Ennek fényében kell megitélni a kontinuumsejtés sorsat. Sokaig a legtobb matema-
tikus azt hitte, hogy a kontinuumsejtésre igenlé a vélasz: nincs kozbiils6 szdmossagi
halmaz. Val6ban, Gédel 1940-ben igazolta, hogy a kontinuumsejtés nem cafolhato: van
olyan halmazelméleti modell, amelyben a sejtés igaz. Viszont Paul Cohen (1934—) 1963-
ban az ,ellenkez§” eredményt igazolta: van olyan halmazelméleti modell, amelyben nem
igaz a kontinuumhipotézis. (Egyébként Péter Rozsa (1969) népszertsits konyve 19-22.
fejezetében elemi szinten magyarazza el e dolgokat.)
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13. MERTEK ES FUNKCIONAL

13.1. Bevezetés

Az analizis logikai megalapozasa (8. fejezet) utat nyitott az elvontabb teriiletek kutatasa
fele. A 13.2. alfejezet a hosszusag, a teriilet és a térfogat altalanositasat megvalosito
mértékelmélet kialakulasat vazolja. A 13.3. alfejezet a matrixszamitas altalanositasa-
ként létrejovs funkcionédlanalizis fejldési utjat korvonalazza. Elsgsorban Kline (1972)
44. és 46. fejezetére tamaszkodom.

13.2. A mértékelmeélet kialakulasa

A hatarozott integral Riemann-féle elméletének felépitése elég sokaig varatott magara
(8.3. alfejezet), de annal hamarabb kideriiltek elméleti hidnyosségai: a) bar nem folyto-
nos fliggvények is lehetnek Riemann-integralhatok, mar az egyszerd Dirichlet-fliggvény
sem integralhato; b) bar az egyenletesen konvergens integralhato fliggvények sorozaté-
nak hatarértéke is integralhato, és az integralja az integralsorozat hatarértékével meg-
egyezik, tovabbra is nyitott maradt a hasonlé atmenet helyessége a nem egyenletes
konvergencianal.

Az els6 jelentGs lépést Giuseppe Peano (1858-1932) tette meg 1887-ben, aki be-
vezette egy sikbeli halmaz bels6 és a kiils§ teriiletét, mint a halmazba beleirt, illetve
a halmazt lefed§ véges szamu sokszog teriiletosszegének a felsd, illetve also korlatjat.
(Vegytiik észre a hasonlosagot a gorbe alatti teriiletet definialo also és fels6 Riemann-
Osszegekkel!) Ez a definici6 azonban nem oldotta meg a fentebb jelzett nehézségeket.

Jelentds eldrelépést tett Borel 1898-ban, amikor az &ltala mértéknek nevezett
mennyiség definidlasanil megengedte, hogy a korabbi, véges sok helyett megszamlal-
hato sok nyilt intervallum fedje le a halmazt.

A donts 1épést Borel tanitvanya, Henri Lebesgue (1875-1941) tette meg 1902-ben.
Ujitasat legegyszertibben az egydimenzios esetben szemléltethetjiik. Legyen E egy pont-
halmaz az [a,b] intervallumon. Fedjiik le a pontokat olyan véges vagy megszamlalhatoan
végtelen sok {d;} szakasszal, hogy E minden pontja valamelyik d; szakasz belsé pontja
legyen, és minden szakasz az [a,b] intervallumban legyen. Belathato, hogy a {d;} szaka-
szok helyettesithetSk olyan, majdnem diszjunkt {D;} szakaszokkal, hogy az E halmaz
barmely belsé pontja vagy egy D; szakasz bels¢ pontja vagy két szakasz kozos hatér-
pontja. Legyen §; a D; szakasz hossza. Ekkor az F halmaz kilsd mértékét a lefedd
halmazok Osszhosszanak alsé hataraként definialjuk:

X(E) =inf{> _&]|E C U;D;}.
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Hasonloan, a halmaz belsd mértéke a b— a és az [a,b] intervallumra vonatkozo kiegészits
F halmaz kiils6 mértékének a kiilonbsége:

M(E) = (b—a) — X (B).

Nyilvanvalo, hogy A (E) < A*(FE). Célszert egy halmazt akkor és csak akkor mér-
hetének definialni, ha a bels§ és a kiils6 mértéke megegyezik: A\, (E) = \*(E). Ekkor a
kozos érték a halmaz mértéke: \M(E) = M\ (E) = X*(E).

Giuseppe Vitali (1875-1932) fedezte fel a kovetkezs eredményt.

13.1. példa. (Vitali, 1905.) Lehetetlen a [0, 1] intervallum &sszes részhalmazara
egy nem nulla eltolasinvarians mértéket kiterjeszteni. Valoban, soroljuk be egy osz-
talyba az intervallumnak azokat a pontjait, amelyek kiilonbsége valamilyen racionalis
szam. Valasszunk ki a fenti osztalyok mindegyikébdl pontosan egy elemet (itt felhasz-
naltuk a kivalasztasi axiomat). A kapott kontinuum-szamossdgi X halmaznak nem
lehet mértéke (vo. 13.3. alfejezet). Indirekt: szamozzuk meg az intervallum racionalis
szdmait, és legyen ro = 0. Mivel az r,, raciondlis eltolassal az X atmegy egy masik X,,
halmazba, ezért A(X) = A(X,,). E megszamlalhatoan sok diszjunkt halmaz egyesitése
az intervallum: I =) X, tehat A(1) = > A(X,), s ez ellentmondas.

Lebesgue eztédn bevezette a mérhets fliggvény fogalmat: Egy f : [a,b] — [e,d]
fiiggvényt mérhetdnek neveziink, ha tetszéleges A valos szamra az {x|f(x) > A} fels6
szinthalmaz mérhetd.

Egy népszertsité el6adasaban Lebesgue a kovetkezd szemléletes példat hozta in-
tegralfogalméra. Gondoljunk egy pénztarra, ahol 0sszevissza vannak rakva a kiillonb6zé
cimletd pénzek. Ahelyett, hogy ebben a véletlen sorrendben 6sszeadnank Gket, rakjuk
el6szor egybe az azonos cimletd pénzeket, szdmoljuk meg az egyes csoportokban 1évé
bankjegyek szamat, szorozzuk meg ezt a cimlet értékével és a részosszegeket Osszeadva
hatarozzuk meg a pénztarban 1év6 pénz Gsszegét.

Komolyra forditva a szot: Tekintsiink egy f : [a,b] — [c,d] mérhetd fiiggvényt, és
osszuk {0l a [c,d]| szakaszt n részre: ¢ = yo < y1 < -+ < Yp—1 < Yn = d. Legyen
E; = {z|y; < f(z) <yit1}, és képezziik az

Sp = Z%—M(Ei) és Sp = Z%ME)
i=1 i=1

téglanyosszegeket. Az f fliggvényt Lebesque-integrdlhatonak nevezziik, ha a felosztés
tetszGleges finomitéséval a két Gsszeg kozos értékhez konvergal:

b
lim s, = lim S, :/ f(z)dx.
n—oo n—oo a
Egy 1j fogalom bevezetésekor az els§ dolog megmutatni, hogy az 1j fogalom alta-
lanositja a régit.

13.2. példa. A Dirichlet-fiiggvény Lebesgue-integralja létezik és értéke 0.
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13.1.  tétel. (Lebesgue.) Ha egy korlatos és mérhetd fiiggvény Riemann-
integralhato, akkor Lebesgue-integralhato, és a két érték azonos.

Mostantol fogva az integralhatosag Lebesgue-integralhatosigot jelent.
De a Lebesgue-integral igazi ereje a bonyolultabb esetekben mutatkozik meg, ami-
kor végtelen fiiggvénysorozatokrol vagy fliggvénysorokrol van szo.

13.2. tétel. (Lebesgue, 1902.) Ha mérhets és integralhaté fiiggvények {f,}
sorozata konvergal egy f fiiggvényhez, és létezik egy mérhetd és integralhaté g fiiggvény,
amely majorilja a sorozat minden tagjat: |f,| < g, akkor az f fiiggvény is mérhetd és
integralhato, és integralja egyenld az integralok hatarértékével:

lim [ fo(z)dx = /f(x) dx.
n— o0

Megjegyzés. Riemann-integralokra ez a tétel csak egy kiegészits feltevés mellett
igaz, nevezetesen ha a hatarértékfiiggvény is Riemann-integralhato (Arzela, 1885).

Mar a Riemann-integralhatosagnal sem feltétleniil igaz a Newton-Leibniz-képlet,
példaul f(x) = sign x Riemann-integralhato a [—1,1] szakaszon, de az integralfiiggvény,
F(z) = |z|—1 nem derivalhaté « = 0-ban. Természetesen sokkal bonyolultabb a helyzet
a Lebesgue-integral esetében, de igaz a

13.3. tétel. (Lebesgue, 1904.) a) Ha f integralhato az |a,b] szakaszon, akkor

F(w):/xf(t)dt, 0<z<b

majdnem mindeniitt derivalhato, és a derivalt értéke azonos az integrandussal, azaz
F'(x) = f(z) majdnem mindeniitt.

b) Megforditva, ha egy g fiiggvény derivalhaté az |a,b] szakaszon, és derivaltja,
g’ = f korlatos, akkor f integralhato, és majdnem mindentitt

ofa)—gla) = [ s0yae

Lebesgue kovetsi — példaul Vitali és Pierre Fatou (1878-1929) — jelentGsen tovabb-
fejlesztették a mértékelméletet, de ennek kifejtése meghaladja a jegyzet kereteit. Itt csak
annyit jegyziink meg, hogy bar Lebesgue eredményei 6nmagukért beszélnek, kortarsai
koziil sokan nem értették meg (v6. a 8. fejezet végi Szdkefalvi-Nagy-idézetet).

Nemcsak a régi iskola vezetsi ellenezték az 1j eredményeket, de még Borel sem
értékelte kell6képpen tanitvinya eredményeit. Emiatt a két orids kozott hamarosan
megszakadt a barati kapcsolat.

13.3. A funkcionalanalizis sziiletése

A modern mértékelmélet kialakitdasaval parhuzamosan fejlédott a funkcionalanalizis,
amely az integralegyenletek elméletébdl nétt ki.
Integralegyenletekkel mér a kozonséges differencidlegyenleteknél is talalkoztunk,
hiszen az
T = f(t,x), To adott
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kezdetiérték-feladat felirhato a kovetkezs alakban is:

x(t) = xo + /0 f(s,x(s))ds.

Vegyiik észre, hogy a feladat megoldasa a folytonos fliggvények C[0,T] terén definialt
x(t)-hez rendelt

y(t) = w0 + / f(s.x(s)) ds

leképezés egy fixpontja.

Hasonloan integréalegyenletekkel talalkozunk a Laplace-transzformacio esetén (9.3.
alfejezet), amely a valoszintség-szamitasban (10. fejezet) szerepls karakterisztikus fiigg-
vénnyel kapcsolatban jatszik fontos szerepet. Szamunkra viszont most egy masik fajta
integralegyenlet érdekes, amellyel Vito Volterra (1860-1940) 1884-t6l kezdve foglalko-
zott. Az [a,b] X [a,b] négyzeten adott K magfiiggvénnyel definialt integralegyenlet

£(5) = o(s) — / K(st)(t)dt, abol  K(s#)=0, ha t>s,

ahol szerepcserével f(s) az ismert, ¢(s) az ismeretlen fliggvény. A fokozatos megkdzeli-
tések modszerét alkalmazva, Volterra bevezette az

b
fn(s) = / K(s,t)fn_1(t)dt
sorozatot, és a

3(s) = f(s)+D_ fols)

alakban talalta meg a megoldést. Ivar Fredholm (1867-1927) tovabb folytatta az integ-
ralegyenletek kutatasat, és szdmos érdekes eredményt kapott 1900-t6l kezdve.

A donté 1épést azonban Hilbert tette meg, aki elGszor is szabatossa tette Fredholm
heurisztikus megoldasat (akarcsak Lagrange Eulerét, vo. a 7. fejezetet). A Volterra-félét
altalanosito

b
£s) = os) =\ [ Klspotde
integralegyenletet vizsgalta, ahol a K magfiiggvény folytonos.

Egy ¢ fliggvényt sajdtfiiggvénynek neveziink valoés vagy komplex \ sajdtértékkel, ha

b
é(s) = A / K(s,t)p(t) dt.

A {¢P} sajatfiiggvényrendszert a komplex szamok teste f6l6tt ortonormadlimak nevezziik,
ha

b J—
/ P (5)BT(D) dt = by g,

ahol 7 az = szam komplex konjugaltja, és 0, , a Kronecker-delta: értéke 1, ha p = g, és
0 egyébkeént.

Hosszabb vizsgélatok utan Hilbert a tanitvanyéaval, Erhard Schmidttel (1876-1959)
a kovetkezs tételt bizonyitotta be.
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13.4. tétel. (Hilbert—Schmidt, 1901-1906.) Ha minden folytonos g fiiggvényre
tekintjiik az

b
f(s) = / K(s,t)g(t) dt

leképezést, akkor f felirhaté egy végtelen sorként:
f(s) =D cpd™(s),
p=1

ahol {¢P} ortonormalt sajatfiiggvény-rendszere K-nak,

b b
/ AP (s)pi(t) dt = 0y 4 és cp = / oP(s)f(t)dt.

Megjegyzés. Maés szoval, az f fliggvény elGallithaté egy an. dltaldnositott
Fourier-sorként, ahol c, a p-edik altalanositott Fourier-egyiitthato.
A hataratmenettdl fiiggetleniil Hilbert megvizsgalta a végtelen sok valtozos

K(z,y) = Z kp.aTplq

p,g=1

bilinearis alakot, ahol k, , egyiitthatok, és x,,y, valtozok. Eltekintve a folytonos sa-
jatértékek kérdésétdl, tegytlik fol, hogy Z;fqzl |kp.ql < oco. Ekkor a bilinearis alak a
f6tengely-transzforméciohoz hasonlé Schmidt-féle ortogonalizélassal kvadratikus alakra
hozhato:

K(.ﬁlf,l’) = Z kp’xp|27
p=1

ahol k,, a p-edik sajatértek reciproka, és Y07 |z,|* < co. Az ilyen sorozatok vektorterét
lo-térnek nevezik.

Ezen fogalmak segitségével Hilbert szabatossi és egyszertibbé tette az integral-
egyenletek targyalasat.

Ezen a ponton 1ép be a matematikatorténetbe Riesz Frigyes (1880-1956) és Ernst
Fischer (1875-1959), akik a Hilbert altal vizsgalt folytonos fiiggvények helyett a négyze-
tesen Lebesque-integrdlhatd fiiggvények joval tagabb terét vizsgalta, ennek jele L2. Talan
legjelentGsebb felfedezésiik a

13.5. tétel. (Riesz Fischer-tétel, 1907.) Legyen {¢,} € L? ortonormélt rendszer
az [a,b] szakaszon és {a,} komplex szdmok sorozata. Ekkor ) _ lay|? < oo sziikséges és

elégséges feltétele annak, hogy létezzék egy olyan f € L? fiiggvény, amelynek Fourier-
egylitthatoi ay-k, és a Fourier-sor pontonként konvergal.

Megjegyzés. Ez a tétel egy-egy értelmii megfeleltetést (s6t, izometriat) létesit
a komplex valtozos L? tér Fourier-egyiitthatoinak sorozata és az [? tér kozott.

Ezzel mar elérkeztiink a funkcionédlanalizishez. Funkciondlnak neveziink egy olyan
leképezést, amely egy fiiggvényhez egy valos vagy komplex szamot rendel. Altalanosab-
ban, linedris operdtornak neveziink egy leképezést, amely két fiiggvénytér kozott létesit
linearis leképezést. Altalaban linedris terekrdl van szo.
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Hosszu kisérletek utan 1907-ben vezette be Maurice Frechet (1878-1973) az abszt-
rakt terek és funkcionélok fogalmat. Itt csak a metrikus teret emeljik ki, amelyben
a d tavolsag kielégiti a kovetkezdket: d(x,y) nemnegativ valos szam, d(z,y) = 0 pon-
tosan akkor, ha z = y; d(z,y) = d(y,z) (szimmetrikus) és d(z,y) + d(y,z) > d(z,z)
(haromszog-egyenlStlenség).

13.3. példa. A folytonos fiiggvények Cla,b] tere metrikus tér, ha d(f,g) =
max{|f(z) —g(z)| : a <z < b}.

Figyelemre mélto, hogy Frechet szamos érdekes tételt be tudott bizonyitani abszt-
rakt terekre és funkcionalokra, példaul azzal, hogy altalanositotta a derivalt fogalmat.

Egyetlenegy tételt emeliink ki a metrikus terekre vonatkozo tételek koziil, Stefan
Banach (1892-1945) kontrakcios elvét. Egy f : X — X leképezést kontrakcionak (zsugo-
ritasnak, 0sszehizasnak) neveziink, ha létezik egy olyan 0 < ¢ < 1 valds szam, amelynél
kisebb a képpontok és a targypontok tavolsdganak a hanyadosa:

d(f(x),f(y)) < qd(z,y).

13.6. tétel. (Banach-féle fixpont-tétel, 19227.) Legyen X egy teljes metrikus
tér. Ha az f : X — X leképezés kontrakcio, akkor létezik egyetlenegy fixpontja: x* =
f(z*), s e fixpont a kivetkezd természetes iterdcioval szamithaté ki: xp41 = f(xm),
m =0, 1,..., ahol xq tetszbleges kezdbSpont, és x* = lim,, o Tim.

Bizonyitds. a) Egyszert becsléssel belathato, hogy tetszdleges xg kezdGpontbol
inditva az iteraciot, az {x,,} sorozat Cauchy-sorozat, tehat a tér teljessége miatt kon-
vergal egy ponthoz, példaul x*-hoz, amely a fliggvény folytonossaga miatt fixpont.

b) Nem lehet két fixpont. Indirekt: z* = f(z*), y* = f(y*), 2" # y*. Ekkor
d(z*,y*) > 0 miatt

ellentmondas. [ |

Egy feladattal és egy példaval szemléltetjiik az absztrakt fixpont-tétel hatderejét.

13.1. feladat. A négyzetgyokvonas babiloni algoritmusa (2.1. példa) a négyzet-
gyok megfelel§ kornyezetében kontrakcio.

13.4. példa. A kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldésara hasz-
nalt fokozatos megkozelitések modszere, a kezdetiérték-feladat megoldasa létezésének és
egyértelmiiségének modern bizonyitasa is absztrakt néz6pontbol a fixpont-tételen alapul,
a névadok Emile Picard (1856-1941) és Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946). Valoban,
az alfejezet elején bevezetett leképezés a szokasos Lipschitz-feltétel mellett megfelelGen
kicsiny [0,7] szakaszon kontrakcio. Az

¢
Tm+1(t) = o +/ f(s,zm(s)) ds, m=0,1,2...
0
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fliggvénysorozat pedig elméletileg is, és gyakorlatilag is fokozatosan, de eléggé gyorsan
megkdzeliti a differencidlegyenlet egyértelmt megoldasat. Természetesen Picard 1890-
ben és Lindelof 1894-ben a specialis tételt specidlis eszkdzokkel bizonyitotta be. Valo-
szintleg a konkrét tétel az absztrakt tétel kimondasanal és bizonyitasanal is szerepet
jatszott.

Visszatériink az integréalegyenletekbdl kinévs elméletre. Tulajdonképpen Schmidt
volt az elss, aki elszakadt az integralegyenletektsl, és altalanossagban definidlta a
Hilbert-teret. O vezette be a jeldlést a komplex elemii z = (21,...,2p,...) végtelen
dimenzi6s vektor normdjéra:

121l =

és a z és w vektorpar skaldrszorzatara:

o
(zyw) = Z 205 .
j=1

1907-ben Schmidt észrevette, hogy a négyzetesen Lebesgue-integralhato fiiggvények
terének geometriaja teljesen azonos a végtelen sorozatok Hilbert-terének geometriajaval.
Ez a tér a véges dimenzids euklideszi tér végtelen dimenzios altalanositasa.

Konnyen belathato, hogy az L? Hilbert-térben két fiiggvény tavolsagat célszert a
kévetkezsképp definialni:

b
d(f.g) = \// |f(z) — g(x)|? dx.
A skalarszorzat pedig .
(r9) = [ f(@igta) da.

Két fiiggvényt ortogondlisnak neveziink, ha (f,g) = 0. A fiiggvény normdja és a skalar-
szorzat kozti kapcsolatot

LfI] = d(f,0) = V/(f.f)
adja.

13.2. feladat. Legyen A az integraloperator. Irjuk fol az integralegyenletet ope-
ratorként és az (I — A)~! rezolvens segitségével oldjuk meg az egyenletet!

Frechet azt is belatta, hogy ha U(f) egy linearis funkcional az L2-n, akkor létezik
egy lényegében egyértelmii u € L? fiiggvény, amelyre

Wﬁz/f@mmm

Hamarosan kialakult a Hilbert-tér operdtorainak elmélete is, amely az integral-
egyenletek targyalasat jelentGsen egyszertisitette. Példaul az

mmwzmeﬁ@@
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leképezés linearis, hiszen tetszéleges f és g fliggvényre és «, B komplex szamra a két
fiiggvény linearis kombinécidjanak a képe megegyezik a képek linearis kombinaciojaval:
A(af+pPg) = aAf+BAg. A szimmetrikussag komplex altalanositasa az énadjungdltsdg,
azaz (Af,g) = (f,Ag) feltétele, hogy a k magfiiggvény onadjungalt legyen: k(z,y) =
k(y,x).

1910-ben vezette be Riesz az L2-nél altalanosabb L? teret, azoknak a fiiggvényeknek
a halmazat, amelyeknek a p-edik hatvanya L-integralhato, (p > 1). Itt a fiiggvény

normaja
b l/p
||f||p:{/ |f|pdw} |

Az L? tér operatorai helyett az altalanosabb LP tér operatorait vizsgilva felfedezte,
hogy a 1/p+ 1/q = 1 esetén az L7 tér az LP tér dudlis tere a kovetkezs értelemben:
Legyen T egy olyan linearis operator, amelyre

fllp <oo & [|Tf]|p < o0

Ekkor tetsz6leges g € L4-ra az

/ T(f(2))g(x) de

kifejezés egy funkcionélt definidl LP-n, tehat létezik lényegében egy olyan ¢ € LY,
amelyre

b b
(Tf.g) = / T(f(2))g() da = / f(2)0(z) d.

Ekkor az ¢ = T*g altal definialt operator a T' operator adjungdltja.

Ujabb fordulatot jelentett a méar emlitett Banach munkéassaga, aki 1920-1922 kozott
a skalarszorzattal definialt normaja Hilbert-tér helyett bevezette az altalanosabb, (tel-
jes) linearis normdlt teret, amelyet ma Banach-térnek neveziink. (A teljesség kedvéért
megemlitjiik, hogy téle fiiggetleniil és vele egy id6ben Hans Hahn (1879-1934), Eduard
Helly (1884-1943) és Norbert Wiener (1894-1964) is megtette ezt a donté lépést.) Meg-
mutathato, hogy az LP terek Banach-terek, de koziiliikk csak az L? tér Hilbert-tér. De
a differencidlegyenletek megoldasakor emlitett folytonos fiiggvények tere is Banach-tér:
11| = max{|f : a <z < b}.

Kline (1972, 46.4. alfejezete) szerint a fliggvényterek és operatoraik elmélete az
1920-as években csak oncélu absztrakcio volt, és Hermann Weyl szavai szerint ,nem ér-
dem, csak szerencsénk volt, hogy 1923-t61 kezdve felfedezték, hogy a Hilbert-tér spektral-
elmélete a kvantummechanika megfelel6 matematikai eszkoze.” Schrédinger és Heisen-
berg fizikai elemzésére épitve, és Diracot kovetve, a fiatal Neumann Janos (1903-1957)
1927-ben kidolgozta a Hilbert-tér és operatorai elméletének axiomatikus alapjait, amely
konyv alakban Neumann (1932) jelent meg. Azota is ezt az elvont fogalmat értjiik a
Hilbert-téren.
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14. A TARSASJATEKOKTOL A GAZDASAGI VISELKEDESIG

14.1. Bevezetés

Az emberek 6sid6k 6ta szeretnek jatszani, és a matematikusok mar tobb évszazada
foglalkoznak a jatékok matematikajaval (vo. 11.1. példa). A 20. szézad elején a mate-
matikusok késztetést éreztek arra, hogy minél szélesebb korre terjesszék ki a matematika
hatokorét, és vélhetbleg igy sziiletett meg a modern jatékelmélet.

A jatékelmélet a 20. széazad jellegzetes alkotéasa, és sziiletésénél a kor nagy matema-
tikusai, Zermelo, Borel, Neumann és Nash babaskodtak. Rovid torténeti attekintéstink-
ben a torténeti sorrendet felboritva, a 14.2. alfejezetben a kétszemélyes nullaGsszegii
jatékok Neumann-féle minimax-tételét vazoljuk, majd a 14.3. alfejezetben kitériink a
sokszerepl6s altalanos (nem nulladsszegii) jaték Nash-egyensulyara, és csak a 14.4. alfe-
jezetben vazoljuk Zermelo extenziv alaki jatékokra vonatkozo elméletét. Végiil a 14.5.
alfejezetben utalunk a tovabbi fejlédésre. Magyar nyelven jo bevezetst ad Gibson (1992)
és Forgo et al. (2006). Neumann szerepérdl rovid dsszefoglalot ad Simonovits (2003),
a Nash-torténetet elmélytilten targyalja Nasar (1998) (v6. Simonovits, 1999), amelyrsl
egy eléggé hiteltelen Oscar-dijas film is késziilt. Kivalo torténeti dttekintést nyujt Leo-
nard (1995), akitdl a fejezetcimet is kolcsondztem. Mivel a téma nem része a szokasos
matematikai tananyagnak, nem tételezziik fol a jatékelmélet elGzetes ismeretét.

14.2. Kétszemélyes nulladsszegi jatékok

Neumann Janos a 20. szazad egyik legjelentGsebb polihisztora. 1926-ban elméleti fi-
zikusként Németorszagban dolgozott, és éppen a kvantummechanika axiomatizalasaval
foglalkozott, amikor Emile Borel 1921-t6] kezd6d6 probalkozéasain tullépve, megalkotta
a kétszemélyes, zéroosszegl jatékok elméletét.

Neumann elGszor bevezette a kétszemélyes jaték normdlalakjdat. Ebben az alakban
eltekintiink a 1épések id6beliségétsl. Legyen s; valos szam vagy -vektor az i-edik jatékos
lépéssorozata, egyszertibben: stratégidja, és S; a stratégiahalmaz, ¢ = 1, 2. Figyelembe
vesszik, hogy az i-edik jatékos u; nyeresége — valds szam — nemcsak sajat, hanem ellen-
fele lépésétdl is fiigg: w;(s1,52), @ = 1, 2. Nulladsszegil jatékra szoritkozva, feltessziik,
hogy ws(s1,52) = —u1(s1,52). Elhagyva a nyereségfiiggvény indexét, u(sy,sq), illetve
—u(s1,52) az 1. és a 2. jatékos nyeresége.

Neumannak mindenekel6tt definidlnia kellett egy jaték egyensulyat. A kovetkezs
érveléssel az an. mintmar-megoldast valasztotta.

Gondolkodjunk az 1. jatékos fejével: ha & si-et 1ép, a 2. jatékos a legjobb vdlasszal
él: s9 = ba(s1), amelyre —u(sy,s2) maximalis, azaz u(sy,s2) minimélis:

u(s1,b2(s1)) = 821161512 u(s1,82)-
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Hasonloan, a 2. jatékosnak az s, valasztasakor az 1. jatékos legjobb valaszaval kell
szamolnia: s1 = by(s2), azaz (mivel itt nincs negativ elGjel)

u(b1(s2),s2) = srflé%gi u(s1,82).

LA

stratégiapar, amelynek elemei az egymasra adott legjobb valaszok, azaz

u(sy,b2(s])) = min u(sy,s2) és u(b1(s3),s5) = max u(sy,S5),
S92 €S2 $1E€S51

akkor az (s},s3) stratégiapart egyensulynak nevezziik. Belathato, hogy ekkor teljesiil a
kovetkezs, minimax egyenlGség is:

max min u(s1,S2) = min max u(s1,82),
51€851 52€852 $2€852 s1€51

s6t a két allitas ekvivalens

A jobb megértés kedvéért tekintsiik a legegyszeriibb esetet, amikor mindkét jatékos
két-két dontés kozott valaszthat: az 1. jatékos Fel (F) vagy Le (L) 1ép, a 2. jatékos
viszont Balra (B) vagy Jobbra (J). Erdemes a jaték adatait az tn. kifizetési mdtrizba
rendezni (14.1. tablazat), ahol az u,, valos szam jeloli az u értékét, ha az 1. jatékos a
7, a masodik a k stratégiat valasztja.

14.1. tablazat. Kifizetési mdtriz

2. jatékos Bal Jobb
1. jatékos
Fel UrB Uryg
Le UrLB urJ

Mikor lesz az (F,B) par minimax egyensily? Ha up; > upp > upp. Persze
lehetséges, hogy méas par alkot egyensiilyt, s6t lehetséges tobb egyensiily is. Mit tegyiink
azonban, ha nem létezik egyensuly?

14.1. példa. Fej vagy irdas. Két jatékos egyidejiileg és egymastol fliggetleniil
dontve elhelyez egy asztalra 1-1 Ft-os érmét a Fej vagy az Iras oldalra forditva. Ha
azonos oldalt valasztanak, akkor az 1. jatékos nyer; ha pedig kiillonboz6t, akkor a 2.
jatékos, mindkétszer 1 Ft-ot. A fej-vagy-iras jatékban nem érvényes a minimax tétel:
maxminu = —1 és minmaxu = 1.

Rovid gondolkodés utan rajohetiink arra, hogy ebben a példaban miért nem létezik
minimax-megoldas: a jatékosok gondolatban el6re kiismerik egymas szandékat. Hogyan
lehetne megszabadulni a probléméatol? Véletlenszertien kell valasztani az egyes straté-
gidkat. Példaul mindkét jatékos pénzfeldobassal dont, hogy mit valaszt. Ez elvezet a
kevert stratégia fogalmahoz: tegyiik fol, hogy az i-edik jatékos eredetileg véges sok tn.
tiszta stratégiat jatszhat: s}, j = 1, ..., J;, és rendeljiink o, ; valoszintiséget az s’
stratégidhoz. Ezek halmaza AS;, i = 1, 2. (A fizikai ismeretekkel rendelkezd Olvaso
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figyelmét felhivjuk arra a tényre, hogy a kvantummechanikiba Neumann vezette be a
tiszta és a kevert allapot megkiilonboztetését, és ez bizonyara segitette Neumannt a ja-
tékelmeéleti feladat megoldasaban.) A két jatékos egymastol fiiggetleniil jatssza a 01,09
stratégiat. Keverés esetén ekkor az 1. jatékos varhato nyeresége

Ji J2

u(o1,09) = Z Z 01,j02,ku(5{ﬁ5§)7

j=1k=1

a 2. jatékosé pedig az ellentettje. Az altalanositott egyensily a kevert stratégiakra
vonatkozik.

14.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 14.1. példaban a 01,1 = 021 = 1/2 keverés
altalanositott minimax-egyensulyt ad!

Neumann belatta a kovetkezd tételt:

14.1. tétel. (Neumann, 1928.) Véges elemszami tiszta stratégiahalmazok esetén
a kétszemélyes nulladsszegi jatéknak mindig van egyensiilya a kevert stratégiak kozott.

Megjegyzés. Neumann bizonyitasa az 1913-as Brouwer-féle fixponttételen ala-
pult, de késébb kimutattédk, hogy a tétel egyszeriibben is igazolhato, a linearis prog-
ramozasbol ismert, 1902-ben keletkezett Farkas-tétellel. Emlékeztetiil: Farkas Gyula
(1847-1930) a matematikai fizika vilaghird mivelGje volt.

14.3. A tobbszemélyes valtozb O6sszegii jatékok

Mar Neumann is felismerte, hogy mennyire megszorité6 a kétszemélyes, nullaGsszegi
(vagy kissé altalanosabban, allando sszegii) jaték fogalma, de nem talalta meg a meg-
felels altalanositast. 1951-ben a 21 éves princetoni doktori hallgat6, John Nash (1928-)
viszont mindkét megszoritastol megszabaditotta a jatékelméletet. (Szomort, de igaz,
hogy Neumann eléggé fanyalgott, amikor Nash elmondta neki korszakalkoto felfedezését.
Szerencsére a Svéd Akadémia tagjai 43 évvel kés6bb nagyvonalubbak voltak: 1994-ben
Nash megosztott kozgazdasagi Nobel-dijat kapott.)

El6szor vazoljuk az altalanos keretet, majd megadjuk a Nash-egyensiily fogal-
mat. Legyen n természetes szdm a jatékosok szédma, indexik ¢ = 1, 2, ..., n.
A képletek egyszertisitése céljabol jelolje a ,tobbi” jatékos stratégiaprofiljat s_; =
(S1,---,8i—1,8i41,---,5n). Ekkor az i-edik jatékos nyereségfiiggvénye a sajat stratégi-
aja és a maradék stratégiaprofil fiiggvénye, jele: w;(s;,s—;). (Figyelem: az n szamu
nyereségfiiggvény Osszege altalaban nem 0, s6t nem is allando.) Egy (s7, ..., si) stra-

n s e,
semelyik jatékosnak sem érdemes eltérnie az egyensulytol:
ui(8i,87;) < wui(s;,s™;), s; €5;, 1=1,2, ..., n.
Kevert stratégia esetén s; € S; helyett mindeniitt o; € AS; szerepel.

Egy definici6 akkor értékes, ha nem iires. A Nash-egyensuly fogalma marpedig nem
ures:
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14.2. tétel. (Nash, 1951.) Egy véges sok tiszta stratégiaji, n-személyes jaték
esetén létezik legalabb egy (altalaban kevert) Nash-egyenstly.

Bizonyitdas. Legyen b;(0_;) halmaz az i-edik jatékos legjobb vélasza az o_; €
AS_; lépésre. Ekkor a Nash-egyensily definicioja atfogalmazhato: of € b;(o*,),
i = 1,...,n. Hozzuk létre az egyesitett legjobbvalasz-leképezést: b(c) = by(o_1)

- X bp(0_y). Feltevéseink mellett a b legjobbvalasz-leképezés létezik, és a AS =
AS; x --- x AS, stratégiahalmazt énmagaba képezi le. A Kakutani-féle fixponttétel
szerint — amely pontértéki leképezések helyett halmazértéki leképezésekre altalanositja
a Brouwer-féle fixponttételt — ekkor létezik legalabb egy fixpont: o* € b(c*), amely

nyilvanval6an Nash-egyensiily. [

Megjegyzések. 1. Konnyt belatni, hogy a kétszemélyes nulladsszegi jaték esetén
a Nash-egyensiily a Neumann-féle minimax egyensilyra egyszertisodik, tehat a 14.2.
tétel a 14.1. tétel altalanositasa.

2. Megfelels technikai feltevések mellett a 14.2. tételbsl elhagyhatod a véges szamu
tiszta stratégia feltevése (vo. Nikaido—Isoda, 1955). Errdl szol a 14.2. példa.

14.2. példa. Szimmetrikus oligopol (néhany szereplds) piac. Egy homogén termék
piacan n vallalat tevékenykedik, egységkoltségiik egyarant c¢. Legyen az i-edik vallalat
termelése ¢;. Az Osszkibocsatas @ = >, ¢;. Tegyiik 6], hogy ennyi termék a piacon
p aron kel el, ahol Q(p) = a — bp. (A piac keresleti fiiggvénye linearis, inverze p(Q).)
Foltessziik, hogy a > be, azaz p = ¢ 6nkoltségi arhoz tartozo kereslet pozitiv. Cour-
not (1838) altalanositasabol adodik a Nash-egyensily, ahol minden i-re adottnak véve a
tobbi vallalat dontését, minden vallalat maximalizalja a sajat profitjat. (Erdekes, hogy
a szamelméleti és valoszintiségi munkija miatt mar emlitett Bertrand 1883-ban egy
alternativ elméletet dolgozott ki: a vallalatok nem mennyiségben, hanem arban verse-
nyeznek egymaéssal, és ezen az alapon egészen méas eredményt kapott, mint Cournot.)
Képletben: alkalmazva a ¢ = (g;,q—;) folbontést, legyen az i-edik vallalat profitfiigg-
vénye 7;(qi,q—i) = [p(Q) — c|g;. Ekkor a ¢* vektor Nash-egyensily, ha minden i-re és
minden g;-re

mi(q; 9% ) > mi(qiq”;)-

Esetiinkben a Nash-egyensuly kiszamithato: az egyes vallalatok kibocsatéasa azonos,
és a Q*(n) = nqj(n) 6sszkibocsatés, valamint az ar rendre

n(a — be) a + nbc

Q*(n) = T és p*(n) = CESS

Erdemes kiszamitani az egy vallalatra juto profitot és az Gsszprofitot:

* - * * . (CL - bC)2 . * _ * _
7 (n) = (p*(n) — c)gi(n) = (n+1)% ¢ II"(n) = nmi(n) =

n(a — bc)?
(n+1)% "

A vallalatok szamanak korlatlan névelésével az ar tart a koltséghez, és az egyéni, illetve
az Osszprofit 0-hoz.
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14.4. Az extenziv alaku jatékokrol

A halmazelmélettel kapcsolatban emlitett Zermelo 1913-ban a sakkjatékbol kiindulva a
kovetkezd altalanosabb dinamikus jatékot elemezte, amelyet kés6bb Neumann extenziv
alaki jatéknak nevezett. (Neumann Janos halmazelméletbdl irta egyetemi doktori érte-
kezését, tehat ismerhette Zermelo — a halmazelmélet egyik atyja — tttors jatékelméleti
munkassagat is.) Két jatékos van, i = 1, 2, akik elvben felvaltva lépnek. A paros id6-
szakban az 1., paratlanban a 2. jatékos lép, az i-edik ¢-beli lépése s; ;, addigi 1épéseinek
torténete hiy = (8i1,8i,2,---,5t—1). Az, hogy a jatékos most mit léphet, fiigg(het) a
sajat és az ellenfele torténetétdl: (h;¢,h_; ), ahol —i jeloli az i-edik jatékos ellenfelét,
és Si(hit,h_; ) a t-ben megengedett lépések halmaza. Feltessziik, hogy mindkét jatékos
tokéletesen emlékszik a sajat és az ellenfele kordbbi lépéseire: tokéletes informéacioju
jatékrol van szo. A jaték véges T lépésben véget ér, természetesen T fiigg(het) a ja-
tékosok altal alkalmazott stratégiatol. A két jatékos nyeresége a két stratégiatol fiigg:
w;i(hir,h—iT).
Intellektudlisan az egyik legizgalmasabb jaték a sakk.

14.3. példa. Sakk. A sakkban két jatékos jatszik egymas ellen. Meghatarozott
szabalyok szerint léphetnek felvaltva, s az gy6z, aki a masiknak mattot ad. Dontetlen a
jaték, ha vagy a soron kovetkezd fél nem tud 1épni, pedig a kiralya nincs sakkban; vagy
egy helyzet haromszor megismétlédik; vagy 50 lépésen keresztiil nincs gyalogmozgés
vagy lités. Specidlisan a sakkban a gy6ztes 1 pontot, a vesztes 0-at, és dontetlen ese-
amely azonban olyan bonyolult, hogy ,.eddig még” senki sem tudta meghatarozni a gy&z-
tes stratégiat. Azt sem tudjuk, hogy a sotétnek vagy a vildgosnak van-e gy6ztes (vagy
legalabb dontetlent biztosito) stratégiaja. Az viszont ismert, hogy valamelyikiiknek van
vereséget elkeriils stratégiaja.

A jatékot a grafelméletbdl ismert véges iranyitott fa irja le. A fanak van egy
gyokere (ahol a jaték kezdddik), és minden pontjahoz a gyokérbsl pontosan egy tton
lehet eljutni. A graf minden pontjan meg van hatérozva, hogy melyik jatékos 1ép, és
milyen 1épéseket tehet. A fa minden végpontjan egy kételemi vektor szabja meg, hogy
az egyes jatékosok mennyit nyertek. (Ha a fa végtelen lenne, akkor nem biztos, hogy
lennének végpontjai, és ekkor a jaték sem fejez6dne be.)

Vilagos, hogy a jatékfan a végpontoktdl a kezdSpontig visszafelé haladva, ha lé-
pésenként optimalizalunk, akkor a stratégidkat is optimalizaljuk: megforditott irdnyui
indukciot alkalmazunk. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a kovetkezé tételt.

14.3. tétel. (Kuhn, 1953.) Minden tékéletes informaciéju extenziv alaki véges
jatéknak van tiszta stratégiajii Nash-egyensiilya, amely a megforditott iranyu indukcio-
val is meghatarozhaté. Ha semelyik jatékosnak sincs ugyanakkora haszna semelyik két
végpontban, akkor egyetlenegy Nash-egyensily létezik.

Megjegyzés. Hagyoméanyosan Zermelo (1913) cikkét tekintik a modern jaték-
elmélet kezdetének. Nemrég deriilt csak ki, hogy mennyire fontos szerepet jatszottak az
elmélet tovabbfejlesztésében Kénig Dénes és Kalmar Lszld 1928 koriil irt német nyelvi

cikkei (v6. Schwalbe-Walker, 2001).
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14.5. Tovabbi fejlédés

A 1I. vildghabora alatt az éppen az atombomba és az elektronikus szamitogép kifej-
lesztésén dolgoz6 Neumannak arra is volt ideje, hogy kozgazdasztarsaval megirja a ja-
tékelmélet els6 monografidjat: Neumann—Morgenstern (1944/1947). Ma mar a jaték-
elmélet a kozgazdasagtan egyik legfontosabb alapozé tudoménya, emellett alkalmazzak
a biologidban és természetesen a hadseregben is. Itt a lehet6 legrovidebb ismertetésre
szoritkozunk.

A kevert stratégia bevezetésénél Neumann (1928) még természetesnek vette, hogy
a jatékos célfiiggvénye azonos a varhato nyereséggel. Ha azonban a lottojatékra vagy
a biztositasra gondolunk, akkor ez a feltevés nem teljesiil kdzvetleniil: példaul ha egy-
heti lottoszelvény 150 Ft-ba keriil, akkor — mondjuk —varhato brutto kifizetése mind-
ossze 50 Ft volt, netto kifizetése —100 Ft. Mas példa: ha egy egyhavi 10 000 Ft-os
Casco-biztositas varhato kifizetése 8000 Ft, akkor netto értéke —2000 Ft. A varhato
pénzbeli veszteség ellenére miért lottéznak és miért kdtnek mégis biztositdst az em-
berek? A valasz egyszerd, de a 11.2. alfejezetben emlitett Daniel Bernoulli, illetve
Neumann és Morgenstern csak késGbb kialakul6 mély belatasa kellett a megtalalasa-
hoz: Tekintsiik a lehetséges vélasztasokbol a konvex linearis kombinaciokkal kaphato
lottokat. Az ember nem a nyereménye pénzértékét maximalizalja, hanem preferenciajat
koveti. Ha e preferencia kielégit bizonyos logikus axiémakat, akkor talalhato egy olyan,
un. Neumann—Morgenstern hasznossdgfiigguény, amely reprezentalja e preferenciakat
és egyben un. wdrhato hasznossdgfiigguény. Kicsit pontosabban fogalmazva: (i) egy u
hasznosséagfiiggvény reprezentdlja a preferenciat, ha az egyén pontosan akkor részesiti
elényben az Ly lottot az Lo-vel szemben, ha u(Li) > wu(Lz); (ii) a hasznossagfiigg-
vény kielégiti a varhatd hasznossag tulajdonsagat, ha az egyén két lottot kombinél,
akkor a kombinécié hasznossaganak a varhato értéke a varhato értékek kombinécidja:
u(pLy + (1 = p)L2) = pu(L1) + (1 — p)u(L2).

A Nash-egyensuly kellemetlen tulajdonsaga, hogy csak azt garantalja, hogy egy sze-
mélynek nem érdeke egyoldaltan eltérnie az egyensiilytol. Nem mond azonban semmit
sem arrdl, hogy mi térténne, ha legaldbb két jatékos egyszerre eltérne az egyensilytol.
Errél szol a

14.4. példa. A fogolydilemma (Raiffa, 1951). Az amerikai renddrség letartoztat
két gyantusitottat, akik feltehetSleg egyiitt kovettek el egy btint, de nincs ra elegendd
bizonyiték. A két foglyot elkiilonitik egymastol, és elkezdik ket vallatni. Amerikai szo-
kas szerint, ha valamelyik gyanusitott vall (és a masik nem), akkor az ,€nekl” enyhébb
biintetést kap, esetleg szabadlabra kertil, s6t jutalmat is kap. Az egyszertiség kedvé-
ért a nyereménypar az 1. egyediili kozremiikddése esetén (3, —3), a 2.-é esetén (-3, 3).
Ha mindketts tagad (egymaéssal kooperal), akkor szabadlabra keriilnek, jutalom nélkiil,
nyereménypéar: (2, 2). Ha mindketts ,kép”, akkor mindketten borténbe keriilnek, de
mindketten jutalmat is kapnak, nyereménypéar: (-2, —2).

Most a kifizetési matrix szamparokbol all, amelyeket a 14.2. tablazat tartalmaz.
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14.2. tablazat. Fogolydilemma

2. biinéz6 Kop Tagad
1. bilin6z6
KOp (723 72) (33 73)
Tagad (-3, 3) (2, 2)

Mi lesz a jaték egyensilya? Most még a Nash-egyensuly fogalmara sincs sziiksé-
giink, mert akdrmit 1ép a masik jatékos, az egyik jatékos mindig jobban jar, ha kop,
mint ha tagad, azaz a kopés domindlja a tagadéast: példaul az 1. jatékos szempontjabol,
ha a 2. kop, az 1. tagadasa rosszabb a kopésénél (—3 < —2); ha pedig a 2. tagad, az
1. tagadasa ismét rosszabb a kopésénél (2<3). Az mar mas kérdés, hogy a (kop, kop)
egyenstly kettdjliknek egyiittesen nem optimalis, hiszen mindkét jatékos veszit ahhoz
képest, mint ha egymasban megbizva, mindketts tagadna. [

Példank végére érve, megjegyezziik, hogy a jatékelmélet miivelGi szeretik ilyen frivol
példédkon megfogalmazni a problémékat, de azért vannak fontos alkalmazasok is.

A Nash-egyensily tulzott onzést feltételez a jatékosokrol. Mérs (1996) népszertsits
konyve sok érdekes példat ismertet, amikor az emberek nem akarnak Nash-stratégiat
jatszani. Taldn a legegyszeriibb eset erre a parlamenti szavazas, amikor a valaszto
nyeresége (vesztesége), hogy (nem) az & partja vagy képvisel6je képviseli a parlamentben.
Nagyon kicsi annak a valoszintisége, hogy egy adott egyén szavazata szamit, mégis sokan
veszik a faradsagot, és ,Onzetleniil” elmennek szavazni.

Eddig tulajdonképpen a nemkooperativ jatékokrol beszéltiink, ahol az egyes jatéko-
sok nem tehetnek betartathato igéreteket egy kozos stratégia kovetésére. Szamos olyan
eset adodik azonban, ahol az emberek betartathatéan kooperélnak, ekkor kooperativ
jatékokrol beszéliink. Ismét a politikat véve alapul: egy modern parlamentben a kép-
visel6k zome eleve partok képviselGjeként jut be, és — kétparti rendszerektdl eltekintve
— a parlamenti tobbség eléréséhez bizonyos péartok gyakran koaliciot kotnek egymassal.
A koalicién beliili hatalommegoszlas azonban nem sziikségképpen aranyos a parlamenti
helyek szamaval. Példaul Németorszagban évtizedeken keresztiil a kis partok (a Sza-
bad Demokraték, illetve a Zoldek) 5-10%-os stlyuk ellenére a nagyon fontos kiiliigyi és
gazdasagi miniszteri tarcat kaptak a kormanyban. Bizonyos axiomak alapjan ki lehet
szamitani egy part an. Shapley-értékét, s ez alapjan meg lehet magyarazni ezeket a
latszolagos aranytalansagokat (Shapley, 1953).
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15. CSILLAGASZAT ES MATEMATIKA

15.1. Bevezetés

A matematika fejlédése szorosan 6sszefonodott a csillagaszatéval, ezért célszert roviden
attekinteni a (matematikai) csillagaszat torténetét is. Ebben a fejezetben azt szeretném
érzékeltetni, hogy még a viszonylag egyszerid Naprendszer rejtélyét is milyen nehezen
tudtak megfejteni az évezredek soran a legnagyobb tudosok. (A rejtély: miért olyan
bonyolult a bolygok mozgasa az égbolton, ti. miért bolyonganak elére-héatra?) A csilla-
gaszat egyik legnagyobb teljesitményérsl, a kopernikuszi fordulatrol sokat beszélnek, de
komplexitasarol a legtobben alig tudnak valamit. Marpedig mindenki szamara megsziv-
lelend6 az igazi torténet, amelyet Kuhn (1957) konyve alapjan vazolunk. Kiegészitésiil
ajanljuk Simonyi (1981)-t. A 15.2. alfejezet a gorog hagyomanyrol szol (durvan 1500-
ig), a 15.3. alfejezet a kopernikuszi fordulatrol (az 1500-1700-as id&szakrol), végiil a
15.4. alfejezet az elmélet utoéletérsl (az 1700 utani korszakrol).

15.2. A gorog hagyomany

A korabeli gorog tudomény eredményeit altalanositva, Platon (i.e. 427 —i.e. 347) arra a
meggy6zddésre jutott, hogy a Természet miikodése nagyon egyszeri matematikai szaba-
lyokon alapul. Pusztan két példajat emlitjiik: 1. A legszabalyosabb test a gémb, tehat
az égitestek gomb alaktak. 2. Ot szabalyos poliéder, és emiatt 6t f6 elem létezik: fold,
tiiz, viz, levegd és a kvintesszencia (lényeg?). Az az elképzelés, hogy nem a valosag, ha-
nem annak eszmei képe a lényeges, nyilvanvaléan téves gondolat, mindazonaltal nagyon
hasznos szerepet jatszott a természettudomanyokban.

Arisztotelész (i.e. 384 — i.e. 322) Platon tanitvanya volt, de tanitojanal sokkal re-
alistabb. Hétkoznapi tapasztalatai alapjan dolgozta ki fizikajat. Csak utalunk e fi-
zika néhany elemére: 1. A nehezebb testek gyorsabban esnek, mint a kénnyebbek. 2.
Egyenes vonali egyenletesen gyorsuldé mozgas fenntartasahoz allandé erére van sziikség
(szekér és 16). 3. A Fold a vilagegyetem kozéppontja, amelyet az égi szférak vesz-
nek koriil, amelyeken mozognak a bolygok és a csillagok. Erre az elméletre épiilt a
késébbi ptolemaioszi vilagkép. Ma gyakran azt mondjuk, hogy az arisztotelészi fizika
ellentmond a tapasztalatoknak, holott helyesebb lenne tigy fogalmazni, hogy tilsagosan
foldhozragadt.

T6bb probalkozas (példaul az i.e. 4. szazadi Eudoxoszé) utan, i.sz. 150 tajan egy
alexandriai csillagész, Klaudiusz Ptolemaiosz (i.sz. 120-160) dolgozta ki a f6ldkézponta
(geocentrikus) vilagképet. A mi takarékos ismertetéstinkhoz elegendd a kovetkezo jegyek
kiemelése: 1. A mozdulatlan Fold(gémb) van a vilagegyetem kézéppontjaban. 2. A Nap
és a Hold egyenletes sebességgel kering a Fold koriil, a Hold kb. havonta ,jajjasziiletik”,
s a Nap évente visszatér a csillagokhoz viszonyitott korabbi helyére. 3. A csillagok
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az 6gi gombfelszinre rogzitve naponta megkeriilik a Foldet. 4. Ot bolygoé (Merkdr,
Vénusz, Mars, Szaturnusz és Jupiter) kiilonbozd id6 alatt az égbolton latszolag eldre-
hatra bolyongva keriili meg a Foldet. A tovabbiak szempontjabol megemlitjiik, hogy
i.e. 270 koril Arisztarkhosz méar azt allitotta, hogy a Fold sajat tengelye koriil forogva
kering a Nap koriil. Ezt a helyes elméletet azonban még sokiig nem fogadtak el a
tudosok és az emberek.

A gorog csillagaszok eleve foltételezték, hogy minden mozgas kor alaka palyén,
vagy ilyenek Osszetételén megy végbe. Ptolemaiosz — el6dei, kiilonosképpen Hipparkhosz
(kb. i.e. 161-126) munkajat tokéletesitve — az Appoloniosztol szarmazo, szamos kor-
hatan-kor (epiciklus) feltételezésével képes volt viszonylag jo leirast adni a bolygok és
az égitestek jarasarol.

A késébbiek miatt meg kell emlitentink, hogy a gérogoknek szellemes modon sike-
rilt elvileg helyes becslést adni a Fold, a Hold és a Nap méreteir6l és tavolsagarol —
Simonyi (1981, 83-84. o.) ismerteti a fontosabb eredményeket. Erathoszthenész ale-
xandriai matematikus, Arkhimédész kortarsa egészen jol meghatarozta a Fold sugarét,
Arisztarkhosz becslésében azonban mérési hibak miatt a Fold—Nap tavolsag mintegy 20-
szor kisebbnek adodott, mint a valosagos érték (400 Fold—Hold tavolsag). Ezért aztan
a gorogok nagysagrendekkel aldbecsiilték a csillagok Foldtsl mért tavolsagat.

15.1. feladat. a) Igazoljuk, hogy félhold esetén a Nap, a Fold és a Hold egy
olyan NFH haromszoget alkot, amelyben az FHN-sz6g derékszog! b) Szamitsuk ki
trigonometrikus tuton a Fold—Nap tavolsdgot a Fold—Hold tavolsag fiiggvényeként, ha
ismert a HFN sz6g a)! ¢) Helyettesitsiik be el6szor a korabeli gorog a = 87°-ot, majd
a helyes a = 89°52'-et!

Russel (1946/1996, 196. o.) hivja fel a figyelmet arra a megleps tényre, hogy
Arisztarkhosz egyetlen fennmaradt konyvében maga is a foldkézépponti rendszerben
szamolta ki nagyszert eredményeit. Ennek két oka is lehetett: a) Nem akarta elvesziteni
azok joindulatat, akik elutasitottdk volna forradalmi elméletét, b) Csak konyve irasa
utan jott ra a helyes elméletre.

Russel (1946/1996, 197. o.) szerint a késGbbi 6gorogok sokkal jobb becsléseket is
adtak Fold—Nap-tavolsagra, de ezuttal a Fold atmérdjének aranyaban: Hipparkhosz és
Poszioniusz (Cicer6 nevel6je) 1245, illetve 6545 egységet, a helyes érték 11726.

Minden erénye ellenére a ptolemaioszi rendszernek sok hibaja volt. Itt csak hdrom
fogyatékossagat emeljiik ki: 1. Mivel a valosdgban minden bolygé, a Fold is, egy-egy Nap
koriili ellipszispalyan kering, a bonyolult matematikai apparatusra csak a hibéas kiindulés
miatt volt sziikség. 2. A rendszerben csak a képzeletbeli égbolton vald latszolagos
mozgast lehetett lefrni, viszont nem lehetett vizsgalni a bolygok palyaméreteit. Igy
példaul fel sem vet6dott, hogy a Merkar vagy a Vénusz van-e kozelebb a Naphoz.
3. Mind az elmélet, mind a mérések pontatlanok voltak. 1582-ben a szintén hellén
alapokon nyugvo, Julius Caesar altal i.e. 45-ben bevezetett naptar mar kb. két héttel
eltért a helyestsl. Gergely papa vezette be a ma is hasznalt tokéletesitett naptart, amely
még a kereszténység korében is csak lassan terjedt el. (A késsi igazodas miatt van két
Forradalom 1917. november 7-én!)

Ptolemaiosz utan kb. 1400 évig nem volt hozza hasonléan jelentds csillagasz. A
kutatok elgszor lassan elfelejtették a ptolemaioszi tudast, majd lassan tjra folfedezték.
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15.3. Kopernikusz rendszere

A csillagaszat hosszu veszteglése, hanyatlasa, majd emelkedése utan lépett a tudomény
szinpadara (lengyel irasmodban) Mikolaj Kopernik (1473-1543), aki 1515-ben el6ze-
tesen, majd 1543-ban véglegesen ismertette a szakérték sziik korével 4j vilagképét, a
napkozpontt (heliocentrikus) rendszert. 1. A mozdulatlan Nap van a Vilagegyetem
kozéppontjaban. 2. A Fold, a tobbi bolygoval egyiitt korpéalyan kering a Nap koriil,
miként a Hold a Fold koriil. 3. A csillagok mérhetetlen tavol vannak a Naptol és a boly-
goktol. (Az 1. és a 2. pont a 15. szazad italiai neoplatonizmusanak hatasat mutatja.)
Az 1j id6k jeleként a konyv nem kéziratban, hanem nyomtatasban terjedt, és néhany
szaz példanya hamarosan fellelhets volt szamos orszagban.

Ez az, amit a kdznapi ember ma gondol a vildgrol és a kopernikuszi forradalomrol.
Lassuk, mik ennek a vilagképnek az elényei a korabbi elmélethez képest: a) Vilagossa
teszi, hogy a Foldrdl nézve miért bolyonganak el6re-hatra a bolygok. b) Nyilvanvalova
valik, hogy a F6ldhoz képest vannak a Naphoz kozelebbi (Merkur, Vénusz) és a Naptol
tavolabbi bolygok (Mars, Szaturnusz és Jupiter).

A kopernikuszi fordulatnak ez a leirasa minGségileg helyes, de homéalyban hagyja
az 0j rendszer mennyiségi pontatlansagat és fizikai megalapozatlansagat. 1. A korok
mellett Kopernikusznak ugyanugy segédkorokre volt sziiksége, mint Ptolemaiosznak, és
emiatt rendszere majdnem ugyanolyan onkényes volt, mint el6djéé. 2. Nem volt fizika-
ilag megalapozva. (Miért nem repiilnek le az emberek a 30 km/s sebességgel szaguldo
Foldrsl? Mert a tomegvonzashoz képest elhanyagolhato a centrifugalis erd!) 3. Mi-
ért nem latszanak a csillagok mas helyen tavasszal, mint &sszel (parallaxis)? Példaul
a stadion két végébdl egészen mas meccset latnak a nézék. (Az eredetileg Arisztark-
hosznak szant és Arkhimédészt6l szarmazod, 3. ellenvetésre Kopernikusz helyesen azt
valaszolta, hogy tul tavol vannak téliink a csillagok ahhoz, hogy az eltérés megfigyel-
hetd legyen. Itt emlékeztetiink a 15.1. feladatbeli megallapitasra, hogy csekély mérési
hiba miatt mennyire alabecsiilték a gorogok a Fold—Nap-tavolsagot!) A részletesen ki-
fejtett modellt a kortarsak nem(csak) gyavasagbol (a Szent Inkviziciotol valo félelem
miatt) tekintették hipotézisnek, hanem mert alapjaban megrenditette azt a hitet, hogy
az Isten altal teremtett vilag kozpontjaban &ll a Fold. Kopernikusz matematikai el-
mélete gyorsan meghdditotta a csillagaszokat, de fizikai tartalméaval eleinte nem sokat
torédtek. Nem csoda, hogy a katolikus egyhaz 1615-ig nem sokat vacakolt a kérdéssel,
s inkdbb a protestans egyhazak (példaul Luther) — a Biblia szigora hivei —, tiltakoztak
Kopernikusz ,istenkdromlasa” ellen.

Jellemz§ a kopernikuszi elmélet vegyes fogadtatasara, hogy a 16. szézad egyik leg-
kivalobb csillagasza, Tycho de Brahe (1541-1601) megprobalt kompromisszumot talalni
a foldkozponti és a napkozponta vilagkép kozott. Brahe azt mondta, hogy a bolygok
valoban a Nap koriil keringenek, de a Hold és a Nap a Fold koriil. Belathato, hogy mate-
matikailag a brahei és a kopernikuszi vilagkép kinematikailag (mozgastanilag) egyméassal
ekvivalens, azonban Brahe elmélete nélkiilozi a kopernikuszi centralis szimmetriat.

Brahe nemcsak elméletet gyartott, hanem minden korabbinal jobb méréseket vég-
zett. (Szabad szemmel ennél jobb méréseket lehetetlen volt végezni.) Ezeket a mérése-
ket hasznélta tanitvanya, Kepler. Johannes Keplernek (1571-1630) kivalé matematikai
adottsagai voltak. (Adalék: A gdmbdok legsiiriibb elhelyezkedésérdl szolo sejtését csak
1998-ban oldotta meg Hales, szamitogépes szamolassal, v6. Szpiro (2003).) Ezek a ké-
pességek lehetévé tették, a Brahetol 6rokolt pontos csillagészati mérések pedig rakény-
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szeritették Keplert, hogy egyszer s mindenkorra elvesse a kor-hatan-kor konstrukciot.
(A bolygok latszolagos helyzetére vonatkozo régi, 8 szogperces pontossagu mérésekkel
sok elmélet Osszefért volna, de a brahei, 4 szogperces pontossagi méréseket mér csak
egy elmélet — Kepleré — elégitette ki.) 1609-ben publikalta két forradalmi felfedezését:
1. A bolygok nem korpalyak kombinéacioin, hanem egyszert ellipsziseken keringenek a
Nap, mint egyik fokuszpont koriil. 2. Minden bolygo6 pillanatnyi sebessége forditottan
aranyos a Naptol vald pillanatnyi tavolsdgaval. Majd 1618-ban hozzéatette harmadik
torvényét: 3. A Naprendszerben barmely bolygd keringési idejének négyzetét elosztva
az ellipszis nagytengelyének a kobével ugyanazt az értéket kapjuk. Figyelemre mélto,
hogy Kepler Platont kovetve misztikus harmoniakat keresett a kozmoszban, és sok bu-
tasag mellett bukkant ra csodalatos torvényeire. (A fantazialasra frappans példa az 6t
bolygo tavolsaga és az 6t szabalyos test kozti kepleri ,kapcsolat”.)

Galilei két ponton lép be a torténetbe. ElGszor mint csillagasz, aki holland el6-
doket kovetve, 1609-ben elkészitett tavesovét az égboltra iranyitotta. Folfedezte, hogy
a Holdon is vannak hegyek és kraterek, a Jupiternek is vannak holdjai, és Koperni-
kusz eldrejelzésével 6sszhangban, példaul a Vénusznak is vannak fazisai (sarloi), mint a
Holdnak. Ezzel mindenki szamara szemmel lathatova tette az égi és a foldi fizika egysé-
gességét: a Fold ugyanolyan bolygo, mint a Jupiter (mindkettének holdja(i) van(nak)),
a Hold ugyanolyan égitest, mint a Fold (kraterei és hegyei vannak).

Masodik hozzajarulasa az arisztotelidnus fizika lerombolésa volt, utat nyitva New-
tonnak az égi és foldi mechanika egyesitéséhez. (Ma mar tudjuk, hogy a koézépkori
skolasztikusok sokban megelGlegezték Galilei eredményeit, példaul ismerték az egyenes
vonali egyenletes mozgés ut—idé-torvényét, vo. Simonyi (1981) 125. o.)

A torténelem fintora, hogy a katolikus egyhaz, amely a késékozépkorban tulajdon-
képpen tiirelmesen viszonyult a tudomanyhoz, éppen akkor (1616-ban) inditotta meg a
tamadast a kopernikuszi rendszer ellen, amikorra mér Galilei és Kepler nyoman az 1j
rendszer igazsaga nyilvanvalova valt.

Eddig csak a bolygémozgéasok matematikai szabalyait ismertiik meg. Mik az ezek
mogott meghuzodo fizikai okok? Newton 1670 koriil felfedezte, hogy két égitest, pél-
daul a Nap és a Fold (vagy a Fold és a Hold) esetén a kisebbik test sziikségképpen
egy olyan ellipszispalyan mozog, amelynek az egyik gyajtopontjaban a két rendszer t6-
megkozpontja all (ez a Fold—Nap-egyiittesénél a Nap belsejében talalhato, pedig a Nap
sugara a Fold-Nap-tavolsagnak minddssze 4 ezreléke); és sebessége forditottan aranyos
a nagyobbik testtél mért tavolsagaval (Kepler 1. és I1. torvénye). A jo kozelitést nyajtod
korpalyara szoritkozva, és a sokkal nagyobbik testbe helyezve az egyiittes tomegkoz-
pontot kozépiskolai feladathoz jutunk. A centripetalis gyorsulas Huygens-féle képletét
alkalmazva (a = v?/R, ahol a a gyorsulas, v a sebesség és R a palyasugar), az altalanos
tomegvonzas forditott négyzetes torvényének (F' = fmimso/R?, ahol F a centripetalis,
illetve a nehOézkedési erd, f egy ardnyossagi tényezs, mq, illetve mo a két test tomege)
foltételezésével igazolhato Kepler II1. torvénye is: T2/A% = k. Simonyi (1981, 221-
222. o.) részletesen is bemutatja, hogy mennyire egyszerii a modern eszkozokkel a leve-
zetés, de azt is, hogy mennyire bonyolult volt Newton szdméra, kiillondsen amiatt, hogy
az tjonnan kovacsolt sajat analitikus eszkozei helyett az 6kori geometriai médszerekhez
nytlt vissza a bizonyitasokban. — Osszeallt a kép.

15.2. feladat. Igazoljuk, hogy a Nap koriili kérpalyan mozgd bolygoéra igaz Kepler
III. torvénye!
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15.4. A kopernikuszi fordulat utan

A kvantumfizika atyja, Max Planck jegyezte meg szellemesen: a tilhaladott tudomé-
nyos igazsagokat nem az 1j igazsagok gyo6zik le, hanem a régiek képvisel6i egyszertien
kihalnak. Ez a mondas tébbé-kevéshé illik arra a folyamatra is, ahogyan a ptolemaioszi
(és a brahei) vilagképet folvaltotta a korpernikuszi.

A 16. szézad végére minden élvonalbeli csillagasz alkalmazta Kopernikusz modsze-
reit, még ha nem is fogadta el elméletét. A 17. szazad végéig az egyetemeken hérom
elméletet tanitottak: a ptolemaioszit, a kopernikuszit és a braheit, azonban az elsé és a
harmadik elmélet fokozatosan kihalt. Mar Fuler és Voltaire veszekedése kapcsan (7.5.
alfejezet) emlitettiik, hogy az igazan civilizalt Franciaorszagban a newtoni tomegvonzas
fizikai torvényének elfogadasa tobb évtizedet vett igénybe. Persze a pontos matemati-
kai szamitasokat méar késedelem nélkiil atvették, de az azonnali tavolhatast kezdetben
nehezen fogadtak el. 1781-ben Frederick Herschel (1738-1822) tavesdvel folfedezte a
Naprendszer ,;ij” bolygojat, az Urdnuszt, s ezzel végképpen értelmetlenné tette Kepler
platoni hokuszpokuszat az 6t bolygd és az 6t szabalyos test kapcsolatarol. 1838-ban
Friedrich Bessel (1784-1846) végre igazolta a parallaxist. A newtoni mechanika egyik
legszebb diadala volt, amikor 1846-ban Urbain Leverrier (vagy Le Verrier) (1811-1877)
francia tudos az elmélet alapjan — a differencidlegyenletek numerikus modszereinek mes-
tereként — megjosolta a még ismeretlen Neptunusz helyét, s csillagiaszok tényleg megta-
laltak a bolygot. (Igaz, Leverrier-nek szerencséje volt, mert olyan kiegészits feltevéseket
alkalmazott, amelyek éppen akkor érvényesek voltak, de méaskor nem!) Végiil a 20.
szazad elején Albert Einstein (1879-1955) a newtoni fizika relativisztikus altalanosita-
saval megmagyarazta a newtoni mechanika utolsé rejtélyét: a Merkur perthéliumdnak
(amikor a bolygo a legkdzelebb van a Naphoz) tényleges mozgésa periodusonként 38
szogméasodperccel eltér a newtoni elméletbdl adodo értéktsl. (Megint csak a torténelem
fintora, hogy korabban Leverrier egy nem létezd bolygoval probalta megmagyarazni a
rendellenességet!) A Naprendszeren kiviili valosagra vonatkozo kutatasokrol elegendd
azt megjegyezni, hogy csupan 2000 koril fedezték fol a Naprendszeren kiviili els§ boly-
gbt!

A Naprendszer dinamikai kérdései maig nagyon fontos szerepet jatszanak a mate-
matika fejlédésében is. A b@séges irodalombol kiemeljiik Diacu—Holmes (1996) konyvét,
amely igényes népszertsité alakban targyalja a kérdéskor torténetét. Csupan az alkal-
mazott matematikat lenézs egyes elméleti matematikusok kedvéért emlitem meg, hogy a
legnagyobbak foglalkoztak a Naprendszer stabilitdsanak a kérdésével: Euler, Lagrange,
Laplace, Gauss, Poincaré és Kolmogorov. Elméletileg a legérdekesebb felfedezés az, hogy
a Naprendszer esetleg kaotikusan viselkedik: évmillidArdok soran lassan, de jelent&sen
megvaltozhat a szerkezete (v6. Szépfalussy—Tél, szerk., 1982; Gleick, 1988). Meglepd,
hogy éppen az a Poincaré, aki a modern altalanos fiiggvényfogalom ellen harcolt (v6. 8.
fejezet), vezette be a kaotikus rendszerek elméletét a matematikabal

A katolikus egyhéz csak lassan békélt meg az 1j igazsaggal. Csupan 1822-ben vették
le Kopernikusz miivét a tiltott konyvek listajarol. 2000 koriil Galilei perét tjratargyaltak
és Galileit felmentették.

Erdekes, hogy a posztmodern korban szamos tudomanytorténész és népszertisits ir6
hajlik arra, hogy a fejlédés zegzugos utjat eltilozva, kétségbe vonja a tudoméany hala-
dasat. Koestler (1959) érdekfeszitd, de tulzo konyvében azt sugallja, hogy a csillagaszat
nagyjai, nevezetesen Kopernikusz, Galilei, Kepler és Newton joszerével nem is tudték,
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hogy mit csinaltak. ,Alvajarok” voltak. A neves jezsuita tudoméanytorténész, Duhem
(1908) még ennél is tovabb ment, és tobb szempontbol elhamarkodottnak tartotta a
kopernikuszi forradalmat, maximalis megértéssel kezelve a katolikus egyhéz reagélasat.
Ervelésének lényege: az, hogy matematikai szempontbol a kopernikuszi elmélet egysze-
riibb, mint a ptolemaioszi, és jobban lehet vele szdmolni, még nem jelenti azt, hogy a
kopernikuszi elmélet fizikailag helyes. Lehet, hogy mindkét elmélet hibas, és ezt Du-
hem szerint az egyhéziak, beleértve magat a papéat is, jobban megértették, mint a nagy
felfedez6k. Remélem, hogy az olvasok szaméra a kordabbi érvek meggy6zébbek, mint a
legutolso.

E megkozelités végletes formaja, amikor Galileit(!) hibaztatjak, hogy nem volt
megértd a katolikus egyhaz ideologiai gondjaival szemben, amelyeket a modern tudo-
many megjelenése okozott. Izelitsiil egy rosszhiszemii és ostoba idézet egy egyébként
érdekes és szépen illusztralt matematikatorténeti konyvbél: [ Ahhoz, hogy [az egyha-
ziak| elvessék az évezredes vilagképet és hozzafogjanak a laikus tomegek vilagnézetének
az atalakitasdhoz, tobb bizonyitékot akartak. Sok befolyasos arisztotelidnus teologus
folytatott utoévédharcokat mindeme valtoztatasokkal szemben, és ezeket a teologusokat
Galilei eléggé meggondolatlanul ginyolta ki szarkasztikus és szenvedélyes irdsaiban. Az
arrogdnsan magabiztos Galilei kacérkodott a gazdagsaggal és a hirnévvel, de a tamo-
gatas megsziintével alig maradt baratja a tudoményos kérokben.” (Mankiewicz, 2000,
93-94. o.) Bar Galilei valoban nem volt hibatlan jellem (példaul Keplert lekezelte, a
Mediciektdl (sikerteleniil) pénzt kért, hogy roluk nevezze el az altala felfedezett Jupiter-
holdakat), ezért még nem kell ellenfelei partjara allnunk. Mindennél tébbet mond a
Galilei-per pusztité hatasarol, hogy a pert kovetGen ItaliAban hamarosan és tartésan
megsziint mindenféle természettudomanyos kutatés!
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FUGGELEK.

F.1. Az Euler—-Maclaurin-6sszegzés

A fiiggelék els6 részében a 8.2. alfejezetben targyalt nevezetes > p-, k2 sor korabeli nu-
merikus meghatarozasat probaljuk meg rekonstrualni, sort keritve az Euler-Maclaurin-
Osszegzésre is. ElGszor azt mutatjuk be, hogy elemi (integral)becsléssel hogyan lehet jo
fels6 becslést az 0sszegre. Ezt kévetGen pedig vazoljuk az in. Euler—Maclaurin-képletet,
amely sokkal finomabb, mint el¢dje, de ennek megfelelGen évatosan kell vele banni. Eu-
lernak e képlet segitségével 1732-ben mar hét tizedesjegy pontosségig sikeriilt kozelitenie
az értéket.

Az elemi mddszer. Kezdjiik az egyszertibb modszer ismertetésével. Tegyiik f6l, hogy
a sor elsé n tagjanak osszegét pontosan (kézzel vagy szadmologéppel) meghataroztuk, és a
maradékot becsiiljiik feliilrél az 1/2? fiiggvény [n,00] kozti integraljaval, amelynek értéke
1/n. Az F.1. tablazat mutatja a gwbasic program az egyszeres, a kétszeres pontossagu
alsé (S, illetve T;,) és a megfelels felss becslést, n = 10¥ — 1-ra.

F.1. tablazat. Also és felsd becslések ((2)-re: n = 10F —1

k Sh T, Sp+1/n T,+1/n
1 1,53977 1,53977 1,65088 1,65088
2 1,63488 1,63488 1,64499 1,64499
3 1,64393 1,64393 1,64493 1,64493
4 1,64473 1,64483 1,64483 1,64493
5 1,64473 1,64492 1,64474 1,64493
6 1,64473 1,64493 1,64473 1,64493

Figyeljiik meg, hogy az egyszeres pontossagi szamolas mar az n = 10*-nél cserben
hagy benniinket, és ezen a korrekcié sem segit: az egyszeres pontossigu felsé becslés
10~%-nel kisebb a helyes értéknél. Ugyanez a becslés n = 103-nal még nemcsak, hogy
megbizhat6, de véletleniil pontos is volt: 1,64493. A kétszeres pontossag mar elegendd.

Az Fuler—-Maclaurin-képlet alkalmazdsa. Ratériink a bonyolultabb modszer ismer-
tetésére (Kline, 1972, 451-452. o. és Weil, 1983, 257-261. o.).

Induljunk ki a kévetkez6 kombinatorikai eredménybdl (lasd Smith 1929, 85-90. o.),
amelynek el6zményeivel mar a 4.4. tételben talalkoztunk.
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F.1. tétel. (Jakob Bernoulli, 1705 el6tt.) Az elsé n természetes szam r-edik
hatvanyanak Gsszege zart alakban elGallithato:

1 1 (r—1)/2—1/2 ,
r o o r—l—l r+1—-2k
Sp=D_ it =™+ Y (k)szn :
=1 k=1

ahol By a k-adik paros Bernoulli-szam.

By kivételével a paratlan Bernoulli-szamok értéke 0, egyiitt rekurzive kiszamithatok

a kovetkezs egyenletbdl:
1
3 ( ’ )B 0
=N Y
Az els6 néhany érték:

1 1 1 1 1 5
By=1, By==-, By=-, By=——, Bg=—, Bs=——, Bigy=—....
CT o Ty TP YT 30 TP a2 TP 300 T 66
Ezt a bizonyitas nélkiil kimondott pontos egyenl&séget dltalanositotta Euler és Mac-
laurin tetszéleges fiiggvényekre, kozelits alakban. Legyen f egy az [1,00]-on értelmezett
egyvaltozos eléggé sima fliggvény, amelynek az S, , = > f(i) Osszegét akarjuk ko-
zeliteni.

F.2. tétel. (Euler, 1732-Maclaurin, 1742.) Az S, ,, dsszeg 2K -ad rendi kizeli-
tése:

S [ F@)do+ G1Fm) + F]+ 3 R D) - O )
k:l

m

Megjegyzések. 1. Ha az els6 n természetes szam r-hatvanyosszegére alkalmazzuk
a képletet 2r-ad rendben, akkor speciélis esetként a F.1. tételbeli pontos egyenl&séget
kapjuk.

2. Késébb Euler belatta, hogy a Bernoulli-szamok az f(x) = z/(e® — 1) fliggvény
Taylor-soranak egyiitthatoi, azaz B; = f(0(0),i =1, 2,...,.

3. A bizonyitas elemi, de eléggé technikai (v6. Wikipédia, amely a maradéktagot
a Bernoulli polinomokkal segitségével megadja). A 2K-ad rendi Taylor-formula segit-
ségével az F.1. tételbdl kovetkezik az F.2. tétel. Erdekes, hogy az elsérendd kozelités
éppen az integralas un. trapéz-szabalya:

n n—1
| r@des i+ 3 s+ 55

m t=m-+1

Nézziik meg, hogyan lehet hasznalni e képletet a nevezetes ((2) esetében. Ter-
mészetesen fiiggvényiink f(z) = 272, azaz az f'(z) = —2273, f"(x) = 2 - 32~ stb.
Altalanosan f)(z) = (=1)"(i + 1)!27""2; n = oo-re a kisebbitenddk eltiinnek, a kivo-

nandok viszont egyszertien f(2*=1(m) = —(2k)!/m?**+1. Behelyettesitve:
0 K
1 1 1 Boy,
> 2 o T > TN
1=m =1



Meglepetés éri az Olvasot, ha az egyébként kivalo Kline-t altal sugallt, m = 1-t6l
indulé mechanikus modszert alkalmazzuk. ElGszor is a képlete hibas, mert az elsérendt
tagban f(n) rossz elGjellel szerepel. Persze ha n = oo, akkor ez a hiba artalmatlan.
De az igazi hiba mélyebben rejlik. Az F.2. téblazat 2. oszlopaban szereplsé szamok
nagyon rosszul kozelitik a helyes értéket, s6t, az utolsé két érték mér rosszabb, mint a
kordbbiak, az eljaras divergdl. Az elemi kozelitéshez hasonléan, némi kisérletezés utan
rajohetiink arra, hogy érdemes a sor elsé kilenc tagjat ,kézzel” sszegezni (gépiink szerint
Sy = 1,53977), és csak az Sip,oc maradékra alkalmazni a E-M-képletet. Kiigazitott
becslésiinket az F.2. tablazat 3. oszlopa tartalmazza, az els6 6t kozelitésre.

F.2. tablazat. Az Euler-Maclaurin-képlet mechanikusan €és kiigazitva

K-rendid kozelités Mechanikus Kiigazitott
0 1,50000 1,644770
1 1,66667 1,644937
2 1,63333 1,644936
3 1,65714 1,644936
4 1,62381 1,644936
5 1,69957 1,644936

Zarasként oldjuk meg a kovetkezd feladatot.

F.1. feladat. (de Moivre—Stirling (1730)-féle képlet.)

n" K B 1
l~ —/2 2k .
AP (Z (2k — 1)2k n%—1>

k=1

A képletet — a /27 allando nélkiil — de Moivre fedezte fel, majd James Stirling (1692—
1770) 1730-ban megtalélta az allandot. Ezen alapul a 11.3. tétel, amely a valoszintiség-
szamitas centralis hatareloszlas-tételeként alapvets jelent&ségt.

F.2. A Riemann-hipotézis

A fiiggelék méasodik részében a Riemann-féle hipotézist és a primszamtétellel valo kap-
csolatat vazoljuk — Riesel (1985) 2. fejezetét kovetve.

A zéta-fliggvényen alapuld modszert fejlesztette tovabb Riemann (1859) nyolcolda-
las zsenidlis cikkében, amelyben belatta az Euler altal vazolt allitast, és kimondta azota
is megoldatlan sejtését.

F.1. sejtés. (Riemann, 1859.) A zéta-fiiggvénynek a trivialis negativ gyokokon
kiviil csak olyan (komplex) gyoke lehet, amelynek valos része 1/2.

A sejtés alapja a kordbban mar ismertetett Euler-féle rekurzi6. Valoban, ha egy
gyok s = u + iv, akkor a rekurzi6 szerint 1 —s =1 — u — v is gyok. Ha uw = 1/2, akkor
1—s=1/2—iv = 5, s komplex konjugéltja. Selberg igazolta, hogy a zéta-fliggvény gyo-
keinek pozitiv hanyada kielégiti a Riemann-hipotézist. Riemann vazolta, hogyan lehet
sejtését az akkor még (10.3.) primszamsejtés igazolasara alkalmazni. Euler munkajat
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folytatva, Riemann a zéta-fliggvényt nemcsak a Re z < 0 bal félsikra terjesztette ki,
hanem a 0 < Re z < 1 sévra is. Elemi atalakitassal adodik

(1-2-27°)C(s) = Y (~

k=1

A ((s) és a 7(s) fliggvények kapcsolatat Riemann egy harmadik fiiggvényen keresz-
til talalta meg:

00 1 1/k
E —7'('
k=1 k

A trigonometrikus soroknél bevalt fogas szerint a p” primhatvanyoknal felléps ugrasokat
megfelezziik és a bal, illetve a jobb oldali hatarérték kozépértéket vessziik a fliggvény
értékének az ugraspontban.

A 10.3. tétel segitségével igazolhato a

F.3. tétel. f és ( kozott a kovetkezd kapcsolat all fenn:
1
Og( / f —s 1 de.

Riemann hidnyosan bizonyitott két Osszefiiggést, amelyet Hans Mangoldt (1854—
1925) roviddel a primszamtétel bizonyitéasa el6tt kifogastalanul igazolt.

F.4. tétel. (Riemann—-Mangoldt, 1859-1895). Jeldlje p a zéta-fiiggvény egy
tetszbleges komplex (nem valos) gyckét. Ekkor igaz, hogy

. . > dt
o T

Ha a Riemann-sejtés igaz, akkor igaz a kovetkezd kozelités:

f(z) =1l z+ O(zlogx),
ahol O az ismert nagysagrend-fiiggvény (nagy ordo).
Szamelméletbdl ismert a Ferdinand Mobiusrol (1790-1868) elnevezett Mobius-féle

p fiiggvény (v6. Freud—Gyarmati, 2000, 226. o. és 247-249. o.). Ennek a fliggvénynek
és a koré épils elméletnek a segitségével 7(x) kifejezhetd a Riemann-féle f fiiggvénnyel:

=3 M g,

Végiil megadjuk a Riemann-féle primszam-képletet:
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F.5. tétel. (Riemann, 1859.) Az x-nél kisebb primszamok szama kozelitSleg

Numerikus kozelité szamitéasok esetén li z-re a logx szerinti hatvanysorba fejtést
célszeri alkalmazni. Példaul

l/n

(log )™

i © _7+loglogx+z T

ahol v a hires Euler-féle allando:

n—oo

: 1 1
vy=lim (1+=-+---+——logn|.
2 n

(Megemlitjiik, hogy még ma sincs bizonyitva, hogy « racionalis vagy irracionalis szam!)
Hasonl6éan igazolhato, hogy

= (logz)
=1
+ Z n'n§ n+1)
Ahhoz, hogy képet alkossunk a kozelités josagarol, tekintsiik a kdvetkezs tablazatot.

F.3. tablazat. A primszdmok szdamdnak kozelitése

T 7(x) i x— m(z)] [R(x) — w(x)]
102 25 5 1
103 168 10 0
104 1229 17 -2
10° 9592 38 -5

Lathato, hogy a Riemann-féle R-fliggvény mennyivel jobban kozeliti m(x)-et, mint
a Gauss-féle li x.

Mi torténik, ha a Riemann-sejtés mégsem igaz? FEkkor gyengébb tételt kapunk,
amelyet a primszamtétel két bizonyitoja is észrevett. Valdban, ha csak azt tudjuk, hogy
Re p < 0, ahol 1/2 < 0 < 1 egy alkalmas valos szam, akkor a szoban forgd becslés a
kovetkezs alakot 6lti:

f(z) =1z 4 O0(z?).

A primszamsejtés igazoloi ezt az észrevételt § = 1-re alkalmaztak.

Derbyshire (2004) népszertisits konyve izgalmas beszamolot nyjt a kérdés torténe-
térsl. Megtudjuk, hogy a nevezetes zéta fliggvénynek méar tobb millidrd gyokét megta-
laltak, és — eddig — mindegyik eleget tett a Riemann-sejtésnek. Cikkek szazai sziilettek,
amelyek arra épiilnek, hogy a sejtés igaz. Ennek ellenére vannak olyan matematikusok,
akik nem biznak a sejtés érvényességében, pedig 2002-ben mar 100 milliard Riemann-
gyokot talaltak. (Riemann még csak 3 gyokpart ismert!) Ma mar egy maganalapitvany
1 milli6 amerikai dollart igér a sejtés igazolojanak vagy céafolojanak.
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ELETRAJZOK DIOHEJBAN

Az itt kovetkez6 életrajzok részben megismétlik, részben kiegészitik a fGszévegben
elmondottakat. A szogletes zarojelben megadott fejezet- és alfejezetszamok névmutato-
ként is szolgalnak.

Abel, Niels (1802-1829), norvég. Rovid élete soran szamos nagy felfedezést tett.
Ruffini munkajat folytatva, 6 bizonyitotta be 1826-ban az 6todfoku egyenletek algebrai
megoldhatatlansagat [12.2]. Nevét viselik a kommutativ csoportok [12.2]. A hatvéany-
sorok egyenletes konvergencidjat is ¢ igazolta 1826-ban — az egyenletes konvergencia
felfedezése eltt [8.3].

Al-Khvdrizmi (meghalt kb. 850), arab, Bagdadban élt. Az algebra egyik kidolgo-
z0ja, a sz6 konyve cimébdl szarmazik [3.3], nevének eltorzitasabol ered az algoritmus
szavunk.

Apolloniosz (i.e. 210 koriil), gorog. A hellenisztikus korban a gorég Alexandridban
(ma Egyiptom) dolgozott. Az 6kor legnagyobb geométere, téle szarmazik a kupszeletek
elmélete [2.4]. Ko6zépiskolabol ismert a rola elnevezett kor.

Arkhimédész (i.e. 2877-212), gorog. A sziciliai Sziraktza varosban sziiletett és halt
meg. Az okor legnagyobb matematikusa [2.6, 8.4], fizikusa és hadmérndke. A réla szolo
legenda a praktikum és a szoérakozottsag ellentmondéséval terhelt: egyrészt ellenéll-
hatatlan hadigépeivel sziil6varosa védéi sokaig sikerrel haritottak el a romai ostromot,
masrészt a varos elfoglaldsakor is mértani feladvanyaiba meriilt, és az 6t leszirni késziilg
romai katonanak azt mondta: ,Ne zavard a koreimet!” Oriasi hirére jellemzd, hogy az
okor nagy életrajzirdja, Plutarkhosz tobb oldalt szentel neki (II. kétet, 60—67. o.).

Banach, Stefan (1892-1945), lengyel. A funkcionalanalizis torténetének egyik f6-
hése, a rola elnevezett teljes normélt lineéris térben igazolta a nevét visels fixpont-tételt
(1920-1932) [13.3].

Barrow, Isaac (1630-1677), angol. Newton cambridge-i tanara, a Newton—Leibniz-
paros el6tt talan 6 jutott a legkozelebb a kalkulus felfedezéséig [5.2]. 1670-ben az angol
kiraly papja lett, ezért cambridge-i posztjat atadta Newtonnak.

Bayes, Thomas (170277-1761), angol. 1750 koriil fedezte fel a rola elnevezett tételt:
hogyan valtozik egy esemény feltételes valoszintisége bizonyos kisérletek elvégzése utan
[11.2].

Bernoulli, Daniel (1700-1782), svajci. Sziiletett Bazelben, meghalt ugyanott. Jo-
hann Bernoulli fia. A rezgé hir egyenletének vizsgalatakor mar 1753-ban rabukkant a
Fourier-sorra, mintegy 60 évvel Fourier felfedezése el6tt [8.3]. 1735-ben megoldotta a
szentpétervari paradoxont a varhaté hasznossig bevezetésével [11.2, 14.5]. Aramlastani
munkassaganak (1738) egyik gyakorlati eredménye a jelenleg hasznélatos szoré (spray).

Bernoulli, Jakob (1654-1705), svajci. Sziiletett Bazelben, meghalt ugyanott.
Occsével, Johann-nal egyiitt Leibniz legjobb tanitvanya, aki analizisbeli eredményeivel
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[4.3], [F1], variacioszamitasi 1696) [7] és valoszintiség-szamitasi konyvével (1713) [11.3]
orokre beirta nevét a matematikatorténetbe.

Bernoulli, Johann (1667-1748), svajci. Sziiletett és meghalt Bazelben. Batyjaval,
Jakobbal egyiitt Leibniz legjobb tanitvanya. Legfontosabb eredményeit a variacidészami-
tasban érte el (brachisztochron-feladat, 1696) [7.2]. Szamos eredményét pénzért eladta
I’'Hospital méarkinak, s ezért viseli a méarki nevét a 0/0 hatarozatlan alak kiszamité-
sanak Bernoulli-féle moédszere, amelyet I’'Hospital a torténelem elsé kalkuluskényvben
publikalt 1696-ban.

Bertrand, Joseph (1822-1900), francia. Szamelmélész (1845-ben megsejtette, hogy
n és 2n kozott mindig van prim [10.3]), 1888-ban két azota is népszerid valoszintség-
szamitasi paradoxont fogalmazott meg [11.2] és 1883-ban kidolgozta a Cournot-féle
duopolium-elmélet alternativajat [14.3].

Bessel, Friedrich (1784-1846), német csillagasz és matematikus. 1838-ban elsgként
mutatta ki a bolygok parallaxisat és szamos alkalmazott matematikai eredmény viseli a
nevét (példaul Bessel-fliggvény).

Bolyai, Jdnos (1802-1860), magyar. Kolozsvart sziiletett és Marosvasarhelyen halt
meg. Hadmérnok koraban fedezte fel, hogy az euklideszi geometria mellett egy ugyan-
olyan logikus, méasik geometria is kiépithets [12.4]. Harom évvel Lobacsevszkij rokon
targya publikacidja utdn, 1832-ben apja konyvének fiiggelékeként jelent meg latinul
miive, amelyet életében nem ismertek el, még Gauss sem, aki hasonl6 teriileten is dol-
gozott, csak félt megjelentetni felkavar6é eredményeit.

Bolzano, Bernhard (1781-1848) német. Pragaban dolgozo pap, a analizis kiemel-
ked6 alakja, akit az egyhézi cenzura szamos tudomanyos eredménye kozlésében megaka-
dalyozott. Nevét viseli két alapvetd analizistétel (1817-bol), és 1834-ben & adott elGszor
példat mindentitt folytonos és sehol sem differencidlhato fiiggvényre [8.4].

Bombelli, Raffaello (1526-1573), olasz. A komplex szamok kezdetleges elméletének
kidolgozdja, aki rajott arra, hogy a harmadfoki egyenletek valos gyokeit hogyan lehet
konjugalt komplex szamok segitségével kiszamitani (1572 elstt) (4.2, 9.2].

Borel, Emile (1871-1956), francia. Lebesgue-gel egyiitt a modern mértékelmélet
létrehozoja (példaul Borel-halmaz) [13.2]. A Heine—Borel-tétel ,tarstulajdonosa” (1895).
Kolmogorov el6tt sikerrel alkalmazta a mértékelméletet a valdszintiség-szamitasban
(1909) [11.3]. 1921-ben els6ként elemezte a nulladsszegii kétszemélyes jatékokat [14.2].
Sokaig aktiv politikus, révid ideig tengerészeti miniszter is volt.

Brouwer, Luitzen (1881-1966), holland. A rola elnevezett fixponttétel felfedezdje
(1913) [14.2], és a logicizmust biralo, un. intuicionista iskola feje [12.5].

Cantor, Georg (1845-1918) német. Az 1872-ben masokkal egyiitt szabatossa tette
az analizist. 1874-t6l kezdve megteremti a halmazelméletet [12.5]. Forradalmi eredmé-
nyei annak idején éles ellenallasba (kiilonosen Kroneckerébe) iitkoztek, kozlésiik gyakran
éveket késett. 1884-t61 kezdve gyakran szenvedett idegbajban, élete egy elmegyogyinté-
zetben ért véget.

Cardano, Girolamo (1501-1576), olasz. T6bb titkol6z6 matematikus utén, 1545-
ben & kozolte elGszor a harmadfoku egyenlet megoldoképletét [4.2]. Emellett probal-
kozott a valoszintiség-szamitas kifejlesztésével [11.2]|. Zsenialis technikus, nevét viseli a
kardancsuklo, illetve a kardantengely, amely az auto elején elhelyezked motor forgasat
a hatul meghajtott kerekekre atviszi.

Cauchy, Augustin-Louis (1789-1857), francia. Minden id6k egyik legnagyobb és
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legsokoldalubb matematikusa. A komplex fiiggvénytan kialakitasa (1815-t61) [9.3] és az
analizis szabatossa tétele (hatarérték és folytonossag, 1821) [8.4] mellett a determinan-
selméletet (1812) [6.4] és a csoportelméletet [12.2] gazdagitotta alapvets eredményeivel.

Cavalieri, Bonaventura (1598-1647), olasz jezsuita. Milanoban sziiletett, Bologna-
ban halt meg. Az analizis egyik el6futara, Cavalieri-elv és hatvanyosszeg (1635).

Cayley, Arthur (1821-1896) brit. A linearis algebra (Cayley—Hamilton-tétel, 1858)
[6.4], a grafelmélet és az absztrakt csoportelmélet (1858) [12.2] egyik megalkotoja.

Clairaut, Alexis Claude (1713-1765), francia matematikus. A 18. szazad egyik
legjelentGsebb analistaja, egzakt differencialegyenlet felfedezdje (1740) [9.3].

Cohen, Paul (1934-) amerikai. Az tn. forszolas felfedezGje, amelynek segitségével
1963-ban bebizonyitotta, hogy a kontinuumhipotézis és a kivalasztasi axioma fiiggetlen
a szokasos halmazelméleti axiomarendszertdl [12.5].

Cotes, Roger (1682-1716), angol. A Principia masodik kiadasanal 1709 és 1713
kozott faradhatatlanul segitett Newtonnak [9.3]. Okkal mondta rola halala utén a ritkan
nagylelkid Newton: ,Ha Cotes tovabb élt volna, akkor most tudnénk valamit.”

Cramer, Gabriel (1704-1752), francia. A rola elnevezett szabaly egyik felfedezdje
(1750) [6.2], és az algebrai geometria egyik elfutara.

Csebisev, Pafnutyij (1821-1894) orosz. A Csebisev-egyenlGtlenség segitségével alta-
lanositotta a nagyszamok gyenge torvényét (1867 elstt) [11.3], igazolta a primszamtétel
gyenge alakjat 1848-ban, valamint a Bertrand-sejtést 1850-ben: ,minden n és 2n koézott
létezik legalabb egy primszam”. [10.3].

d’Alembert, Jean (1717-1783) francia, sziiletett és meghalt Parizsban. A 18. sza-
zad egyik legnagyobb hatidst matematikusa, a hatarérték és kiilonosen a differencial-
hanyados mint a differenciahanyadosok hatarértékének a szorgalmazoja [8.4]. 1746-ban
megoldotta a rezgd hur parcialis differencial egyenletét [8.3], 1752-ben els6ként komplex
fiiggvénytani eszkozoket alkalmazott hidrodinamikai feladatokra [9.3]. A nagy francia
forradalomhoz vezetd felvilagosodés egyik élharcosa, a Nagy Enciklopédia tarsfGszer-
kesztGje.

Darboux, Gaston (1842-1917), francia analista [8.3]. Nevét viselik az olyan (nem
feltétlentil folytonos) fiiggvények, amelyek minden kozbiilss értéket felvesznek (derival-
tak), és 6 latta be a fiiggvénysorok tagonkénti integralasanak feltételét 1875-ben.

Dedekind, Richard (1831-1916), német. Az analizis egyik axiomatizaloja (1858—
1872), a Dedekind-szelet felfedezje (1858-1872) [8.4], a permutacidcsoport elemzdje
(1858).

de Moivre, Abraham (1667—1754), francia szarmazast angol. A nantesi ediktum
1685-6s visszavonasa utan protestansként Anglidban telepedett le. Legfontosabb ered-
ménye: a standardizalt binomialis eloszlas tart a normaélis eloszlashoz (1733-1738) [11.3],
ehhez természetesen sziiksége volt a Stirlingrél elnevezett képlet némileg hianyos alak-
jara is. Nevét viseli a komplex szamok hatvanyara vonatkozo tétel (1707-1730) [9.2] és
6 fedezte fel a Fibonacci sorozat explicit képletét a generator modszerrel 1724-ben.

Descartes, René (1596-1650), francia, meghalt Stockholmban. Nevét viseli a de-
rékszogi koordinata-rendszer (1630 koriil) [4.6]. Emellett jelentds eredményeket ért el
az analizis el6futaraként, kimondta az egyszerd poliéder csiicsai, élei és lapjai kozti,
Euler-osszefiiggést. Kivalo fizikus (Snellius-Descartes-torvény, 1620 koriil) [7.2], bar or-
vényelmeéletét késsbb Newton megcafolta [7.5]. A racionalizmus atyjaként ma is az egyik
legnagyobb filozofusként tartjuk szémon, mellesleg a francia nyelv mestere.
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Diophantosz, 3. sz? Alexandria, hellén. A szamelmélet és az algebra uttorGje.

Dirichlet, Lejeune (1805-1859), francia. O mondta ki és bizonyitotta be a Fourier-
sorok konvergencidjara vonatkozo elsé szabatos tételt 1829-1837 kozott [8.3]. Nevét
viseli egy fontos szdmelméleti tétel (a nem trivialis szamtani sorozatokban végtelen sok
primszam létezik, 1837) és az ismert sehol sem folytonos fiiggvény (1829) [8.4, 13.2].

Du Bois-Reymond, Paul (1831-1889), német. 1873-ban 6 mutatta be az els6 olyan
folytonos fiiggvényt, amelynek Fourier-sora végtelen sok pontban divergal. 1875-ben &
vezette be az atlos modszert, amely Cantor kezében olyan fontossa valt.

FEinstein, Albert (1879-1955), svajci sziiletésti német, majd amerikai. A torténelem
egyik legjelentGsebb fizikusa, egyebek kozott a specialis és az altalanos relativitaselmé-
letben [12.4], [15.4] felhasznalta a nem euklidészi tereket [12.4], [15.4]. A Brown-mozgéas
egyik els6 modellezGje (1905).

Erathosztenész, hellén, Alexandria (kb. i.e. 276-i.e. 194). Arkhimédész kortarsa,
levelez6partnere [2.6], a rola elnevezett primszamszita feltalaloja, viszonylag pontosan
meghatéarozta a Fold sugarat [15.2].

Erdds, Pdl (1913-1996) magyar. A valaha élt egyik legsokoldalubb és egyik leg-
termékenyebb matematikus. A primszamtétel elemi bizonyitasan kiviil [10.3] (amelyet
Selberggel egy id&ben, téle fiiggetleniil adott 1949-ben) szamos fontos eredményét em-
lithetjiik: approximacidelmélet, véletlen grafok, a centrélis hatareloszlas-tétel altalano-
sitasa sztochasztikus folyamatokra stb.

Fudozxosz (i.e. 370 koriil) gorég. Platon baratja, az athéni matematika és csilla-
gaszat torténetének kiemelkeds alakja. A hatarértékfogalom elsfutara [2.6] és az els6
tudoméanyos kozmikus modell megalkotoja [15.2].

Eukleidész (i.e. 300 koriil), gorog, Alexandridban élt. Az Elemek cimd miive a
geometria [2.4, 12.4] és mas matematikai targyak, példaul a szamelmélet [2.5] els6 fenn-
maradt és azota is kdvetett axiomatikus targyalésa.

Euler, Leonhard (1707-1783), svajci. Sziiletett Bazelban, meghalt Szentpéter-
varott. 1727-ben Daniel Bernoullit kovetve ment a Leibniz tervei szerint megalakuld
szentpétervari akadémiara, ahonnan hosszabb idére Berlinbe tavozott (1740-1763), de
aztan visszatért az akkori orosz févarosba. Minden idSk legtermékenyebb matemati-
kusa. Végleges alakba 6ntotte a hagyoményos analizist (1748) [8 és 9|, megoldotta az
elsg altalanos variacioszamitési feladatot (1744) [7.3], tudomannya tette a szdmelmé-
letet [10], felfedezte a grafelméletet. Emellett megalkotta az analitikus mechanikat, és
szamtalan gyakorlati munkat iranyitott Oroszorszagban.

Farkas, Gyula (1847-1930), magyar. Matematikus és elméleti fizikus, az elméleti fi-
zikai kutatéasa sordn bukkant rd 1902-ben a réla elnevezett, és a lineéris programozasban
alapvets szerepet jatszo lemmara [14.2].

Fatou, Pierre (1878-1929), francia. Meértékelméleti eredményei (Fatou-lemma,
1906) mellett a fraktalok egyik felfedezdje (1918).

Johann Faulhaber (1580-1635), német. 1631 el6tt meghatarozta az elsg 17 kitevére
a természetes szamok hatvanyoGsszegét [4.4].

Fejér Lipot (1880-1959) magyar. A Fourier-sorok elméletének megujitoja (1904)
[8.3].

Fermat, Pierre (1601-1665), francia, sziiletett és meghalt Toulouse-ban. Az ,ama-
térok fejedelmeként” ujjaalkotta és tovabb fejlesztette az okori szamelméletet, és 1637-
ben kimondta a rola elnevezett, 1994-ig megoldatlan sejtést [4.5]. Descartes-tal egy-
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szerre, 1630 koriil felfedezte az analitikus geometriat [4.6], Pascallal egy idében (1654-
ben) kezdeményezte a valoszintiség-szamitast [11.2]. 1630 koriil els6ként kiszamitotta a
hatvanyfiiggvény derivaltjat és integraljat [4.7]. Eletében semmit sem publikélt, ered-
ményei levelezés utjan terjedtek.

Ferrari, Ludovico (1522-1566), olasz. Cardano segédje, a negyedfoku egyenlet meg-
oldoképletének felfedezgje 1545 elGtt.

del Ferro, Scipione (1465-1526), olasz. A bolognai egyetem matematika pro-
fesszora, valosziniileg & fedezte fel els6ként a harmadfokt egyenlet megoldoképletét
(15107) [4.2].

Fibonacci (kb. 1180-1250), mas néven Leonardo Pisano, olasz. Pisdban sziiletett
és halt meg. 1202-t6l kezdve & honositotta meg Eurépidban az arab matematikat, ezen
beliil az arab (helyesebben a hindu) szamokat [3.3]. A Fibonacci-sorozat névadoja.

Fischer, Ernst (1875-1959), német. 1907-ben Riesz Frigyessel egytitt fedezte fel a
funkcionalanalizis egyik alapvetd eredményét.

Fourier, Joseph (1768-1830), francia. ElsSsorban fizikai meggondolasok vezették a
rola elnevezett fliggvénysorok végleges (Euler és Daniel Bernoulli uténi) felfedezéséhez
1807-ben [8.4, 13.3]. Emellett kivalo okortudos volt.

Fraenkel, Adolf (1891-1965), német—izraeli. 1922-ben tovéabbfejlesztette Zermelo
halmazelméleti axiomarendszerét [12.5].

Fréchet, Maurice (1878-1973) francia. 1906.ban megalkotta az absztrakt tér fo-
galmat, s ennek segitségével szamos tételt fedezett fel [13.3].

Fredholm, Ivar (1867-1927), svéd. A rola elnevezett integralegyenletek kutatoja
(1900) [13.3].

Galilei, Galileo (1564-1642), olasz. Té¢le szarmazik a mondas, hogy a természet
a matematika nyelvén van megirva, s ¢ volt az egyik elsé természettudos, aki a mate-
matikat termékenyen alkalmazta a fizikdiban: A lejts, az inga [5.5] és a ferde hajitas
[4.6] elemzése, valamint variacioszamitasi feladatok kittizése, dsszegezve 1638-ban [7.2].
A végtelen halmazok els6 elemzdje [12.5]. A kopernikuszi elmélet kisérleti igazoloja és
faradhatatlan terjesztGje, az inkvizicié azonban 1632-ben tanai visszavonasara kénysze-
ritette [15.3]. Talan az els6 modern tudés volt, aki anyanyelvén irt — ez is vadpont volt
ellene.

Galois, Evariste (1811-1832), francia. A rola elnevezett elmélet felfedezdje, amely
pontosan megallapitja, hogy milyen algebrai egyenletek oldhatok meg a négy alapmii-
velet és gyokvonas segitségével [12.2]. Hidba nyujtotta be tobbszor is korszakalkoto fel-
fedezését a parizsi akadémiara, ijdonsaga és nehezen érthets volta miatt elutasitotték.
Huszonegy évesen, gyanus koriilmények kozt, politikai okokbol kiprovokalt parbajban
halt meg.

Galton, Francis (1822-1911) brit. A Galton-deszka feltalaloja, a biometria egyik
atyja, a fajnemesités bajnoka [11.2].

Gauss, Carl F. (1777-1855), német. Braunschweigben sziiletett és Gottingenben
halt meg. A ,matematika fejedelme”, minden idék egyik legnagyobb matematikusa.
Szamelméleti [10.3], algebrai [6.2, 12.2, 12.3], analizisbeli [9.2], statisztikai [11.3] és geo-
metriai [12.4] eredményei egyarént paratlanok. Emellett jelentss fizikus (a magnesesség
egysége is a nevét viseli), csillagasz [15.4], térképész, és a taviro egyik feltalaloja volt.
Els6 jelent6s eredményét 18 évesen érte el: megszerkesztette a 17-oldalt szabalyos sok-
szoget.
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Girard, Albert (1590-1639) flamand. 1629-ben els6ként megfogalmazta az algebra
alaptételét, és bevezette a negativ félegyenest [4.2].

Goldbach, Christian (1690-1764), német. 1727 tajan & keltette f6l Euler érdekls-
dését az akkoriban szinte teljesen elfeledett szamelmélet irdnt. Nevét egy ma is megol-
datlan, 1742-ben megfogalmazott sejtése tette 6rokké ismertté [10.2].

Godel, Kurt (1906-1978), német majd amerikai. A 20. szazad legnagyobb matema-
tikai logicistaja, aki 1931-ben belatta, hogy minden, az aritmetikat is magéban foglald
matematikai rendszer ellentmondasmentessége sajat axidmarendszerében nem dénthets
el. 1940-ben igazolta, hogy ha a halmazelmélet axibmarendszere ellentmondasmentes,
akkor a kontinuumsejtés j axiomakénti hozzavétele utén is ellentmondasmentes marad
[12.5].

Grassmann, Hermann Ginther (1809-1877), német. Autodidakta matematikus.
A modern vektoralgebra egyik atyja (1832), de kora nem értette meg [6.3].

Grégoire de Saint Vincent (1584-1667), flamand. O oldotta meg a végtelen mértani
sor Osszegével Zénon paradoxonat és § hatarozta meg a hiperbola alatti teriiletet 1622—
1647 kozott [4.7].

Gregory, James (1638-1675), skot. Meghalt Aberdeenban. A kalkulus egyik el6fu-
tara, a Gregory—Leibniz-sor els¢ felfedezdje, mellesleg a Taylor-sor ,hivatalos” felfedezése
el6tti ismerGje és alkalmazoja (1670) [5.3, 5.4].

Hadamard, Jacques (1865-1963), francia. 1896-ban de la Vallée-Poussain-nal
egylitt igazolta primszamtételt [10.3]. Sok ujitasa koziil kiemeljiik a folytonos fligg-
vények terét (1897).

Hahn, Hans (1879-1934) osztrak. A funkcionélanalizis egyik uttordje, példaul a
Hahn-Banach-tételt 1927-ben igazolta.

Hamilton, William Rowan (1805-1865), ir. Az n-dimenzios térelmélet egyik kidol-
gozoja. A kvaterniokat 1843-ban fedezte fel [6.4]. Elméleti mechanikdban és optikaban
is alapvetd eredményeket ért el 1833-t6l kezdve.

Heine, Eduard (1821-1881), német. Az analizis egyik axiomatizaloja (1872) [8.4],
az egyenletes folytonossagrol szolo Heine-Borel-tétel ,tarstulajdonosa” [8.3].

Hermite, Charles (1822-1901), francia. Neves analista: az e transzcendenciaja
(1873) |10.3] mellett fontos eredményeire utalnak a nevét viselg ortogonalis polinomok
és a szimmetrikus kvadratikus alakok altalanositasa.

Helly, Eduard (1884-1943), brit. A funkcionéalanalizis egyik tttordje.

Héron (i.sz. 1. szazad), gorog, Alexandria. A stagnéld, majd hanyatlo hellén
matematika egyik legnevesebb alakja, a nevét visel6 haromszog teriiletképletet tévesen
fiizik a nevéhez [3.2]. Jatékos gbzgépe a templomajtot nyitotta ki.

Hilbert, David (1862-1943), német. A 19-20. széazad egyik legnagyobb mate-
matikusa. Els§ nagyhatast munkija az euklideszi geometria végleges axiomatizélasa.
1900-ban a périzsi nemzetkozi matematikai kongresszuson ismertette a matematika meg-
oldatlan problémainak hilberti listajat (v6. Yandell, 2002), amelyen vannak még ma is
megoldatlan feladatok (példaul a Riemann-sejtés). O kezdeményezte és rola nevezték
el az euklideszi tér végtelen-dimenzids altalanositasat, a Hilbert-teret a 20. szazad ele-
jén [13.3]. Az 1920-as években a halmazelmélet paradoxonjainak megoldasat az tun.
formalista megkozelitésben kereste, azonban reményeit 1931-ben romba déntétte Godel
felfedezése az axiomatikus rendszerek teljességének a hianyarol [12.5].

Hipparkhosz (kb. i.e. 161-126), gorog, Alexandria. Az 6kor legnagyobb csillagésza.
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O dolgozta ki a rendszeres trigonometriat, 6 becsiilte meg a holdhénap hosszat hihetetle-
niil pontosan, 1 mésodperces hibaval, és 6 alkotta meg az epiciklusok elméletét, amellyel
kévetsi — mindenekelStt Ptolemaiosz — trra lettek a korabbi elmélet nehézségein [15.2].

Hincsin, Alekszandr J. (1894-1959): A szovjet valosziniiség-szamitési iskola oridsa,
az iteralt logaritmus tételének felfedezje (1923) és a nagy szamok gyenge torvényének
altalanositoja [11.3].

Huygens, Christiaan (1629-1695), holland. Az ingadra elméleti és gyakorlati meg-
alkotoja, a centripetalis gyorsulas felfedezdje [15.3], a hullamelmélet atyja [7.2], az els6
valoszintiség-szamitasi konyv (1657) irdja [11.2] és Leibniz mestere (1673-1676) [5.2].

Ibn-Sina (980-1037), més néven Avicenna, arab. ElsGsorban orvosként és filozofus-
ként hires, de emlitésre méltd Eukleidész-forditasa (gorogrsl arabra) [3.3].

Ibn-al-Haitham (kb. 965-1039) mas néven Alhazen, arab. A fizikai és geometriai
optika kiemelkedd kutatoja [3.3].

Jacobi, Carl G. J. (1804-1851) német. Az elliptikus fliggvények elméletének egyik
felfedezGje (1834) és a determinanselmélet egyik megalapozoja (1833) [6.3] .

Jordan, Camille (1838-1922), francia. A csoportelmélet egyik kidolgozoja (1870)
[12.2], a matrixok normalalakjanak felfedezsje (1870) [6.3]. O mondta ki a folytonos
zart gorbékre vonatkozo Jordan-tételt (1887), de bizonyitasa hidnyos volt.

Kepler, Johannes (1571-1630) német, meghalt Regensburgban. 1609-1618 ko-
zoOtt felallitotta a bolygomozgasok harom pontos torvényét, ezzel szilard matematikai
alapokra helyezve a csak kvalitative megfelel6 kopernikuszi rendszert [15.3]. Emellett
kiszamitotta szamos, gérbe vonalakkal hatéarolt test (példaul hordok) térfogatat. Meg-
sejtette a gombok legstiribb térkitoltését, amelyet csak 1998-ban bizonyitott Tom Hales.

Khdgjam, Omdr (kb. 1050-1123), perzsa. Kivalo matematikus, aki ismerte a
klasszikus binomiélis tételt [4.4], és foglalkozott a harmadfokd egyenlet analitikus ge-
ometriai megoldéasaval [3.3]. Kolteményei, a Rubbajat, maig a vilagirodalom részét
alkotjak.

Klein, Feliz (1849-1925), német. Sophus Lie-vel és Poincaréval egyiitt 1870 utéan
alakitotta ki a folytonos csoportok elméletét. 1872-ben az erlangeni programjaban ja-
vasolta: a transzforméacidcsoportok segitségével kell osztalyozni a geometridkat.

Kolmogorov, Andrej N. (1903-1987), orosz. A 20. szazad egyik legnagyobb ma-
tematikusa. 1933-ban axiomatikus alapokra helyezte a valoszintiség-szamitéast [11.3].
Emellett szamos maés teriilet kialakitasa fliz6dik a nevéhez: példaul az informacidel-
mélet és a bonyolultsdgelmélet. Arnolddal és Moserrel egyiitt az in. KAM-elmélet
tarsszerzGje, amely a Naprendszer stabilitdsanak kérdését oldotta meg (1954) [15.4].

Kopernik, Mikolaj vagy Kopernikusz (1473-1543) Torun, lengyel-német? Csil-
lagasz, aki 1400 évvel Ptolemaiosz utan, 1543-ban meggy6z6 érveléssel megcéfolta a
foldkozponta vilagképet, és helyére a napkozponta vilagrendszert allitotta [15.3].

Kronecker, Leopold (1823-1891), német. Neves algebrista, aki szenvedélyesen kiiz-
dott a végtelen cantori matematikaja ellen [12.5].

Kummer, Ernst (1810-1893), német. 1844-t6] kezdve megalkotta az ideal fogalmat,
s ezzel jelentGsen kiterjesztette a Fermat-sejtés bizonyitottsagi tartoméanyat [10.3].

Lagrange, Louis-Joseph (1736-1813), olasz—francia. Torinoban sziiletett és Péa-
rizsban halt meg. 19 évesen szabatossa tette Euler varidcios egyenletének heurisztikus
levezetését (Euler—Lagrange differencidlegyenlet) [7.4, 7.5]. 1760-t6] kezdve, analitikus
mechanikajan dolgozva, variaciészamitasi alapra helyezte a mechanikat. 1788-ban meg-
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alkotta a feltételes szélsGértékszamitas rola elnevezett modszerét. Az 6todfoki egyenlet
megoldoképletét keresve, 1770-ben megalapozta a csoportelméletet [12.2].

Lambert, Johann H. (1728-1777), svajci-német. 1770-ben els6ként bizonyitotta be
a 7 szam irracionalitasat [10.2]. A nemeuklideszi geometridk eléfutarai koziil 6 keriilt
legkozelebb a célhoz (1766) [12.4].

Laplace, Pierre-Simon (1749-1827), francia. Napoleon tanara egy vidéki tiszti
iskolaban. Az alkalmazott matematika, példaul a Laplace-transzforméacio [9.3|, az égi
mechanika [15.4] korszakalkoto miivel§je (1799-1825); és a valoszintiség-szamitas egyik
oridsa (1812) [11.3]. Rovid ideig Napoleon beliigyminisztere.

Lebesgue, Henri (1875-1941), francia. 1902-t6]l kezdve létrehozta a a modern
mértékelméletet. Tobbek kozott a Lebesgue-mérték és -integral viseli a nevét [13].

Legendre, Adrien-Marie (1752-1833) francia. Az analizis, a szamelmélet teriiletén
szamos felfedezés viseli a nevét: példaul a varidcioszamitas Legendre-feltétele (1788)
[7.3], a Legendre-polinom, a primszamtétel egyik megfogalmazoja [10.3], és a legkisebb
négyzetek elvének egyik felfedezéje (1800 koriil) [11.3].

Leibniz, Gottfried W. (1646-1716) német. Sziiletett Lipcsében, meghalt Hanno-
verben. Minden idSk egyik legnagyobb polihisztora és az altalanos modszerek kutatoja.
Mar 1666-ban felvazolta a matematikai logika alapgondolatat. 1672-ben a Royal So-
ciety tagjava valasztotta a Pascal-féle szamologép tokéletesitéséért. 1673-1676 kozott
Huygens tanitvanyaként, Newton utan, de téle fiiggetleniil felfedezte és 1684-t61 kezdve
sikerrel elterjesztette a kalkulust [5]. O bocsatotta ttjara a determinanselméletet (1683)
[6.2]. A valaha élt legnagyobb filozofusok egyike. Els6rangt tudoméanyszervez&ként meg-
szervezte a berlini akadémiat, valamint elinditotta a bécsi és a szentpétervari akadémia
szervezését. A Newtonnal valo prioritasvita veszteseként, elfeledve halt meg.

Leverrier, Urbain (1811-1877), francia csillagasz. Hatékony matematikai modsze-
rével 1846-ban sikerrel megjosolja a Neptun létezését.

I’Hospital, Guillaume (1661-1704), francia méarki. Pénzért megvette Johann Berno-
ulli szdmos eredményét, s ez alapjan az els6 kalkuluskonyvet publikalta 1696-ban. Ezért
viseli a méarki nevét a 0/0 hatarozatlan alak kiszamitasanak Bernoulli-féle modszere.

Lindeldf, Ernst Leonard (1870-1946), svéd szarmazasu finn. A fokozatos megkoze-
litésrol szolo Picard-Lindeldf tétel egyik felfedezGje (1894).

Lindemann, Ferdinand (1852-1939), német. O igazolta 1882-ben elséként, hogy a
7 szam transzcendens [10.3].

Liouwille, Joseph (1809-1882), francia. Szamelméleti munkassagan kiviil (1844)
[10.3] alapvets eredményeket ért el a komplex fiiggvénytan és az analitikus mechanika
terén. O szolgéltatott igazsagot Galoisnak 1846-ban [12.2].

Lobacsevszkij, Nyikolaj (1793-1856), orosz. A kazanyi egyetem professzoraként
1829-ben, harom évvel Bolyai el6tt kozolte forradalmi eredményeit Eukleidész 6todik
posztulatumanak bizonyithatatlansagarol [12.4].

Maclaurin, Colin (1698-1746) skot matematikus, a Taylor—(Maclaurin)-sor nép-
szeriisitGje [5.2], és az Euler-Maclaurin-féle 6sszegzési képlet tarsfelfedezGje 1742-ben
[F'1].

Mangoldt, Hans (1854-1925) német. 1895-ben kifogastalanul igazolta Riemann
heurisztikus formulajat a primszamtétellel kapcsolatban [F.2].

Mersenne, Marin (1588-1648), francia pap. Kivaloé tudomanyszervezs, aki levele-
zéseivel kapcsolatot teremtett Fermat, Descartes, Pascal és szamtalan mas matematikus
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kozott. [4.5]

Moébius, Ferdinand (1790-1868), német. A rola elnevezett szamelméleti fliggvény
fontos szerepet jatszik az analitikus szamelmeéletben [F.2|. Egyik felfedezGje és névadoja
annak a topologiaban fontos egyoldalu feliiletnek (1858).

Napier, John (1550-1617) skot. Féur, mikedvels matematikus, aki falusi birtokan
a 16—-17. szézad forduldjan felfedezte a természetes logaritmust, a négy alapmitiveleten
talmutato fiiggvényt. Ezzel egyszerre alkotta meg az egyik legfontosabb fliggvényt és
fedezte fel az egyetemes szamolastechnika évszazadokig alapvets eszkozét [4.3].

Nash, John (1928-) amerikai. 1951-ben, doktori hallgatoként megalkotta a nem
kooperativ jatékok egyensilyfogalmét és az alkumodell axiomatikajat, mindkét meg-
oldas mar évtizedek ota a nevét viseli [14]. 1960 koriil topologiai eredményei alapjan
a Fields-érem egyik esélyese volt, de végiilis mégsem kapta meg a remélt kitiintetést.
Kiemelked6 munkassagat kettétorte a skizofrénia, amelybdl csak tobb évtizedes keze-
lés utan gyogyult ki. Jatékelméleti eredményeiért 1994-ben megosztva kozgazdasagi
Nobel-dijat kapott.

FEugen Netto (1846-1919) német. A modern algebra egyik el6futara [12.2], aki
emellett analistaként 1879-ben belatta, hogy az egyenes szakasz és a négyzet kozott
nem létezik invertalhato és mindkét iranyban folytonos leképezés. (Ezzel el6re ,helyre
tette” Cantor és Peano konstrukcioit, ez utobbi 1890-ben sziiletett. )

Neumann Jdanos (1903-1957), magyar sziiletésii amerikai, Budapesten sziiletett, és
Washingtonban halt meg. A 20. szazad egyik kiemelked6 polihisztora: a Neumann-
algebréak feltalaloja, a kvantummechanika axiomatizaloja (1932) [13.3], a jatékelmélet
atyja (1928-1944) [14], az atombomba egyik megalkotdja, a mai elektronikus szamitogép
elvének kigondoloja, hogy csak a legfontosabb eredményeit emlitsiik.

Newton, Isaac (1643-1727), angol. Sziiletett Lincolnshire-ben, meghalt London-
ban. 1665-t6] kezdve a differencial- és integralszamitas felfedezdje [5], a klasszikus fizika
atyja [15], fémtive a Principia (1687) a modern tudomény legjelentGsebb mitive (&l-
talanos tomegvonzas: arapaly, kozmikus szokési sebesség; fényelmélet: szivarvany), a
tiikros tavess feltaldloja. Emellett rovid ideig parlamenti képvisels, huzamosabb ideig
a pénzverde sikeres igazgatdja. Hooke-kal valo korai 0sszecsapésa miatt a késGbbiekben
keriilte a tudomanyos vitakat, gyakran még a publikacidkat is. 1700 koriil robbant ki
aldatlan prioritasi vitaja Leibniz-cel, amelyet — a Royal Society teljhatalmu elnokeként
— megnyert.

Pacioli, Luca (1445-1509), olasz. A valdszintiség-szamitas egyik el6futara [11.2], a
kettds konyvelés megalkotoja (1494).

Parseval, Marc-Antoine (1755-1836) francia. 1799-ben felfedezte a rola elnevezett
tételt [8.3] és [13.3].

Pascal, Blaise (1622-1662), francia. Sziiletett Clermont-Ferrandban és meghalt
Péarizsban. Tizenhat éves koraban felfedezte a projektiv geometria egyik alaptételét.
Husz éves volt, amikor feltalalta az (egyik) els6 mechanikus szamologépet. 1648-ben
kisérletileg igazolta, hogy egy magas hegyen a légnyomaés kisebb, mint a stksagon. 1654-
ben Fermat-val egyiitt helyesen megoldotta a valoszintiség-szamitasi feladatok egész so-
rat, s ezzel elinditotta e tudomany fejlédését [11.2]. Nevéhez fiz6dik a Pascal-haromszog
[4.4]. A ciklois teriiletének kiszamitasakor kozel allt a kalkulus felfedezéséhez [4.7].
Emellett a filozofia és a francia esszéiras nagymestere.

Peano, Giuseppe (1858-1932) olasz. A természetes szadmok axiémarendszerének
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megalkotoja (1889), a négyzetet kitolté Peano-gorbe konstruktdre (1890) és a mértékel-
mélet eldfutara (1887) [13.2].

Picard, Emile (1856-1941), francia matematikus. A fokozatos megkozelitésrsl szolo
Picard—Lindelof tétel egyik felfedezdje (1890).

Poincaré, Henri (1852-1912), francia. A 19-20. szézadfordulo egyik oridsa. A
differencialegyenletek kvalitativ elméletének kidolgozodja (1890 koriil), ezzel kapcsolat-
ban a modern topologia egyik atyja. A Naprendszer (in)stabilitasarol szolo eredményei
a kdoszelmélet felé mutattak [15.4]. Mellesleg Einstein mellett (mogott) a relativitésel-
mélet matematikai elméletének egyik megalkotdja és az intuicionizmus tamogatoja, a
modernizmus ellensége (8.4, 12.5].

Poisson, Siméon-Denis (1781-1840) francia. A valoszintiségszamitéas egyik megte-
remtGje (1837) [9.3], a Poisson-eloszlas felfedezGje és a matematikai fizika (potenciélel-
meélet) egyik legnagyobb alakja.

Ptolemaiosz (i.sz. 120-160), gordg, Alexandridban élt és alkotott. Az okor leg-
nagyobb hatasu foldrajztudosa, csillagasza: Algameszt (i.sz. 150 koril) [15], és az
alkalmazott matematika jelese [2.7]. Csak 1400 évvel késébb, Kopernikusz multa felil.

Piithdgorasz (kb. i.e. 550), gorog (Dél-Italia). Nemcsak matematikus, hanem ze-
netudos, filozofus és egy titkos tarsasag szellemi vezetGje is volt. Talan a leghiresebb
matematikai tétel névadoja [2].

Riemann, Bernhard (1826-1866), német. Mennyiségileg szerény, am mélységében
parjat ritkito a munkassaga. Nevét viseli a Riemann-integral (1854) [8.4], a Riemann-tér
(1854) [12.4] és a Riemann-féle zéta-fliggvény gyokeire vonatkozé Riemann-sejtés (1859)
[F.2], ez utobbi talan a legfontosabb megoldatlan matematikai feladat. Kivalosagat
még a dicséretekben altalaban sziikmarkt Gauss is elismerte, és habilitacios értekezését
magasan atlagon feliilinek nevezte.

Riesz Frigyes (1880-1956) magyar. A funkcionalanalizis egyik megteremtdje, tob-
bek kozott nevét viseli a Riesz—Fischer-tétel (1907) [13.3].

Ruffini, Paolo (1765-1822), olasz. Az &todfoku egyenlet algebrai megoldhatatlan-
saganak egyik felfedezGje (1799) [12.4].

Russel, Bertrand (1872-1970): angol logicista, csillagész, filozofus és békeharcos.
Leghiresebb matematikai eredménye a Russel-paradoxon (1905). [12.5]

Saccheri, Gerolamo (1667-1737) olasz. A nemeuklideszi geometria egyik elgfutara
(1733) [12.4].

Schmidt, Erhard (1876-1959), német. Hilbert tanitvanya, a Hilbert-tér geometrié-
janak egyik kidolgozoja (1901-1906) [13.3].

Seidel, Philipp (1821-1896), német. Az egyenletes konvergencia egyik felfedezdje
(1848) [8.3], a linearis egyenletek iterativ megoldasanak egyik tokéletesitGje (Gauss—
Seidel- eljaras).

Selberg, Atle (1917-), norvég. A primszamtétel elemi bizonyitasan [10.3] kiviil
(amelyet 1949-ben, Erddssel egy id6ben, téle fliggetleniil adott) szamos jelentds ered-
ménye van, példaul a kovetkezs: a zéta-fliggvény gyodkeinek pozitiv hanyada kielégiti a
Riemann-hipotézist. T6bbek kozott ezért az eredményéért kapta meg 1950-ben a négy
évente a négy legjelentGsebb matematikai felfedezésért jaro kitlintetést, a csak 40 évesnél
fiatalabb matematikusoknak adhato Fields Medalt.

Stirling, James (1692-1770) brit. Kivalo analista és kombinatorikus. 1730-ban
meghatéarozta de Moivre-t6l szarmazo, Stirlingrél elnevezett képletben az allandot [11.3].
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Sylvester, James (1814-1897) brit. A modern lineéris algebra egyik megalkotoja,
példaul a kvadratikus alakok tehetetlenségi tétele (1852) [6.4].

Tartaglia, Niccolo (kb. 1500-1557) olasz. 1535 koriil méasodikként felfedezi aA har-
madfoki egyenlet megoldoképletét. 1539-ben csak azzal a feltétellel kozolte Cardandval
a nagy titkot, hogy az nem publikalja, de Cardano 1545-ben megszegte az igéretét [4.2].

Taylor, Brook (1685-1731) brit. Az analitikus fliggvények hatvanysora (1715)
az 6 nevét viseli [5.3], bar joval el6tte mar tébben — Gregory, Newton és Leibniz —,
megtalaltak.

Thalész (i.e. 6. sz. eleje), gorog. A kisazsiai Milétoszban élt, allitolag jart Egyip-
tomban, ahol tanul(hatot)t az ottani bolcsektsl [2.4]. O az elsé olyan matematikus,
akirgl tételt neveztek el, és az els6 olyan filozofus, akinek ismerjiik a nevét. (Székely
Gabor hivta {6l a figyelmem, hogy Thal sémi nyelveken harmatot jelent.)

Tschirnhaus, Ehrendfried (1651-1708) szasz grof. 1683-as transzformacioja altala-
nositotta a harmad- és negyedfoku egyenletek megoldéasi modszerét [12.2].

de la Vallée Poussain, Charles-Jean (1866-1962), belga. 1896-ban de Hadamard-
ral egylitt igazolta primszamtételt [10.3].

Vandermonde, Alexandre Theophile (1735-1796) francia. Béar nem is hallott a rola
elnevezett determinansrol, a determinansok 6nallo teriiletének elss elemzdje (1772-1776)
[6.4]. Lagrange-zsal egyiitt a csoportelmélet eléfutara (1771) [12.2].

Viete, Francois (1540-1603), francia. Algebrai, analizisbeli és trigonometriai fel-
fedezéseivel egyike volt az tjkori eurdpai matematika attordinek [4.2]. Nevét viselik a
gyokok és egyiitthatok kozti osszefiiggések.

Vitali, Giuseppe (1875-1932) olasz, a modern analizis egyik uttorGje: nevét viseli
a Vitali-féle lefedési tétel, s téle szarmazik az eltolasinvaridns mérték korlatozott értel-
mezhetdsége (1905) [13.2].

Volterra, Vito (1860-1940) olasz. Az integréalegyenletek egyik uttorgje (1884-1897)
[13.3], és a Lotka—Volterra-féle ragadozé—zsakmany populéacios modell egyik kidolgozoja
(1931).

Wallis, John (1616-1703), angol. 1655-ben induktiv moédon felfedezte azokat az
integralképleteket (példaul a Wallis-formulat), amelyek Newtont a klasszikus binomialis
képlet altalanositasa felé terelték [5.3]. O javasolta elGszor a képzetes tengely bevezetését
[9.2].

Wantzel, Pierre (1814-1848) francia. 1837-ben szabatosan bebizonyitotta a Gauss-
féle szerkeszthetGségi tétel megforditasat.

Weierstrass, Karl (1815-1897), német. Téle szarmazik az analizis axiomatikus
felépitése és az epszilontika az 1860-as évektdl kezdve [8.4]. A komplex fiiggvénytanban
a hatvanysoros megkozelitést hatalmas sikerrel alkalmazta [9.3]. Sokaig kozépiskolai ta-
narként kereste kenyerét, és kivald pedagogiai képességeit egyetemi tanarként rendkiviili
mértékben hasznositotta: szamos hires tanitvanya volt. Nevét sok tétel viseli.

Wiener, Norbert (1894-1964), amerikai. Neumann Janoshoz hasonlé polihisztor,
aki azonban ellenzi a korményzat és a tudomény szoros kapcsolatat. A modern elméleti
és alkalmazott matematika egyik oridsa, nevét viseli a biologiabol ismert Brown mozast
modellez6 Wiener-folyamat. Az 1940-es években elinditja a kibernetikat (iranyitaselmeé-
letet).

Wiles, Andrew (1953 ), brit. O igazolta 1994-ben a Fermat-sejtést, bar az eredeti
bizonyitas hézagos volt [10.3]. A felfedezés fontossagara valo tekintettel 1996-ban annak
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ellenére megkapta a Fields Medalt, hogy mar elmilt 40 éves.

Zermelo, Ernst (1871-1956), német. Elscként alkotta meg a halmazelmélet axio-
marendszerét 1908-ban [12.5], amelyet Fraenkel és masok tovabbfejlesztettek. 1909-ben
bebizonyitotta a kivilasztasi axidéma segitségével, hogy minden halmaz jolrendezhetd
[12.5]. Emellett t6le szarmazik a modern jatékelmélet elss tétele 1913-bol [14.4].
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Matematikai felfedezések és a torténelem

-3000 Egyiptomi szamhieroglifak

—2400 Helyérték-rendszer, Mezopotamia

—1850 Moszkvai papirusz

—585 Thalész

—-550 Piithagorész

~460 Eleai Zénon

—370 Eudoxosz: kimerités

-300 Eukleidész: Elemek

—260 Arisztarkhosz: Nap a kozpont
—212 Arkhimédész halala

—210 Appolléniosz: Kupszeletek
—140 Hipparkhosz: trigonometria

150 Ptolemaiosz: Almageszt
2507 Diophantosz: Aritmetika

628 7 Brahmagupta
775 Hindu matematika arabul

830 Al Khwéarizmi: Algebra
1037 Avicenna halala
1123 Oméar Khajjam haléla
1202 Fibonacci: Liber abaci
1270 Arkhimédész latinul
1360 Oresme: exponencialis fliggvény?
1436 Al Kasi halala

1494 Pacioli: Summa

1543 Kopernikusz: Egitestek...
1545 Cardano: Ars Magna

1572 Bombelli: Algebra

1579 Viete: Canon Mathematicus
1585 Stevin: A tizedestort

1609 Kepler: Astronomia nova
1614 Napier logaritmusa

1629 Fermat lokalis maximuma
1637 Descartes: A modszerrsl
1640 Pascal: Kiupszeletek

Kerekes jarmtivek, piramisok
Sumeér-akkad Birodalom
Hammurabi térvénykonyve
—1350 féniciai abécé

—753 Roma alapitasa

—490 Marathoni csata
—332 Alexandria alapitasa, hellenizmus

I. pun héboria vége
II. pun habora

Karthago lerombolasa
—45 Julius Caesar naptarreformja

160 Marcus Aurelius tronra lép

285 Diocletianus

313 Konstantin csaszar, kereszténység
476 Roma bukasa

622 Mohamed futasa

711 Az arabok elfoglaljak Ibériat

814 Nagy Karoly halala

1204 a keresztesek Bizancban
mechanikus 6ra + szemiiveg
1364 Petrarca haléla

1437 Zsigmond halala

1440 Gutenberg nyomdaja
1492 Columbus Amerikaban
1517 Luther 95 pontja

1541 Budat elfoglalja a torok

Szt. Bertalan éjszakaja Parizsban

Galilei tavesove

1616 Shakespeare halala

Bethlen Gabor halala

1632 Galileit elitéli a Szent Inkvizicié
16181648 Harmincéves haboru
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1640 Kis Fermat-tétel
1654 Fermat és Pascal:
Levelek a valoszintiségrol
1657 Huygens: Valoszintiség-szamitas

1662 Royal Society alapitéisa

1665 Gregory: Geometria pars universalis 1664 Zrinyi halala

1666 Newton csodélatos éve

1684 Leibniz I. kalkulus-cikke

1687 Newton: Principia

1696 Bernoulliak és a brachisztochron

1713 A Royal Society Leibnizt
elmarasztalja plagiumban

1713 Jakob Bernoulli: Ars conjectandi

1718 de Moivre: Doctrine of Chances

1733 Saccheri: Euclides ....

1733/38 de Moivre: normalis eloszlés

1735 Daniel Bernoulli: szentpétervari
paradoxon

1737 Berkeley: The Analyst

1742 Goldbach-sejtés

1743 d’Alembert: Traité de dynamique,
rezg6 hur egyenlete

1743 Euler: n-edrendi linearis d.e.

1748 Euler: Introductio...

1750 Cramer szabély

1755 Lagrange varidcidoszamitasa

1765 Lagrange: linearis d.e. rendszer
1770 Euler: Fermat-sejtés n = 3-ra

1788 Lagrange: Mécanique analytique

1796 Laplace: Systéme du Monde

1797 Komplex szamsik danul

1801 Gauss: Disquisitiones arithmeticae
1815 Cauchy: determinénsok

1817 Bolzano: Analizis
1821 Cauchy: Analizis tankonyv
1822 Fourier-sorok
1827 Cauchy: Komplex fiigvénytan
1829 Lobacsevszkij abszolut geometriaja
1832 Bolyai: Appendix
Galois végrendelete
1843 Hamilton: kvaterniok
1844 Liouville transzcendens szama

Académie de Science alapitasa
1686 Budarol kitizik a torokoket
1688 A dicstséges forradalom Anglidban

Utrechti béke

II. Rékocezi F. halala

1738 Daniel Bernoulli: Hidrodynamica
1740-1748 Osztrak 6rokosodési habora

1751 A Nagy Francia Enciklopédia I. k.
A moszkvai egyetem létesitése

1760 Az ipari forradalom kezdete

1763 A hétéves habora vége

1781 Herschel felfedezi az Uranuszt
1789 A Nagy Francia Forradalom
Nagy Iskolak létesiilnek Parizsban
Bonaparte hadseregparancsnok

1799 A metrikus rendszer bevezetése
Gauss megtalalja a Ceresz kisbolygot
Napoleon a Szt. Ilona szigeten
1815-1848: Szent Szovetség

1825 Stevenson: gézmozdony

1846 Leverrier el6rejelzi a Neptunt
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1848 Seidel: Egyenletes konvergencia

1854 Riemann-terek, -integral

Népek tavasza
Marx és Engels: Kommunista kialtvany

1855 Gauss utédja Dirichlet G6ttingenben

1858 Dedekind: permutéciocsoport
1859 Riemann-sejtés
1861 Weierstrass szabatos elGadasai

1872 Az analizis axiomatizalasa
1873 Hermite: e transzcendens
1874 Cantor: halmazelmélet
1882 Lindemann: 7 transzcendens
1889 Peano axiémai N-rol
Poincaré: Egi mechanika
1891 Cantor-féle atlos eljaras
1896 A primszamtétel
Hadamard és de la Vallée-Poissain
1899 Hilbert: A geometriai alapjai
1900 Hilbert problémai
1903 Lebesgue-integral

1906 Fréchet: funkcionalanalizis

1907 Riesz—Fischer-tétel

1909 Nagy szémok Borel-féle torvénye
1914 Hausdorff: Topologia

1923 Banach-terek

1928 Neumann: jatékelmélet-minimax
1931 Godel nem-teljességi tétele
1933 Kolmogorov axiomatizélja
a valoszintiség-szamitast
1939 Bourbaki I. kotet

1951 Nash: jatékelméleti egyensily

1954 A Naprendszer KAM-elmélete
Kolmogorov—Arnold-Moser

1963 Cohen: kontinuumhipotézis OK

1976 A négyszintétel szamitogépes
bizonyitasa

1994 Wiles: Fermat-sejtés bizonyitasa
1998 Hale: A Kepler-sejtés
szamitogépes bizonyitasa

Darwin: A fajok eredete
1867: Kiegyezés

Maxwell: Electicity and Magnetism
1876 Bell: telefon

18847 Bels6égésii motor

II. Internacionéalé megalakulasa

Magyar millenium

1898 Madame Curie: radium
Planck: Kvantumelmélet
Motoros repiilés

1905 Einstein: Relativitaselmélet
Ady: Uj versek

I. vilaghabora kitorése

1917 Az orosz forradalom
1918 I. vilaghabora vége

1925: Heisenberg—Schrodinger:
kvantummechanika

Neumann: Kvantummechanika axiéomai
Hitler — kancellar

zsido ellenes torvények

—1945 II. vilaghaboru

Neumann: szamitogép

1953 Sztalin halala
1961 Berlini fal felépitése

1980 Személyi szamitogép
1990 A szovjet rendszer bukasa

Forras: Boyer (1968/1991) ritkitva és kiegészitve
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FELADATMEGOLDASOK

2.1. feladat. (L+1)x (L—1)=L*—-1?>= MMID.
2.2. feladat. A szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség szerint n > 1-re

Tn > /B. Az 1,11 < x, egyenlStlenségbe behelyettesitve a képletet, rendezéssel adodik
az x, > /B feltétel. A sorozat z hatarértéke létezik, kielégiti az x = f(z) egyenldséget,

azaz x = +/f3.

2.3. feladat. (Hajos, 1965, 42.1. tétel.)
2.4. feladat. (Freud-Gyarmati, 2000, 5.3.2. tétel, 168. o.) Utmutatas: Indirekt.

A =4pips---pr — 1, és ha nem prim, akkor nem lehet mindegyik primosztoja 4k + 1-
alakd, mert ezek szorzata is 4k + 1-alaku.

2.5. feladat.

2.4. tablazat. A szabdlyos 4 - 2% oldali
sokszogekbe beirt és koril irt korok sugara

Beirt Koril irt
kor sugara
k Tn R,
1 0,25000 0,35355
2 0,30178 0,32664
3 0,31421 0,32036
4 0,31729 0,31882
5 0,31805 0,31844
6 0,31825 0,31834
7 0,31829 0,31832
8 0,31831 0,31831
9 0,31831 0,31831

2.6. feladat. a)

li(i)QZn(n—i—l)an—i—l)‘

=1

d) (V6. Laczkovich-T. Sos, 2005, 9-10. o.)
3.1. feladat. Legyenek a négyszog csicsai rendre A, B, C, D, az A-nal 1év6 szog

a, és a koztiik futd szakaszok hossza rendre a,b,c,d. Irjuk f6l az ABC), illetve a BCD

135



haromszog teriiletét! 274 = adsina és 2T¢ = besina.  Osszeadva majd négyzetre
emelve:
4T? = (ad + be)? sin? o = (ad + be)? (1 — cos® @).

Felirva két koszinusz-tételt a BD atlora!
BD’ = a? 4+ d?> — 2adcos o = b2 + ¢ + 2bccos a,

azaz
a’ +d* — b* + ¢® = (ad + be)? cos .

Atalakitva és behelyettesitve:
AT? = (ad + be)® — (a® + d* — b + ¢*)?/4,

ahonnan elemi atalakitasokkal adodik az allités.

3.2. feladat. A fiiggvénytablabol x = 7°05" és y = 42°45', azaz = + y = 49°50/
és x —y = —35°40’, a koszinuszokat meghatarozva a tablazatbol: cos(49°50") = 0,6450
és cos 35°40" = 0,8124, a kiilonbség fele 0,0837, és ezt 107-vel szorozva: 83 700 000. Az
abszolit, illetve a relativ hiba —110 205, illetve —0,0013.

3.3. feladat. a) A Cauchy-féle f(z +y) = f(z) + f(y) fiiggvényegyenletnek
skalarszorzotol eltekintve egyetlen folytonos megoldasa van: f(x) = f(1)z. Valo-
ban, minden m természetes szamra igaz, hogy f(mx) = mf(x). Kovetkezésképp
F(x) = f(nlx/n) = nf(xfn), azan f(z/n) = f(z)/n, azaz f(m/n) = f(1)m/n. Foly-
tonossag miatt minden valos szamra igaz f(z) = f(1)z. b) Transzformalva: y = log,, ,
azaz y = a”, azaz V (y) = yV (a), a) szerint V(y) = V(1)y stb.

3.4. feladat. Irjuk fol a sor tagjait a kovetkezd felsGharomszog-matrix alakban: a
j-edik sor k-adik tagja (k > 7) ¢, 7 =1, 2,.... Adjuk &ssze a j-edik sorban 4ll6 tagokat:
si=¢G,ahol G=1+q+¢>+ - =1/(1 — q) a végtelen mértani sor. Osszeadva a
végosszegeket fiiggslegesen: (q + ¢% + --+)G = qG?, azaz S = q/(1 — q)*.

4.1. feladat. a) Bar a hataratmenet csak rogzitett tagszamra és fix k-ra lenne
jogos, mégis miikodik a kozelités:

1\" &nn-=-1)--(n—k+1)1 "1

k=0

b) A két kozelités Gsszehasonlitasa tablazatban:
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4.1. tablazat. Az e kétféle kozelitése

n en(1) en(2)

1 2,00000 2,00000
2 2,25000 2,50000
3 2.37037 2.66667
4 2,44141 2,70833
) 2,48832 2,71667
6 2,52163 2,71806
7 2,54650 2,71825
8 2,56578 2,71828
9 2,58118 2,71828

A masodik modszer nemcsak gyorsabb, mint az els6, de joval kevesebb szamolast
is igényel, mert az n 4+ 1-tagt Gsszegnek csak az utolsd tagjat kell az n-edik 1épésben
kiszamitani, és hozzaadni a mar az el6z6 lépésben kiszamitott n-taga osszeghez.

4.2. feladat. n = 1-re a képlet

i(rﬂ)lz(lﬂ)"“—(lﬂ)

=1\

a binomialis tételre egyszertisodik. Az n-rél n+ 1-re 1épéskor elég azt ellendrizni, hogy a
bal és a jobb oldal azonos értékkel ng. A bal oldal névekménye > 7, (rjl) (n+1)r+1=7,
amely a binomidlis tétel értelmében, a h = r szereposztésban és figyelembe véve az elsé
és az utolso tagot, (n+2)"! — (n 4+ 1)"T1 — 1, és ez éppen a jobb oldal névekménye is.

4.3. feladat. Az f(z) = 23 + azx — b fiiggvényt derivalva: f'(z) = 322 + a.
SzélsGértékhelyek: 719 = \/—a/3, T1 < T2 az elsé a lokalis maximum, a méasodik a
lokélis minimum. Ha f(z1) > 0 > f(Z2), akkor 3 valos gyok van, kiilonben 1.

4.4. feladat. a) A fels6 agra szoritkozva, és az egyszertség kedvéért p = 1/2-t
véve, a 4.4. tételhez hasonloan levezethets, hogy az y = /x fliggvény derivaltja az g
abszcisszaju T pontban y'(xg) = 1/(2v/Z0). Az (x0,y0) ponton atmend érinté egyenlete
y(x) = yo + y'(x0)(z — 0), az x = O-ban § = yo — y'(z0)z0 = Vo — 20/(2/T0) =
VTo/2=1yo/2.

b) Legyen a T érintési pontbeli érinté vizszinteshez mért hajlasszoge a, és legyen az
érint§ és a tengely metszéspontja @, illetve a fénysugar és a tengely metszéspontja P. A
fényvisszaverddés torvénye szerint a PQT és a QT P szog egyenls, tehat QT P szog 2a.
A P = F allitashoz azt kell igazolni, hogy az F = (1/4, 0) koordinataju fokuszpontot a
T érintési ponttal 0sszekotd F'T egyenes m meredekségi szog is 2a.. Definicio szerint

.T0—1/4 $0—1/4.

Masrészt
2 tan « 2-1/(2y/x0)
= =m

tan(2a) = = =
an(2a) 1—tan?’a 1—1/(4xo)
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4.5. feladat. Az egyszertiség kedvéért legyen a = 0 és b = 1, és hala Pascal
tételének, most a szemléletesebb egyenletes beosztést is alkalmazhatunk: z; = i/n. A
téglanyosszeg most

Kifejezve a 4.4. tételbsl ST-et, és leosztva n”Tl-gyel, adodik az 1/(r + 1) szorzo.
4.6. feladat. Legyen z; = aq¢*, i =1,2, ..., n, b= aq®, azaz logh = loga+nloggq.

q
Sp=n(g—1) = o2 ¢

(logb — loga).

A g — 1 hataratmenetben a logb — log a egyiitthatoja 1.

5.1. feladat. y = 2P/9-et egészitsiik ki dy-nal és dx-szel: y + dy = (z + dx)P/9,
és alkalmazzuk a tortkitevGs binomidlis tételt 1 helyett x koriil. Elhagyva a magasabb
rendi tagokat:

Y+ dy = 2P/9 + Poypla=1gy.
q
Elhagyva y = zP/9-t, és osztva mindkét oldalt dz-szel, adodik

@ — Z_jxp/qfl.
dx q

5.2. feladat. Tagonként behelyettesitve az
1 1 1

nn+1) n n+l1

Osszefiiggést, az egymast kovets + tagok kiejtik egymast, marad az els6 tag: 1.

5.3. feladat. Tekintsiik az F'(q) = Y oo | kq" fiiggvénysort, és vegyiik észre, hogy
q kiemelése utan gkq*~! = ¢(¢*)" értelmében F(q) = q[qG(q)] = q/(1 — q)? (vb. 3.2.
feladat).

5.4. feladat. f'(x) = 2z szerint

2z, Tn
5.5. feladat.
T 1 /w2
cos(12) = (55 0,0343 = 0,966

mert mar az r*-es tag is nagyon kicsiny, azaz elhanyagolhat6. Szogfiiggvény-tabla szerint
cos 15° = 0,9659.

5.6. feladat. A gondot az okozza, hogy x = 1 esetén a konvergenciakor hataran va-
gyunk. Erdekes, hogy a GWBASIC program egyszeres pontossaggal képtelen a végtelen
sort akir 4 tizedes jegy pontossaggal megallapitani: a Taylor-sor S4o00 = 0,69305 folé
nem tudni menni, pedig a pontos eredmény log 2 = 0,693147. A dupla pontossagot meg-
kovetelve mar 6 tizedes jegy pontossdggal is miikodik a program. A log2 = —log(1/2)
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kozelités viszont mar n = 100-ra is majdnem pontos (U, ). ¢) A konvergencia gyorsithato
a z=(1+x)/(1 —x) helyettesitéssel. Ekkor a

0 .2k+1
logz =log(l +x) —log(1 —z) = 22 TR

5.2. tablazat. A logaritmus-sor kozelitése

n Sn Snfl —Un
10 0,645635 0,645635 0,693065
100 0,688172 0,688172 0,693147
1000 0,692643 0,692647 0,693147
10000 0,693050 0,693097 0,693147
100000 0,693050 0,693142 0,693147
1000000 0,693050 0,693147 0,693147

5.7. feladat. Tortalak: dz/dt = Az, atalakitva: dxz/z = A\dt, integralva: logz —
log zg = Mt, invertalva: x(t) = xoe™t

6.1. feladat. A rendszer karakterisztikus egyenlete: P(\) = A\ — X\ — 1, a sajatér-
tékek: Ao = (14+/5)/2. A megoldas F; = &} + &\ alaki. A kezdeti feltételekbol
&1 és & meghatarozhato: Fo =&+ & =188 Fi =M +&A =10 o = (5j:\/5)/10.

6.2. feladat. a) Kozépiskolai fizikabol ismert az egyenes vonala egyenletes mozgés
ut-idé-fliggvénye. b) Sikbeli differencidlegyenletiink van:

.fi?l o 0 1 X1

Ztg o 0 O i) ’
s ez a Jordan-alak, sajatértéke A\j o = 0, és csak egy fliggetlen sajatvektora van. N-nel
jelolve az egytlitthatomaéatrixot, konnyt belatni, hogy

Ne 0 t\ (1 t
¢ _I+(0 0)=\o 1)
azaz x1(t) = 29 + 29t

6.3. feladat. Legyen A = (a;;) egy 2 x 2 matrix. Felhasznalva, hogy az A
matrix karakterisztikus polinomja p(\) = A\ + (a11 + az2)\ + det A, és bevezetve a
P = (pij) = p(A) jeldlést, egyszerii szamolassal adodik az eredmény. Példaul

2 2
P11 = a7; + a12a21 — A — Q22011 + A11a22 — aj2a21 = 0

és
P12 = A11G12 + G12022 — A11G12 — (22012 = 0.

7.1. feladat. Legyen T a targypont, K a képpont és X a tiikrozési pont. Tiikroz-
ziik a K pontot a tikorre: K', és ekkor a TX K torott vonal hossza egyenls a TX K’
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hosszéaval. A haromszog-egyenlStlenség miatt ez utébbi akkor minimalis, ha TX és X K’
egy egyenest alkot.

7.2. feladat. Legyen a viz-levegs hatar az z-tengely, a szem az y-tengely (0,a) és
a targy a also félsik (b,d) pontja. Legyen (z,0) a torési pont, valamint u a levegsbeli és
v a vizbeli terjedési sebesség reciproka. A levegében és a vizben toltott ids dsszege adja
minimumfeladat célfiiggvényét:

uva? 4+ a? + vy (b—x)? + d2.

Derivalva z szerint: u[z? + a?]~/2z — v[(b — 2)? 4+ d?]~*/2(b — x) = 0, ahonnan adodik
a szoban forgd torvény.
7.3. feladat. f(t,y,y') = \/1+y'*. E-L d.e. Mivel fy =0, ezért

/

f// = —y = C.

it

Négyzetre emelve és rendezve: y' = k, azaz y(t) egy egyenes.
7.4. feladat. (Kosa, 1973, 21-22 és 48-50. o.) Induljon a gorbe a (0, 0) pontbol,
és végz6djon az (zr2,y2) pontban. A célfiiggvény:

/1 /2 2
/ il y , ahol a= ﬂ.
g
Az Euler—Lagrange-differenciaegyenlet a fliggetlen valtozé hidnya miatt az

1 1

V(@) +a/T+y2(@) V2D

alakra egyszertisodik, ahol b egy alkalmas allando. Atrendezve és derivalva:

() = 3 (1 +9(@)".

Az y/(x) = cot(t/2) helyettesitéssel adodik a ciklois egyenlete: y + o = b(1 — cost) és
x4+ 3 =0b(1—sint).

7.5. feladat. Itt a 7.2. tétel segitségével hatarozzuk meg az optimumot. Legyen
a (z,y) sik (0,0) és (0,1) pontja a széban forgd szakasz két végpontja, és (x,y(x)) a
kerltes tetszGleges pontja. Ekkor f(z,y(z),y'(x)) = y(x) (a teriilet integrandusa) és
g(zy(z),y (z)) = /1 +y'(z)? (a keriilet, azaz az ivhossz integrandusa).

A Lagrange-fiiggvény L = y — p\/1 + y/?, tehat a ra vonatkozo egyenlet

d py
dx /1 i y/2 .
Integralva a két oldalt és bevezetve a k integréacios allandot,

/
M T

Vity?
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Megoldjuk az egyenletet algebrailag 1/-ra:

p x—k
y = - :
p? — (z — k)?
Legyen v = p? — (x — k)2, azaz dv = —2(z — k)dz. Ekkor (bevezetve a c integracios
allandot)
y(z) = / y'(s)ds = —/vl/de/Z te=—Vu+te
0
azaz

(y— o)+ (x— k) =p,

amely egy koriv egyenlete. A befejezést az Olvasora hagyjuk.
8.1. feladat. Legyen z, = 1/(%, és alkalmazzuk a

1<k<I<0

azonossagot. (1/6)? —2/120 = 1/90 stb.

8.2. feladat. Osszuk n egyenls részre a [0,z] intervallumot, és irjuk ol a koszi-
nuszfliggvényhez tartozo a Riemann-féle jobb oldali téglanyosszeget a Dirichlet-formula
segitségével. Emlékeztetliink arra, hogy e formula levezetésében is a Newton—Leibniz-
formula bizonyitasabol ismert teleszkopikus Osszeg jatssza a fGszerepet.

8.3. feladat. a) Példaul kétszeres parcialis integralassal

1 27

2m
b = = (x) sinkx dx = — ) 1" (z) sin kz du,
azaz Ms = maxo<z<ar | f”(z)| jeloléssel |bx| < 2Ms/k?. b) A formalis Fourier-sor (m,n)-
es Cauchy-szelete abszolut értékben majoralhato a kovetkezd sorral:

n n 1
k__zm|bk:| < 2M2k:zmﬁ~

8.4. feladat. A 2.1. feladatbol kiolvashatd, hogy a babiloni négyzetgyokvonasi al-
goritmust tetszéleges, az v/2-nél nagyobb racionalis szambol inditva egy Gjabb racionalis
szamot kapunk, amely kisebb az elézonél, de nagyobb v/2-nél.

9.1. feladat. Egyeldre eltekintiink az 1/2i egyiitthatotol. A két oldal hatarozott
integraljat véve 0 és x kozott, és a logaritmusokban hényadosokra térve, a jobb oldal

—x+1
r+i

log(x — i) — log(x + i) — log(—1) + log(i) = log

Legyen ¢ = arctan xz. Most figyelembe véve az elhagyott egyiitthatot, vegylik mindkét
oldal antilogaritmusat: .
e —— +,Z.
T+
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A jobb oldali tort nevezgjét valossa téve:

—a:—f—@'_ 1— 224 2xi

x+1 14 22

A szokasos tangens fél helyettesitést elvégezve, a jobb oldali tért valos része éppen
cos 21, a képzetes része pedig — sin 2.

10.1. feladat. Parcialis integraléssal.

10.2. feladat. A 10.4. tétel bizonyitasahoz hasonléan

ka = H(l + :c2i).
i=0

k=0

10.3. feladat. Freud-Gyarmati (2000, 9.5.1. tétel, 396. o.).

11.1. feladat. a) Legyen 0 < z < 1 annak a valdsziniisége, hogy egy fia utod
hajszine mondjuk széke. Feltéve, hogy az egyes utdodok hajszine egymastol fiiggetlen
esemény, a teljes valoszintség tétele szerint g(z) éppen annak a valdszintsége, hogy
minden fiagyermek hajszine sz6ke. Ebbdl teljes indukcioval adodik a fiiggvényrekurzio.

b) ¢n = 9n(0) = 9(9,-1(0)) = 9(¢n-1). Egy ¢n = 9(gn—1) iterdci6 ¢ = g(q)
fixpontja lokalisan stabil, ha 0 < ¢'(q) < 1. A generatorfiiggvény definicioja miatt
g'(z) = > 02 o kprz"1, azaz ha ¢'(1) = Y ;- kpr = m > 1, akkor 0 < ¢g(0) = py < 1
miatt van 0 < ¢ < 1 fixpont, s6t, 0 < ¢’(q) < 1, tehat stabil.

11.2. feladat. Reényi (1966, 17.1. tétel és korhi bizonyitadsa). A nagyon szelle-
mes Markov-egyenlGtlenségen alapulo altalanos bizonyitassal ellentétben itt a binomiélis
eloszlasra ki kell szamolni a Csebisev-egyenl&tlenség konkrét alakjat.

12.1. feladat. a) Legyen e és f két egység. Ekkor e = ef = f. b) Ha G véges
elemt csoport, akkor tetszéleges 1-t6] kiilonbozs ¢ elemére is a ¢* sorozat véges, azaz
létezik olyan n pozitiv egész, amelyre ¢g" = 1. Ekkor g" ! = g~ 1.

12.2. feladat. Egy algebrai szam egy alkalmas n-re egy egész egytiitthatos p,(x) =
ZZ:O apx” polinom gydke, és e polinomnak legfeljebb n kiilonbozé gycke lehet. Mivel
az ilyen polinomok halmaza megszdmlalhaté szadmossagi, a gyokoke is.

12.3. feladat. Heurisztikusan, legyen © = 0,21,23, ... és y = 0,y1,Y2, . . . az egység-
négyzet tetszéleges pontjanak abszcisszaja és ordinataja. Fésiiljiik Ossze a két tizedes
tortet: z = 0,21,y1,%2,y2, ... és az egységszakasz egy tetszbleges pontjat kapjuk.

13.1. feladat. Egy skalar-skalar fiiggvény kontrakcié egy korlatos zart szakaszon,
ha |f'(z)| < 1 aszakaszon. f(x) = 0.5(z+a/x) fiiggvény derivaltja f'(x) = 0.5(1—a/z?)
mindig kisebb, mint 1, és nagyobb mint —1, ha z > \/a_/S.

13.2. feladat. f = ¢ — Ap = (I — A)p. Invertalva és hatvanysorba fejtve:
o=I—-A)71f=>,2,A%f, ahol (I — A)~! az A matrix rezolvense.

14.1. feladat. Valoban, legyen rendre £ és n a két jatékos F valasztasanak a
valoszintisége. Ekkor az 1. jatékos varhatod nyeresége a négy elemi esemény nyereségének
a varhato értéke, azaz u(&,n) = En—&(1—n)—(1=&)n+(1—-&)(1—n). Derivalva £ szerint
és 0-va téve a derivaltat, adodik: n* = 1/2. Itt valt u £ szerinti derivaltja pozitivbol
negativba, tehat u-nek lokalis és globalis maximuma van. Hasonloan £* = 1/2.

Azaz mindkét jatékos foldobja a sajat pénzét, és ,ahogy esik, ugy puffan”. Ekkor
mindkét jatékos varhatd nyeresége 0. Ha azonban az 1. jatékos eltér e szabalytol,
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példaul £ > 1/2, akkor a 2. jatékos ezt kihasznalhatja, s mindig I-t tesz: n = 0, tehat
az érmék kiillonbozdségének valoszintsége 1/2 f6lé keriil, s a 2. jatékos nyer.

15.1. feladat. a) Nyilvanval6. b) FN = FH/cosa. ¢) 1/cos87° = 1/0,052 =
19,23 és 1/ cos 89°52' = 1/0,0023 = 430.

15.2. feladat. A centripetalis gyorsulas képlete a = v2 /R, a sebesség, a palyasugar
és a keringési id6 kapcsolata v = 27 R/T, azaz a = 4w R/(T?). Az altalanos témegvon-
zés miatt ez a gyorsulas forditottan aranyos a bolygoénak a Naptol mért tavolsadganak a
négyzetével (R?), azaz a = 472 R/T? = k/R?, azaz R3/T? = k*.

F.1. feladat. Vegyiik a szorzat logaritmusét: logn! = Y, logi, és alkalmazzuk
az E-M modszert az f(x) = logx fiiggvényre. A konstans pontos meghatéarozasahoz
finomabb modszerekre van sziikség.
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