1. Harmas Integral

1. Bevezetés és definicidk

A bevezetés elsO részében egy feladaton keresztiil jutunk
el a harmasintegral definicigjahoz.

Feladat:

Legyen D C R3 korldtos test, és a D testnek legyen
az f(x,y,z) > 0 folytonos fliggvény a slirliségfliggvénye.
Szémoljuk ki a D test tomegét!

Megoldas:

Mivel D korlatos test, emiatt 3 a,b,c,d,f,g € R,
hogy (z,y,2) € D esetben:

a<z<hb,
c <y <d,
f<z<g.

Az [a,b] intervallumot n részre osztjuk:
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Az [e,d] intervallumot m részre osztjuk:
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Az [f, g] intervallumot p részre osztjuk:

f=zy 2, 7,
Jelolje AV;y, az
{(z,y,2) r2im1 <z <xijyyio1 <y <,
Zi—1 S z S Ziy Xy Y, 2 € D}
rész térfogatat!

Ha Az; = x; — 21, Ay = yj —yj—1, Q2 = 2k — 211
értékek kicsik, akkor tetszoleges

(EijrsMijh, Oiji) € {(z,y,2) t w1 < o <y,

Vi1 Sy <yi,zi-1 <2< z,1,y,2 € D}
esetben ennek a kis téglatest D-be es6 részének a tomege
~ f(&ijksNijks Oijk ) AVijk

fgy az egész D test tomege:
~ > (&g Migis Oigi) AV
i3,k

1. definicié (Hérmas Integrdl). Az f(z,y,z) fiiggvény
hérmas integralhaté a D C R? tartomdnyon, ha létezik a
lim

polim D F G i G131 ) AV

max{Ax;,Ay;, Az, }—01,5,k

hatérérték.

Jelolés:
f[{f f(z,y,2)dV vagy fof f(z,y, z)dxdydz

Megjegyzés:

Ha f(z,y,2) > 0, akkor [[[ f(z,y,2)dV a D test
D

tomegét szdmolja ki, ahol f(z,y,z) a test slirliségét
jelenti.

1. tétel (Harmasintegrdl létezése). Ha f(x,y, z) folytonos
és korlatos fiiggvény, valamint D C R3 korlatos tartomany,
akkor létezik az [[[ f(z,y,z)dV.

D

Kiszamitas:

1.1. Téglatest tartomanyon

Legyen D = {(z,y,2) ca<z <bec<y<df<z<g}
ekkor

[[]f st -
D

b d g
/(y/ (_/f f<x’y’z)dz>dy>dx:

T= =c

d

flz,y, z)dm) dz) dy=...

(hatféle varidcids lehetdség van)

Példak:

1. Legyen adva egy téglatest tartomdany, és egy rajta
értelmezett fiiggvény a kovetkezoképpen:

D ={(z,y,2): 0<

— —_ )

0<y<32<z<6}

Ekkor a kovetkezé mddokon tudjuk kiszamolni az

integralt:
/// xy?Bdedydz =
6
(/ </ xy223dz)dy)dx



1 1 =1

([ o s (] ] )

r=—1 y=-1

\\M

1 1

y=0

2

/ ( zy? - 320dy> dr = = / ( / eyl _ ez“’ldy) dr =
y

=0 r=—1 y=-1

L —

2 3 2 1 _
y3 y= y=1
/ [320 3} dr = / 2880 - zdx = = / {ezﬂﬁ'l — e“'y_l} dr =
=0 0 =0 z=—1 -
r=2 1
= {1440 . xQ} = 5760. _ / 2 _ ot (e — )y =
0
r=—1
Ugyanerre az eredményre jutunk ha a 6 lehetséges !
sorrend koziil mésikat vélasztunk az integraldshoz: = / e“t? — 2. " 4"y =
(az eljards azonos, de nagyobb 1éptékii) 1
z=1
_ [6x+2 —9.¢% +em—2 _
-1
///l‘yQZdedde: :6372'€1+617(6172'671+673):
b =e*—3.ef3. et —e3,
6 3 2
= / (/ </ xygzgdx) dy) dz = 1.2. Normaltartomanyon
z=2 y=0 z=
6 3 I
= r 2,3 dy |dz =
B 2y o Y B D:{(xayaz)aS$Sb7gl($)SySg2(z)7
hi(z,y) < z < ha(z,y)}

3
(/ 2- y223dy> dz =
v /D/ flz,y,2)dV =

b g2(x) ha(z,y)

:/[Q.ZJSZSL dz = /( | ( / f(wz)dz)dy)dx

r=a y=gi(zr) z=hi(z,y)

= 5760.
Vagy attdl fliggéen, hogy kapjuk a tartomanyunkat:

D={(z,y,2):a <2z<bgi(2) <y < g2(2),

2. Most nézziink egy masik fliggvényt és egy masik tar-
hl(yvz) S X § hg(y,Z)}

tomanyt:
f(m7y7 Z) = eaj+y+z’
D=A{(z,y,2): -1 <z,y,z2<1. // fla,y,z)dV =
D

92(2) ha(y,z)

b
/// e TV T2 drdydz = / ( / ( /
D z=a y=g1(z) z=hi(y:2)
= / / / eV dadyde = (Természetesen itt is Gsszesen 6 kombindcids lehetdségilink
van.)
D

1 1 1
Példa:

- [ (] ( / I dy ) do =

r=—1 y=-1 z=-—

flz,y, z)d:v) dy) dz



Legyen adott a kovetkez6 tartomany:

D ={(z,y,2): 1<y <3,
y<x<3,0<z<6x+ 6y}

Szémoljuk ki D térfogatat!

Megoldas:

= 1

Térfogatszdmolasndl f(x,y, z)
integrélbal

-et  vesziink

/D/ / ldwdydz =

27 + 18y — (3y° + 6y*)dy =

Z

27 + 18y — 9y?dy =

o

y
2 37y=3
Yy Yy
= |27 18=— — 9=— =
o sy o]
=81+81—81—(27+9—3):42.

Tételezziik fel, hogy a tartoméany a kdvetkezd stirtiséggel
rendelkezik: f(z,y,z) = zyz.
Széamoljuk ki a tomegét!

/ / / ryzdrdydz =
D

3 646y

xyzdz) d:c> dy =
3 22 z=6x+6y
(5], o)e-
2o

Megoldas:

vo| &

364, 5y + 32412 + 8133 — 25, 5y°dy =

2 3 4 67y=3
Y Yy Yy Yy
— 4. 52 247 12 —9 7
[36,524—3 3+8 1 5,5 }

6 1
9 27 81 36
=364,5-- +324- - +81-— —255- = —
364,55 +324- - +81- —- =255
364,5 324 81 25,5
S22 2R 0 299y 9099
(- + 5+ ) =21

Feladat:

1. Tekintsiik a kovetkezo két stk meghatarozott része kozé
es0 részt, valamint a hozzd tartozé slirliségfiiggvényt:

z=x+y,
z=x -y,
0<z,y<1,

flxy,2) =a+y
Hatarozzuk meg a tomegét!

2. Hatarozzuk meg a cstcsaival adott tetraéder tomegét,
ha cstcsai és siirlisége a kovetkezok:

A(0,0,0), B(2,0,0),C(0,2,0), D(0,0,2)
flay,2) =2 +y* +2°



1.3. Mérnoki alkalmazds:
M = [[[ f(z,y,2)dV (tomeg)
D

Statikai nyomatékok a koordinatatengelyekre

vonatkozdan:
D

M,. = /D/ / y- [y, 2)dV
My, = /D//z - f(z,y,2)dV

Tomegkozéppont: (1\%{2 , %, MA}y)

Feladat:

Hatarozza meg az alabbi homogén ék tomegkozéppontjat!

Példa:

Hatarozzuk meg a kovetkezd két felillet kozotti rész
sulypontjéat, ha a stirtisége C:

z=a"+y
z =4,
f(x,y,2) =C

Eszre kell vegylk, hogy ez Acygy z tengely koriili forgas
test, igy s, =0, sy, =0, s, = =7 a fent tanult médon.

A maésik dolog amit érdemes észrevenni, hogy mivel
mind a tdmeg, mind a nyomaték tartalmazza az in-
tegraljaban a stirtiségfiiggvényt, ami most konstans C, igy
az kiemelheto, és egyszeriisithetiink vele. Jelen helyzetben
elég f(z,y,z) =1 -re elvégezni az integraldsokat.

Még egy aprésdgot meg kell jegyezni, nevezetesen azt,
hogy az integrélas soran egy eddig nem hasznalt modszert
alkalmazunk majd, amit a példa végén targyalunk
részletesebben.

)
x =r1-cos(p), / AN
/ 1 \
y=rsin(y), \
0<p<2rm "‘5\ - : f :
0<r<2 N
Kapjuk hogy:
27 2 27 1 =2
= / (/ (4- r2)rdr> dp = / [2r2 — 4r4} dp =
=0 r=0 @=0 0
27 p=27
= / 4dp = [44 =8m
p=0 0

Itt szintén észre kellett venni, hogy miutdn elvégeztiik
a helyettesitést az integrdlon belilli rész még meg lett
szorozva egy r-rel. Hogy ez miért tortént igy a kovetkezo
részben fog kideriilni. Addig is szamoljuk ki a nyomatékot
is hasonlé modszerrel:

2 4—x2

e | T (] oo

T==2 y—_/I—g2 z=z2+y>
2 Va—zx2 4

- CT BT e

r=—2 y=—+A4a—z2
2 Va—z?

:/ / 8—(m2—;y2)2dy>da::

T==2 = /A2



Megint elvégezziik az elobbi helyettesitést:

2 4 2 67r=2
/(/(8—g)rdr>d<p: / [4#—12]0 dp =

=0 r=0 =0
T 6 T 52 32 197" 64
= [ 16— Zdp= [ Ldp= |2 ==
/ 127 / 3% [3 40 3"
=0 @=0

Innen mar kénnyen adédik, hogy:

64

5 _ My  FT 8
=7 M T 8t 3

8
s = (0,0, 3>

Lattuk, hogy az elébbi feladatban a tomeg és a ny-
omaték kiszdmolasahoz is egy 1j moddszert kellett
hasznalnunk, mégpedig a Helyettesités moédszerét. Ennek
részletes targyaldsa kovetkezik most. Elobb megnézziik
altaldnosan mi is a helyettesités, hogyan alakul at az
integralunk. Majd specidlis tipust helyettesitési eseteket
vesziink. Nevezetesen megnézziik a Hengerkoordindtdkra
és a Gombkoordindtdkra vald attérést.

Megjegyzés:

1.4. Altaldnosan a helyettesités

x = z(u,v,w

=y(u,v,w

z = z(u,v,w
—

2. tétel (Helyettesités harmasintegrélnal).

/D//f(x’y’z)dxdydz =
///f(x(u’”’w)ay(u,v,w),Z(%U?w)).
T

| T (uy v, w)|dudvdw

,ahol  J(u,v,w) a Jacobi-determindnst jeloli, és a

kévetkezoképp szamoljuk:

Oz dz Oz

Ou  Ov Ow

— % 9y Oy

J(U, Uy U)) | ou ov ow
ou ov ow

1.5. Hengerkoordinatas helyettesités

x=r-cos(p)

y =7 -sin(y)

y z =2z

oz Qdxz Oz O(r-cos(p))  O(r-cos(p))  9(r-cos(p))
or Oy 0z or dp 0z
J=|% 9% 9 A(rsin(p))  O(rsin(p))  A(rsin(p))
or Oy 0Oz or Op 0z
0z 0z 0Oz oz 9z 0z
or 9y 0Oz or o Bz
cos(p) —r-sin(p) 0
cos(p) —r-sin(p)
= |sin(p) r-cos(p) 0= =
sin(p) - cos(p)
0 0 1

=1 cos?(p) — (=7 -sin®(p)) = 7 - (cos®(¢) +sin’(p)) =7
1. Példa:

Nézziik meg az el6z6 feladatban, hogy alakul a
szamolds, ha azonnal attériink hengerkoordinatdkra:

x =r-cos(p),

y =r-sin(p),
2=z
0<p<2rm
0<r<2
r2:m2+y2§z§4
f(z,y,2) =C

Az, hogy a stiriiség konstans C' most se véltoztat sem-

min.
2 " 4
v JCT (-
T==2 o \[I_z? z=x2+4y?
2r 2 4
= </ </ rdz)dr)dgo
P=0 =0 pep2
2r 2
= (/ (4—T2)rdr)d<p= =8
©=0 r=0



. Példa:

Legyen adott a kovetkezd tartomany és
értelmezett siriiség:

D ={(z,y,2): 2> +y* <1,

0<z<2z,y>0}

f(z,y,2)

z

- 1+ 22+ 92

Szémoljuk ki a test tomegét!

Megoldas:

El6szor is térjiink &t hengerkoordinatdkra:

y =1 -sin(p)
zZ2=2z
1 V1—x?
M= / (
z=0  y=0  z=0
5 1 2
WAVAUR=:
n 1+
=0 r=0 2=0
z 1
WAVAE:
o 1+ 72
=0 r=0
Z 1
_ / 1
N 2 1
=0 r=0

@=0 =0 =0 0
3
1 7 7w-In(2)
= = (In(2) = 0)dp =~ -In(2)- = =
1 (@)~ 0)dp = in(2)- 5 =T
@=0
1.6. Gombikoordinatas helyettesités
R x =r-sin(a) - cos(8)

@ 0. B)

U'j kkordinatak jelentése:

e 7 orig6tol vald tdvolsdg

y =1 -sin(«) - sin(3)
z=r-cos(a)

e «: z tengely pozitiv felével bezéart szog

e 3: xy sikra vett vetités = tengely poozitiv felével

bezért szoge

Jacobi determindns:

9z 9z 9z
or oo a6
A(r-sin(a)-cos(B))  I(r-sin(a)-cos(B))  I(r-sin(a)-cos(B))
or da B
A(r-sin(a)-sin(B)) A(r-sin(a)-sin(B)) A(r-sin(a)-sin(B))
or Ja B

O(r-cos(a)) O(r-cos(a))
or da

sin(a) - cos(B) r - cos(a) - cos(B)
= |sin(«) - sin(B) 7 - cos(a) - sin(B)

cos(a) —r - sin(a)

O(r-cos(a))
op

—r -sin(a) - sin(f)
r - sin(a) - cos(B)

0

r-cos(a) - cos(8) —r-sin(a) - sin(B)

= cos(a) -

r-cos(a)-sin(f)  r-sin(a) - cos(B)

sin(a) - cos(B) —r - sin(a) - sin(B)

—(=r - sin(a)) -

sin(a) - sin(B8) - sin(«) - cos(B)



= cos(a) - [r?sin(a) cos(a) cos®(B)— 3
— (—r?sin(a) cos(a) sin®*(B)) |+ = (
+r sin(a)- [ sin®(a) cos®(8)— x=0 8
— (—rsin®(a)sin®(8))] = _ 1 .5 sin(2p) B
= cos(a) - [r?sin(a) cos() (cos®(B) + sin®(8))] + B </3 55 () 2 dﬂ)d N

a=0 =0
+rsin(a) - [rsin®(a) (cos®(B8) +sin?(8))] = x
= r?sin(a) cos?(a) + r? sin®(a) = _ é sin® (@) [_ COZ@B)] dov —
= r?sin(a) (cos?(a) + sin®*(a)) = ry 0
= r?sin(a) 3 )
= [ —sin(a)- (1 —cos®(a)) da =
Most nézziink par példat: Lo 10
1. Példa: . !
= 0 sin(a) + 0 (—sin(a)) cos*(a)da =
Legyen adott a kovetkezd tartomany és azon =0
értelmezett siriiség: _1 () + 1 cos3(a)]%"%
= |— cos(a) + — =
1 10 3 0
-1 1 1 1
D = {(z,y,2) 10 10 3 15
2
vy sl 2. Példa:
z,y > 0}
flz,y,2) =y Legyen adott a kovetkezd tartomdny és azon

értelmezett stirliség:

D= {(,y,2): 1> 2> + 9" +2° > 4,2 > /a2 + 42}
f(@,y,2) =2

Szamoljuk ki a test tomegét!
Megoldas:

Eloszor is térjiink &t gombi koordinatakra:

x =r-sin(a) - cos(B) ogagg
y =r-sin(a) - sin(B) OSBSg
z=r-cos(a) 0<r<i1

y=0 2= Szamoljuk ki a test tomegét!

( /1 rsin(a) cos(B) - rsin(a) sin(f) - Megoldas:

Eldszor is térjiink &t gombi koordinatakra:

x =r-sin(a) - cos(f) 0<a<2rm

2. sin(a)dr) dﬂ) da = ™
y =1 -sin(a) - sin(B) 0§B§Z

z =1 -cos(a) 1<r<2



: / (7’ [;]jsingauﬂ)da:
a=0 B=0

1 27 .
_ / [/8] _E'sm(2a)da:
., 42
a=0

%
15 sin(2a) ,
= / 2 - I . 5 do =
a=0
(2

_[15m —eos(20)] _ 157
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3. Példa:

Legyen adott a kovetkez6 tartomany és azon
értelmezett slirliség:

D ={(z,y,2) 2 +y* + 2> > 4}
fla,y,2) =1
A g6mboét a z tengely mentén atfurjuk egy 1 sugari

(henger alakd) furéval. Mi lesz a maradék rész
térfogata?

Vinaradék = Vgémb - Vhenger -



