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(a)

Matematika A2 vizsga megoldas
2014. majus 19.

(3 pont) Definialja az f(z) fiiggvény zo-ban vett Taylor-sorat!

Megoldds: Az f(x) fliggvény zp-ban vett Taylor-sora:

> £(n)
> ! n('xoi) (x —x0)"
n=0 !

(4 pont) Hatérozza meg az f(x) = In(1 4 2x) fiiggvény xy = 0-ban vett Taylor-sorat!

Megoldds: A megoldashoz felhasznaljuk, hogy ismert az In(1 + z) fliggvény zo = 0-ban vett
Taylor-sora, ami a kévetkezs:

2 3 4 n+l n

?x
m(l4a)=a— o 4+2 2 E:
n(l+z)=u s T3 -7t

n=1

A fenti sorfejtés akkor allitja el§ a fiiggvényt, ha —1 < x < 1.
Ezek alapjan kapjuk, hogy

1) +(2z)m

In(1+2z) =22 — — + — —
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1 1
és a fenti sorfejtés akkor allitja el§ f(x)-et, ha —1 < 2z < 1, azaz —3 <x< 5

(8 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy a by,b,,...,b, vektorok a V vektortér bazisat
alkotjak!

Megoldds: V' vektortérben a by,b,,...,b, vektorok bazist alkotnak, ha minden v € V vektor
egyértelmtien irhat6 a1b; + agby + - - - + a,b,, alakba, ahol a; € R.

(3 pont) Igaz-e, hogy R3-ben a v; = (1,2,3), v, = (1,—1,0) és v3 = (2,1,3) vektorok bazist
alkotnak?

Megoldds:A harom vektor bazist alkot, ha linearisan fiiggetlenek. Hiszen R3-ban minden bazis
3 dimenzids, igy 3 linearisan fiiggetlen vektor biztosan bazist alkot. A linearis fliggetlenség ellen-
6rzéséhez kiszamoljuk a sorvektorokbdl all6 matrix rangjat, hiszen ez egyben megadja az altaluk
generalt sortér dimenziojat, azaz a linearisan fiiggetlen vektorok szamat.

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 -1 0 ~ 0 -3 -3 ~ 0 1 1 ~ 0 1 1
2 1 3 0 -3 -3 0 -3 -3 0 0 0

A fenti Gauss-eliminacié lépései: el@szor az elsd sort kivontuk a mésodik sorbol és az elsd sor két-
szeresét kivontuk a harmadik sorbél; majd a masodik sort elosztottuk (—3)-mal, legvégiil pedig a



harmadik sorhoz hozzaadtuk a masodik sor hdromszorosat.

Tehét a fenti matrixbol leolvashato, hogy a sortér 2 dimenzios, azaz a fenti vektorok kozott csupan
kettd linearisan fliggetlen, igy NEM alkotnak bazist. (Az, hogy nem linearisan fliggetlenek onnan
is latszott, hogy az els6 két vektor Gsszege kiadja a harmadik vektort.)

3. (a) (38 pont) Definidlja az f(x,y) fiiggvény kettds integraljat a D C R? korldtos tartoméanyon.

Megoldds: Tekintsiikk a D tartomany téglalapokra torténd felosztasat. Egy téglalap bels6 pont-
ja legyen az (£;5,mi5), ahol x; 1 < & < ay és y;—1 < i < y;. Ekkor

[ RIS " DRI

max{Az;,Ay; }—0 %,J

(b) (2 pont) Adjon elégséges feltételt arra, hogy mikor létezik az f(x,y) fliggvénynek a D korlatos
tartomanyon kettds integralja.

Megoldds: Ha f(x,y) folytonos a D korlatos tartomanyon, akkor létezik a // f(z,y)dA kettds
D

integral.

(c) (2 pont) Mi a geometriai jelentése az f(x,y) fiiggvény D C R? korlatos tartomanyon vett kettds
integraljanak?

Megoldds: Az f(x,y) fiiggvény kettds integralja a D tartoméanyon elGjeles térfogatot jelent. Az-
az amennyiben f(x,y) grafikonja az zy-sik felett helyezkedik el, akkor a kettGs integral értéke
nem mas, mint azon D f6lotti haromdimenzios testnek a térfogata, melyet alulrol az zy-sik fe-
lilrsl pedig a z = f(x,y) hatarol. Ha f(x,y) grafikonja az xy-sik alatt helyezkedik el, akkor a

f(z,y)dA nem mas, mint azon D alatti haromdimenzios testnek a térfogata, melyet feliilrsl

az xy-sik alulrél pedig a z = f(x,y) hatarol. Ha // f(z,y)dA = 0, akkor ez azt jelenti, hogy

D
ugyanannyi térfogatrésziink van az xy-sik felett, mint alatta.

1 ha—7<z<0

0 haO<z<m fiiggvény Fourier-

4. (6 pont) Hatarozza meg a 27 szerint periodikus f(x) = {

soranak els6 négy nemnulla tagjat!

Megoldds: Felrajzolva a fiiggvényt azt lathatjuk, hogy f(z) nem paros és nem pératlan (ugyanak-
1 B
kor a g(x) = f(x) — 5 fliggvény mar paratlan). Igy definicio szerint kell kiszamolnunk Fourier-soranak

egyttthatoit. Mivel a fiiggvény csak a (—, 0) intervallumon nem 0, emiatt csak ezen az intervallumon
kell majd integralnunk.

1 /0 1. 5 1

CI,O—% . 1dx—%[fﬂ]_ﬂ,—§,

0 . 0

ay = l/ 1-cos(kx)dzr = 1 [Sm(kx)} =0,
L ™ k o
1 /0 1 [— cos O 114 (—1)k
bk:f/ 1-sin(kz)de = — = cos(kx) :f¥7
) T k . T k



Tehat a paros indext by egyilitthatok 0-k, igy az els§ négy nemnulla taghoz bi-et, bs-at, bs-0t és br-et

kell kiszdmolnunk. Ezek alapjan by = ——, b3 = ——, by = —— és by = o Tehat a f(z) Fourier-
T T ™
soranak els6 négy nem nulla tagja a kovetkezd (¢(z) jeloli a Fourier-sort):
1 2 2 2 2
o(x) = 5 - sin(x) — 3 sin(3z) — B sin(5x) — o sin(7x).

. (7 pont) Hatarozza meg, hogy mely a,b értékek esetén lesz egyértelmii, végtelen sok megoldasa vagy
nem lesz megoldasa az alabbi egyenletrendszernek! Ha van megoldéas, akkor az 6sszes megoldéast fel kell
irnil

ar+y+z2=9
r+ay+z=9
r+y+az=>

Megoldds: A megoldas soran Gauss-eliminéciot végziink az egyenletrendszer kibgvitett matrixara. E16-
szor tekintsiik 4t az a = 1 esetet. Ekkor a kib&vitett matrix

1 1 1]9 1 11 9
11 19 ~ 0 0 O 0
1 1 115 0 0 0|b—-9

A fenti Gauss eliminécio 1épései: kivonjuk a masodik és a harmadik sorbdl is az els6 sort. Ezalapjan a
fenti egyenletrendszernek nincs megoldésa, ha a = 1 és b # 9, illetve végtelen sok megoldasa van, ha
a =1 ¢és b=29. Ekkor a végtelen sok megoldas: z =t,y=sé x =9 —t—s, ahol t,s € R.

Mostantél pedig tegyiik fel a # 1. Ekkor a kénnyebb szdmolhatosag érdekében a Gauss eliminécio elstt
megcseréljiik az egyenletek sorrendjét. Igy a kibévitett matrixunk most a kovetkezs alakot 6lti:

1 a 119 1 a 1 9 1 a 1 9
a 1 119 ~ 0 1—a®> 1—a|9—9a ~ 0 1+4a 1 9 ~
1 1 alb 0 1-a a—-1| b—9 0 1 -1 %2
1 a 1 9 1 a 1 9
~ 0 1 -1 |2 ~ 01 -1 b=2
0 14a 1| 9 00 a+2|9—(1+a)=2

A fenti Gauss-eliminacio 1épései: a mésodik sorbol kivonjuk az elsé sor a-szorosat és a harmadik sorboél
kivonjuk az els sort; majd elosztjuk a masodik és harmadik sort (1 —a)-val, ezt kévetGen megceseréljiik
a masodik és a harmadik sort, majd pedig a harmadik sorbél kivonjuk a masodik sor (1 + a)-szorosét.
Ezutan a kovetkezd kovetkeztetéseket tudjuk levonni. Ha a # —2, akkor egyértelmd megoldasa van az
egyenlrendszernek. Ekkor

9  (14a)(b—09) b—9 9  (1+a)(b—09)

z:a+2_17a)(a+2 Y71, a+2 1—a)(a+2)

)
x:9—a(b_9 9 _(1+a)(b—9))_< 9 _(1+a)(b—9)>
l—a a+2 (Q1-a)(a+2) a+2 (1-a)(a+2)
Ha a = —2 és b # 18, akkor nincs megoldasa az egyenlerendszernek, mig ha a = —2 és b = 18, akkor
ismét végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek. Ekkor a fenti méatrix a kovetkezs alakot 6lti

az utolso6 lépésnek megfelelGen:

O O =
O = N
S W o

1
-1
0



Tehat ekkor z =t, y =3+t ésax=t+ 15, aholt € R.

. (4+3 pont) Hatarozza meg az C = matrix sajatértékeit, sajatvektorait! Hatarozza meg

O NN
[avll (VRN (V)
— o O

a 0?9 matrixot!

Megoldds: El6szor a matrix sajatértékeit szamoljuk, amik a det (g AL ) karakterisztikus polinom
gyoOkei. A karakterisztikus polinom (a determinanst harmadik sor szerint kifejtve szamoljuk):

2— A\ 2 0
det(C—A)=| 2 2-a o0 :(14)‘
0 0 1—A

2-x 2 | .
2 Faemie-ar-a.

A karakterisztikus polinom gyokei: Ay =0, Ao =4 és A3 = 1.

Ezek utan kévetkezik a sajatvektorok kiszamitésa, amik az (g - AL ) v = 0 homogén linearis egyenlet-

rendszer megoldasai. Azaz A; = 0 esetén

2 2 010 2 2 010
2 2 010 ~ 00 0|0
0 0 1|0 00 1|0

A fenti Gauss-eliminacio lépése: az els6 sort kivontuk a méasodik sorbol.

Ezek alapjan kapjuk, hogy a v sajatvektor harmadik vs koordinataja 0, mig a masodik vy koordinataja
tetsz6legesen megvalaszthato, és az els6 koordinata vy a masodik (—1)-szerese. Azaz v = (—t;t;0), ahol
teR.

Ay = 4 esetén

-2 2 0/0 -2 2 010
2 =2 0|0 ~ 0 0 0]0
0 0 =310 0 0 1]0

A fenti Gauss-eliminacio 1épései: az els6 sort hozaadtuk a masodik sorhoz és a harmadik sort elosztottuk
(—3)-mal.

Ezek alapjan kapjuk, hogy a v sajatvektor harmadik vs koordinataja 0, mig a mésodik vs koordinataja
tetsz6legesen megvalaszthatd, és az els§ koordindta v, megegyezik a masodik koordinataval. Azaz
v = (t;¢;0), ahol t € R.

A3 = 0 esetén

1 2 00 1 2 00
2 1 010 ~ 0 -3 010
0 0 0|0 0 0 0]0

A fenti Gauss-eliminécio lépése: az els6 sor kétszeresét kivontuk a mésodik sorbol.
Ezek alapjan kapjuk, hogy a v sajatvektor harmadik vs koordinataja tetsz6legesen megvélaszthato,
mig az els6 két koordinata vy és vy egyarant 0 Azaz v = (0;0;t), ahol t € R.

A C métrixnak létezik 3 kiilonbozs sajatértéke és a hozzdjuk tartozd sajatvektorok linearisan fiig-
getlenek, igy a matrix diagonalizalhaté. Raadasul C szimmetrikus matrix, igy létezik egy ortogonalis
P métrix, ami 6t diagonalizilja.

-1/v/2 1/v/2 0
P={ 1/v2 1/vV2 0
0 0 1



I
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0 00
=0 4 0
0 01

Tudjuk, hogy a matrixhatvény kiszamitasa P és D ismeretében megkonnyithetd, hisz fennall a C 2014 _
P - D**"P" formula. Tehat

~1/vV2 1/v2 0 0 0 0 -1/v2 1/v2 0
M = 1/vV2 1/v/2 0 |- | 0 4201 0o |. 1/v2 1/vV2 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Tehat
2. 42013 2. 42013 0
02014 _ 2. 42013 9. 42013 0
o 0 0 1

. (7 pont) Hatarozza meg az f(x,y) = zy fliggvény maximumat az ‘%2 + % = 1 ellipszisen Lagrange-

multiplikitort hasznalval
x2 g2

Megoldds: A feltételfiiggvény tehat a kovetkezs: g(x,y) = T + 9 1=0. Képezziik a h(z,y,A) =

f(z,y) — Ag(z,y) fiiggvényt, és ennek keressiik meg azon pontjait, ahol a paricalis derivaltak elttinnek.

hi(z,y, ) =y — A5, hy(z,y,\) =2 — )\%y, mig b\ (z,y,\) = —% - % + 1. Azaz meg kell oldanunk a

y—A

2
oy

2 41=0

5+

T 2
Z = Ay = _r
2 0 T 9y 0

egyenletrendszert. Kifejezve az elsé két egyenletbsl A-t kapjuk, hogy A\ = 271, illetve A = g—z. Ezen
két egyenletet egyenlévé téve kapjuk, hogy y? = %xg. Ezt visszahelyettesitve a harmadik egyenletbe:
—% — % +1 =0, azaz 2 = 2. Ennek megoldasai: z; = V2 6s 9 = —V/2. Azaz meghatarozva az
y értékeket is kapjuk, hogy a lehetséges szélsGérték-helyek: (v/2; 1,5v/2), (v2; —1,5v/2), (—v/2; 1,5v/2)
s (—V2; —1,5V/2).

Ezekben a pontokban kell tehat megvizsgalnunk a fiiggvény helyettesitési értékeit:
f(V2:1,5v2) =3 f(V2 —15V2) = =3

F(=V2;15V2) = -3 f(—V2; -1,5v2) =3
Tehat a keresett feltételes maximumhelyek: (v/2;1,5v/2) és (—v/2; —1,5v/2), mig a maximum értéke 3.

. (6 pont) Hatarozza meg az f(x,y) = xy fiiggvény altal generalt feliilet felszinét a D = {(x,y) : 22 +y?* <
1,z > 0} tartomany felett!

Megoldds: Tudjuk, hogy egy feliilet felszine egy D tartomény felett a kovetkezd képlettel szamolha-
to:

A= [ [ 1+ G+ (fyfe)? dady.

A D tartomany ezesetben pedig nem mas, mint egy félkor, igy polarkoordinatas helyettesitést hajtunk
végre. Azaz © = rcosp, y = rsinp, mig a Jacobimatrix determinéansa: |J| = r. A feladat szbvege



:1

< p < —. Tehat a feliilet felszine:
2°

E 1 73 1
// \/1+y2+x2dxdy:/ / \/1+r2~rdrdap:§/ / V1+7r2-2rdrde =
D -z Jo -z Jo

1[5 1 23/2 1 (% (23/2 — )7
== 1+ 72)3/2 :7/ 1dp = — =
2/_ {( +7) }od‘p 5 )t 3

us
2

alapjan felirhatoak a hatarok: 0 <r <1, —

vl 3

us
2

9. (7 pont) Hatérozza meg az f(z,y,z) = z fliggvény harmasintegraljat az « = 0, y = 0, z = 0 és
x + 2y + 3z = 6 sikok altal hatarolt tartoméanyon!

Megoldds: A feladatbol leolvashatdak a megadott tartomény hatarai. Ez a T tartomany z-, y-, és z-
szerint is normaltartomany. Ilyenkor mindegy milyen sorrendben valasztjuk meg az integralas hatarait.
Mi most z-szerinti normaéaltartomanyként tekintjiik a tartomanyt. Igy a hatarok: 0 <z < 6 — 2y — 3z,

3
0<y<3— 52 és 0 < z < 2. Tehat a harmasintegral:

3—§z 6—2y—3z 3—7z
///fxy, dxdydz—/ / / zd:rdydz—/ / 6 W32 ydz =

// : 6z —2yz — 3z dydz—/ [6zy Y2z — 3z y] 3 dz—/ 9z — 922 —|—423dz—
0o Jo

0 0

9z 924 2
{2 3z +16} 8 +9=3



