1. Vektorterek

1. Bevezetés, definicié és altér

Az
a1121 —+ a12x2 —+ ... A1nTny = bl
a21r1 + a22%T2 +... AonTn, = ba
A1t +  @maT2 ... Gpn®n = by,
linedris egyenletrendszert az
arl a2 a1n
a1 a2 QA2n
Ql = aQQ = ) agn =
am1 Am?2 Amn
és
by
by
b= )
b/"L

vektorokkal tomoren ugy is irhatjuk, hogy
a1+ apT2 + -+ @, Tn =D,

ahol az a; vektorok in. m-dimenzids euklideszi vektorok.
Az ilyen vektorok Osszességét R"™-mel jeloljik. Ezek
Osszeadéasat és skaldrral valé szorzasat a 3-dimenziéban
megszokott médon komponensenként végezziik el.

Ennek a fejezetnek a célja, hogy a 3-dimenziés vek-
torokat altalanositsuk, ebben az &ltalanositasban a ko-
ordinatatengelyeket megértsiik, és elérjiik, hogy lehetéleg
meroleges koordindtatengelyekkel rendelkezziink. Az
altaldnositott tér neve vektortér:

1. definicié. Legyen V egy nemiires halmaz, amelyen két
miiveletet értelmeziink:

1. Osszeadds: minden w,v € V-hez hoozarendelink egy
u + v-vel jelolt V-beli elemet;

2. skalarral vald szorzéds: minden o« € R és u € V-hoz
hozzarendeliink egy awu szintén V-beli elemet.

Ha ezek a miiveletek rendelkeznek az alabbi tulajdon-
donsagokkal, akkor V-t valds vektortérnek mondjuk:

1. minden u,v € V esetén u+v €V

2. minden u,v € Vesetén u+v=v+u
3. minden u,v,w € V esetén (u+v) + w=u+ (v + w)
4. 1étezik nullelem: 0: minden v € V esetén v

0=u;

5. létezik inverz: minden v € V esetén létezik —v: v +
(—v) = 0;

6. minden o € R és u € V esetén au € V;

7. minden v € V esetén 1lv = v;

8. minden o, 3 € R és v € V esetén (af)v = a(fu);

9. minden o, B € Rés v € V esetén (a+ B8)v = av + [u;
10. minden o € R és u,v € V esetén a(u+v) = au+ av.

Példék vektortérre:

1. A valés komponensii m-dimenziés vektorok tere (R™)
a szokasos Osszeadassal, skalarral szorzassal.

2. A val6s komponensii m x n-es métrixok tere (R™*™)
a szokésos Osszeaddssal, skalarral vald szorzassal.

3. A legfeljebb n-edfoku valds egyiitthatés polinomok
tere (P,) a szokdsos Osszeaddssal, skaldrral vald
szorzassal.

4. A legfeljebb  m-edfoki  valés  egyiitthatos
trigonometrikus polinomok tere (7)) a szokdsos
Osszeadassal, skalarral val6 szorzassal.

5. A minden =z € R esetén folytonos f(x) fuggvények
tere, ahol (f+g)(z) = f(x)+g(x), és (cf)(x) = cf(z).

6. A konvergens > a, végtelen sorok a megismert
Osszeadasra, skalarral val6 szorzésra.
Az alédbbi tételek az axiémakbdl kénnyen kiolvashatok:
1. tétel. 1. Minden A € R esetén Au = 0.
2. Minden v € V esetén Qv = 0.

3. Minden v € V esetén (—1)v = —w.
Bizonyitas: Csak 1.-et bizonyitjuk, a tobbi bizonyitasa
hasonléan torténik:
A 4. axiéma szerint:
Av =0) = v,
ahol a bal oldal a 10. axiéma szerint

Av + A0 = .

Az 5. axiéma szerint van a Av-nek ellentettje, amit balrél
mindkét oldalhoz hozzaadva kapjuk:

—(Av) + (Au+A0) = —(\) + v =0.

A 3. axiéma szerint a baloldalt a kovetkezéképpen cso-
portosithatjuk:

(—(A\v) + Av) + A0 = 0,
ami az 5. és 2. axidma szerint
0+A0=0.
Végezetiil a 4. és 2. axidma szerint

A0 =0. |



2. definicié. A V vektortér W részhalmaza altér, ha
W részhalmaza V-nek és maga is vektortér a V-beli
miiveletekkel.

Két alteret biztosan tudunk: magédt a V-t és a {0}.
Ezeket trivialis altérnek mondjuk.
Egy V vektortérben 1évé W részhalmaz pontosan akkor
alkot alteret, ha az 6sszeaddsra és a skaldral valé szorzésra
Zart.

2. tétel. A W valédi altér V-ben akkor és csak akkor, ha
1. minden u,v € W esetén u+v € W
2. minden a« € R és v € W esetén av € W.

Bizonyitas: Ha W altér, akkor az 1. és 6. axiomak
szerint 1. és 2. teljesiil.,
Ha minden uw,v € W esetén w4+ v € W és minden o € R
és v € W esetén av € W, akkor az 1. és 6. axiémak
nyilvan teljesiilnek. Mivel 2., 3., 7., 8., 9., 10. axiémak
igazak V-ben, tehat most is. Mivel 0 € R, ezért v € V
estetén Ov = 0 € W, tehat van nullelem W-ben, ami 4.-et
bizonyitja. Mivel (—1)v = —wv, ezért ellentettiink is van,
ami 5.-0t bizonyitja. l
Pédak altérre:

1. R3-ben az origén &tmend sikok és egyenesek valddi
alteret alkotnak.

2. R™-ben az olyan vektorok, amelyek utolsé ko-
ordinataja 0.

3. A mindenhol folytonos fiiggvények vektorterében
azok a fliggvények, amelyek mindenhol derivalhatok.

4. Legyen A € R™*". Ekkor a
V={z:zeR", g:g}
altér R™-ben.

5. Legyen V egy vektortér és vy, v,,...,v;, € V. Ekkor
{/\121 + )\222 + -+ )\kyk : )\i S R}

halmaz altér V-ben. A Ajv; + Aavy + -+ + Apyg
Osszeget lineraris kombindcionak hivijdk. Ezt a vek-
torteret a v,,v,,...,v;, € V vektorok altal generalt
altérnek hivjak. Jelolés:

lin{vy,vgy ..., 0}

Megmutathaté, hogy ez a legsziikebb olyan altér
amely tartalmazza v;,v,,...,v, € V vektorokat.
Példaul R3-ben a v; = (1,0,0) és v, = (0,1,0) vek-
torok altal generdlt altér az xy sik.

3. definicié. A V vektortérnek a vq,v,,...,v,, €V
vektorok generdtorrendszere (G), ha

lin{glaQQa s 7Qk} =V

Példak:
(a) R3-ben G:

v; = (1,0,0), wy,=1(0,1,0), wvg=(0,0,1).

2 n
vy =1, vy=x,03=2",...,Up41 =2".

lin{vy,v9,...,0,} =V
és egy vektor pl. wv,, felirhaté a tobbi linearis kom-
binécidjaként, azaz

Um = H1V7 + foUs + -+ -1V, 1,

akkor
Auy + Agvy + -+ Ay, =
Auy + Agvp + -+ Ay, gt
Am (1101 + 2By + -+ fim 10y, 1) =
(A1 + Ampr)vr + (A2 + Appig)ve + -+ +
+(Am—1+ A ftm—1)Vm—1,
ezért
lin{vy,va,...,0,,} =lin{vy, vy ..., 0, 11 =V

4. definicié. Ha a {v;,vy,...,v,} € V olyan hal-
mazok, amelyekre egyetlen v, vektor sem irhaté fel a
tobbi linearis kombinaciéjaként, akkor ezeket a vek-
torokat linearisan fiiggetlennek nevezziik.

3. tétel. A v,,v,,...,v, vektorok akkor és csak
akkor linearisan fiiggetlenek, ha a

Av; + AUy 4o+ Ay, =0

egyenletnek csak a trividlis: Ay = o =--- =X =0
megoldasa van.

Bizonyitas: El6szor tegyiik fel, hogy a vy, v,,. .., v,
vektorok linedrisan fiiggetlenek. Tegytik fel, hogy van
olyan

A1V + AUy + -+ Ay, = 0,

ahol valamely \; 0. Ekkor

A Aic1 Ait1 M
Vv, = ——v +_ N v e — v
=1 )\2 =1 )\z “i—1 )\1 ~Zi+1 )\2 Zk>
tehat a wvy,v,,...,v; vektorok nem linedrisan

fiiggetlenek (ekkor azt mondjuk, hogy linedrisan
osszefiiggdk), ami ellentmondés.
Ha

AU+ AUy + -+ Ay, =0

egyenletnek csak trividlis van, akkor

Vi F V] o o1V g i1V o kY



nem lehet, mert kiilénben
10y 10 — U iVt ey = 0
egy nemtrividlis linedris kombinacié, ami ellent-
mondas. W
Példa: R*-ben a

v, =(3,2,0,4), wvy,=(4,3,2,0), wvs=(1,1,1,1)

vektorok linedrisan fiiggetlenek.
A kovetkez6 fogalom alapveté a vektorterek
elméletében:

5. definicié. Legyen V egy vektortér. A B =
{vy,v9,... 0}, v; € V bdzisa V-nek, ha

(a) B linedrisan fiiggetlen

(b) B generédtorrendszere V-nek.
Példak:

(a) R™-ben bézis:

1 0 0
0 1 0
0 0 0
Ql_ 9 QQ_ 9 7Qm: .
0 0 0
0 0 1

ezt R™ természetes bazisdnak hivjuk.
(b) R2-ben bazisok:

i. természetes bazis:

(1) o

ii. egy maésik bazis:
1
bl = < 1 > I

P,={ap+av+---+ayz": a; €R"
béazisa:
{1,z,2% ... 2™}

A V vektorteret véges dimenzidsnak mondjuk, ha van
véges sok vektort tartalmazo6 bézisa; egyébként a vek-
tortér végtelen dimenzids. Mi csak véges dimenzids
vektorterekkel foglalkozunk. Azt fogjuk megmuatni,
hogy ha a V vektortér véges dimenzids, akkor két
bazisnak ugyanannyi az elemszama. Ez az aldbbi
tételen alapul:

4. tétel. Ha az
L,...,in

V' vektortérbeli vektorok linedrisan fiiggetlenek és
RERRRY'
vektorok V' generatorrendszerét alkotjak, akkor

n < k.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy n > k és ellentmondést
abbdl kapunk, hogy megmutatjuk, hogy a

A1i1+...+)\ninzg

egyenletnek nem csak trividlis (minden X; = 0)
megoldasa van.
Mivel g RERRRY'Y generatorrendszert alkot, emiatt

f, = ang, + ang, +... ang,

i2 = a9, + a9, +... arnyg,

f, = amg, + amg, +... arng,,

alkalmas a;; € R konstansokkal. Ekkor
Q:)\li1+"'+/\7Lin:

)\1(&11&1 —+ a21g2 + ... aklgk)+
A2(aiag, + asng, + ... ar2g, )+

)\n(alngl + a2ng2 + ... akngk) =
(Mai1 + Asa12 + -+ Anain)g, +
(Magy + Aoags + -+ + /\nagn)g2+

(Magt + A2agz + - + Anain)g, -

Ez biztosan teljesiil, ha az egyttthaték 0-k, azaz:
Arai1 + A2aiz + -+ Apar, =0

Ara21 + Azagz + -+ Apagy, =0

A1k + A2aks + -+ Apagy = 0.

Mivel feltettiik, hogy n > k, ezért ennek, a \;-ket
tekintve ismeretleneknek, homogén linedris egyenle-
trendszernek létezik nemtrivialis megoldasa, ami el-
lentmondéas. W



5. tétel. Ha a véges dimenzids vektortérnek By =
{vy,...,0,} és By = {uy,...,u,, bazisai, akkor n =
m

Bizonyitas: Mivel B; bazis, ezért generatorrendszer
is és mivel By bazis, ezért linedrisan fliggetlen. Ezért
az el6z6 tétel szerint

n>m

Masrészt mivel Be bazis, ezért generatorrendszer is
és mivel By bazis, ezért linearisan fliggetlen. Ezért az
el6z6 tétel szerint

m>n

ez alapjan

n=m |
Most mar tudjuk értelmezni a vektortér dimenzidjat:
6. definicié. Ha V egy véges dimenzids vektortér,

akkor egy bazisban 1é6vo vektorok szamat a vektortér
dimenziéjanak mondjuk. Jelolés: dim V.

Példék:

(a) dimR™ =m

(b) dimR™*"™ = mn

(¢) dmP,=n+1
A kovetkezo tétel egy aranylag konnyen ellenérizhetd
feltételt ad arra, hogy ha tudjuk, hogy dimV = n,

akkor eldontsiik, hogy adott n db vektor bazist alkot-
e.

6. tétel. Tegyiik fel, hogy a V vektortérre dim V' = n.
Ekkor

(a) ha v;,...,u, vektorok linedrisan fiiggetlenek,
akkor bazist alkotnak;
(b) haw,,...,v, vektorok generatorrendszert, akkor

egyben bazisok.

Bizonyitas: a. Tegyiik fel, hogy a v,,...,v,, vek-
torok linearisan fliggetlenek. Azt kell megmutatnunk,
generatorrenszert alkotnak. Indirekt mddon tegytik
fel, hogy nem alkot generdtorrendszert, azaz létezik
v € V, amelyre

v FE MU+ A,

Ekkor a
NPT )

» Yn

vektorok lindrisan fliggetlen rendszert alkotnak, mert
ha
HoU + 1Yy + .. ppu, =0,

akkor po = 0 esetén

oy + .. pnu, =0,

ami csak trividlis médon lehet, mivel v,,...,v, vek-
torok linearisan fiiggetlenek.
Mig ha pg # 0, akkor

S A

Ho Ho
ami nem lehetséges.
Ellentmondast tgy kapunk, hogy egy n dimenzids
vektortérben van olyan generatorrendszer (egy bdzis
ilyen), amelyik n vektort tartalmaz, és itt nem lehet
n + 1 linedrisan fiiggetlen vektor.
b. Ha v,,...,v, generatorrendszert alkot, akkor azt
kell megmutatnunk, hogy egyben linearisan fiiggetlen
rendszer is. Ha nem igy lenne, akkor lenne egy
v, vektor, amely kifejezheté a tobbi linedris kom-
binaciéjaként. Ekkor
V =lin{vy,...

Uy =lin{vy, ..o 0,0, U ),

ezért V-nek van n — 1 vektort tartalmazé
generatorrendszere, ami ellentmondds, mert van
n vektort tartalmazé fiiggetlen vektorrendszer. B

Mivel legtobbszor az R™ térben dolgozunk, ezért most
megmutatjuk, hogyan hatarozhatjuk meg itt

lin{vy,...,u.}

egy bazisat: Irjuk a vektorokat mint sorvektorok
egymdas ald egy matrixba, majd alkalmazzuk a
Gauss-eliminaciét. Meggondolhat6, hogy a Gauss-
eliminacional alkalmazott lépések sordan a genaralt
altér nem valtozik. A Gauss-eliminacié végén kapott
méatrix nemnulla sorai adjak a genaralt altér bazisat.

Példa: Hatdrozza meg R* azon alterének egy bézisét,
amelyet a

v = (17 2, 374)a Uy = (27 -1, 073)7 U3 = (3a 1,3, 7)-
A Dbazisok segitségével definidlhatjuk a koordinata fo-

galmat.

7. tétel. Ha B = {by,...,b, } bazist alkotnak V-ben,
akkor minden v € V' egyértelmtien irhaté

v=oa1b + -+ aynb,

alakba.

Bizonyitas: Mivel B generatorrendszert alkot ezért
van legaldbb egy

v=o1by + -+ and,
feliras. Tegyiik fel, hogy van egy masik felirds:

v=aib + o+ apb,.



Ekkor

O0=v—uv=(a1b; + -+ anb,)—

(ahby + -+ ayb,) =
(a1 —a))by + -+ (an — a)by,,

ami a linedris fiiggetlenség miatt csak gy lehetséges,
ha
a; = al [ ]

7. definicié. Ha a véges dimenziés V vektortér egy
bazisa B = {b;,...,b,}, akkor a v € V vektor ko-

aq

Q2
ordinataja . |, ha

Qp

y:albl++anbn'
Jelolés: (v)p.

A kovetkez6 példa mutatja, hogy miért van sziikség
kiilonb6z6 béazisokra:

Hatérozza meg azokat az (x,y) pontokat, amelyekre
22ty +y?=1.
A kérdés precizen a kovetkez6: Hatdrozza meg az

“(3) ()

természetes bazisban azon zi + yj vektorokat, ame-
lyekre 22 + zy 4+ y? = 1.

A feladatot tugy oldjuk meg, hogy més bézist
valasztunk. Legyen

oty

=
VR
oo

) V2. V2

52:<£>: \[“‘ij

Ha ebben az 1j bézisban egy pont koordnétéja (x',y’),
akkor

V2, V2 )+y’(—£ +£J)

(7 2
(g i y' )i+ (gx' + gy’)l

Ebben az 1j bamsban a feltétel igy irhaté:

(Lo = 2y (Lo 2y (2 V2

2 2

azaz 5 .
/2 /2
23: + 2y =1

Mivel az 1j bazis a természetes bazis 45-kal torténd
elforgatottja, emiatt a keresett halmaz egy olyan ellip-
szis, amelynek tengelyei az (i,7) altal meghatérozott
derékszogili koordinatarendszerben 45° ill.  135-ot
zarnak be.

Az el6z6 példa is mutatja, hogy meg Kkell
hataroznunk, hogy két V-beli béazis esetén az
egyikben meghatdrozott koordinatdakbdél hogyan
kapjuk meg a masik bazisban a koordinatakat. Kzt
hivjak baziscserének.

Legyen B = {b;,...,b,} és B' = {b},...,b,} két
béazisa a V vektortérnek. Jeldlje P azt az n X n-es
métrixot, amelyik i-edik oszlopdban a (b))p ko-
ordindtdk vannak. A P matrixot dtmenet matrixnak
hivjuk. Megmutathaté, hogy

(v)p = g‘l(y)g.

Példa: Legyen R? két bizisa:

B{()U}
o))

Ekkor

és innen

-1_ (05 -1
et=(" 1)
Tehat példaul a P(1,2) pont koordindtdi B-ben

( 1 és a megfelel6 méatrixszorzds utdn a B’-beli

koordinatik < -0, g ) lesznek.

Az
anri + ai2T2 44 AT, = b
a1 + ATy 4+ 4 AT, = by
Ap1T1 + Ap2Ty +- -+ AppTy, = bn;

linearis egyenletrendszert az

a11 ai2 A1n
a21 a2 A2n
a; = y Qo = ) s Ay =
an1l an2 Ann
és
by
ba
b= .
bn



vektorokkal tomoren ugy is irhatjuk, hogy
a1 + a2 + - + @, Ty = b

Ha az ai,ag,...,a, vektorok az R™ bazisat alkotjak

és az eq,...,¢e, jeloli a természetes bazist R™-ben,
akkor
b="bie; +baey + -+ bye,.

Ha az a,,...,a, vektorok az R"™ bdzisai, akkor
az  egyenletrendszer megolddsat baziscsereként
is felfoghatjuk. Ekkor az Atmenetmatrix az
egyiitthatométrix lesz és az x = Ab megoldast
kapjuk.
Az

air a2 QA1n

a21 azz ... Q2n

é =
Am1 Am2 ... Omn

matrix esetén a sorvektorok R™-bol vannak. Az
altaluk generalt altér a sortér; hasonléan az os-
zlopvektorok R™-bél vannak. Az altaluk generalt
altér az oszloptér. Megmuathaté, hogy

dim(sortér) = dim(oszloptér).

8. definicié. Az A matrix rangja a sortér dimenzidja.
Jel6lés: rang(A).

Megmutathatd, hogy az aldbbi allitasok ekvivalensek:

8. tétel. Az A n x n-es matrixok esetén az aldbbi
allitasok ekvivalensek:
(a) A invertalhato;

(b) az Az = 0 egyenletrendszernek csak az x = 0
megoldasa van;

(c)az A elemi sormiiveletekkel —az I
egységmatrixsza transzformalhato;

n

(d) az Az = b minden b € R" megoldhaté;
(e
(f
(8
(h

D D T
<
IS
3
<
—~
N
~—
|
o

A fenti rang(A) fogalom segitségével megadhaté egy
sziikséges és elégséges feltétel a linearis egyenletrend-
szer megoldaséara:

9. tétel. Az aldbbi allitdsok ekvivalensek:

(a) az Az = b egyenletrendszer megoldhato;

(b) a b az A oszlopterében van;

(c) rang(A|b) = rang(A)

2. Skalarszorzatos vektorterek

Az R3-ben megismert skaldrszorzat mintéjsra
természetes R"™-ben a skalarszorzatot a
kovetkezéképpen definidlni: Legyen

Q:(u17u27"~7un)7 22(01,U2,...,1}n).

Ekkor

UV = U1V + UV2 + - - - + UnpUp

n
= E UiV5
i=1

Konnen ellenérizhetd, hogy ez a skalrarszorzat ren-
delkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

(a) wv = vu, minden u,v € R™;

(b) (u+ ) = uw + vw minden u,v,w € R”

(c) ( g) a(uv) minden @ € R, u,v € V

(d) wu >0 és uu = 0 akkor és csak akkor, ha u = 0.

Ennek altalanositasaként
skalarszorzatot:

vezetjlk be a

9. definicié. Egy V vektortérben skalarszorzatnak
neveziink egy olyan miiveletet, amely barmely u,v €
V ponthoz egy < w,v > valds szdmot (mds
néven skalar szamot) rendel hozza a kévetkezd tulaj-
donsagokkal:

(a) <u,v >=< wv,u >, minden u,v € R™;

(b) < (u+v),w >=< y,w > + < v,w > minden
u,v,w € R™ esetén

(¢) < (au),v >= a < u,v > minden o € R, u,v €
V esetén

(d) <wu,u>>06és <u,u>=0 akkor és csak akkor,

ha u = 0.
Példak:
(a) V =R,
u = (ur,ug,...,uUy), v=(V1,02,...,0,).

< U,V >=Ujv1 + UgV2 + - -+ + UpUp

(b) V = {f(z)

27 szerint periodikus folytonos fiiggvény}:

10. definicié. Ha V skaldrszorzatos vektortér vek-
tortér, akkor egy v € V vektortér hossza:

Jull = V< u,u>



Példa: R"™-ben az u = (u1,us, ..., uy) hossza:

Az R3-ben az
u = ('LL17 Uz, Ug),

v = (v1,v2,v3)

vektorok tavolsiga:

Ennek altalanositdsa:

11. definicié. Ha V egy skalarszorzatos vektortér,
akkor u,v € V kozotti tavolsag:

d(u,v) = |l — ull.

A kovetkez6 cél két vektor altal bezart szoget
értelmezni. Ehhez sziikséges az aldbbi tétel:

10. tétel. Legyen V egy skalarsorzatos vektortér.
Ekkor minden u,v € V esetén

| <u,v>| <yl -]

Bizonyitas: Ha u = 0, akkor mindkét oldal O.
Tegyiik fel, hogy u # 0, akkor minden t € R esetén

0> |lv—tul]| =< v —tu,v —tu >=

<y,y>f2t<g,y>+t2<y,g>.

Mivel ez menden ¢t € R esetén igaz, ezért a dis-
zkriminans negativ, tehat

4 <u,v>" —Aflul] - ||vl| <0,

ezért

| <wu>| <Vl [lf]. =

A kordbban bevezetett hosszisdgnak az alabbi tulaj-
donsagai vannak:

(a) IJull >0
(b) ||lul| = 0 akkor és csak akkor, ha uw =0
() ol =l - [|ull

) |

(d) bizonyitasa:
lutol? =< utv, utv >= ||u|>+|jv|>+2 < u,v ><

[l 1 + 1l [* + 2l - 2] = ([lu + zf)*m

12. definicié. Legyen V egy skaldrszorzatos vek-
tortér. Az w,v € V, u,v # 0 vektorok altal bezért

sz6g «, ahol
<u,v >

cos = ————.
[ll] - []o]]
A fenti definici6 értelemes, mert

<u,v > <1
|- [12|

13. definicié. Az u,v vektorok ortogonélisak, ha
<wu,v>=0.

11. tétel. Ha wvy,v,,...,v;, vektorok (v; # 0)
paronként ortogonalisak, akkor linearisan
fliggetlenek.

Bizonyitas: Legyen
MYy + AUy + -+ Ay, = 0.
Vegyiik mindkét oldal v;-vel vett skalarszorzatat:
<Ay Aouy + -+ Ay, v >=< 0,0, > .
Mivel tetszoleges a € R esetén
<0,v;, >=<al,v;, >=a <0,v;, >,

ezért

De
< AUy + vy + - Ay, v >=

< AU, U >+ < AUy, v >+ < AUy, v >=
AL <U,U > HA < Vg, > 4+ A <UL u >

Az ortogonalitds miatt

<val>{0, ha i#j

A [lvg||>, ha i=j
ezért
2

Aillvil|” =0,
tehat

A=0. N1
Példa: T,,-ben az

1, cos x,sin x, cos 2x, sin 2z, . . . , cos nx, sin nx

fliggvények ortogonalisak a Fourier-soroknal tanultak
szerint, ezért linedrisan fiiggetlenek; tovabba nyilvan
generatorrendszert alkotnak igy bézist is.



2.1. Ortogonalis bazisok

12. tétel. Legyen V egy véges dimenzi0s,
skalarszorzatos vektortér, dimV = n.  Ennek

van olyan by,b,y,...,b, Dbézisa, ahol a vektorok

paronként ortogonalisak.

Bizonyitas A bizonyitas sordan haszndlt algorit-
must Gram-Schmidt-féle ortogonalizicios eljarasnak
hivjak.

Legyen v,,v,,...,v, egy bazisa V-nek. Legyen

b1 =2;.

A mésodik béazisvektort a kovetkezdé alakban ker-
essuk:
by = vy + 210y,

ahol azt akarjuk, hogy b, és b, ortogonalisak legyenek.
Ekkor

0=< blva >=< Ql?yQ + a21bl >=

< blay2 >+ <b17b1 >,

ezért b
< 01,0y >
Q2] = ——————
116412
A kovetkez6 bazisvektort

bg =v3+ Oé31b1 + 0432b2

alakban keressitk. Azt akarjuk, hogy b; ortogonalis
legyen by és b, vektorokra. Ezért

0=< bpbg, >=< 91723 + 0431@1 + 0432Q2 >=

< Ql,yg > +az; < blvbl > +agg < Ql,QQ > .

Mivel < by,by >= 0, ezért

< blay,‘j >
31 = — s
1B, 12
Hasonléan kapjuk, hogy
< b2793 >
Q3y = — =5
|1, [?

Ezt folytatva by, by, . .., b, paronként ortogondlis vek-
torokhoz jutunk. Korabban bebizonyitottuk, hogy
az ortogonalitdsbodl kovetkezik a fliggetlenség, tehat
dimenziészamnyi fliggetlen vektort kaptunk, amibdl
kovetkezik, hogy bézist alkotnak. W

14. definicié. Ha az ortogondlis béazisban a
bazisvektorokat elosztjuk a hosszukkal, akkor egység
hosszuségu, paronként ortogondlis vektorokat ka-
punk. Az ilyen bazis neve ortonormalt bézis.

13. tétel. Ha B = {by,bs,...,b,} egy ortonormélt
bazis az V-ben, akkor u,v € V esetén, ha

Uy
U2

és

akkor
< U,V >=UIV] + U2V + *+* + UpVp.
Bizonyitas:
<wu,v>=
< urhy +ugby + .. upb,,v1by + vaby + ... VD, >=

iiuwj < b by >

i=1 j=1
Mivel B ortonormaélt rendszer, ezért

1 ha i=j
<bi’bﬂ‘>_{o, ha i # ]

Innen

n
<u,v>= E UiV ||
=1

14. tétel. Legyen B és By két ortonormalt bazis. Ha
P= BB B, & bazisdtmenet métrix, akkor PT = P71,
= T ZB,.B = =
Bizonyitas: Azt kell megmutatni, hogy

P'P=1.

= = =n

Legyen
By = {008, 0@},
Ekkor a ET i-edik sordban a
2
NG, = (ur, ug, ., up)

¢és a P j-edik oszlopdban a

)5, =
Un

lesz. Innen kapjuk, hogy £T£ i-edik soranak j-edik
oszlopaban B; ONB tulajdonsdga miatt

ULV + U2V2 + ¢+ F Uy Uy =< bz(?),bﬁ?) >=

(1, ha i=j
10, ha i#j

a By ONB volta miatt, ami bizonyitja az allitast. B



15. definicié. Ha A olyan n X n-es matrix, amelyre
471 = éT, akkor azt mondjuk, hogy A ortogonalis
métrix.

A definiciébodl 14tszik, hogy

15. tétel. Ha A ortogonalis n x n-es matrix, akkor a
sorvektorai és oszlopvektorai is ONB-t alkotnak R"™-
ben.

3. Linearis transzformacio6

16. definicié. Legyen V és W vektorterek, T: V —
W pedig egy olyan fiiggvény, amelyre
(a) T(ut+v)=T(u)+T(v), minden u,v € V esetén
(b) T(ou) = o7 (u) minden o € B és u € V esetén.
Ekkor T-t linedris transzformaciénak nevezziik.
Példak:
(a) R2:
i. Vetités az = tengelyre:
Ul _ Ul
()= (%)
ii. Tiikrozés az y = = egyenesre:
r(())-0)
u9 U1l

iii. Forgatds 90'-kal:

r(())=()

(b) R?
i. Tikrozés 0 — ra:
Uy —U7
T (5] = —Ug
usz —us

ii. Vetités az zy sikra:

Ui Ui
T U = Uo
us 0

(c) Legyen
V={f(x): f(x) mindenhol derivilhaté

T(f(z)) = f'(x)

(d) Legyen A € R™*" x € R™ T(z) = Ax.

(e) Legyen aq,a,,...,a, n-dimenziés sorvektorok.
Képezziik beldle az n x n-es matrixot. Ha az
i-edik sort kivéve rogzitjiik a a sorvektorokat,
akkor igy egy

T(a;) = det(ay, a;---,a,)

fligvényt kapunk. Ez egy linearis transz-

formacié.

3.1. Determinans geometriai jelentése

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a dterminansnak
mi a geometria jelentése. Latni fogjuk, hogy az
a;,Qas,- - . ,a, sorokat tartalmazoé n xn-es determinans
az ezen vektorok altal meghatarozott paralelepipedon
el6jeles térfogatat adja meg. Jelolje (a még nem
definiélt) térfogatot

V(Qp@gv cee 7Qn)

Mit varunk el egy elGjeles térfogattol?
Vizsgaljuk az R2-et! Terészetes feltevés, hogy

V(ay +af,ay) = V(ay,az) + V(a, az)

Hasonléan természetes, hogy
V(aay,ay) = aV(ay, a,).

Ha az R3-re tekintiink, akkor ott ha az a, a,, a; vek-
torok egy sikban vannak, akkor

V(Q17Q27Q3) = O

ezért természetes azt elvarni egy el6jeles térfogattol,
hogy ha
dimlin{a,,ay,...,a,} <n =V(a,ay,...,a,) =0
Végil természetes azt megkivannunk, hogy az
egységkocka térfogat 1 legyen, azaz, ha e;,e,,...,€
jeloli a természetes bézist, akkor

n

Ve, €5---,6,) =1

Az alabbi tétel mutatja, hogy ezek a kovetelmények
mar egyértelmlien meghatarozzak az el6jeles
térfogatot és igy éppen adeterminanst kapjuk:

16. tétel. Legyen g, € R™. Ekkor ha a

V(ay,ay,...,a,) figgvényre teljesiil, hogy

(a) V(ay,aq,...,a,) birmely vektorat kivéve a
tobbit rogzitettnek vessziik, a kapott fliggvény
lineraris transzforméacié;

(b) ha a;,a,,...,qa, legfeljebb n — 1 dimenzids al-
teret alkot, akkor

V(ay,ay,...,a,) =0;



Bizonyitas: Tudjuk, hogy a determindnsra tel-
jestilnek a megkivant tulajdonsdgok, igy csak azt
kell megmutatnunk, hogy nincs mas megfeleld
Viay,aqg,...,a,) figgvény. Elészor azt mutatjuk

meg, hogy két vektort felcserélve a V(ay,a,,...,a,)

» Cn

fliggvény el6jelet valt. Tudjuk, hogy ha két meg-
egyez6 vektorunk van, akkor az elGjeles térfogat 0.
Emiatt pl.
0= V(Q1 +0a5,07 + a9, a3, .. 7Qn) =
V(QUQDQS’ te ,Qn) + V(QlaQ%QS’ te aQn)Jr
V(Q27Q17Q37 e 7Qn) + V(Q27Q27Q37 ce ,Qn) =
V(Ql7@27@37 e 7@77,) + V(Q27Q17Q37 e 7Qn)

Most megmutatjuk, hogy legfeljebb egy megfelels
fliggvény van: frjuk fel a természetes béazisban az a;-
ket:

Viay, 5,03, ..., a,) =

V(ai1eq + a12ey + -+ + aine,,,
a21€1 + G22€9 + - -+ + A2n€y, - - -
an1€y + an2ey + -+ + anney, ),

ami (b) alapjan

E Almy @2my - - - Gy, V(€ s €y -+ -

Az itt szerepld V(e ;€mys---1Em,) Viszont mér

egyértelmiien meghatarozott, mivel ha van két meg-
egyez6 vektor itt, akkor az értéke 0, mig ha
nincs, akkor sorcserékkel egységmatrixra hozhato,
ami szintén mar el6irja, hogy mi lehet csak. H.

3.2. Magtér, képtér

17. definicié. A T : V — W linedris transztformacié
magtere az Osszes olyan V-beli, vektor, amelynek a
képe a 0:

Ker(T)={v: wveV, T(v)=0}

AT :V — W linedris transztforméacié képtere az
Osszes olyan W-beli, vektor, amely el6all képként:

Im(T)={w: weW,
Példa: Legyen T : R? — R? az a linearis transz-

formécid, amelyik az x,y sikra vetit. Ekkor a magtér
a z tengely, azaz

Ker(T) = {(0,0,t) : t € R},
a képtér pedig maga az z,y sik:
Im(T) ={(z,y,0) : z € R,y € R}.
Megmutathaté az alabbi tétel:

17. tétel. Tetszoleges T : V. — W linedris transz-
formacié esetén

dimV = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).

létezik v € V, hogy T'(v) = w}.

3.3. Linearis leképezések matrixa

A linedris leképezés definicigjabdl latszik, hogy
tetszOleges vy,vq,...,V € V  vektorok és

r=m
a1, Qa,. .., 0, valds szamok esetén:

T(a1vy + aovy + -+ + amu,,) =
T(a1vy) + T(azws) + - + T(amu,,) =

a1T(vy) + a2T'(vg) + -+ + a1 (v,,)

A tovdbbiakban csak T : R™ — R™ linedris transz-
formacioval foglalkozunk.

Legyen
U1
V2
y =
U,
Ekkor

T(w) =Y viT(e).
=1

7an)"1“ekintsiik a kovetkezd n X n-es matrixot:

L= (T(e1) Tlea)s- -, T(ey)) -

Ekkor
T(v) = Tv.

A T métrixot a T lineéris transzformdcié természetes
béazisban vett transzformdaciéméatrixdnak hivjuk.
Példak:

(a) R2%-ben 60'-kal forgatds az origé koriil. Ekkor

1 V3
T(ey) = P8 T 5

és

ezért

(b) R%-ben tiikrozés az x tengelyre. Mivel
T(ey) = ey = le; + Oey

és
T(ey) = —e5 = 0e; + (—1)ey,

ezért



(c) R%-ben tiikrozés az y tengelyre. Mivel
T(e;) = —€; = (—1)ey + Oey

és
T'(ey) = €5 = Oy + le,

-1 0
TQ_( 0 1)'

(d) R2-ben tiikrézés az origéra. Mivel

ezért

T(e;) = —e; = (—1)eg + Oey

és
T(eg) = —ey = 0y + (—1)e,,

<—(1) _‘j).

Leellenorizhetd, hogy egy vektorra elébb Tp, majd
Ty transzformaciét alkalmazva éppen T3 transz-
forméciébdél szarmazé vektort kapjuk. Ez a
matrixokra nézve a kovetkezét jelenti: £2£1 = 23.
Ez altaldban is igaz:

A definicié alapjan konnyen latszik, hogy ha 17,75 :
R™ — R™ linedris transzforméciok, akkor T (77 (v)) is
linedris transzformécié (T3) és teljesiil rdjuk, hogy

ezért

I~

zzzl = zg‘

A traszforméciét nem csak a természetes bézisban
vizsgdlhatjuk. Legyen B = {b;,b,,..., b, } egy bézisa
R™-nek és T : R™ — R" egy linedris transzformacio.
Ekkor T linearis transzforméacié B bazisban vett tran-
szforméaciématrixa:

Tp=(Tl)p:(Tl))p,---(T(,))p) -

Ekkor

(T(@)p =Ly
Hogyan kaphatjuk meg B; és Bs bézisok esetén T' B,
b6l zBQ—t? Tudjuk, hogy

(T(y))B1 = gBl (Q)Bu

(T()p, =T, (0),.

Jelolje P a bézisditmenet matrixot. Ekkor

()8, = P (v)n,,

(Q)Bl = E(Q)Bz
(T(v)s, = E(T(v))B.-
Innen

(TW)s, =L, @5 =L, PW)s,.

1

masrészt

(T'(v)p, = B(T(v))B, = PL, (v)B,

ezért
£31£(9)32 = £B2 (Q)BQ’

ami minden (v)p, esetén teljesiil, ezért

L, P=PL,.

ahonnan

_ p-1
£B2 _£ Lgli-

3.4. Diagonalizalas

18. definicié. Ha A és B nxn-es matrixok éa létezik
P invertalhaté n x n-es matrix, hogy

B=P'AP,
akkor A és B maétrixokat hasonlénak mondjuk.

A cél, hogy adott A n X n-es matrix esetén adjunk
meg olyan P n x n-es invertalhaté matrixot, hogy
P~1AP, szép legyen!

Mit értsiink ”szép” matrix alatt?

19. definicié. A D n x n-es matrix diagondlis, ha a
f6atlén kiviil minden elem 0, azaz

A0 Ll 0
0 Ao 0
p-| .
0 0 An
Ha
w0 0
0 H2 0
E= ;
0 0 ... pup
akkor
A1pi1 0 0
0 /\2/,62 0
DE = : ;
0 0 ... Aplin
emiatt
AT 0 0
27” — O Agn O
0 0 A

11



20. definicié. Az A n x n matrix diagonalizdlhato,
ha létezik P invertalhat6 n x n-es mdtrix, amelyre egy
diagonalis D métrixra

D =P 'AP.

Prébéljunk adott A méatrixhoz megfelelé P métrixot
taldlni! A definicié alapjdn

PD = AP.
A P oszlopvektorai legyenek:

L= (p,Ip,l---Ip,)-

Ekkor
PD = (x\lgl\/\QBQ\ e |)\an),
masrészt
AP = (Ap,|4p,...|Ap,).
ezért
Qi = )\i&.

21. definicié. Az A n X n-es matrix sajdtértéke a
Avalds szdm, ha létezik x # 0 vektor, hogy

Az = Az.

Ekkor z-et sajatvektornak mondjuk.

Hogyan keressiik meg a sajatértékeket,
sajatvektorokat?
Nyilvan

Ar =z Ar =)\ z &

=n—

Az — M z=0s (A=A )z=0

Ez egy homogén linearis egyenletrendszer. Ennek
pontosan akkor van nemtrividlis (z # 0) megoldésa,
ha
det(A— XM )=0.
= =n

22. definicié. A

det(A— AL ) = (—=1)"\" +ap A" -+ ard+ag

polinomot karakterisztikus polinomnak hivjuk.
Példak:
(a)

1/2
1/2

1/2
1/2

[sS

_( >

sajatértékei, sajatvektorai (y = x egyenesre
vetités matrixa a természetes béazisban)

(b) 45°-kal valé forgatds madtrixa a természetes
bazisban:

[is

1/V2 1/@)
V2 12 )

12

I

0 11
= 1 01
0 1 1

A sajatvektorokkal mér leirhatd, hogy egy n x n-es
matrix mikor diagonalizélhaté:

18. tétel. Az A n x n-es matrix akkor és csak akkor
diagonalizalhaté, ha van n db fiiggetlen sajatvektora.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az A n x n-es métrix
diagonalizalhatd, azaz 1étezik egy invertalhaté n x n-
es P mdtrix, amelyre

D =P 'AP,
ahol
A 0 L. 0
0 Ao ... 0
D= :
0 0 An
Ekkor
PD = AP

A P oszlopvektorai legyenek:

P = (&|&|...|Bn).

Ekkor oszlopvektorok szerinti felirdsban

Q = ()\1]21|)\QB2| . |>\n]2n),

masrészt
AP = (4p,|Ap,| .. |4p,).

azaz p-ik sajétvektorok (Bi # 0, mert P in-
vetdlhatd) és Bi_k linearisan fliiggetlenek szintén az in-
vertalhatosdg miatt.

Most tegyiik fel, hogy A-nak létezik n db linearisan
fiiggetlen sajatvektora. Legyenek ezek:

817827 e 712,”7
és
Alpi = /\i&"
Legyen P az a mdtrix, amelynek oszlopvektorai
PPy oD,
P=(plp,l---Ip,)-
és legyen
A0 .00
0 X ... O
D= .
0 0 An

Ekkor



és
Q = (/\1]21‘)‘2122‘ ce |)‘”Bn)’

igy
AP =PD.

Mivel a Bi'k linedrisan fliggetlenek, emiatt P in-
vertalhato, ezért

=P 'AP. ®

i}

A fenti tétel szerint a diagonalizdlds sordn az A
n X n-es matrixhoz kerestink n db linedarisan fliggetlen
sajatvektort:

Alpi = )\Zpl,.
Ekkor
P=(plp,l---Ip,)
és
A0 0
0 X 0
Q =
0 O An
maétrixokkal
D=p'AP.

Példa: Diagonalizaljuk az

matrixot!
Megoldas:...

Mire hasznalhatjuk a diagonalizalast? Ha az A
matrix diagonalizdlhaté, akkor kénnyen szdmolhatd
az A hatvéanyai:

D=P 'AP= A=PDP!,

ezért

A™ = (PDP~'\(PDP!)...(PDP!) =

PD(P_'P)D(P_'P)D...(P_'PDP "' =

pPDmp L

de ebben a szorzatban mar mindent ismertink.

A kovetkezd itt nem bizonyitott tétel egy elégséges
feltételt ad arra, hogy mikor diagonalozdlhato egy
méatrix:

19. tétel. Az A n x n-es matrix diagonalizdlhatd, ha
A-nak n db kiilénb6z6 sajatértéke van.

13

4. Kvadratikus alakok

A sajatérékek alkalmazasaként végiil olyan kérdéseket
vizsgalunk meg, hogy az

Az + By? + Cay =1
vagy
Az? + By? + C2* + Day + Exz + Fyz = 1

milyen gorbéket ill. feliileteket ir le.
Eldszor nézziik meg, hogyan kapcsolodik ez a linedris
algebrdhoz!

Legyen

A= ( a1l a2 )

- a1 a2
és

(3)
T = .
Yy

Ekkor

2' Az = ay12® + agey® + (a12 + az1)zy.

Ha
ail a2 ais
A= axn a2 a3
az1 asz ass
és
T
T = Yy ,
z
akkor

xTéx = a112% + axny® + azzz®+
(a12 + az1)xy + (a13 + az1)zz + (a3 + asz)yz.
Altaldban, ha

é = (aij)nxn
és
T
Z2
T = s
Tn
akkor

T 2 2 2
' Ar = a1127 + a5 + - + ATy, +

(@12 + a21)z122 + (@13 + az1)zizs + . ..
s (anfl,n + an,nfl)xnflxn
A kozépiskoldaban tanultuk, hogy az
Az? + By? =1

egyenlet vagy ellipszist vagy hperbolat ir le. A célunk

az, hgy egy
xTéx



in.  kvadratikus alakban az x;-ket gy transz-
formaljuk:

Yi = Ci1%1 + Cia%2 + -+ CinTnp,

amelyre
2T Az = yT Dy

teljesiil valamely D diagonalis mdtrixxal. Legyen

= Py.

Ekkor
2" Az = (Py)" A(Py) = y" PTAPy,

ezért

=

= PTAP,

masrészt a diagonalizalds azt adja, hogy
D =P 'AP,

ezért
pr=p~!

azaz P ortogondlis matrix

23. definicié. Az A n x n-es métrix ortogonélisan
diagnalizalhatd, ha létezik egy P n X n-es ortogondlis
matrix, amelyre

D =P AP,
valamely diagonalis D matrix esetén. Bebizonyithato:

20. tétel. Az A n x n métrix ortogondlisan diago-
nalizdlhato, akkor és csak akkor, ha A szimmetrikus
métrix.

Mivel minden kvadratikus alak felirhaté
aux? + a22x§ + -+ annx%—i—

+2a12712 + 20137123 + - -+ + 2051, Tp—1Tn

alakban, emiatt minden kvadratikus alakhoz
talalhat6 A szimmetrikus maéatrix, amelyre a
kvadratikus alak

o7 Az
alaktd, ezért minden kvadratikus alak diago-
nalizalhaté.

Hogyan diagonalizdlhaté egy
Az -1
egyenlet?
(a) A kvadratikus alakot frjuk

2T Az

alakba, ahol A szimmetrikus méatrix

14

(b) Hatdrozzuk meg azt a

P=(p/lp,l---lp,)

matrixot, amely ortogonalisan diagonalizédlja A-
t. Ekkor
A;pi = )‘z&

(c) Ekkor a P, Dy, - - -+ p, altal meghatdrozott dj ko-
ordinatarendszerben a keresett egyenelet:

Myt A2ys + o Ay
Példa:
(a) Hatédrozza meg az
P ray+yi=1

megoldésat!

(b) Hatérozza meg az
42 4+ 4y? + 42% + doy + 4oz + dyz = 1

megoldésat!



