Matematika A1

Folytonossag

Megoldasok

0.54

D,=xeR| [-1=<x<3] \{0,2}

Az x = -1 pontban csak jobb oldali hatarértéket értelmezhetiink, amely megegyezik a helyettesitési
értékkel, igy a fliggvény e pontban jobbrdl folytonos.

lim f(x)=f(=1)=0

N
x——1

Az x = 0 -ban a fiiggvény nincs értelmezve. A hatarértéket csak kiilon jobbrdl, illetve balrol tudjuk
értelmezni.

lim £ (x)=—1 lim f(x)=0

x—0 x—0"

Els6faju szakadds van ebben a pontban, amely nem sziintethetd meg, mert a jobb- ill. baloldali
hatarértékek kiilonbozdek.



Azx=1-ben f(1)=1 ,eznem egyezik meg a hatarértékkel. Balrol és jobbrol kozelitve ugyanazt
az eredményt kapjuk, igy értelmezhetjiik a fiiggvény hatarértekét.
lim f(x)=2

x—1

A hatarérték nem egyezik meg a helyettesitési értékkel, ez ismét elséfaju szakadés; de
megszlintethtd, ha az x = 1 helyen a

f(1):=lim f(x)=2

x—1

hatarértékkel definialjuk a helyettesitési értéket.

x = 2-ben a fiiggvény nincs értelmezve, a szakadasi hely megsziintethetd mert, a két oldalrél vett
hatarérték egyforma.

f(2):=lim f(x)=0

x—2

x = 3-ban csak baloldali hatarértéket tudunk megadni, a pont szakadasi hely, amely nem sziintethetd
meg (a nem értelmezhetd tovabbi hatarértékek miatt).
lim f(x)=0

x—3

DfoEIR

x = -1-ben a fliggvény hatarértéke a helyettesitési érték, tehat folytonos is (mindkét oldalrol
ugyanugy).



lim f(x)=/(-1)=1

x——1

x = 0 : Els6faj, megsziintethet6 szakadas f0)=1" 7(0):=lim f(x)=0

x—0

x =1-ben kiilon értelmezhetd a bal- és jobboldali hatarérték.
lim 7 (x)=-1, lim f(x)=1

x—1 x——1"
A jobb oldali hatarérték egyben a helyettesitési érték, a fliggvénynek itt ugrashelye van.
x = 2; x = 3: Létezik a hatarérték, amely érték alapjan a pontokban a fliggvény folytonos.

f(2)=lim f(x)=1 ; f(3)=lim f(x)=1

x—2 x—3

3.

a. D,=xe€R \{2}. A fiiggvény az értelmezési tartomanyban végig folytonos; az x = 2 szakadasi
hely szinguldris pont, mert ott a bal- ill. jobboldali hatarértékek rendre minusz- ill. plusz-
végtelennel egyenldek.

b. D,=x€R \{1,3}. A fiiggvény az értelmezési tartoméanyban végig folytonos; x=1 és x=3
szingularis pontok.

infinity

-infinity =

¢. D,=x€R \{0}. A fiiggvény az értelmezési tartoméanyban végig folytonos; x=0 szingularis
pont.

infinity

-infinity-



d. x=k % (k€Z) -ben szingularisok, egyébként folytonos.

infinity-
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infinity-

-

e. X€ER|x=—1.5 x>1.5 -re folytonos, x=1.5 -ben jobbrol folytonos.

4.

Az adott pontokban a hatarérték 1étezik, €s véges.

lim f(x) x=-1
q. lim f(x)=-2 f(x):= x_;__l

x——1

1 egyébként
lim g(x) x=3
lim =2 — 3
b. x_>3g(x) glx):= x’—2x—3 1
——— egy¢ébként
2x—6

[OSRFAN




D,=x€R \{-1,1}

Mindkét szakadasi hely esetében els6faju, nem megsziintethetd szakadas all fenn, mert a bal- ill.
jobboldali hatarértékek nem egyeznek meg.

lim f(x)=—1 lim f(x)=1 lim f(x)=—1 lim f(x)=1

x——1 x——1" x—1 x—1"

Nem lehet a fiiggvényt kiterjeszteni.

7.

a,4 b,10 c,1/4 d,3/5 e,2/7 f,-1 g,In2) h,4nQ2) i,23 j.1/3

8.

Mind a racionalis, mind az irraciondlis szdmok végtelen slirlin helyezkednek el a valds szamok
Ha u egy raciondlis szam, f(u) = 1. Ha a raciondlis szdmokban folytonos a fliggvény,
YV e£>0—hoz 3 §>0, hogy ha |[x—u|<§, akkor |f(x)—f(u)l<e . A  végtelen  siirii
elhelyezkedés miatt a & tartomanyon beliil kell hogy talaljunk irraciondlis szdmot is, amelyre
| f(x)—f(u)|]=1, mert f(x)=0 . Ez esetben pedig |f(x)—f(u)|=¢e, ha e<1 | vagyis
nem telsjestil a feltétel barmely € -ra; tehat a fliggvény a racionalis pontokban nem folytonos.
Teljesen azonos gondolatmenettel bebizonyithatjuk, hogy szakadasi hely van minden
irraciondlis szdmnal is.

A Dirichlet — fliggvény tehat sehol sem folytonos. Ennek kdvetkezménye: két racionalis szam
ko6zott mindig kell lennie egy irracionalisnak, és forditva.
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