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Bernoulli egyenlétlenség: Minden h > —1 valds és pozitiv n esetén (1 4+ h)™ > 1 + nh.

Bizonyitas: n szerinti teljes indukciéval dolgozunk.
Ha n = 1, akkor a bizonyitando6 allitas: (1 + h)! > 1 + 1k, ami nyilvanvalé.
Tegyiik fel, hogy n = k esetén igaz az allitas, azaz (1 + h)* > 1 + kh és be akarjuk bizonyitani, hogy
(14 h)k*+1 > 1+ (k + 1)h. Mivel h > —1, ezért
(I+Rr)F =1 +hn* A +h)> A +kh)(1+h)=1+kh+h+kh® =1+ (k+1)h+kh*> 1+ (k+ 1)h,

amit bizonyitani akartunk. H

Binomialis tétel: Tetszbleges a és b valés és n pozitiv egész esetén
(a + b)n _ (g’)anbo + (T)an—lbl + (Z)an—QbQ 4 (nn 1>a1bn—1 + (Z)aobn

Bizonyitas: Emlékeztetiink arra, hogy az () binomiélis egyiitthato jelentése (7) = #lk)" tovabba

n no\ n! n! SR+ 1)+ (n—k)) (n+1)! (n+1
(k)Jr(k—i—l) N k!(n—k)!+(k+1)!(n—k—1)!  (k+DIn—k)! (k+D)n-k)! (k—l—l)'

Ezt hasznalva a binomiélis tételt n szerinti indukciéval bizonyitjuk be.
n=1 esetén az allitas: ) )
(a+b)t = <O>a1b0 + <1>a0b1,

ami nyilvanvaléan igaz, mivel ((1)) = G) =1.
Az indukcios 1épésben tegyiik fel, hogy n = m-re igaz az allitas, azaz

m _ (Y mjz0 MY m—1;1 MY m—2;2 | . m 1pm—1 MY o0;m
(a+0) —(O)a b+(1>a b—|—<2>a b° + —|—<m_1)ab —|—<m)ab

és meg akarjuk mutatni, hogy

1 1 1 1
(a4 bt = (m(—)&— )am“bo + (m;— >amb1 + <T;)am_1b2 4ot <m+ )albm + (mi 1)a0bm+1.
m m

Nyilvan

(a4+b)™ ! = (a-+b)™(a+b) = (a+b) ((73) a0 4+ (’;:) a™ R 4 (k’:f 1) amTReIpR L Ly (2) a%m) .



Beszorzas utan azt kapjuk, hogy az a™t! és ™! egyiitthatoja 1 és az a”t17F (1 < k < m)egyiitthatoja

ami bizonyitando6 volt. B

Az a, (1 + %)n sorozat konvergens

Elég megmutatni, hogy az a, = (1 + %)n sorozat monoton néve és feliilrsl korlatos.
A monoton novékedést a Bernoulli egyenl6tlenség segitségével bizonyitjuk:
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1+ —— > 1.
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Meg kell még mutatnunk, hogy az a,, = (1 + %)n feliilrél korlatos. A binomialis tétel alapjan
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Nevezetes hatarértékek

Definicioé szerint e = lim,,_. o (1 + %)n Ebbdl kovetkezik, hogy
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Logaritmust véve kapjuk, hogy

1\” 1 1 1
lim log, (14+ =) = lim zlog, ( 1+ — zlogae:E:—
T—00 T T—00 T Ina Ina

1 —
n+1/)

2 n



Mivel az x — oo esetén az x vétele megegyezik azzal, hogy © — 0 esetén vessziik az %-et, ezért a fenti
egyenlGség ugy is irhatd, hogy
li ! log, (1 + x) !
im —lo x) = —
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Legyen x = a¥ — 1. Ekkor az = — 0 feltétel ekvivalens az y — 0 feltétellel. Ezért
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Legyen p € R. Ekkor az y = (14 z)* — 1 jelolés esetén az x — 0 feltétel ekvivalens az y — 0 feltétellel. Ekkor
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Az f(x) =e€" és f(x) =Inz derivaltja
Legyen f(z) = e®. Ekkor
, L ezoJrhiezoi. xgehili Igiimo
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Most legyen f(x) = Inz. Ekkor
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Taylor-tétel: Tegyiik fel, hogy f(x) az a és b kozott (n + 1)-szer differencialhato és f()(z) a zart
szamkozben folytonos. Ekkor létezik egy ¢ az a és b kdzott, amelyre

_ / f"(a) f"(a) o () n
fb) = f(a) + f'(a)(b—a) + o1 (b—a)*+---+ " (b—a) er(bfa) +1,
Legyen az f(x) fiiggvény = = a helyen vett n-edrendd Taylor-polinomja:
"(a ) (q
Tyu() = J(@) + 5@ —a) + L0 s T
Ekkor
f(n+1)(c)



Ennek egyszert kovetkezménye:

() — Ty (8)] < max | L)

x| gy o

)

ahol a maximumot az a és b kozotti z-ek esetén vessziik.

n-edrendii érintkezés, gorbiilet, simuldkor. Az f(x) és a g(z) fliggvények az © = xy pontban n-
edrendben érintkeznek ha

f(xo) = g(wo)
(o) = ¢'(x0)

£ (20) = 9" (20),
de
F ) (o) = g™ (o).
Jelolje Aa az f(x) figgvény xg és xo + Az helyeken vett érindi altal bezart szoget; tovabba jeldlje az xq

és xo + Az értékek kozotti gorbe ivhosszat ds. Ekkor az f(z) fiiggvény xo-ban vett gorbiiletén a kévetkezd
hatarértéket értjiik:
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Megmutathaté, hogy
[ (o)
(14 (f'(x0)))3/2
Adott f(x) fuggvény és x = xg pont esetén azt a kort, amelyik az f(z) gorbét az (xo, f(x0)) pontban
masodrendben érinti az f(x) fliggvény = = xg helyhez tartozo simulokorének hivjuk. Megmutathato, hogy a
simulokor sugara 1/G(zo)

G(z0) =



