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ElSsz6

A jegyzet elsGsorban a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem vil-
lamosmérndk hallgatdinak késziilt, harmadik féléves matematika tanulmanyaik
(A3) komplex fligvénytani fejezeteit tartalmazza egy kicsit kib&vitve. A villa-
mosmérnok hallgatokon kiviil barmely més mérnoki vagy egyéb miszaki szakos
hallgatéknak is segitséget nytjthat a témaban.

A témahoz kapcsolodo feladatok koziil a legfontosabb tipusokbol t6bb kidol-
gozott példat is tartalmaz, ezzel igyekezvén segitséget nyijtani a ZH-kra illetve
vizsgakra valo felkésziilésben.

Koszonettel tartozom Stubnya Gusztavné (Stubnya Etelka) tanarnének a
jegyzet részletes atnézéséért. Az aprébb javitdsok és észrevételek mellett egy
komolyabb matematikai hibara is ramutatott, mely teljesen elkeriilte a figyel-
memet.

Tovabba koszonetet szeretnék mondani Wettl Ferencnek a felmeriils, szé-
momra megoldhatatlannak tiné szerkesztési, formai problémék megoldésaban
nyudjtott segitségéért és a WTEX rejtelmeiben nyujtott dtmutatésaiért.

Budapest, 2007 10. 23. Farkas Barnabas
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1. Alapok

Emlékeztetd

A komplex szamok struktirajat ugy kapjuk, hogy az R? valds szampéarok hal-
mazan értelmeziik a kovetkezd miiveleteket:

o dsszeadds: (a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az,b1 + b2),
o szorzds: (a1,b1) - (ag,bs) = (aras — biba, a1bs + bras).

Legyen 0 = (0,0) és 1 = (1,0). Belathato, hogy ezekkel a miveletekkel és ezzel
a két kijelolt elemmel R2-en a valés szamokéhoz nagyon hasonlé struktiirat,
egy test-et kapunk (lasd Appendix). Ezt nevezziik a komplex szamok testének,
jelslésben: C. Vagyis ugyanarrél a halmazrél (R?) van sz6, csak miiveleteket
asszocidlunk hozza. A + hasznalata nem okoz félreértést, mivel ugyanazt a
mtveletet jeloli R2-ben és C-ben.

Osztas: ha (az,b2) # (0,0), akkor

(a1,b1) _ (a1a2 +biby biag — alb2)
(0,2, bg) a% + b% ’ CL% + bg

Legyen i = (0,1). Ekkor
i =(0,1)-(0,1) = (~1,0) = —(1,0) = —1.

Az {1,i} halmaz bézis R%-ben, ezért minden (a,b) € R? egyértelmten felithato
az
(a,b) =al +bi

alakban. Ehelyett az egyszeriibb a + bi jelolést fogjuk hasznalni. Egysze-
riisitésiinkkel egy azonositas is adodik: minden a € R-nek megfeleltettiik (a, 0)-t,
specidlisan 1-nek 1-et. Ezzel az egyszertsitéssel formalisan minden a € R valos
szamra a = a + 0i = al + 0i € C vagyis feltehetjiik, hogy

R CC.

Informalisan az "x tengely" pontjait mostantol valds szamoknak tekintjiik. Ennél
valojaban sokkal tobbrdl van sz6: A C és R jelolések magukban foglalnak bi-
zonyos miiveleteket is. Kénnyen belathatd, hogy ha a most definalt miveleteket
megszoritjuk R(C C)-re, akkor a szokasos valés miveleteket kapjuk (lasd Ap-
pendix). Példaul ha a,b € R, akkor a megfeleltetést ~-el jelolve:

ab ~ (ab,0) = (ab — 00, a0 — b0) = (a,0) - (b,0).
Egy a + bi € C komplex szam wvalds és képzetes része:
Re(a + bi) = a, Im(a + bi) = b,

vagyis a + bi = (Re(a + bi),Im(a + bi)) = Re(a + bi) + Im(a + bi)i.

Hogyan szamoljunk ebben az a + bi alakban? Az imént definidlt miiveletek
ugy viselkednek, mintha az i = —1 szabaly felhasznédlasaval "értelemszertien"
szamolnénk az a + bi alaka "szamokkal". Példaul

(a1 + bll) . ((12 + bQZ) = aias + a1bai + biast + b1b2i2 =



ayas + (a1b2 + blaz)i — b1b2 = ((Llag — blbg) + (a1b2 + blag)i,

vagyis ha az (a1,b1) és (az,bs) pontokat felirjuk az 1,¢ bazisban a fenti egysze-
risitést alaklamazva és "értelemszertien" Gsszeszorozzuk Sket, akkor az (a1, b1) -
(az,b2) = (a1as — b1ba, a1by + brag) szorzat egyszertsitett felirasat kapjuk az 1,4
bézisban.

A tovabbiakban nem emlitjiik kiilon, hogy a komplex szamtest alaphalmaza
R2, igy példaul egy D C C halmaz értelemszertien egy D C R? halmaz.

Bevezetiink még két fiiggvényt:

o konjugdlds: a + bi = a — bi(= a + (=b)i),
o abszolit érték: |a + bi| = Va2 + b2.
Tudjuk, hogy ha z,w € C, akkor

ztw=7Zxw, w=ZwW,

I

és ha w # 0, akkor

Tovabba, hogy

2z =27, |ew| = |2||wl,
és ha w # 0, akkor
AL
wh ™ Juwl”

Az a + bi alakot a komplex szadm algebrai alakjdnak nevezziik. Ebben az
alakban minden alapmivelet konnyedén elvégezhets. Problémét a hatvinyozas
és a gyokvonas okoz.

Egy komplex szam trigonometrikus alakja:

a+bi =r(cosp+isiny),
amibdél latszik, hogy 7 = Va2 4 b2 = |a + bi| és tg o = 2. Vegyiik észre, hogy a

a
trigonometrikus alak nem egyértelmi ¢ valasztasa miatt. Ha példaul kikotjiik,
hogy ¢ € [0, 27) vagy ¢ € [—m, ), akkor mér egyértelmd a trigonometrikus alak.
Trigonometrikus alakban dsszeadni/kivonni nem igazan lehet. Szorozni/osztani,

viszont annal kénnyebben:

(r1(cos p1+isiney))- (ra(cos o +isinps)) = rira(cos(pr +p2) +isin(p1+p2)),
és ha r9 # 0, akkor

ri(cospr +isingr) 11 .
ro(cos s +isings) 7o (cos(p1 = o) +isin(ipr = @2)).

Ennek kovetkeztében hatvanyozni is nagyon konnyi ebben az alakban: han € Z,
akkor
(r(cosp +ising))™ = r™(cos(ny) + isin(nep)).
Minden z # 0 komplex szdmnak n darad n. gyoke van (n € NT). Trigono-
metrikus alakban:

)

k2 k2
T\‘/r(cosgo—l—isingp): W(COSL_F 71-—l—isini@_F ﬂ-)
n

ahol £k = 0,...,n — 1, vagy tetsz6leges n darad egymaést kovets természetes
szam.



C topolégiija

A komplex szdmok halmazan a topolédgiai fogalmak ugyanazok, mint R2-ben
(lasd Appendix). Pontosabban, ha a szokdsos modon definialjuk Sket a komplex
szamokon értelmezett abszolut érték segitségével, akkor ugyanazt a fogalmat
kapjuk, mint R2-ben, hiszen a komplex abszolit érték megegyezik az R2-beli
norméval (|| - ||).

Példaul egy U C C halmaz nyilt, ha

VueU3Te>0VzeC(lz—ul<e=2zel).
Sziikségiink lesz egy-két 1j topoldgiai fogalomra, ezeket R?-ben definialjuk.

1.1 Definicié. Egy X C R? halmaz 6sszefiiggs, ha nincsenek U,V C R? nyilt
halmazok, amikre:

e XCUUYV,
e XNU#D és XNV #0,
e XNUNV =40.

X utosszefiiggs, ha barmely két pontja dsszekithetd X -en belil haladé foly-
tonos gorbével, vagyis minden a,b € X-hez létezik f : [0,1] — X folytonos
fiigguény, hogy f(0) =a és f(1) =b.

X poligonosszefliggs, ha bdrmely két pontja dsszekdthetd X -en belil halado
tordttvonallal, vagyis minden a,b € X-hez létezik f : [0,1] — X folytonos figg-
vény, hogy f(0) =a, f(1) =0 és f véges sok pont kivételével differencidlhatd és
két ilyen pont kozott a derivdltja dllando.

Vilagos, hogy a poligondsszefiiggéséghdl kovetkezik az utosszefiiggbség, visz-
szafelé pedig nem (pl.: kdrvonal). Ha X C R? nyilt, akkor az Osszefiiggdség
definicioja leegyszertis6dik: X pontosan akkor Osszefiiggs, ha nem &ll el§ két
nemiires diszjunkt nyilt halmaz uniojaként.

1.2 Feladat*. Bizonyitsa be, hogy az utosszefiigg6séghdl kovetkezik az Gssze-
fiiggGség.

Visszafelé nem igaz, példaul belathato, hogy a

{(0,0)} U {(m,sin%) ze (0,1)} C R?

halmaz Gsszefiiggs, de nem utosszefiiggs.

feltenni, hogy U NV = (), vagyis, hogy az igy kapott, els6 ranézésre gyengébb
(Mieért is?) fogalom ekvivalens az GsszefiiggGséggel.

1.4 Definicié. Egy nemiires D C R? halmaz tartoméany, ha nyilt és dsszefiiggd.
Nyilt halmazok esetében az Gsszefiiggség kiillonbo6z6 verzidi ekvivalensek:
1.5 Tétel. Egy D C R? nemiires nyilt halmazra a kévetkezék ekvivalensek:

o D dsszefiiggd, vagyis tartomdny,



e D 1tdsszefiiggd,
e D poligondsszefiiggd.

1.6 Definici6é. Egy X C R? tartomdny egyszeresen Osszefiiggd (1-Osszefiiggs),
ha minden X -beli v : [0,1] — X folytonos zdrt (v(0) = (1)) gorbe folytonosan
pontrahiizhate X -en beliil, vagyis létezik egqy p € X és egy H : [0,1]> — X
folytonos fiigguény, hogy minden t € [0, 1]-re f(t,1) = ~(¢t) és f(¢,0) = p.

1.7 Feladat*. Bizonyitsa be, hogy minden konvex halmaz 1-&sszefiiggs.

Mivel egy tartomény utosszefiiggs, ezért konnyen meggondolhatd, hogy az
1-0sszefiiggs, akkor minden p € X-hez létezik egy megfelel H.

Belithato, hogy egy X C R? pontosan akkor 1-Gsszefiiggd, ha X folytonosan
pontra hizhat6 X-en belill, vagyis ha egy (tetszbleges) p € X-re létezik H :
X x [0,1] — X folytonos fliggvény, hogy minden z € X-re f(z,1) = x és
f(x,0) =p.

Sorozatok és sorok C-ben

Egy komplex sorozat hatarértékét definialjuk a szokisos, R?-beli médon vagyis
(komplex jelolésekkel): z, — z vagy lim z, = z pontosan akkor, ha

Ve>03noeNVn>nglz, — 2| <e

Egy komplex sorozat konvergens, ha létezik (komplex) hatarértéke, kiilonben
divergens.

Ismét megjegyezziik, hogy a komplex abszolut érték megegyezik az R2-beli
normaval, ezért ez a definici6 tényleg a szokisos R2-beli konvergenciat adja: ha
Zn = Gn + byt és 2 = a + bi, akkor

z2n — 2z <= (an,bn) — (a,b).

Koréabbi tanulményainkbél mér tudjuk, hogy (a,,b,) — (a,b) pontosan akkor,
ha a, — a és b, — b. Mas szdval komplex sorozatok hatarértékének meg-
hatarozasahoz csak a klasszikus (valds) sorozatoknal megismert technikakat kell
alkalmazni.

A sikbeli sorozatoktdl eltéréen most beszélni fogunk oo hatarértékrdl is.

1.8 Definicié. Egy z, komplex sorozat végtelenhez tart, jeldlésben lim z,, = oo
vagy z, — 00, ha |z,| — oo, vagyis

VKeRIngeNVYn>ng |z, > K.

Komplex sorozatokra minden R2-ben megismert tétel értelemszerten le-
fordithato. Példaul:

1.9 Tétel. Ha z, egy korldtos (komplex) sorozat, vagyis létezik egy K, hogy
minden n € N-re |z,| < K, akkor van konvergens részsorozata.

1.10 Tétel. (Cauchy Kritérium) Egy z,, sorozat pontosan akkor konvergens, ha
Cauchy-sorozat vagyis

Ve>03dng e NV k,m>ng |2k — zm| <e.



Ami kevésbe trividlis, hogy a miiveleteket is megtartjak a komplex sorozatok
limeszei. A probléméat az okozhatna, hogy 4j mtveleteket definisltunk RZ-en
(szorzas és osztas). Azonban az eredeti, valos sorozatokra vonatkozo bizonyitas
lemasolhato.

1.11 Allitas. Ha 2z, — z és w, — w (z,w € CU{oc}), akkor
(zn T wy) — 2+ w és zyw, — zw,

ha ez értelmes, vagyis nem oo £ oo illetve co - 0 vagy 0 - oo alaki, tovdbbd ha
w # 0, akkor

Zn z

Wy, w’

ha nem 22 alaki.
Vegyiik észre, hogy a co + 0o most nem értelmezhets! Példaul komplexben

n—00és —n—o00,den—n=0—0;n?— ocoés —n — 00, de n? —n — oo.
Lassunk egy-két példat:

. 2 . 2 . S A2
1) lim 2= = oo, mert || = l ntn | oo
2.) lim:¢™ nem létezik, mert az " sorozat elemei 1,7,—1,—4,1,.... Vagy

mésképpen " nem Cauchy-sorozat, mert példaul ¢ = 1-hez nincsen kiiszdbin-
dex.

. n+i 1 1+Ti1_l__'
3.) hmHm—hm%H—i— i.

1.12 Feladat. lim 1fni =7

n2+4i

1.13 Feladat. lim (%)n -9

1.14 Feladat. lim i35 —?

n2—n2i

1.15 Feladat. lim (%)n =?

1.16 Feladat. lim (% + @2)” =?

C-beli sorok Osszegét ugyanigy értelmezziik, mint a valés esetben, visszave-
zetjiikk sorozatok hatarértékére.

o0

1.17 Definicié. Ha z, egy sorozat és w € CU{o0}, akkor >  z, = w pontosan
n=0

akkor, ha lim(zg + ... z,,) = w.

n=0
ben divergens. A sorokra vonatkozo valosbol megismert, rendezést (pl.: pozitiv
tagll sorok vagy majorans/minorans kritérium) nem tartalmazo tételek itt is
trividlisan igazak. Példaul:

o0 &)
1.18 Tétel. Ha > 2z, = z € CU{o0} és Y w, = w € CU {oo}, akkor

n=0 n=0

> (2n £ wn) =zt w, ha nem co + oo alaki.
n=0



oo}
1.19 Tétel. (Cauchy Kritérium) > z, pontosan akkor konvergens, ha minden

n=0
k
€ > 0-hoz létezik ng € N, hogy minden k > m > ng esetén | >, z,| <e.
n=m-+1

o0

Bizonyitds. Jelolje s, = zo + -+ + 2z, a sor n. szeletét. A > z, sor pontosan
n=0

akkor konvergens és Osszege z, ha s, — z. Ez a 1.10 Tétel szerint pontosan

akkor teljesiil, ha minden e¢ > 0-hoz létezik ngy, hogy minden k,m > ng-ra
k

|sk — sm| < €. Vilagos, hogy ha k > m, akkor sy — s = Y,  2zn. O
n=m-+1

(oo} o0

1.20 Tétel. Ha a > z, sor abszolit konvergens (vagyis a > |z,| sor konver-
n=0 n=0

gens), akkor konvergens.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy a > z, sor kielégiti a 1.19 Tétel feltételét. Legyen
n=0

o0
e > 0 fix. Mivel a > |z,| sor konvergens, ezért a 1.19 Tétel szerint létezik
n=0

k

PORNEA

n=m-+1

k
> 1|Zn|

n=m-4

ng, hogy minden k£ > m > ng-ra < e. Ha k > m > ng, akkor

k

Zzn

n=m-+1

< €. O

k
< Z ‘Zn|:

n=m-+1

Egy példa: Ha |z| < 1, akkor

1

o

E z"zl ,
—Z

n=0

o+l .
mert a sor n. szelete, 20 + 21 4 4 2" = 12— és 2" — 0, hiszen [2"T!| =

|z[" T — 0.

1.21 Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha z nem negativ egész szam, akkor

- 1 1
;(z+n)(z+n+1) Tz

Komplex fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

Egy D C C halmazon értelmezett f : D — C fiiggvény adott pontban vett
hatarértékeét illetve folytonossagat értelmezziik a szokasos, R2-beli modon.

1.22 Definicié. Ha f: D — C és zg € D' torléddsi pont, akkor lim f = w € C
20
pontosan akkor, ha
Ve>036>0VzeD (0<|z—2| <d=|f(z) —w|<e),
€s ha zo € D, akkor f folytonos zg-ban, ha

Ve>03d>0Vz€e€D (Jz—2| <d=1|f(2) — f(z0)] <€)



Ez tényleg a szokasos R2-beli hatarérték illetve folytonossag definicidja, hi-
szen a komplex abszoltt érték megegyezik az R2-beli normaval, igy mint a soro-
zatok esetében, komplex fiiggvények hatarértékének kiszamitasaban is a tobb-
valtozos analizisben megismert mddszerek alkalmazhatok.

Egy f: D — C fiiggvény persze f : D — R? fiiggvény. Ekkor f koordinata-
fiiggvényeit jeliljik u,v-vel, vagyis u,v : D — R és minden (z,y) € D-re
flz,y) = (u(z,y),v(x,y)), vagy rovidebben f = (u,v). Vilagos, hogy ha f-et
komplex fiiggvénynek tekintjiik, akkor az

f=u+iv

jelolést alkalmazzuk.
Alkalmazva a tobbvaltozos analizisbél jolismert tételeket: ha zg € D', akkor

Jlim f <= (Flimu A 3 limv),
20

zZ0 zZ0
és ekkor (komplex jelolésekkel)
lim f =limu 4+ ¢ limwv.
Z0 zZ0 Z0

Tovabba, ha zy € D, akkor f pontosan akkor folytonos zp-ban, ha u és v is
folytonos zg-ban.

Mivel egy tartomanynak minden pontja torlédasi pontja, ezért ha D C C
egy tartomény és f : D — C, akkor f pontosan akkor folytonos egy zy € D
pontban, ha

hzfonf = f(2o0).

Mint a sorozatokndl, most is kiilén meg kell emliteniink, hogy értelmezziik
alimf=o00,alimf=weCésalimf = oco fogalmakat is.
z0 (o) o

1.23 Definicié. Legyen D C C és f : D — C. Ekkor

e ha zg € D', akkor lim f = oo pontosan akkor, ha lim|f| = +oo (valds
zZ0 zZ0

értelemben), vagyis
VKeRII>0OVzeD (0<|z—2| <d=|f(2)]>K);

e ha oo € D', vagyis D nem korldtos és w € C, akkor lim f = w pontosan
o0
akkor, ha

Ve>03dKeRVYzeD (Jz| > K= |f(2) —w| <e¢);

e ha oo € D', akkor lim f = oo pontosan akkor, ha
VEKieRIK,eRVYzeD (Jz] > Ko = |f(2)] > Ky).
Természetesen az Atviteli Elv is igaz marad komplex esetben. (Vegyiik észre,

hogy ez csak a oo-t tartalmazé esetekben Gjdonsag, egyébként csak az R2-beli
Atviteli Elv leforditasa komplex jeldlésekkel.)



1.24 Tétel. (Atviteli Elv) Legyen D C C, f : D — C és z9 € D'. Ekkor
limf = w € CU{co} pontosan akkor, ha minden z, € D\{zy} sorozatra, ha
20

Zn — 20, akkor f(z,) — w.

Most is igazak maradnak a valésbél megismert miivelettartast allito tételek,
az 1.11 Allitas fiiggvényekre vonatkozo véltozata a kdvetkezd:

1.25 Allitas. Ha f,g: D — C, zp € D', lim f = w; és limg = wy, akkor
z0 Z0
lim f+ g = w; £ ws és lim fg = wyw,,
z20 Z0

ha ezek értelmesek, tovdbbd ha wq # 0, akkor

. f_w
im= = —,
z0 g w2
ha értelmes.
Egy-két példa:
1.) lién‘ziz‘:oo,mert |%‘:%:%:ﬁ—>oo,haz—>0.
. +i o qs +1 . 1 1 _ 3
2) lim 5 =lin it = lim =5 = =5 = &
R P T - I
3.) lgongz_z; = lim g ===0.
= &) i
4.) liéni nem létezik, mert lién (—1) =1, de li(r)n (Z) = —1 és alkalmazzuk az

Atviteli Elvet.

1.26 Feladat. lim 2 =7, lim@ =7
0o * 0o

1.27 Feladat. lim Ziﬁ =?
1

p =

1.28 Feladat. lim 4= =7
o0

1.29 Feladat. Legyen f mindenhol folytonos és f(z) = Z8E) ha » £ 0.

2|

Hatarozza meg f(0)-t.

Emlités szinten kitériink a komplex fiiggvénysorokra. Adott D tartomanyon
o0
értelmezett f, : D — C fiiggvények esetén a > f, fliggvénysor
n=0
o0
e konvergens D-n, ha minden z € D-re a Y f,(z) sor konvergens,
n=0

e egyenletesen konvergens D-n, ha konvergens, dsszegfiiggvénye f és minden
€ > 0-hoz létezik N, hogy minden m > N-re és z € D-re

\lefn(z) )| = | 3 )| < e
n=0 n=m
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Akarcsak a valds esetben, komplexben is igaz, hogy folytonos fiiggvények egyen-
letesen konvergens soranak Osszegfiiggvénye folytonos. Tovibba a Weierstrass

o0
Kritérium is igaz, vagyis ha > f, egy fiiggvénysor, minden n-re |f,| < a, és a

n=0

o0
> ay sor konvergens, akkor a fiiggvénysor egyenletesen konvergens.
n=0

11
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2. Differencialhatésag

Komplex differenciadlhatésag
Az alapfelallas:
D C C egy tartomany és f: D — C egy fiiggvény.
Ezt a tovabbiakban nem kotjiik ki kiilon, mindig feltessziik.

2.1 Definicié. Az f figgvény differencidlhaté a zg € D pontban, ha létezik a
lim f(2) = f(20)

20 zZ— 20

eC

hatdrérték. Ekkor ezt f'(z20)-al jelolyik.

A D minden pontjiban differencidlhato fiigguényeket D-n regularis vagy ho-
lomorf fiiggvényeknek nevezziik, halmazukat O(D)-vel jeloljik.

A C minden pontjiban differencidlhaté figguényeket, vagyis O(C) elemeit
egészfliggvényeknek nevezzik.

Példaul, ha n € N, akkor az f(z) = 2" fiiggvény differencidlhaté minden
pontban és f’(z) = nz"~!. Ennek bizonyitasa a valés eset sz6 szerinti 4tirdsa:
Az n = 0 eset trivialis. Ha n > 0, akkor

n n

2" —z

/ - 0 _ 1 -1 —2 —2 -1 -1

f'(z0) = lim =lm(z"" 2" 0+ 2] 2T ) =nl T
20 Z— 20 20

2.2 Allitas. Ha f differencidlhaté zo-ban, akkor ott folytonos is.
Bizonyitds. Mivel f(z) = f(z0) + (f(2) = f(20)) = f(z0) + LE2=LEL (2 — ),

ezért o
f(z) = f(20)

lim f = f(z0) + lim
20 20 Z— 20

f(2) = f(z0) lim(z — 29) = f(20) + f'(20)0 = f(20).

Z — 20 20

(z—20) =

f(z0) + liZm
O

A kovetkezd tételt mutatja, hogy a differencidlési szabalyok ugyanazok, mint
az egyvaltozos valos esetben. A tétel bizonyitdsa most is a valos eset analdgiaja,
ezért elhagyjuk.

2.3 Tétel. Ha f és g differencidlhaté zg-ban és ¢ € C, akkor cf, f+g és fg is
differencidlhatoé zo-ban, és teljesiilnek a kovetkezdk

e (cf)(20) = cf'(20),
e (f£9)(20) = f'(20) £ ¢'(20),
* (fg9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20),

13



tovabbd, ha g(z9) # 0, akkor 5 is differencidlhato zy-ban és

(i>'(z ) I'(z0)g(z0) = f(z0)g/(z0)
o (9(20))2 '

Ha g differencidlhato zo-ban és f differencidlhaté g(zo)-ban, akkor f o g is dif-
ferencidalhato zo-ban és

(fo 9)/(20) = fl(g(zo))gl(zo>-

Az inverz fiiggvény differencidlhatosédgara vonatkozo, a valos esettel analog
komplex tétel:

2.4 Tétel. Ha az f : D — C fiiggvény differencidlhato a zg € D pontban és
f-nek létezik inverze (vagyis [ injektiv), ami értelmezve van eqy f(zo) korili
kérlapon, tovdbbd f'(z9) # 0 és f~1 folytonos f(zo)-ban, akkor f~1 differencidl-
haté f(zp)-ban és
1
—1y\/

Megjegyezziik, hogy a valos esetben sziikséges rengeteg feltétel nagy része
elhagyhat6 komplex esetben: Ha f reguléris és injektiv D-n, akkor f(D) is egy
tartomany és f~! regulédris f(D)-n. Ennek a tételnek a bizonyitdsa meglepGen
bonyolult, mi nem foglalkozunk vele.

Felhasznalva, hogy 2" regularis kapjuk, hogy minden komplex polinom,
vagyis az

fR)=az"+ - +a1z+ ao

alaku fiiggvények (a; € C) is regularisak; és minden komplex racionalis tort-
fiiggvény:
anz" + -+ a1z + ag
fl2) = —
is regularis értelmezési tartomanyan.
Lassunk egy-két példat nem differencialhato komplex fiiggvényre:

1.) f(z) =z sehol sem differencialhato, mert

. Z— 2 . 22— 20 . Z
lim = lim = lim —.
Z0o 2 — 2 z0 Z— 2 0 z

Korabban mar igazoltuk az Atviteli Elv felhasznalasaval, hogy ez a hatarér-
ték nem létezik. Gondolkodhatunk masként is: attréve trigonometrikus alakra
(polarkoordinatakra) kapjuk, hogy tovabb egyenld

lim rcos(=¢) + zls¥n(—g0)) = lim cos(—2¢) + isin(—2y),
r—0  r(cosp + isinyp) r—0

ami nem létezik.

2.) f(z) = |#| sehol sem differencialhato, mert O0-ban a valos iranybol = valos

paraméterrel:
i P00 gl
0 z — 0 x—0 I

)
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amirdl tudjuk, hogy nem létezik (jobbrdl +1, balrél —1). A zg = xg + yoi # 0-
ban valés iranybol (y = yo):

ozl =zl @4 yed)l = lwo+yoil L VaR+ud — Vad + 3
lim —— = lim - — = lim )
o 2 — 29 z—zo (T + yoi) — (o + yoi)  z—=o T — xo

ami /22 + y2 + /22 + y2-vel bévitve tovabb egyenls

i (2* +y3) — (25 + 5 _ lim T + 2o _
w0 (2 —20) (Va2 +y3 +Vag +y3) T a2+ yg 4 Vag + g
xo + X Zo

VEAR+ VLR VR tR

Hasonl6an meggondolhato, hogy képzetes iranyboél (x = xo):

Lol _ ot gl o+l _
20 Z— 20 y—vo (xo +yi) — (xo + yoi) A /3;‘(2) + yg

Ha z¢ + iyo # 0, akkor

Lo Yo tehat |z| nem differenciadlhato
, Ve T &
o + 1yo-ban.

Cauchy-Riemann egyenletek

Mit mondhatunk az u,v : D — R val6s fiiggvényekr6l, ha az f = u+iv: D — C
komplex fliggvény differencidlhaté egy zp = xg + yoi pontban?

(%) = lim f(2) = f(20) — lim u(z,y) +iv(z, y? — u($07y0) — (20, Y0)
20 Z =20 (%0,y0) T+ 1y — To — Wo

lim U(Z‘,y) _u(manO) —‘r’L(’U(Jf,y) _’U(x07y0))
(z0,y0) x —xzo+1i(y —yo)
Ha y = yg, vagyis a valos tengely irdnyabol:

f/(Zo) — lim (u(x,yo) — u(z0, Yo) + iv(%yo) - U(xo,yo)) _
xo Tr — X T — X0
lim U((E,yo) - U({E(),yo) +ilim U(xvyO) - U(xo,yo) _ u;(xo’yo) +iU;(1'0,y0)»
o r — X zo r — X

Hasonlban, ha x = z¢, vagyis a képzetes tengyely irdnyabol:

f'(20) = —iuy, (o, yo) + vy, (0, yo) = v, (w0, Yo) + i(—uy (w0, Y0)).
Ezt az észrevételt fogalmazzuk meg tétel formajaban is.

2.5 Tétel. Ha f =u+iv: D — C és f differencidlhaté zg € D-ben, akkor u
€s v parcidlisan differencidlhaté a zo-pontban és teljesil:

f'(20) = uy(20) + vy (20) = vy (20) + i(—uy(20)),
vagy mdsképpen

f'(z0) = iy (20) + i(—uy (20)) = vy (20) + 5, (20)-
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A tétel mar mutatja, hogy mennyire specialis egy fliggvény komplex diffe-
rencidlhatosaga, hiszen példaul egy pontbeli derivaltja kifejezhets kiilon-kiilon
mindkét koordinédta-fiiggvényével.

Tobbet is mondhatunk u és v differencidlhatosagarol.

2.6 Tétel. Ha f =u+iv: D — C és f differencidlhaté zg-ban, akkor u és v
differencidlhato zo-ban.

Bizonyitds. Akircsak az egyvaltozos valos esetben, most is kénnyen belathato,
hogy egy f: D — C fiiggvény differencidlhatosaga egy zo € D pontban ekviva-
lens azzal, hogy létezik egy r., : D — C fliggvény és egy A € C (ez lesz f'(z0)),
hogy minden z € D-re

()

f(2) = f(z0) + A(z — 20) + 12, (2) és 121237 @ _ g,

= 0, vagyis liZm ] =

0

Masképpen: létezik egy A € C, hogy
lim f(z) = (f(20) + A(z — 20))

=0.
20 |Z—Zo|

Ha f = u + iv akkor az utolsoba helyettesitve (2o = zo + yo?) kapjuk hogy
u(z) + v(z) — (u(z0) + iv(z0) + A(z — 20))

lim =
z0 |z — zo]

lim u(z,y) +iv(z,y) — (u(zo,yo) + 1v(z0, yo) + A((x — 20) + (¥ — y0)i))
(0-50) [(z —20) + (v — yo)i
A=a+bi(=Re(f'(20)) + Im(f'(20))i) jeloléssel:

=0.

A((z — o) + (y — v0)i) = (a(z — w0) — by — vo)) + (a(y — yo) + b(z — x0))i =

(a,=b)(z — w0,y — yo) + (b, a)(x — z0,y — Yo)1,

ahol vektorok egymés mellé irdsa most természetesen skalaris szorzast jelent. A
fenti limesz valos illetve képzetes része:

u(@,y) — (u(zo, yo) + (@, —b)(z — 0,y — yo))

lim =0,
(0,y0) V(@ —20)? + (y — y0)?
lim ’U(CL’,y) - (0(1'072/0)+(b7a)(x_x03y_y0)) =0
(z0,90) V(@ —20)2 + (y — yo)? ’
vagyis u és v differencidlhatok zp-ban. O

A 2.6 Tétel bizonyitasabdl persze ismét latszik, hogy f'(z0) = ul(z0) +
i(—uy(20)) = vy (20) +i(v(20)), hiszen f'(z0) = a + bi jeloléssel a bizonyitas
végebdl grad u(zg) = (a, —b) és grad v(zg) = (b, a).

2.7 Definicié. Adott u,v : D — R fiigguvények esetén azt mondjuk, hogy u és
v kielégiti a Cauchy-Riemann (CR) egyenleteket zy € D-ben, ha parcidlisan
differencidlhatok zo-ban és eleget tesznek a kdvetkezd egyenleteknek:

o uy(20) = vy(20),

e uy(20) = —v(20)-
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A 2.5 és a 2.6 Tételek (vagy csak a 2.6 Tétel és a bizonyitdsa utani meg-
jegyzés) egylitt azt allitjak, hogy ha f = u + iv differencidlhatéd zg-ban, akkor u
és v is differencidlhatok zp-ban és kielégitik a CR-egyenleteket zo-ban.

Ennek segitségével mar sok esetben kdnnyen meg tudjuk mutatni egy fiigg-
vényrdl, hogy nem differencialhato egy pontban. Peéldaul: f(z) = Z esetén
u(z,y) = v és v(w,y) = —y, igy uy, = 1 # —1 = v, ezért f egyetlen pontban
sem differencialhaté.

Mi a helyzet visszafelé? Vagyis az, hogy u és v differencidlhatok és kielégitik
a CR-egyenleteket egy pontban elég-e f differencialhatésagéhoz az adott pont-
ban? A valasz igen, vagyis f adott pontbeli differencidlhatosagira sziikséges
és elégséges feltételt kaptunk. Ennek bizonyitdsa egyszertien a 2.6 Tétel bi-
zonyitasanak "forditott leirasa".

2.8 Tétel. (Osszefoglald) Legyen f = u+iv : D — C és 29 € D. Ekkor
f pontosan akkor differencidlhatd zg-ban, ha u és v differencidlhatok zg-ban és
kielégitik a CR-egyenleteket zy-ban.

Felhasznalva a tobbvéltozos valds analizisbdl ismert elégséges feltételt pont-
beli differencialhatosagra, kapjuk a kovetkezdt.

2.9 Kovetkezmény. Ha f =u+iv: D — C, z9g € D, zy eqy kirnyezetében
u €s v parcidlisan differencidlhatok, zg-ban a parcidlis derividltjaik folytonosak,
tovabbd kielégitik a CR-egyenleteket zo-ban, akkor f differencidlhatd zo-ban.

Lassunk egy példat. Mely pontokban differencialhaté az f(z) = 2%z + 22
fliggvény?
fla+yi) = (z - yi)(z - yi)(z +iy) + (2* — y* + 2ayi) =
(z—yi) (22 + %) + (2% =9 + 2zyi) = (23 +xy?) —i(2Py+9°) + (2% — 9 + 2zyi) =
(23 + 2% + zy® — y?) +i(—y® — 2%y + 22y).
Vilagos, hogy u és v mindenhol differencidlhato. u/, = 322 + 2z + 32, Uy, =
2xy — 2y, v, = —2xy + 2y és v, = —3y? — 22 + 22.
2

), = v, azt jelenti, hogy 3z* 4 2z +y* = —3y* — 2 4 2z, amib6l 22 = —y?,
vagyis x =y = 0;

u’y = —v!, azt jelenti, hogy 2zy — 2y = 2xy — 2y, ami azonossag.

Kaptuk tehat, hogy u és v a CR-egyenleteket csak 0-ban elégitik ki, igy f csak
0-ban differencidlhat6. f sehol sem regularis, mert nincsen olyan tartomany,
melynek minden pontjaban differencidlhaté.

2.10 Feladat. Bizonyitsa be a CR-egyenletek segitségével, hogy az f(z) = |z|
fliggvény sehol sem differencialhato.

2.11 Feladat. Hol differencidlhaté az f(z) = z|z| fiiggvény?
2.12 Feladat. Hol differencidlhaté az f(z) = z + i|z| fuiggvény?

A CR-egyenletek kévetkezményei

A kovetkezd tétel jolismert a tobbvéltozos valds analizisbol.

2.13 Tétel. Ha D C R? egy tartomdny, u : D — R differencidlhaté D-n és
gradu = (0,0), akkor u konstans D-n.
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2.14 Tétel. Ha f € O(D) és f' =0, akkor [ konstans D-n.

Bizonyitds. Mivel f' = u}, + v, = v, +i(—uy), igy u), = uy, = v, = v, =
Tovabba a 2.6 Tétel miatt u és v differencialhatdo D-n, ezért alkalmazva a 2.13

Tételt kapjuk, hogy u és v konstans D-n, igy f is konstans D-n. O

2.15 Koévetkezmény. Ha f =u+iv: D — C, f € O(D) és vagy u =0 (f
tisztdn képzetes értéki) vagy v =0 (f valds értéki), akkor f konstans D-n.

Bizonyitds. Csak az elsg allitast bizonyitjuk, a masodik bizonyitasa analég. Mi-
vel u = 0, ezért u;, = uy, = 0, igy f' = uj, +i(—uy) = 0. Alkalmazva a 2.14
Tételt kapjuk az allitast. O

2.16 Kovetkezmény. Ha f,f € O(D), akkor f (és igy f is) konstans D-n.

Bizonyitds. Mivel f + f = 2u és f — f = 2iv, ezért ezekre alkalmazva a 2.15
Kovetkezményt kapjuk, hogy u és v konstans D-n, igy f is az. O

2.17 Kovetkezmény. Ha f € O(D) és |f| konstans D-n, akkor f is konstans
D-n.

Bizonyitds. Ha |f| = 0, akkor f = 0. Ha |f| = ¢ # 0, akkor mivel ¢? = |f|? =

ff, ezért f = < is reguléris D-n. Alkalmazva a 2.16 Kovetkezményt kapjuk az
allitast. 0
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3. Hatvanysorok

Hatvanysorok alaptulajdonsagai

egy komplex sorozat és zy € C, akkor a

o0
Z an(z — 20)"
n=0

fiiggvénysort zg kozépponti (komplex) hatvanysornak nevezzik. Ennek konver-

genciasugara:
1

R=—— .
limsup {/|a,|

Ha 2o € C és € > 0, akkor (mint R2-ben)

S(z0,6) ={2€C:|z— 2| <€}
a zg kOzéppontu e sugara nyilt korlap illetve

B(zp,e) ={z€C: |z — 2| < ¢}

a zg kOzéppontu e sugaru zart korlap a komplex sikon. A kovetkezd tétel a
hatvanysorok valésbél megismert tulajdonsdgainak komplex megfelelGit foglalja
Ossze, bizonyitasa analog valos megfelelgjének bizonyitaséval.

o0

3.1 Tétel. Legyen > an(z — 20)" egy (komplex) hatvanysor, melynek konver-

gencia sugara R > 0. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk:

o0

o > an(z—20)" abszolit konvergens az S(zo, R) nyilt kérlapon (vagyis an-
n=0
nak minden pontjiban), minden kisebb S(zp,7), 0 < r < R kérlapon egyen-
letesen konvergens és a B(zp, R) zdrt korlapon kivil divergens. Vagyis
ha K C C a hatvdanysor konvergencia halmaza, akkor S(zp,R) C K C

B(Zo,R).

[e.e]
o Az f(2) = > an(z—20)" fiigguény reguldris az S(zq, R) nyilt kérlapon és
n=0

minden z € S(zo, R)-re
f(z) = Z ann(z — 29)" L.
n=1

(Vagyis a hatvdinysorokat tagonként lehet derivdlni.) Tovdbbd a derivdlt

hatvdnysor konvergenciasugara megegyezik az eredeti hatvanysor konver-

genciasugardval. Természetesen ebbdl azt is megkaptuk, hogy [ tetszd-

legesen sokszor differencidlhato S(zg, R)-en.

e Minden n € N-re a,, = f(n:l(!z‘]) , 19y ha egy fiiggvény egy nyilt kdrlapon hat-
vdnysorba fejthetd (a korlapon egyenld egy hatvdnysor dsszegfiigguényével),
akkor a hatvdnysor egyiitthatoi egyértelmiek.
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Egyenlére még nem lattunk példat a valos esetben eléforduld "kellemetlen"
kivételekre, vagyis példdul olyan fiiggvényre, ami csak egyszer differencidlhato
egy tartomanyon, vagy, bar tetszéleges sokszor derivalhaté egy pont koriil, még-
sem fejtheté hatvanysorba (vagy R = 0, vagy nem allitja el§ a fliggvényt a
Taylor-sora). Késébb latni fogjuk, hogy ilyen példak komplexben nincsenek is!
Vagyis ha egy fiiggvény egy tartomanyon differencialhato, akkor ott tetszéle-
ges sokszor is differencidlhato, és Taylor-sora a lehetd legnagyobb kérlapokon
elgéllitja a fliggvényt.

Hatarozza meg a kovetkezs hatvanysorok kozéppontjat és konvergenciasu-
garat, tovabba adjon meg egy pontot a konvergenciakor hataran, melyben a
hatvanysor divergens.

3.2 Feladat. Y i"(z —14)"™.

n=0

o0 L Nn
3.3 Feladat. ) "3(227}71)
n=0 ’

3.4 Feladat. Z—:o (171‘)(17;:)»--(17m‘)'

Az exp és log fiiggvények

Els6 és egyik legfontosabb példank:

oo n

exp(z) = Z %

n=0
Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara:

1
R=—— " —lim Vn! = +o0,

. 3 1
limsup { H}

vagyis exp egy egészfiiggvény, exp € O(C). Osszefoglaljuk ennek a fiiggvénynek
a tulajdonséagait.

3.5 Tétel. Az exp fiigguényre teljesiilnek a kovetkezok:
a) VzeRCC exp(x)=e?,

(
(b

exp’ = exp,

)
)
(c) V¥ 21,22 € C exp(21 + 22) = exp(21) exp(22),
(d) ¥ z,y € R exp(z + yi) = e”(cos(y) + isin(y)),
)

(e) exp 2mi szerint periodikus (és ez a "legkisebb” periddus), vagyis
V z,w € C (exp(z) = exp(w) <= IFk€Z z—w=k2mi),

(f) V z € C exp(z) # 0.
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Bizonyitds. (a): Trivialis, hiszen a komplex miveletek valos szamokra a szokésos
valés eredményt adjak, és egy valds sorozat hatarértéke komplex értelemben
ugyanaz a szam mint valds értelemben.
(b): A 3.1 Tétel szerint
— oo n—1 oo

exp’( Z Z:l ﬁ = Z:O % = exp(z).

(c): Fix a € C-re legyen f(z) = exp(z) exp(a — z) egészfiiggvény. Ekkor

f'(z) = exp’(2) exp(a — 2) + exp(z) exp'(a — 2)(=1) =

exp(z) exp(a — z) — exp(z) exp(a — z) = 0,

igy a2.14 Tétel szerint f = ¢ € C. Miez a konstans? ¢ = f(0) = exp(0) exp(a) =
exp(a). Igy minden a, z € C-re exp(z) exp(a — z) = exp(a). Alkalmazzunk ezt
az a = z1 + 29, z = z1 valasztéassal:

exp(z1) exp((z1 + 22) — 21) = exp(z1 + 22),

vagyis exp(21) exp(22) = exp(z1 + 22).
(d): Alkalmazzuk (a)-t és (c)-t:

i - n 0 ,L'2ny2n 0 Z-2n+ly2n+l
exp(z+yi) = exp(x) exp(yi) ( t , ) =
o o (2n)! o (2n + 1)!
0 2n+1
(0" o) = (cosly) + sin(y)).

n=0
(e): Alkalmazzuk (d)-t: ha z = x1 + iy; és w = xa + iys, akkor

exp(z) = exp(w) <= €"'(cos(y1) + isin(y1)) = €"2(cos(y2) + i sin(yz)).

Tehét exp(z) = exp(w) pontosan akkor, ha e® = e*2 és létezik k € Z, hogy
y1 = Yo+ k2w, azaz ha x1 = o és létezik k € Z, hogy y1 = y2+k27w. Masképpen:
JkeZz—w=k2m.

(f): Trivialis (d)-bol: e® # 0 és cos(y) +isin(y) # 0 (a cos és a sin egyszerre
sehol sem 0). O

Mostantoél altaldban exp(z) helyett a természetesebb e* jelolést hasznéljuk
komplex szamok esetén is, ami a 3.5 Tétel (a) pontja szerint nem okoz fél-
reértést. Az e + 1 = 0 illusztris egyenlet a 3.5 Tétel (d) pontjanak trivilis
kovetkezménye.

3.6 Tétel. Legyen E = {z € C: —w <Im(z) < w}. Ekkor az
exp | F:E—C

fiigguény bijekcic E és C\{0} kézétt, vagyis minden w € C\{0}-hoz létezik egyet-
len z € E, hogy exp(z) = w.
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Bizonyitds. Mivel E-ben nincsen z # w, amikre z — w = k2mi valamely k € Z-
vel, ezért az injektivitast a 3.5 Tétel (e) pontjabdl kapjuk. A 3.5 Tétel (f)
pontja szerint exp(z) # 0 egyetlen z-re sem. Mar csak azt kell belatnunk, hogy
a fliggvény sziirjektiv.

Legyen w € C\{0} tetszsleges. Definidljuk w argumentumdt:

arg(w) € [—m,m) és w = |w|(cos(arg(w)) + i sin(arg(w))).
Legyen log(w) = In(|w]) 4+ i arg(w) € E a w logaritmusa. Ekkor
exp(log(w)) = %D (cos(arg(w)) + i sin(arg(w))) =

|w|(cos(arg(w)) + isin(arg(w))) = w.

Vizsgaljuk meg a 3.6 Tétel bizonyitésa soran definialt
log : C\{0} — C

logaritmus fiiggvényt. Jelolje R~ (Ry) a 0-nél kisebb (egyenls) valés szamok
halmazat.

3.7 Tétel. A log fiigguény folytonos C\Ry -en, de nem folytonos a negativ valds
szamokban, vagyis R~ pontjaiban.

Bizonyitds. Legyen w € C\R, és € > 0 tetszoleges. Talalnunk kell egy 6 > 0-t,
hogy

Vs € S(w,5)\{0} log(s) € S(log(w),€).
Legyen d; > 0 olyan, hogy
(In(|w]) = 61, In(Jw|) + §1) x (arg(w) — 41, arg(w) + §1) C S(log(w), €).

Ilyet d;-et konnyen taldlhatunk, egyszertien arrél van szol, hogy egy log(w)
kozepti korlap tartalmaz log(w) kozepi négyzetet.
Az In fliggvény |wl|-beli folytonossaga miatt létezik egy 87 > 0, hogy

Vor >0 (Jlw —rl <d = |In(lw]) —In(r)| < d1).
Legyen
S ={s e C\{0} : ||w| — |s]| < ¢} és |arg(w) — arg(s)| < 1},

egy w koriili korgytri-szelet. Vilagos, hogy minden s € S-re log(s) € S(log(w), €),
vagyis log(S) C S(log(w), €).

Legyen ¢ > 0, olyan hogy S(w,d) C S. Ekkor § megfelels, vagyis log folyto-
nos w-ben.

Har € R™, akkor legyen a,, = |r|(cos(m—1)+isin(m—1)) és b, = |r|(cos(m+
L) +isin(r + 1)). Vildgos, hogy a, — r és b, — r. Azonban

log(as) = In(Jrl) + (7 - %) — tn(|r]) + i,

tog(bn) = In(lrl) +i( — 7+ ) — In(lr]) + i(~),

vagyis az Atviteli Elv miatt a log fiiggvény nem folytonos R~ pontjaiban. [
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A 2.4 Tétel alkalmazasaként kapjuk a kdvetkezét.
3.8 Tétel. A log figguény differencidlhaté C\R, minden pontjiban, vagyis
requldris C\Rg -n és minden w € C\R; -re
1 1

T dosw) T

log/ (w)

Most mar definiadlhatjuk a komplex hatvanyozast is. Ha w € C\{0} és z € C,
akkor legyen
w? = e? log(w).
Peéldaul:

L) (—1)F = eilos(-1) — ih)bim) _ gi*n _ oo,

2_) it = etlog(i) — piln(1)+i%) — ei2

=€

[N
[ME)

Trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények

sz 2

o 22n+1
sin(z) = ;(_1)nm,
cos(z) = ;}(—1)” o)’

Jelolésiink nem zavard, ugyanis valds z-kre a szokasos sin illetve cos fliggvénye-
ket kapjuk. Akéarcsak valdésban, mindkét hatvanysor konvergencia sugara +oo,
igy sin és cos egészfiiggvények.

3.9 Allitas. sin’ = cos és cos’ = — sin.

Bizonyitds. A 3.1 Tétel felhasznalaséaval:

e 2n e 2n
s o n z . n Z _
sin’(2) = ;:0(*1) (2n+ 1)m = ;:O:(*l) o cos(z).
A allitas masik fele teljesen hasonloan bizonyithato. O

3.10 Allitas. sin(z) = £ (e — %) és cos(z) = 1(e* + e %),

Bizonyitds. Most is csak az allitas elsé felét bizonyitjuk, a masodik bizonyitasa
teljesen hasonlo.

1, o L m (i) o= (i)™ 1 o= (i2)" — (—i2)"
27.(6 —c ):Z(Z(n? _Z(n!) ):ZZ%:

n=0 n=0 n=0
1 S P 1 e ZQn—Q—l e 22n+1
- -n 1— (-1 n\~_ _ 2-271+1 _ 21
2 n:o(l (=05 2@7;) Y @) T;)’ 2n+1)!
Z2n+1
= (=" Gn 1 = sin(2).
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3.11 Kovetkezmény. (Euler Tétel) e?* = cos(z) + isin(z).

A 3.10 Allitas segitségével mar konnyen igazolhatok a valosbol megismert
trigonometrikus Osszefiiggések komplexben, példaul:

sin(z £ w) = sin(z) cos(w) % sin(w) cos(z),
cos(z £ w) = cos(z) cos(w) F sin(z) sin(w),
sin?(z) + cos?(z) = 1.
3.12 Feladat. Bizonyitsa be ezeket az Gsszefiiggéseket.

Késébb latni fogjuk, hogy az ehhez hasonlé azonossiagok megmaradéasahoz
nincs is sziikség a komplexre kiterjesztett valds fliiggvény mélyebb ismeretére,
azonnal addédik az 5.18 Unicitas Tétel illetve a Permanencia Elv alkalmazésaval.

A 3.10 allitabol azt is megkaptuk, hogy sin és cos fiiggvények 27 szerint
periodikusak, ugyanis az e? fiiggvény 27i szerint periodikus, igy e’ 2m szerint.
Ez természetesen a legkisebb periodus is, mert valésban ez volt a legkisebb.
Ezeknek a fiiggvényeknek csak valos gyokei vannak, ugyanis a 3.10 Allitas és a
3.5 Tétel (e) részének alkalmazasaval példaul a sin esetében:

sin(z) =0 < e* = < Jke€Ziz— (—iz) = k2mi <
JkeZ z=km.

Meég tovabbi két fliggvényt definidlunk. A komplex hiperbolikus fiiggvények:

h(z) = (e ),

ch(z) = %(ez +e 7).

Ismét latszik, hogy valés szamokra az eredeti, valés hiperbolikus fliggvényeket
kapjuk. Az azonossagok most is igazak maradnak, példaul:

sh(—z) = —sh(z), ch(—z) = ch(z) vagy ch?(z) —sh?(z) = 1.
A 3.10 Allitas segitségével konnyen ellendrizhets a kovetkezd allitas.
3.13 Allitas. Minden z € C-re teljesiilnek a kovetkezdk:
e sh(iz) = isin(z) illetve sin(iz) = ish(z),
o ch(iz) = cos(z) illetve cos(iz) = ch(z).
3.14 Feladat. Bizonyitsa be a 3.13 Allitast.

3.15 Feladat. Oldja meg a sin(z) + cos(z) = 0 egyenletet.
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4. Vonalintegral

Gorbék a komplex sikon

A komplex sik gérbéi természetesen megfelelnek a valos sik gorbéinek. Ha a <
beRés~v:[ab — C, akkor v = = + iy alakba irhato, ahol z,y : [a,b] — R,
vagyis minden ¢ € [a, b]-re v(t) = x(t) + iy(t).

Ez a gorbe megfelel a v = (z,y) sikgorbének. Minden ~ gorbérdl feltessziik,
hogy folytonos, vagyis komplex megfogalmazéasban:

Vitela,b)Ve>036>0Vseab] (Jt—s| <d=|y(t)—v(s)| <e).

Mivel v egy korlatos zart halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, ezért a Heine
Tétel szerint v egyenletesen folytonos, vagyis

Ve>035>0Vs,teab] (Jt—s| <d=|y(t) —(s)| <e).
Egy vy =2+ iy : [a,b] — C gorbe
e zirt, ha y(a) = ~(b);
e cgyszert, ha nem metszi 4t magat, legfeljebb a végpontok képe azonos;

o differencidlhatd ty € [a, b]-ben, ha valos értelemben differencidlhaté to-ban
(komplexben a fogalom értelmetlen!), vagyis = és y is differencialhato ¢o-
ban.

Ha v = x + iy differencialhat6 to-ban akkor derivaltjara a

¥(to) = 2’ (to) + iy (to)

komplex jelolést fogjuk hasznélni.
Fontos lesz még a gorbék iradnyitésa. Ha v : [a,b] — C, akkor

v i a, 0] = CoyT(t) =y(a+b—1t)

a forditott irdnyitasa goérbe. A félreértések elkeriilése végett igyeksziink nem
hasznalni v~ -ra a egyébként bevett —~ jelolést.
Természetesen mas médon is megadhatunk gorbéket. Példaul polérkoor-
dinatas alakban: v(t) = r(t)e’*® (valos jeloléssel: v = (7, ¢)).
Végezetiil kimondjuk a hires Jordan Tételt, ami azt "kézenfekvs" és "szem-
léletes" tényt allitja, hogy egy folytonos egyszerd zart gérbe két részre osztja a
sikot. Bizonyitasa rendkiviil nehéz, messze meghaladja jegyzetiink kereteit.

4.1 Tétel. (Jordan Tétele) Ha v : [a,b] — R? egy folytonos egyszeri zdrt
gorbe, akkor R?\ ran(v) két diszjunkt tartomdny unidja. Ezek kéziil a korldtosat
nevezziik a gorbe belsejének, a nem korldtosat a gorbe kiilsejének.

Komplex gorbementi integral

Az [a,b] intervallum egy felosztdsdin szokas szerint egy a = tg < -+ < t, = b
véges sorozatot értiink; ez finomabb, mint J, ha

szl,...7n|tk—tk,1|<5.
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Aty < <ty felosztasra illeszkedd sorozaton egy
gk S [tk—latk] (k =1,... ,n)

sorozatot értiink.
Haa<beRés g: [a,b] — R, akkor g integrdlhatd [a,b]-n és f:g =1, ha
minden ¢ > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy minden J-nél finomabb a =ty < t; <
- < tp, = b felosztas és ra illeszkeds & (k= 1...,n) sorozat esetén

‘I — Zg(fk)(tk — tk71) < €.
k=1

Altalanositsuk ezt a fogalmat komplexben:

4.2 Definicié. Haa <b € R és g : [a,b] — C, akkor g integralhato [a,b]-n és
f;g =TI € C, ha minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden §-ndl finomabb
a=1ty <ty <--<t,=0> felosztis és rd illeszkeddé & (k =1...,n) sorozat
esetén

‘I — Zg(fk)(tk — tk,1) < €.
k=1

A kovetkezd tétel bizonyitasa a szokisos "minden kor tartalmaz téglalapot, il-
letve minden téglalap tartalmaz kort" gondolatmenetet hasznalja.

4.3 Tétel. Legyen a < b€ R és g : [a,b] — (C, g = u—+iv. g pontosan akkor
integrdlhatd [a,b]-n, ha u és v is integrdilhatd [a,b]-n, és ekkor

fo=fowi ]
4.4 Feladat*. Bizonyitsa be az 4.3 Tételt.

Az altalanosités kovetkezs 1épése, hogy nem egy valos intervellumon, hanem
egy komplex gorbén integralunk. Ehhez emlékeztetiink egy gorbe felosztasanak
finomségara.

4.5 Definicié. Ha v : [a,b] — C egy gorbe, akkor az a = tg < ...t, = b
felosztds v-n finomabb 6-nal, ha minden k = 1,...,n-re y([ty_1,tx]) lefedhets
eqy 0 dtmérdjd nyilt kérlappal.

4.6 Definicié. Ha a < b € R, v : [a,b] — D egy gorbe és f : D — C, akkor
f integralhat6 y-n és fvf = [ f(z)dz = I € C, ha minden € > 0-hoz létezik
0 > 0, hogy minden v-n d-ndl finomabb a =ty < t; < --- <t, = b felosztis és
rd illeszkedd & (k=1...,n) sorozat esetén

- Zf (&) (r(t) = (1) | < e

Természetesen nem kell, hogy f egy D tartoméanyon legyen értelmezve,
elég, hogy ran(y)-n értelmezett. A konkrét esetekben azonban mindig egy
tartomanyon értelmezett fliggvény és egy a tartomanyban haladé gorbe lesz
megadva. Igy valoban &ltalanositast kaptunk, hiszen v vélaszthato az [a, b] in-
tervallum identitasanak (v : [a,b] — [a,b] C C, y(t) = t).

Hogyan szamoljunk ki egy ilyen integralt? Mostant6l minden v : [a,b] — C
gbrbérdl a folytonossag mellett feltessziik még, hogy
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~ szakaszonként folytonosan differencialhato,

vagyis létezik a = tg < --- < t,, = b felosztas, hogy minden k = 1,...,n-re
folytonosan differencialhato [tg_1,tx]-n (végpontokban egyoldalrol).
Ismert, hogy ekkor v rektifikalhat6 és v ivhossza

o= [ "l = / @R

ahol v = z+1iy. A kovetkezd tétel segitségével mar konnyen kiszamolhatunk vo-
nalintegralokat. Bizonyitasa teljesen hasonlé a valés vonalintegralra vonatkozo
megfelelGje bizonyitasahoz, igy elhagyjuk.

4.7 Tétel. Ha [a,b] LpLices f folytonos D-n, akkor létezik f,y f és

/7f - / b (@) (t)dt.

Lassunk egy példat. Legyen r > 0, v : [0,27] — C, v(¢) = r(cos(t) + i sin(t))
az origo kozéppontu r sugaru korvonal egy paraméterezése és f : C\{0} — C,
f(z) = 1. Ekkor

2 1 ) ) _
Lf:/o oosli + ey (i) + i cos(t))a =

2 : . 2 27 27
/ sin(t) +icos(t) ;, _ / idt = / 0dt + i / 1dt = 2mi.
0 cos(t) + isin(t) 0 0 0

Teljesen hasonléan ellendrizhetd, hogy haw € C,r > 0és vy : [0,2n] — C, v(¢t) =
w + 7 cos(t) + irsin(t) az w kdzépponta r sugart kérvonal egy paraméterezése,
akkor | ﬁdz = 2mi. Kés6bb latni fogjuk, hogy bizonyos értelemben ez a
legfontosabb konkrét integral.

A 4.7 Tétel segitségével szamitsa ki a kovetkez6 integralokat:

4.8 Feladat. « a [0,1 + i] szakasz egy paraméterezése, f(z) = Re(z).

z+2
=

4.9 Feladat. v a |z| = 2 kir egy paraméterezése, f(z) =

Az integral tulajdonsagai
Mennyire fiigg az integral a gérbe paraméterezésétsl?

4.10 Tétel. Legyen [a,b] - D EN C, f folytonos D-n és ¢ : [c,d] — la,b]
eqy dtparameéterezés, vagyis eqy folytonosan differencidlhats szogorian monoton
fiigguény, amire p(c) = a és p(d) = b. Lerajzolva:

@b —— D —L
WT vowT
e, d] [e,d]

Ekkor



Bizonyitds.

b d
/:/fmmwm:/fmmmm¢mw@@:

/‘f«vowXvaéwxﬁdsz ;.

Yoy
Ahol az els6 és utolso egyenlGséget a 4.7 Tétel adja. A méasodik egyenlGséget a
t = p(s) valos helyettesitéses integral egyszerre a valds és a képzetes részben.
A harmadik egyenlSséget pedig a (y0 ¢)(s) = F(p(s))¢'(s) képlet (Ssszetett
fiiggvény differerencialasa). O

4.11 Tétel. Ha [a,b) Lptices f folytonos D-n, akkor

[

Bizonyitds. A 4.10 Tétel bizonyitdsat modositjuk egy kicsit. Most ¢ : [a,b] —
a,b], ¢(s) = a+ b s.

/:/fmmwmzlﬁwmmwwmw@w=

[ s o= [t to= - [

Ahol els§ és utolsod egyenlGséget a 4.7 Tétel adja. A méasodik egyenlséget a
t = (s) valos helyettesitéses integral egyszerre a valos és a képzetes részben. A

harmadik egyenldséget a y—(s) = (v o ©)(8) = Y(p(s))¢'(s) képlet. A negyedik
egyenldséget pedig a val6s integrdlra vonatkozo [,' = — f: képlet alkalmazasa
egyszerre a valds és a képzetes részben. O

Ha v : [a,b] — C, 2 : [b,¢] — C és v1(b) = y2(b), akkor az dsszefizésiiket
1 ye-vel jeloljik, vagyis ha v = v7 72 : [a, ¢] — C, akkor

_Jm(t), hatca,b]
) = {'yg(t), ha t € (b, ]

A kovetkezs tétel trivialis a definiciokbol.

4.12 Tétel. Ha 7 : [a,b] — D, v : [b,c] — D, v1(b) = v2(b) és f : D — C

folytonos, akkor
[ =[]
Yoz " V2

A kovetkezd tétel, akircsak valos megfelelgje konnyen belathatd akar a 4.6
Definici6 alapjan kozvetleniil is vagy még egyszertibben a 4.7 Tétel felhasz-
nélasaval.
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4.13 Tétel. Legyen v : [a,b] — D. Ekkor a D-n értelemezett folytonos figg-
vények C(D) vektorterén

L%MﬂHQfHLf

egy linedris leképezés (funkciondl), vagyis minden f1, fo € C(D) és c1,cq € C

eseten
/(C? +CZ’2)C/Y’ +C}\/’jz.

Akarcsak a valos vonalintegral esetén, most is becsiilhetjiik az integral ab-
szolut, értékét.

4.14 Tétel. Ha[a,b] = D ER C, f folytonos D-n és |f| < M a gorbe pontjaiban
(ran(vy)-n), akkor
‘ / f‘ < M.
~

Bizonyitds. Ha a =ty < t; < --- < t,, = b az intervallum egy felosztasa és &
(k=1...,n) egy ra illeszkedd sorozat, akkor

> rere) (k) = v(ta-1))| < }ju (€)1 (t) = (ta1)] <
k=1

n

M y(te) = y(te-1)| = Ml
k=1

ha a felosztés finomodik.
Precizebben: Legyen € > 0 fix. Létezik § > 0, hogy minden ~-n §-nal
finomabb a =ty < --- < t, = b felosztas esetén

’/f Zf (&e))(v(tr) = Y(te—1))| < e

Mivel v egyenletesen folytonos, ezért létezik &' > 0, hogy ha egy t felosztas
finomabb 6’-nél, akkor +-n finomabb d-nél. Feltehets, hogy ¢'-t olyan kicsinek
valasztottuk, hogy minden ¢’-nél finomabb #; felosztasra

‘|’7| - Z |y(tk) — 'Y(tk—l)“ <e.
k=1

Ekkor alkalmazva a fenti egyenlGtlenséget:

n

‘/ ‘—e< ‘Zf (&) (v(tr) =y (tg— 1))‘ SMZW(%)—A/(%AN < M(|y|+e),

k=1

amibol ‘fvf‘ < M|y| + (M + 1)e. Mivel e tetszoleges volt, ezért ’fvf‘ <
Ml
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4.15 Kovetkezmény. Adott D tartomdnyon értelmezett folytonos fiiggvények-
o0
b6l dllo egyenletesen konvergens Z fn fiiggvénysor és D-ben halado ~ gérbe

/Wan—gjO/an.

n=0
[e.e]
Bizonyitds. Legyen f = > f, és legyen € > 0 fix. Véalasszunk egy N-et, hogy
n=0

esetén:

o0

> fn(z)‘ < € legyen. Legyen m > N. Ekkor

[3gn= [ e [ [ 30

Alkalmazva a 4.14 becslést az utolsé tagra ‘ f7 S fa

minden m > N-re és z € D-re

< €|y|]. Tehat minden

€ > 0-hoz létezik N, hogy minden m > N-re

\ﬂgfn(:gﬁfn) \/ngn < ehl,
vagyis N . .
3 fn= (3 [ )= [

O

Belatjuk még, hogy a Newton-Leibniz Formula megfelelGje is igaz marad
komplex esetben.

4.16 Tétel. (Newton-Leibniz Formula) Ha v : [a,b] — D, F € O(D) és F’
folytonos D-n, akkor

/ F' = F(3(8)) - F(x(a)).

Bizonyitds. Legyen p : [a,b] — C, u(t) = F(vy(t)). Ekkor hogyan fejezhetnénk ki
[1—t? Nem hivatkozhatunk az 6sszetett fliggvény derivalasi szabalyéra, hiszen F-
et komplex értelemben derivaltuk, nem valésban, mint u-t és v-t. A lancszabaly
mégis igaz marad! Vagyis:

fu(t) = F'(v(£)3(1).

Ezt nem latjuk be (lasd a kovetkezs feladatot). Alkalmazva ezt a lancszabalyt
a i = x + iy jeloléssel:

fr= oo a0 -t

z(b) — z(a) +i(y(b) — y(a)) = p(b) — pla) = F(y(b)) — F(v(a)).
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Tehat ha f : D — C folytonos és létezik primitiv fliggvénye vagyis egy
F € O(D), hogy F' = f, akkor tetsz8leges D-ben halad6 gorbén vett integralja
csak a végpontoktol fiigg, az ket Gsszekots gorbétdl fliggetlen.

4.17 Feladat*. Bizonyitsa be a 4.16 Tételben emlitett lancszabalyt. (Otlet:
Alkalmazza a CR-egyenleteket.)

Nézziink egy-két példat.
1.) Legyen f = ¢ € C egy konstans fiiggvény és v : [a,b] — C, v =z + iy
egy tetszdleges gorbe. Ekkor a Newton-Leibniz Formula nélkiil:

Lf/abf(’Y(t))“'Y(t)dtc/abﬂ’y(t)dtc(/abzuri/aby') _

c([z]a +ilyla) = ez (b) +iy(b) — (z(a) + iy(a))) = c((b) — 7(a)).
A Newton-Leibniz alkalmazasasval: Ha F(z) = cz, akkor f = F”, igy

/f:Fww»—me»:wwwwﬂ@

2.) Legyen f(z) = 22 +1 és v az [1,1] szakasz egy paraméterezése. (v példaul
valaszthato a kovetkezsképpen: v : [0,1] — C, v(t) = (1 —¢)14+ti = (1 —t) +it.)
3

f-nek létezik primitiv fliiggvénye F'(z) = % + z, igy
/fz/wzmwm—ﬂwszm—ﬂn=
Yy Yy
-3

i 1 4 2

—+i—-(z+1)=—-+ i

g Ti (3 +1) 3 T3l

Specidlisan, ha egy tetszoleges v : [a,b] — C gorbén integralunk egy komplex
polinomot, e*-t, sin(z)-t, cos(z)-t, sh(z)-t vagy ch(z)-t akkor az adott fliggvény
primitiv fiiggvényének értékét kell csak kiszamolnunk a gérbe végpontjaiban és
ezt a két értéket kivonunk egymasbol.

Egy f(2) = 3 ar(z — wp)® (ag,wr € C, dy € Z\{—1}) alaku fiiggvény

k=0
esetében is ez a helyzet, ha a gorbe az értelemzési tartoménydban halad; példaul
flz) = ﬁ — %+ (1—i)(2— i+ 2)* esetében.
Ha f(z) = 1, akkor f tetszdleges 7 : [a,b] — C\R; gorbén vett integraljat
a primitiv figgvénye (log(z)) segitségével szamolhatjuk.
A 4.16 Tétel kovetkezményeképpen kapjuk a kovetkezst.

4.18 Kovetkezmény. Ha az f : D — C folytonos fiigguvénynek létezik primitiv
fiigguénye, akkor minden ~ : [a,b] — D zdrt gorbén vett integrdlja eltinik, vagyis
0.

Tehat az imént emlitett elemi fiiggvények vagy altalaban, primitiv fiiggvény-
nyel rendelkezd fiiggvények tetszéleges az értelmezési tartumanyukban halado
zart gorbén vett integralja elttinik. (% értelemzési tartomanyat most C\R -nak
tekintjiik). A kovetkezs részben a forditott implikaciot is belatjuk vagyis, hogy
minden zart gérbén az integral eltiinése elég a primitiv fliggvény létezéséhez.
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Cauchy Integraltétele

4.19 Tétel. Ha f : D — C folytonos és tetszdleges D-ben haladd gorbén vett
integrdlja csak a végpontoktdl fiigg, akkor f-nek létezik primitiv fiigguénye.

Bizonyitds. Legyen 2y € D fix. Ekkor az uttél valo fiiggetlenség miatt minden
z € D-re értelmes a kovetkezs jelolés:

z>=/2:f,

vagyis tetszdleges zo-t és z-t Osszekots v gorbén (egy tartomany utodsszefiiggs)
integralunk. Belatjuk, hogy F' € O(D) és F' = f.

Fix z-hez legyen S C D egy z kdzépponti nyilt kérlap. Ekkor minden ¢ € S-
re a [z,&] zart szakasz D-ben fekszik. Ekkor az uttol valo fliggetlenség miatt

F(&) = = + =F(z)+ ;
(©) LA[Z,E]f /vf [z,E]f &) [z,i]f

vagyis

f[z ¢ /-t atirhatjuk a kbvetkezs alakba:

/5] fls)ds = f(2)+ (f(s) = f(2))ds =

, [z:€] [2:€]

f(z)ds + / (f(s) = f(2))ds = f(2)(z = &) + | [(s) = [(2)ds,
[=.¢] [=:¢] [=.¢]

ahol az utolsé egyenlGségben hasznaltuk a konstans fiiggvény integraljara vo-
natkozé korabbi ismereteinket. Legyen

ra(€) = /M £(s) — f(=)ds.

Fix € > 0-hoz a fiiggvény z-beli folytonossiaga miatt létezik § > 0, hogy ha s € D
és |s —z| < 0, akkor |f(s) — f(z)| < e. Ha |£ — 2] <, akkor minden s € [z, {]-re
|s — z| < 0, igy az integral abszolut értékére vonatkozo becslésiink szerint (4.14
Tétel) ekkor

— f(2)ds| < €l¢ —z].

(¢ ) [z,s

Vagyis minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy ha 0 < |{ —z| < J, akkor ||TZ( )I‘ <,
igy
lim T2s) (©)
z § — 2z

Ez pont az F fliggvény z-beli differencidlhatosagat jelenti és persze azt, hogy
F'(z) = f(z), hiszen minden & € S-re

F)=F(z)+ f(2)(z=&) +r.(&) és hm 7"5(5) _

=0.
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Osszefoglalva a 4.16 és a 4.19 Tételeket:

4.20 Kovetkezmény. (Osszefoglalé) Ha f : D — C folytonos, akkor a ki-
vetkezdk ekvivalensek:

(a) f-nek létezik primitiv figgvénye.

(b) f tetszdleges D-ben halado gorbén vett integrilja csak a gdrbe végpontjaitol
figg.

(c) f tetszdleges D-ben haladé zdrt gorbén vett integrilja eltinik.

Bizonyitds. Az (a) és (b) ekvivalenciajat a 4.16 illetve a 4.19 Tételek adjak. A
(a)=(c) implikaciot a 4.18 Kovetkezmény adja.

(c)=>(b): Legyen ~ és u két azonos kezds- és végpontu D-ben halado gorbe.
Feltehetd, hogy egymast kovets intervallumkon vannak értelmezve: v : [a,b] —
D, p:[b,c] — D, y(a) = u(b), 7(b) = pu(c). Ekkor a vy~ gorbe zért, igy

oszwfz/vjw/ﬂf:/wf—/ﬂf-

4.21 Kévetkezmény. Az L figgvénynek nincsen C\{0}-n értelmezett primitiv
fiigguénye.

O

Bizonyitds. Mar belattuk, hogy f-nek egy a 0-t pozitiv irdnyban megkeriils
koron vett integralja 2mi # 0. O

Természetesen, ha egy tartomanyon értelmezett fiiggvénynek van primitiv
fiiggvénye, akkor az a 2.14 Tétel miatt konstans hozzdadasa erejéig egyértelmii.

4.22 Megjegyzés. Ha D konvez, akkor a /.19 Tételben F(z) definidldsihoz
nincs szikségiink az ittol vald figgetlenségre, hiszen integrdlhatunk a [z, 2] sza-
kaszon, csak azt haszndaljuk, hogy

F(E) = / L

vagyis, hogy az integrdl eltinik a zg, z,£ hdromszégon. Tehdt konver D esetén
a 4.20 Kévetkezmény kiegészithetd még egy ekvivalens dllitdassal:

(d) f tetszdleges D-beli hdromszéguonalon vett integrilja eltdnik.

4.23 Tétel. (Cauchy Integraltétele) Ha D konvez, [a,b] - D ER C, v zdrt és
f e o), akkor
[ =0
-

Bizonyitds. Elég csak D-beli haromszdgvonalra bizonyitanunk, mert a 4.22 Meg-

jegyzés szerint ez ekvivalens az integral eltiinésével minden zart gérbén.
Legyen T a haromszoglap, ennek keriilete [y és legyen vy a haromszog

hatardnak egy paraméterezése. Legyen I = | f,y fl- A héaromszoget 4 egybe-

vago kis haromszogre osztjuk: T, k = 1,2,3,4, ezek hatdranak ~-val azonos
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irAnyt paraméterezése 5. Ekkor a gorbék ellentétes iranyitasén vald integralas
elGjelvaltasa miatt a bels§ szakaszokon az integrélok kiesnek, igy

/f

Ekkor létezik k, hogy | f,yg fI > L. Legyen T = T} és v1 = 7§. A négyzetes

170

aranyossag miatt tudjuk, hogy T keriilete [; = %’

Folytatjuk az eljarast T7-en. Kapjuk a T, egymasba skatulyazott zart hdrom-

szOglapok sorozatat, melyek keriilete I, = 2. a hatarukat paraméterezs =,

271, )
gorbéket, tovabba tudjuk, hogy

YRIE:

A Cantor-axioma miatt létezik (egyetlen) zo € [\ T,. Mivel f differencidlhato
n=0
zo-ban, ezért létezik egy r,, : D — C fiiggvény, hogy

f(z) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + 72, (2) €5 hmr?i(zzo) =0.

/ f:f(zo)/ dz+f’(zo)/ (z—zo)dz+/ T2 (2)dz.

n n n n

Ekkor

Mivel a konstans 1 és a z — zg fiiggvényeknek van primitiv fiiggvénye, ezért a
4.20 Kovetkezmény szerint az elsé két integral 0.

h = (ZO) = 0 szerint minden e > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy 0 < |z — 29| < §

’l"zO

esetén | < €, vagyis |r,, (2)| < €|lz—zg|. Mivel r,,(z0) = 0, ezért |z—zg| < §
esetén |7”z0( )| < €|z — 20| Fix € > 0-hoz legyen § > 0 megfelels. Ekkor
létezik n € N, hogy T,, C S(z0,9), igy minden z € T,-re |z — z9| < J, amibdl
.o (2)] < €|z — 2zo]- Alkalmazva a trividlis |z — z9| < I, becslét T,, hataran
kapjuk, hogy ezekben a pontokban, vagyis ran(vy,)-en |r.,| < €l,. Az integral
abszolit értékének becslése szerint

I
73‘/ f(z‘/ rzo(Z)dz‘Sdiqfo
4 Yn Tn

amib6l I < el2 minden € > O-ra, vagyis I = 0. O

A 4.23 Tétel és a 4.20 Kovetkezmény felhasznéalasaval a kovetkezs érdekes
eredményt kaptuk.

4.24 Kovetkezmény. Ha D konvez és f € O(D), akkor f-nek létezik primitiv
fiigguénye.
Sziikségiink lesz a Cauchy Integraltétel egy altaldnositésara is.

4.25 Tétel. Ha D konvez, z1,...,2, € D és f € O(D\{z1,...,2n}), tovibbd
minden k = 1,...,n-re im f(2)(z — z) = 0, akkor minden D\{z1,..., 2z, }-beli
2k

v zdrt gorbére
/ f=0.
~
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Bizonyitds. Feltessziik, hogy n = 1, vagyis csak egy probléméas pont van: zp.
TG6bb esetén a bizonyitas analog.

Mindenekel6tt belatjuk, hogy ismét elég csak haromszoégvonalra bizonyita-
nunk a tételt, mert abbdl mar kdvetkezik a primitiv fliggvény létezése, igy az
integral minden zart gorbén eltiinik. Mivel egy tartomény poligondsszefiiggd,
ezért 4.19 Tétel bizonyitasaban a primitiv fliggvény definidlasdhoz elég felten-
niink, hogy a tartomanyban halad6 poligonokon fiiggetlen az integral a poli-
gontol, csak a végpontoktdl fiigg, vagyis, hogy zart poligonon az integrél el-
ttinik. Minden D\{zo}-beli poligon trianguldlhatd, vagyis feloszthato D-beli
haromszogekre gy, hogy zg-on nem megy at egyetlen szakasz sem. Ha hirom-
szogekre igaz a tétel allitdsa, akkor minden hidromszoget a poligon irdnyitaséaval
azonos modon iranyitva és az integralokat Osszeadva a poligonon vett integralt
kapjuk, ami ezek szerint O lesz.

Legyen tehat T egy haromszoglap, hataranak paraméterezése . Feltehetd,
hogy zg a T belsejében van, kiilénben alkalmazhaté a 4.23 Cauchy Integral-
tétel. 2y koré rajzoljunk egy kis d oldali zy koézépponti négyzetet, mely része
T belsejének. Ennek egy ~-val azonos iranyitasi paraméterezése legyen pu. A
haromsz0g és a négyzet kozotti részt véges sok szakasz behtuzasaval feloszthatjuk
haromszogekre. A kapott kis haromszogeket ~v-val azonos modon irdnyitva pa-
raméterezzik el: y1,72,...,7x. Ezekre a gorbékre alkalmazhaté a 4.23 Tétel,
vagyis f integralja rajtuk 0. Ha 0Osszeadjuk ezeket az integralokat, akkor a
behuzott szakaszokon a fiiggvény integralja a két ellentétes iranyitds miatt kie-
sik, a hdromszog marad meg eredeti irdnyitasaval és a négyzet u paraméterezése
ellentétes iranyitassal. Kapjuk, hogy

[ oo

A lim f(2)(z — z9) = 0 feltevés szerint minden e > 0-hoz létezik § > 0, hogy
20
0 < |z — 2] < d esetén |f(z)(z — 20)| < €, vagyis |f(2)] < ==. Vegyiik észre,

[z—z0| "
hogy az eddigiekben nem volt jelentGsége d véalasztésanak, vagyis tetszélegesen

kicsi d-re és hozza tartozé p paraméterezésre igaz, hogy fv f= f# f. Had <6,

akkor a négyzet része S(z0,6)-nak, igy hatardnak minden z pontjara 4 < [z —
20| < @ <4, igy |f(R)| < £ = %. Alkalmazva az integrél abszolut értékének

2¢
< —4d = 8e.
‘Lf‘—dd 8

Mivel ez minden € > 0-ra igaz, ezért fu f=0,igy fv f=0. O

becslését

4.26 Definicié. Ha v : [a,b] — C, v zdrt és s € C\ran(vy), akkor v indexe

s-ben . )
n(vy,s) / dz.
¥

21 Z— 8

A konkrét példakbol latszik, hogy informalisan: "a v gorbe n(vy, s)-szer
keriili meg s-et, ha pozitiv irdnyban n-szer és negativ irdnyaban k-szor, akkor
n(vy,s) =n—k". Példaul ha s tetszéleges és v : [0,27] — C egy s koriili kort pa-

raméterez, akkor f"/ Zisdz = 2mi, igy n(v,s) = 1. Ha a kort forditva paraméte-

reziik, akkor n(y~,s) = —1. Az &ltalunk vizsgalt konkrét esetekben v mindig

35



egy klasszikus egyszertd zart gorbét paraméterez pozitiv irdnyban, példaul kort,
elipszist, torottvonalat stb. Ezekben az esetekben + indexe belsé pontjaiban
1, kiils6 pontjaiban 0. Ha valaki tgy érzi nem tud megbaratkozni az index
fogalmaval és emiatt nem érti a késgbbi tételeket, akkor nyugodtan gondoljon
tetsz6leges gorbék helyett klasszikus egyszerd zart gorbékre, akar egyszertien
korokre.

A kovetkezs tétel az index nem precizen megfogalmazott, pontmegkeriilést
szamlalo tulajdonsigat részben formalizalja. Bizonyitasa elég technikai, ezért
elhagyjuk.

4.27 Tétel. Ha 7 : [a,b] — C és v zdrt, akkor
n(vy,-) : C\ran(y) — Z

eqy egész értékd figgvény, ami C\ ran(y) minden dsszefiiggd részhalmazdin kon-
stans és nemkorldtos dsszefiiggd halmazon 0.

4.28 Tétel. (Cauchy Formula) Ha D konvex, [a,b] = D ER C, v zdrt és
f € O(D), akkor minden s € D\ ran(vy) esetén

. 5)S(s) = o [ 1@y,

2mi zZ— 8

Bizonyitds. Legyen g : D\{s} — C,

f(z) = 1(s)
9(2) = = —
Ekkor f folytonossaga miatt
f(z) = f(s)

li — ) =1i
im g(z)(z = s) = lim =——

(2~ s) =lim f(z) ~ f(s) =0

Igy g-re teljesiil a Cauchy Integraltétel 4.25 altalanositéasa, igy tetszéleges D-beli
s-et elkeriil§ v zart gorbére

[a= [1E=10y,

[10 . [ 16,

Kielemve f(s)-et az els6 integralbol és mindkét oldalt szorozva 5-—-vel kapjuk a
Cauchy Formulét. O

Ezt atrendezve:

A Cauchy Formula sok esetben alkalmazhat6 konkrét integralok kiszamita-
sara. Példaul: ha f(z) = % és v egy origd koriili kérvonal paraméterezése,

akkor 1
/f = / cos(2) dz = 2min(v,0) cos(0) = / —dz = 2mi.
ol vy 2T 0 &

~

A kovetkezs tétel szemléletesen azt fejezi ki, hogy egy tartomény ponto-
san akkor 1-Osszefiiggd, ha a benne halad6 gérbék nem tudnak megkeriilni tar-
tomanyon kiviili pontot. Bizonyitasa igen nehéz, ezért elhagyjuk.
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4.29 Tétel. Egy D tartomdny pontosan akkor 1-dsszefiiggd, ha minden D-ben
haladé ~y zdrt girbére és s ¢ D-re n(vy,s) = 0.

A kovetkezd tételt sem bizonyitjuk.

4.30 Tétel. (Altalanos Cauchy Tétel) Ha vy, ..., v, tetszileges zdirt gorbék egy

D tartomdnyban, amikre minden s ¢ D esetén > n(vk,s) = 0, akkor minden

f e O(D)-re =

/%f_().

Most mar nem csak konvex tartoményokra alkalmazhatjuk a 4.23 Cauchy
Intergaltételt.

n

k=1

4.31 Kovetkezmény. Ha D 1-dsszefiiggd, f € O(D) és~ egy D-beli zdrt girbe,
akkor f,y f=0.

4.32 Kovetkezmény. Ha D 1-Gsszefiiggd és f € O(D), akkor f-nek létezik
primitiv fligguénye.

Bizonyitds. 4.31 és 4.20 Kovetkezmény. O

A konkrét példakban teljesen vildgos, mit értiink azon, hogy két egyszert
zart gérbe azonos vagy ellentétes iranyitast. Precizen: v és vy azonos irdnyitdsd,
ha mindkettének ugyanaz az indexe a belsé pontjaiban.

4.33 Kovetkezmény. Ha 1,72 két azonos irdnyitisi eqyszerd zdrt gorbe, o
a 1 belsejében halad, a D tartomdny tartalmazza mindkét gorbét és a koztik
lévd "gyirdt", akkor minden f € O(D)-re

[Ylf: ’Y2f.

Bizonyitds. Két bizonyitést adunk:

1. Nem trivialisan, de belathato, hogy v1 és 2 kozott a "gytriben" hiuzhato
v, egy-egy pontjatol o egy-egy pontjahoz két egyszerii, egymastol és a végpon-
toktdl eltekintve vq, vo-t6l is diszjunkt p és v gorbe. u és v kezdGpontjai ;-et
felosztjak a 19, y11 gorbékre, végpontjaik -t felosztjék a o9, y21 gorbékre. Ek-
kor a y{gv 5y w1 illetve vy T v5, v zéart gorbék D egy-egy 1-Osszefiiggd
részében haladnak, igy a 4.31 Kévetkezmény szerint f integralja rajtuk 0:

/vfguwzo“uf_ mf+/yf+/%f+/ﬂf—0,
[/ﬁuAVMAuf_ 711f+/uf+/721f+/yf—0.

Ezeket Osszeadva kapjuk a kivant egyenlGséget.

2. Ebben a bizonyitasban felhasznaljuk, az index emlitett, nem precizen meg-
fogalmazott pontmegkeriilést szamlalo tulajdonsagat. A 1,7, gorbék kielégitik
a 4.30 Altalanos Cauchy Tétel feltételeit, igy f% f+ f%; f =0, vagyis f'Yl f—

[, =0 0
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4.34 Kovetkezmény. Ha v,7v1,...,vn egyszerid azonos iranyitdsi pdronként
diszjunkt zdrt gorbék, és vi,...,7vn a 7y belsejében haladnak, tovibbd a D tar-
tomdny tartalmazza a gorbéket és a v belseje minusz a -k belsejét (k =1,...,n),

akkor minden f € O(D)-re
=)

Bizonyitds. Most is két bizonyitast adhatunk.

1. A 4.33 Kovetkezmény mintajara bizonyithato ez is, azonban az indexelés
elég bonyolult lenne rajz nélkiil, igy elhagyjuk (lasd a gyakorlaton).

2. Most is felhasznaljuk az index elfogadott szemléletes jelentését. A v~ és
a, ..., vn gorbék kielégitik a 4.30 Tétel feltételeit, igy

[ o

k=1
vagyis fv f= kz_jl f% f. O

Kidolgozott példak

Ebben a részben kiszamolunk egy-két konkrét integralt a korabbi tételek segitségé-
vel.

L) f(2) =sh(z) + oy +i, 7+ [1,2] = C, (1) = In(—> + 3t — 1) + Ti
esetén mivel f-nek létezik primitiv fiiggvénye C\{i}-n:

F(z) =ch(z) —
igy az integral csak a végpontoktol fiigg:

/7 = (06~ g + 1) (B0 ~ g +a() =

(Ch (gl) B 2(72711_@)2 T Zgz) - (ch(m’) - Q(Tl—z)z + im’) =

COS(%)+ﬁ*%*(§08(7‘()*ﬁ+ﬁ:...

2.) f(z)=21—¢€* ~v:[0,27] = C, v(t) = 1+ 2cos(t) + (3 + sin(t))i. Mivel
f regularis a C\R, 1-Osszefiiggs tartomanyon és v ezen a tartoméanyon beliil
haladé zart gorbe, ezért a 4.31 Kévetkezmény miatt fﬁ/ f=0.

Természetesen, ha egy konvex (vagy altalanosabban egy 1-Osszefiiggs) tar-
tomanyban haladé zart gorbén integralunk egy regularis fiiggvényt, akkor persze
létezik a fliggvénynek primitiv fiiggvénye, de ezt nem kell meghatéroznunk az
integral kiszamitasahoz, hivatkozhatunk a 4.23 Cauchy Integraltételre (vagy al-
taldnosan a 4.31 Kovetkezményre), vagyis az integral 0.
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§ sin(z) . .
3) f(z)= %, v :[0,7] — C, v(t) = 1+ cos(2t) + (2 + sin(2t))i az
1 + 2¢ koriili 1 sugara korvonal egy paraméterezése. Mivel cos-nak csak valés
gyokei vannak, ezért egy a gorbét tartalmaz6 konvex halmazon, példaul egy

nagyobb korlapon f regularis, ezért a 4.23 Cauchy Integraltétel miatt fv f=0.

4.) f(2) = ==, 7:[0,27] — C, y(t) = 2+2cos(t) +i2 sin( ) a 2 kdzépponti
2 sugart kérvonal egy paraméterezése. Ekkor a g(z) = 47 figgvény regularis
egy a kort tartalmazo konvex halmazon, igy a 4.28 Cauchy Formula szerint:

93) _ o T
/f /z—l /vz_l—Qm(%l)g(D—%z L g =

5) f(z) = %, v : [0,27] — C, 4(t) = 2cos(t) + i2sin(t) a
0 kdzéppontt 2 sugart korvonal egy paraméterezése. Ekkor z? — 2z + 2 =
(z— (1414))(z — (1 —4)) miatt a "problémas" pontok 1+ i és 1 — 4 és sajnos
mindketts a koéron beliil van.

Legyen 7, és 5 két y-val azonos iranyitasi 1+i-t illetve 1—i-t megkeriils disz-
junkt korvonalak paraméterezései v belsejében. A 4.34 Kovetkezmény szerint
ekkor fvf = f"/l f—l—fw f.

Legyen g1(z) = W és ga(z) = w, ekkor g; regularis a

~; korvonal altal meghatéarozott korlap egy konvex kornyezetében (egy nagyobb
korlapon). A 4.28 Cauchy Formula szerint ekkor

i 5111(22)+%}1)(22) iSiIl(ZZ()+Sl’1)(22)
1—1 z— (141
/ /Yl 72 1 z—(1+1) V2 z—(1—1)
/ 9(2) - +/ 92(2) — = 2min(y1, 14+1)g1 (1+49)+2min(ye, 1—i) g2 (1—10).
2= (+i) S, z—(1—1)

Alkalmazva az i sin(z) = sh(iz) és sh(—z) = — sh(z) azonossagokat kapjuk, hogy
tovabb egyenld

sh(i(1+14)%) +sh((1+4)?)  sh(i(1—14)?) +sh((1 —4)?)\
2ri Ar)-(-9 7 (d-9-a+y )=
/sh(—=2) +sh(2i)  sh(2) + sh(—29)
27”( 2 * —2i ) -
7(sh(—2) + sh(2i) — sh(2) — sh(—2i)) = 27 (sh(2i) — sh(2)).

Szamitsa ki az ﬁ, f vonalintegrélokat, ahol

4.35 Feladat. v az [1 44,2 — 4,2 + 4] tOr6ttvonal egy paraméterezése, f(z) =

322 + 22,

4.36 Feladat. v a |z — 2 + i| = 1 korvonal egy paraméterezése, f(z) = S:S_zi)
4.37 Feladat. ~y az i koriili % sugart korvonal egy paraméterezése, f(z) = S;S(jf )
4.38 Feladat. v az —3 + i —s— i és 2 pontokat 0sszek6té haromszogvonal

622

z3—1"

egy paraméterezése, f(z ) =
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4.39 Feladat. v a |z + 1| = 3 korvonal egy paraméterezése, f(z) = m

4.40 Feladat. ~ az 0 kozéppontu 3 oldali négyzet hataranak egy paramétere-
" _ 1
zése, f(z) = Pt

Harmonikus fliggvények

Egy D C C tartoményon adott u : D — R fiiggvény mikor egy komplex diffe-
rencidlhato fliggvény valds része? Vagyis milyen u-khoz létezik v : D — R, hogy
u+iv € O(D)? Ez persze ugyanaz a kérdés, mint hogy milyen v-khez létezik w,
hogy u + iv € O(D), ugyanis a CR-egyenletek miatt

u+iv € O(D) < —v+iuec O(D).

4.41 Feladat. Bizonyitsa be ezt az ekvivalenciat, és magyarazza meg, ez miért
elég az allitashoz.

Ha u-hoz létezik v, hogy f = u +iv € O(D), akkor mivel mint azt késébb
latni fogjuk, f tetszolegesen sokszor is differencialhaté D-n, ezért f/ = ul +iv), =
vy +i(—uy) is differencialhaté igy a 2.6 Tétel szerint u és v parcidlis derivéltjai
is differencidlhaték, specidlisan léteznek a mésodik parcialis derivaltjaik. Persze
azt is tudjuk, hogy u és v tetszélegesen sokszor differencidlhaté D-n, és ezért
akdrhanyadrendd parcialis derivéltjaik is léteznek és nem fiiggenek a parciilis
derivalas sorrendjétsl (Young Tétel). Ekkor az f' = ul, + iv),-re vonatkozo els6
CR-egyenletbdl uyy, = (uy);, = (vy), = vy, és az f = v, +i(—uy)-re vonatkozo

') = —u! | amibdl

els6 CR-egyenletbdl vy, = (vy),, = (—uy)y, = —uy,,

" "o
uxm + Uyy = 0

Hasonloan v/, + %’y =
u (valos értelemben) kétszer differencialhaté egy tartomanyon, vagyis differen-

cialhato és parcialis derivaltfiiggvényei is differencialhatok, akkor
Au = uj, +uy,.

4.42 Definicié. Eqy D C R? tartomdnyon adott u : D — R kétszer differen-
cidlhato fiigguény harmonikus, ha kielégiti a Au = 0 Laplace-egyenletet.

Az eddigieket Gsszefoglalva kapjuk a kovetkezst.

4.43 Allitas. Ha f =u+vi: D — C és f € O(D), akkor u (és persze v is)
harmonikus.

A forditott implikdcié nem igaz. Legyen u: D = R?\{(0,0)} — R, u(z,y) =
In(z% + y?). Ekkor kénnyen ellenérizhets, hogy u tetszdlegesen sokszor differen-
cidlhat6 és Au = 0, vagyis u harmonikus.

Indirekt tegyiik fel, hogy v : C\{0} — R és u + iv € O(C\{0}). Legyen
g: R =R, g(t) = v(cos(t),sin(t)). Ekkor mivel g differencialhaté fiiggvények
kompozicidja, ezért differencidlhaté. Felhasznalva a Rolle Tételt és, hogy ¢(0) =
g(2m) kapjuk, hogy létezik & € (0,27), hogy ¢'(§) = 0. A t&bbvaltozos dsszetett
fliggvény differencidlasara vonatkozoé lancszabaly alkalmazaséval kapjuk, hogy
minden ¢ € R-re

g'(t) = (vy(cos(t),sin(t)), vy, (cos(t), sin(t)))(— sin(t), cos(t)),
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ami a CR-egyenletek szerint tovabb egyenld
(—u;l(cos(t)7 sin(t)), u.,(cos(t), sin(t)))(— sin(t), cos(t)) =

2sin?(t) 2 cos(t) B
sin?(t) 4+ cos?(t) = sin®(t) + cos2(t)

ellentmondés.
A kovetkezs gyenge értelemben a 4.43 Allitdsban igaz a forditott implikacio.

4.44 Tétel. Egy D C C tartomdnyon adott uw : D — R kétszer differencidl-
hatd fiiggvény pontosan akkor harmonikus, ha D minden pontjanak van olyan
kornyezete, amin megadhaté eqy komplex differencidlhato fliggvény, aminek az
adott kérnyezetben u a valds része.

Bizonyitds. Az elégségességet a 4.43 Allitasbol kapjuk. A sziikségességhez azt
latjuk be, hogy a g = u;—i—z(—u;) fliggvénynek van primitiv fiiggvénye D minden
pontjanak egy kornyezetében. A Laplace-egyenlet illetve a Young Tétel szerint

1
xrx

— N A " __ " __ "
Uy, = —Uy, €8 uy, = uy, = —(—uy,),

igy u; és —u; kielégitik a CR-egyenleteket D-n, igy g reguldris D-n. A 4.24
Kovetkezmény szerint ekkor D minden pontjanak van olyan kornyezete, ahol
g-nek van primitiv fliggvénye. Egy ilyen kornyezetben legyen fo = U +iV a g
egy primitiv fiiggvénye: g = fj = Uy +i(=Uy) = vy +i(—uy), igy U, = u,,
és —U, = —uy, vagyis az U és u differencidlhato fiiggvényeknek megegyeznek a
parcialis derivéltjaik. Tudjuk, hogy ekkor létezik ¢ konstans, amivel U = u + c.
Ekkor az adott kornyezetben f = fy — ¢ a keresett differencialhato fiiggvény,
melynek a valos része u. O

1-0sszefiliggs tartomanyokon méar ekvivalens a két fogalom.

4.45 Tétel. Egy D C C 1-dsszefliggd tartomdnyon adott v : D — R fligguény
pontosan akkor harmonikus, ha egy D-n értelmezett reguldris fliggvény valds
része.

Egy harmonikus fiiggvényhez hogyan talalhatéo meg "képzetes parja" (egy
pont kornyeztében)? Ezt példakkal illusztraljuk. A modszer az egzakt differen-
cidlegyenletek megoldasdnak lemésoléasa.

1.) Legyen u(x,y) = 2% — 3zy* + 2y, D = C. Ekkor kinnyen ellenérizhetd,
hogy u tetsz6legesen sokszor differencidlhaté minden pontban és Au = 0, vagyis

u harmonikus. A 4.45 Tétel szerint létezik v : C — R, hogy u + iv € O(C).
Tudjuk, hogy v; (z,y) = ul,(z,y) = 3x* — 3y?, ezért

v(z,y) = /3:E2 — 3yPdy = 322y — y* + c(x).
Alkalmazva a —vy(v,y) = uy(v,y) = —6xy + 2 Ssszefiiggést, kapjuk hogy
—(6zy — 0+ c'(z)) = —6zy + 2.

Ebbél ¢/ (z) = =2, igy c(z) = —2x + ¢, vagyis v(z,y) = 322y — y° — 22 + ¢

41



2.) Legyen u(z,y) = e®cos(y), D = C. Ekkor koénnyen ellenérizhets, hogy
u tetszGlegesen sokszor differencidlhaté minden pontban és Au = 0, vagyis u
harmonikus. A 4.45 Tétel szerint létezik v : C — R, hogy u + iv € O(C).
Tudjuk, hogy vy (z,y) = u,(z,y) = e cos(y), ezért

v(z,y) = /em cos(y)dy = e” sin(y) + ¢(x).
Alkalmazva a —v;,(v,y) = uy(r,y) = —e” sin(y) Gsszefiiggést, kapjuk hogy
—(e"sin(y) + ' (x)) = —€” sin(y).
Ebbdl ¢/(x) =0, igy c(z) = ¢, vagyis v(x,y) = e* sin(y) + c.

4.46 Feladat. Bizonyitsa be az ebben a részben szerepld harom darab "kénnyen
ellengrizhets" allitast.

4.47 Feladat. Hatdrozza meg az u(z,y) = 22 — y*> + xy és u(x,y) =

harmonikus fiiggvények képzetes parjat.

4.48 Feladat. Hatédrozza meg a v(z,y) = 2y(z + 1) és v(z,y) = arctg £ har-
monikus fliggvények valos parjat.

42



5. Hatvanysorba fejtés

Taylor-sorok

Belatjuk a Hatvanysorok cimid fejezetben emlitett tételt komplex fiiggvények
hatvanysorba fejthetGségérdl.

5.1 Tétel. Ha zy € C és f reguldris az S(zo, R) nyilt korlapon, akkor ott elddll

z) = Z an(z — 20)"
n=0

hatvinysor alakban, ahol ha v egy zo kérili r < R sugari kérvonal (pozitiv
irdnyi) paraméterezése, akkor minden n-re

_ 1 f(§)
Ap = % . (5720)n+1d£

Bizonyitds. Mivel minden z € S(zo,7)-ra n(y,z) = 1, ezért a 4.28 Cauchy
Formula szerint minden ilyen z-re

f(z) = L/ f©) de.

27 ), & — 2

Ha |£ — 2| =7 és z € S(z0,7), akk0r|z Z°|<1,igy

1 1 B 1 B (z — 20)
-z E-z—(2-2) (E-20)(01-£E )_2(5—20)"“'

Zo n=0

Ha z € S(z,7) fix, akkor ‘z:—zg‘ = =20l — g <y fgy

r
Z s
ZO n+1

o0
=i =
ri= r(l—q)
amibdl azt kapjuk, hogy a sor egyenletesen konvergens ¢ valtozojaban, hiszen
kiilonboz6 £-kre egységesen becsiilhetd a sor 6sszegének és szeleteinek kiilonbségé-
nek abszolit értéke:

N oo
Z — Z() (Z — Z())n . (Z — Z(])n
‘Z S || 2 S

n= O n=0 =N+1
i ‘ (Z _ ZO ’ N+1
+1 Z q"
n=N+1 (5 ZO 7l n=N-+1 ( Q)

minden &-re. Tehat fix z € S(zg,r)-re a 4.15 Kévetkezmény miatt felcserélhetd
az integréalas és az Gsszegzés sorrendje:

_ 1 f(S) — (z—2)" .
)_Tm' 75—2 27rz/f Z - )’H‘ld5

710
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oo

> (5 /7 e (2 )"

Ezzel még nem vagyunk készen, hiszen fix r-re az adott elGallitast csak az
S(zo,r) korlapra lattuk be. Azonban a hatvanysor egyiitthatoinak 3.1 Tétel
szerinti egyértelmiisége vagy akar 4.33 Kovetkezmény szerint kiillonbozé r-ekre
az integréalok értéke azonos. O

5.2 Kovetkezmény. Ha f € O(D), akkor f tetszdlegesen sokszor differencidl-
haté D-n.

Bizonyitds. Az 5.1 Tétel szerint D tetszbleges zg pontja koriil f elGall hatvanysor
alakban, igy a 3.1 Tétel szerint ebben a kornyezetben f tetszélegesen sokszor
differencialhato. O

Az 5.1 és a 3.1 Tételekbdl a hatvanysor egyiitthatoinak egyértelmiisége mi-
att specidlisan azt kaptuk, hogy ha az f fliggvény regularis egy s pont koriili
korlapon és v egy az s-et (a korlapon beliil) pozitiv iranyban megkeriils kort
paraméterez, akkor minden n-re

FM(s) = ;;[Y(zf(sz))”ﬂdz

Ez igaz altalanosan is:

5.3 Tétel. (Altalanos Cauchy Formula) Ha D konvex (1-6sszefiiggs), f € O(D)
és v egqy D-ben haladé zdrt gorbe, akkor minden s € D\ ran(y)-re

211

n(’y,s)f(”)(s) = L' / (Zf(sz))nﬂdz.

Ennek a bizonyitasa a 5.1 tétel értelemszerti modositdsaval adodik. Az
Altalanos Cauchy Formula szintén jol alkalmazhato integralok kiszamitésara.
Példaul:

Legyen f(z) = % és v alz—i| = % korvonla egy paraméterezése.

2241 =(2—1)%(2+1)? és a kirbe csak az i esik a gyokdk koziil. f(z) = (Zgﬁzi))z,
e’ e™* \/ e (z4i)%—e™*2(2 41 nzm(z44)—

ahol ¢(2) = - 9'(2) = ((z+i)2) = ( +(i+i)4 et — % Az

Altalanos Cauchy Formulaval vagy az el6tte emlitett specialis esetével:

_ g(2) 2w, =24 2m oW oW
[yf—[y 2dz—jg(z)—me 7,——2+Zz.

(z —1) —8i
Szamitsa ki az fﬁ/ f vonalintegréalokat, ahol

5.4 Feladat. v az 0 koriili 2 sugart korvonal egy paraméterezése, f(z) =
sh(z)
22—2iz—1"

e

5.5 Feladat. v a |z — 2| = 3 egyenlet(i kor egy paraméterezése, f(z) = %5.

5.6 Feladat. v a [z + 1| = % egyenleti korvonal egy paraméterezése, f(z) =
cos(z)
(22—2)(22—2iz—1)"
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Laurent-sorok
A hatvanysorok altalanositsaként kapjuk az ugynevezett Laurent-sorokat: ha
z0 € Cés a, € C (n€Z), akkor a

oo

Z an(z — 2z9)"

n=-—oo
kifejezést zg kérili Laurent-sornak neveziik.
[ee]
Természetesen egy > an(z—20)™ Laurent-sor konvergenciajat egy z pont-
n=-—oo
ban dgy értjiik, hogy a

-1

2 wlem )= D ey

n=-—oo n=1
o0
ésa Y. ap(z — 2p)™ sor is konvergensek z-ben, Osszegiik a Laurent-sor Gsszege
n=0
z-ben.

Vizsgaljuk meg, hogy altalaban egy ilyen alaku sor hol konvergens és Osszeg-
fiiggvénye hol regularis.
o0
5.7 Tétel. Adott > an(z— z0)" Laurent-sor esetén, ha

n=—oo

1
Ry = timsup /Ja o], Ro= ————
limsup {/|an|
akkor a Laurent-sor abszolit konvergens a {z € C: Ry < |z — 20| < Ra} nyilt
kérgytrd pontjaiban, divergens a zdrt kérgyird komplementerének pontjaiban és
a nyilt kérgydrin dsszegfigguvénye reqularis. Ha Ry < r1 < ry < Ro, akkor
a Laurent-sor egyenletesen konvergens a {z € C : 1 < |z — 20| < rao} zdrt
kérgyidrin.

o0

Bizonyitds. Ha H(w) = > a_,w™ és h(z) = > an(z — 20)", akkor
n=1

n=0

oo

1
wl(z = 20)" = H(———) + h(2).
n;wa (z = 20) pmpend) L)
A H hatvanysor konvergenciasugara:
1 1

"= limsup y/a_, TR

Tehét H abszolit konvergens az S(0, #-) nyilt kérlapon, divergens a zart kirlap
komplementerén és Gsszegfiiggvénye regularis. = € 5(0, 5-) pontosan akkor,
ha | 2| < -, vagyis ha |z — 2| > R;. Tehat a H(;2-) fiiggvény abszolit
konvergens a {z € C : |z — 29| > Ry} tartoményon, divergens S(zo, R1)-en és
Osszegfiiggvénye reguléris (az Osszetett fiiggvény differencidlhatosaga miatt).

A h hatvanysor konvergenciasugara:

1
"~ lim sup /a,

R,.
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Tehat h abszolut konvergens az S(zg, R2) nyilt korlapon, divergens a zart kérlap
komplementerén és Gsszegfiiggvénye reguléris.
Ezeket Gsszevetve a Laurent-sor abszolat konvergens a

{zeC:lz— 2| >R1}NS(z20,R2) ={2€C: Ry <|z— 20| < R2}

nyilt korgytird pontjaiban, divergens a zart korgytirt komplementerének pont-
jaiban és a nyilt korgytrtn Gsszegfiiggvénye regularis.
A tétel masodik fele teljesen hasonldéan bizonyithato. O

Az 5.1 Tétel megfelelGje, hogy korgytrin regularis fliggvény egyértelmiien
elGallithatd Laurent-sor Gsszefiiggvényeként. Bizonyitdsa nagyon hasonld, ezért
elhagyjuk.

5.8 Tétel. Ha f reguldris a zo € C korili {z € C : Ry < |z — 29| < Rz}
kérgyirin, akkor ott egyértelmien elddll Laurent-sor dsszegeként:

oo

f(Z) = Z an(z - ZO)na

n=—oo

ahol ha v egy zo korili Ry < r < Rs sugari kérvonal (pozitiv irdnyi) paraméte-
rezése, akkor minden n-re

R B (G
“ = omi A €z

A Laurent-sor egyiitthatoinak egyértelmiisége miatt ha f regularis az S(zo, R)
kérlapon, akkor ott Taylor-soranak meg kell egyeznie a Laurent-soréval, speciali-
san a negativ egyiitthatéknak 0-nak kell lennie. Ennyit persze kénnyen ellenériz-
hetiink is: ha n < 0 és v egy zp koriili » < R sugart korvonal paraméterezése,

akkor

mivel f(z)(z — 29)"" ! reguléris S(zq, R)-en (—n — 1 > 0), igy alkalmazhato a
4.23 Cauchy Integraltétel.

Sziikségiink lesz a komplex L’Hospital Szabalyra, melynek kimondéasa és bi-
zonyitasa formalisan sokkal egyszeriibb, mint valoés megfelelGjének.

5.9 Tétel. (L’Hospital Szabaly) Legyenek f,g € O(D), a € D, n > 0 és tegyiik
fel, hogy minden k = 0,1,...,n—1-re f*)(a) = g*® (a) = 0 és hogy g\ (a) # 0.

Ekkor )
lim f = f(a)
ag  g™(a)

Bizonyitds. Fejtsiik Taylor-sorba f-et és g-t a koril:
™ (a) . fY(a)

fR)=——(z—a)"+ ——L(z—a)" " + ...
n! (n+1)!
hasonl6an g-re. Ekkor
(n) (n+1)
O Dl Gl =) G MAEE
im = lim ——— T, =
a g(z a gn!()(Z_a)n_|_g(n:_1§!)(z_a)n+1+.“
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[ (a) + i C) (z—a)+...

lim n! (n+1)!
™ (a (n+1) (g :
R LICEEr)

A szamlalo6 és a nevezd is egy Taylor-sor melynek konvergenciasugara megegyezik

f illetve g konvergenciasugaraval, igy Osszegfiiggvényiik folytonos a koriil, tehat
(n) (n)

a-beli hatarértekiik a fiiggvenyértékiik: £ n!(a) illetve £ n!(a) # 0. Alkalmazva a

hanyados limeszére vonatkozo ismereteinket kapjuk a tétel allitasat. O

Lassunk egy példat Laurent-sorba fejtésre: Fejtsiik Laurent-sorba az f(z) =

ﬁ fliggvényt. Hany Laurent-sorrol is van sz6? Négyrdl, ugyanis f regularis a

Di={2€C:0<|z—-0 <1},
DY ={z€C:1<|z-0| < o0}
0 kiiriili korgytrtkon, illetve a
Db={zcC:0<|z—1] <1},
Di={ze€C:1<|z—1| < o0}

1 koriili korgytirdkon. Vilagos, hogy ez az Gsszes f értelemzési tartomanya-
ban fekvé maximaélis nyilt nemkor (nem tartalmazza a kdzéppontjat) korgytri.
Az olyan C\{0,1}-beli korgytrikon, amik valodi korlapok, vagyis tartalmaz-
zak a kozéppontjukat a Laurent-sorba fejtés Taylor-sorba fejtéssé egyszertisodik,
vagyis a Laurent-sornak nincsenek negativ kitevsji tagjai.

Dj: f(z) = 115 és L mér 0 kériili Laurent-sor. Tovébba ha |z| < 1, akkor
tudjuk, hogy

1 -1 .

21 l—z:_ngoz ’

igy . .
f(z)z—%Zz"z%l—i—Z—z”.

n=0 n=0

D§: Ha |z| > 1, akkor |%| <1, igy
1 11 1 1

z—1 ztl z1 %
és
1 = /1\n
1-1 =2 (E) ’
z n=0
amibdl
11 N 1\» .,
=206 =X6) = X -
DY f(z) = 115 és -5 mar 1 koriili Laurent-sor. Tovabbé [1 — 2| < 1
miatt
1 1 oo oo
S T e RO IIER UL WENICE I
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igy

1 oo
_ +1
) = Sy S 1y (- 1)
D¥: Ha |z — 1| > 1, akkor | 15| < 1, igy
101 11 11 1
Zﬁz_lziliz_ll—‘rziili z:11
és
1 S N . .
1— =L :Z(z—l) = 2 Y-
z—1 n=0 n=—oo
amibdl
1 1 0 -2
o= S e = Y (1)

Persze vannak sokkal egyszertibb példak is:
1) Az f(2) = @ fiiggvény 0 koriili Laurent-sora:

249241 1
f(z):%:;—FQ—‘-z.

2.) Az f(2) = o= fiiggvény ¢ koriili Laurent-sora:
—1

f(Z)Z(m) :Zm: Z (_n)!(zfz) + 1.

n=0 ’ n=0 n=-—oo0

Fejtse Laurent-sorba a kovetkezs fiiggvényeket minden értelmezlési tartomanyuk-
ban lévé maximalis nyilt kérgydrdn.
5.10 Feladat. Wz(zm .

2z

5.11 Feladat. (ze_il)g

5.12 Feladat, 1=¢=()

z

5.13 Feladat.

ek
5.14 Feladat. ﬁ

Erdekességek

Ebben a részben egy-két az anyaghoz szervesen nem kapcsol6dd, de fontos és
onmagaban is érdekes tételt bizonyitunk.

5.15 Lemma. Ha a € C, R > 0, f reguldris S(a,R)-en és |f| < M, akkor

minden n € N-re
n!M

R~

1F" (@)] <

48



Bizonyitds. A 5.3 Altalanos Cauchy Formula szerint, ha v egy a koriili »r < R
sugard korvonal paraméterezése, akkor

f(”)(a):n!,/( f(2) dx

271 z—a)rtt
Az integral abszolut értékére vonatkozo6 4.14 becslés szerint ekkor

n n! M n!M
‘f( )(a)l < %rn+127"’ﬁ: oy

minden r < R-re, amib&l mar adédik a lemma Allitasa. O
5.16 Tétel. (Liouville Tétele) Korldtos egyészfigguvény konstans.

Bizonyitds. Legyen |f| < M az egész sikon. Belatjuk, hogy ekkor ' = 0, amibdl
a 2.14 Tétel szerint mar kovetkezik, hogy f konstans. A 5.15 Lemma szerint
tetszoleges a-ra és R > O-ra |f'(a)| < %%, igy f’(a) = 0 minden a-ra. O

5.17 Tétel. (Algebra Alaptétele) Minden nem konstans komplex polinomnak
van gyoke vagyis, ha p(z) = anz™+---+a1z+ag, n > 0 és a, # 0, akkor létezik
z0 € C, hogy p(z0) = 0.

Bizonyitds. Kénnyen ellenérizhets, hogy tetszéleges nem konstans p polinomra
limp = oco. Indirekt tegyiik fel, hogy p-nek nincsen gyoke. Legyen f(z) = ﬁ
egeészfiiggvény. Ekkor lim f = 0, igy létezik R > 0, hogy minden z-re, ha |z| > R,

akkor |f(z)| < 1. Azonban f folytonossédga miatt f korlatos B(0, R)-en, igy az
egész sikon is. Az el6z6 tétel szerint f konstans, ami abszurdum. O

5.18 Tétel. (Unicitas Tétel) Legyen f € O(D). Ekkor a kivetkezdk ekvivalen-
sek:

(a) f=0.
(b) Létezik egy zo € D, hogy minden n € N-re f(™)(z,) = 0.
(c) Az {z € D: f(z) = 0} halmaznak van D-ben torléddsi pontja.

Bizonyitds. (a)-bol nyilvan kovetkezik (b) és (c) is.

(c)=(b):Legyen 2y € D az f gyokeinek egy torlodasi pontja és R > 0 olyan,
hogy S(z0, R) C D. f folytonossaga miatt f(zo9) = 0. Indirekt tegyiik fel, hogy
letesik ogy 1> 0, hogy f(z0) = f'(20) = -+ = F"~1 () = 0, de f((z0) # 0.
Ekkor f Taylor-sora S(zg, R)-en:

f(z) = Z ag(z — zo)k.
k=n

Legyen
9(z) =) ax(z = z)" "
k=n

Ekkor g reguléris S(zo, R)-en, f(z) = (2 — z0)"g(2) és g(20) = an, # 0. ¢
folytonossédga miatt létezik 0 < r < R, hogy minden z € S(zg,7)-re g(z) # 0.
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Mivel zy az f gyOkeinek torlodasi pontja, ezért létezik egy a € S(zo,7), a # 2o,
hogy f(a) =0, amibdl g(a) = % = 0, ellentmondas.

(b)=(a): Legyen A = {z € D:V¥ n >0 f(™(2) = 0}. Azt fogjuk belatni,
hogy A és D\ A is nyilt halmazok, amib6l D 6sszefiiggGsége miatt, mivel A # ()
kapjuk, hogy D\A = 0, vagyis D = A.

A nyilt: Ha zy € A, akkor létezik egy R > 0, hogy S(zo9, R) C D. Ezen a
kérlapon f Taylor-sora:

igy f minden derivaltja is 0 a korlapon, vagyis S(zo, R) C A.

D\ A nyilt: Indirekt tegyiik fel, hogy D\A nem nyilt. Ekkor létezik egy
w € D\A, hogy minden € > 0-ra S(w,e) ¢ D\A. Legyen R > 0 olyan, hogy
S(w,R) C D. Ha 0 < € < R, akkor ezek szerint S(w,e) N A # (), vagyis van
egy aj, € A sorozat, melyre lim aj, = w. Mivel f(") minden n-re folytonos, ezért
minden n-re 0 = lim f(™ (a;,) = ) (w), amibél w € A, ellentmondas. O

Az Unicitas Tétel segitségével konnyen bizonyithatjuk, hogy a valosban
megismert trigonometrikus, hiperbolikus stb azonossagok igazak komplexben
is. Peldaul sin(2z) = 2sin(z)cos(z) bizonyitasa: Legyen f(z) = sin(2z) —
2sin(z) cos(z) egészfiiggvény. Ekkor f a valos szamegyenes pontjaiban 0, vagyis
egy az értelemzési tartoméanyaban torlod6 halmazon 0. Az Unicitas Tétel szerint
ekkor f =0, ami pont a kivint azonossag.

Amikor ilyen tipusi azonossigok belatasara hasznaljuk az Unicitas Tételt,
akkor szokas Permanencia Elvrél beszélni.

Izolalt szingularitasok osztalyozasa

5.19 Definici6é. Adoit f € O(D) tartomdnyon reguldris figgvénynek zo ¢ D
izolalt szingularitasa, ha létezik R > 0, hogy S(zo, R)\{z0} C D.

5.20 Definicié. Adott f € O(D) és 29 ¢ D izoldlt szingularitdsa f-nek. Legyen
[e.e]
f(z)= > an(z—20)" az [ fiiggvény zo korili Laurent-sora. Ekkor z

n=—oo

e megsziintethetd szingularitdsa f-nek, ha minden n > 0-ra a_,, =0,

e n-edrendi polus szingularitdsa f-nek (n > 0), ha a_, # 0, de minden
m>n-re a_,, =0,

e lényeges szingularitasa f-nek, ha végtelen sok n > 0-ra a_, # 0.
Nézziink egy-két példat.

1) f(2) = sr-nek 0 nem izolalt szingularitasa, ugyanis 0 tetszoleges

kornyezetében van oiyan pont, ahol f nincsen értelmezve.

2.) f(z) = “=L-nek 0 megsziintetehet szingularitasa, ugyanis

e —1 R > z
ED Dhr b Dy e Ik




3) f(z) = ezz;l—nek a 0 pont elsérendii pélusa, ugyanis

ez—l_liz"_l_'_i z"
22 22 = nl oz — (n+2)!

—1
= > ﬁz”Jrl.

n=—oo

4.) f(z) = e*-nek 0 lényeges szingularitésa, mert e*

5.21 Allitas. Legyen f € O(D), zo ¢ D izoldlt szingularitisa f-nek és f(z) =

S an(z — 20)™ az f figgvény zo korili Laurent-sora. Ekkor teljesiilnek a
n=-—o0
kévetkezdk:

(a) zo megszintethetd szingularitisa f-nek <= lim f(z)(z — z0) = 0.
20
(bl) zg n-edrendi polusa f-nek <

lizm(z —20)" L f(2) =0, de 1izm(z —20)"f(2) #0.

(b2) zg pdlus szingularitisa f-nek <= lim f = co.
20
(¢) zo lényeges szingularitdsa f-nek <= Alim f.
20

Vegyiik észre, hogy a 5.21 Allitas (a) pontja szerint a Cauchy Integraltétel
4.25 altaldnositasa nem is volt igazi altalanositas, azonban komoly szerepe volt
abban, hogy idaig eljutottunk.

5.22 Feladat. Bizonyitsa be az 5.21 Allitast.

Allapitsa meg a kovetkezs fiiggvények izolalt szingularis helyeit és azok ti-
pusat.

5.23 Feladat. &)

24

1
5.24 Feladat. m

5.25 Feladat. m .

5.26 Feladat. —%—.

ez —1

A kovetkezs tétel egy fiiggvény lényeges szingulatritasa koriili viselkedését
jellemzi.

5.27 Tétel. (Casorati-Weierstrass Tétel) Ha zy lényeges szingularitdsa f-nek,
akkor minden w € CU{oo}-hez létezik olyan z, — zy (2, # 20) sorozat, melyre

f(zn) — w.

Bizonyitds. Az allitast elég belatnunk w € C-re. Indirekt tegyiik fel, hogy w €

C, de mégsincsen ilyen sorozat. Ez ekvivalens azzal, hogy létezik €, > 0, hogy

minden z-re, ha 0 < |z — 2| < 0, akkor |f(z) — w| > e. Ekkor lim% = 00,
zZ0
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ezért a 5.21 Allitas szerint %—nek polus szingularitasa van zp-ban. Ha ez

egy n-edrendi poélus, akkor lim %(z —29)"*t! = 0. Alkalmazva a
20

z—

[F(2)(z = 20)" < |(F(2) = w)(z = 20)"| + [w(z = 20)"|

becslést vilagos, hogy lim f(2)(z — 20)™ = 0, igy f-nek legfeljebb n — 1-edrendi
E)

poélusa van zg-ban, ellentmondés. O

Ennél sokkal tobbet allit a kdvetkezd tétel. Bizonyitasa rendkiviil nehéz,
ezért elhagyjuk.

5.28 Tétel. (Nagy Picard Tétel) Ha a zo pont f-nek lényeges szingularitisa,
akkor minden & > 0-ra az f(S(z0,0)) képhalmaz legfeljebb egy pont hijin meg-
egyezik C-vel.

A Reziduum Tétel

5.29 Definicié. Ha zg izoldlt szingularitisa f-nek és f(z) = Y. an(z—20)"

az [ fiigguény zo korili Laurent-sora, akkor az f reziduuma zojban.'
Res,, f=a_1.

5.30 Tétel. (Reziduum Tétel) Legyen D egy tartomdny, z1,...,2zm € D és
f € O(D\{z1,...,2m}). Ekkor ha ~1,...,v, tetszéleges D\{z1,...,2zm}-beli

n

zdrt gorbék, amikre minden s ¢ D esetén > n(vyk,s) =0, akkor

k=
Xn:/ f= QWii (zn:n(%,zl)) Res,, f.
k=17 =1 k=1

A Reziduum Tételnek csak egy (trivialis) speciélis esetét bizonyitjuk.

5.31 Tétel. (Reziduum Tétel, specialis alak) Ha v egy egyszerd zdrt gorbe a D
tartomdnyban, mely tartalmazza v belsejét, tovdibbd z1, ..., z, véges sok pont ~y
belsejében, akkor minden f € O(D\{z1,...,zm}) figgvényre

m

/f = QﬁiZReszl I
R =1

Bizonyitds. Minden | = 1,...,m-re legyen v; egy z-et megkeriil§ + belsejé-

ben haladé kérvonal ~-val azonos iranyitast paraméterezése. Feltehets, hogy a

Y1y .-y Ym gOrbék paronként diszjunktak. Ekkor a 4.34 Kovetkezmény szerint
m

L f= l; [, f és az 5.8 Tetel szerint minden lre [ f = [ &) qy =

(z2—21)°

2miRes,, f. O

A Reziduum Tétel az Osszes eddigi integraltételiinket illetve formulénkat
tartalmazza specidlis esetként. Konkrét integralok kiszamitésara igy a legalkal-
masabb eszkoziink.
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Példaul legyen f(z) = —— és v egy % + i kozéppontu 2 sugart korvonal

22—z
porzitiv irdnyd paraméterezése. Ekkor

/f = 2mi(Resy f + Resy f).

Felhasznalva az f Laurent sorat S(0,1)\{0}-n és S(1,1)\{1}-en (f-nek ezeken a
koérgytriikon izolalt szingularitasa 0 illetve 1) kapjuk, hogy fv f=2mi(-1+41) =
0. Természetesen ezt az integralt kiszdmolhattuk volna a 4.34 Kévetkezmény és
a Cauchy Formula felhasznéaldsaval is, mint a Kidolgozott példak részben az 5.)
példa esetében. Vagyis ebben példdban nem muszaj alkalmaznunk a Reziduum
Tételt. Késébb latni fogunk olyan példékat is, ahol elkeriilhetetlen a Reziduum
Tétel alkalmazasa.

Altalaban hogyan hatarozhaté meg egy fiiggvény reziduuma izolalt szin-
gularitasaiban? Természetesen, ha Laurent-sorba tudjuk fejteni, akkor készen
vagyunk. Persze nincs sziikségiink a Laurent-sorra a reziduum kiszamitaséhoz.
Az 5.21 Allitas segitségével el tudjuk dénteni, hogy milyen szingularitésa van a
fiiggvénynek az adott pontban, ebbdl pedig nem lényeges szingularitas esetén a
kovetkezo allitas segitségével kiszamolhatjuk a reziduumot.

5.32 Allitas. Ha 2o megsziintetehetd szingularitisa f-nek, akkor Res,, f = 0.
Ha zy n-edrendd polusa f-nek, akkor

lim %[(z —20)" f(2)]

Res., f = — 1)
Bizonyitds. A megsziintethetd szingularitasra vonatkozo allitas trividlis. Ha f-
nek zg-ban n-edrendid poélusa van, akkor z koriil f(z) = i ar(z — 2z0)*, ahol
a_p # 0. Ekkor e
(z —20)" f(2) = Z ar(z — Zo)k+n7
k=—n

amit n — 1-szer tagonként derivilva kapjuk, hogy

dn—l >

W[(z —z20)"f(2)] = Z ar(n+k)(n4+k—1)-(k+2)(z — z)F.
k=—1

Vagyis %[(z —20)"f(2)] a zp pont egy pontozott krnyezetében egy Taylor-

sor Osszegfiiggvényével egyenls, igy a hatarértéke zg-ban a Taylor-sor 0O-adik
egytitthatoja: a_q(n — 1)L O

Nézziink egy-két példat a Reziduum Tétel alkalmazasara:

1.) Legyen f(z) = zer és v az 1 sugaru 0 kodzéppontu korvonal egy pa-
raméterezése. A korlapon f-nek 0 izolalt szingularitasa, ezen kiviil mindenhol

reguldris. ex = Y ﬁz" +1,1gy f(z) = > mz” + 1+ z. Tehat

n=—oo n=—

Reso f = % és a Reziduum Tétel szerint

1
/f:27rif = mi.
~ 2
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2.) Legyen f(z) = ﬁ és v az 1 sugaria 0 kézéppontu korvonal egy pa-
raméterezése. A korlapon f-nek 0 izolalt szingularitdsa, ezen kiviil mindenhol
regularis. A 0 pont mésodrendt polusa f-nek, ugyanis

z 1

. 2 T _ _
iz (z) = lim 1—er  exp/(0) b

amibgl lim 23f(2) = 0 és alkalmazzuk az 5.21 Allitast. Ekkor az 5.32 Allitast
felhasznélva kapjuk, hogy

(L—e) —2(-¢) _

o 4o o
Reso f = h(r)n E[Z f(z)] = h(r)n

(1 —e*)2
. —e*+e¥ + ze* . z . 1 1
lim—————=lim—— =lim— = -,
0 2(1—e*)(—e?) 0 2(er—1) 0 2e* 2

ahol a 3. és 5. egyenléségben felhasznaltuk a L’Hospital szabalyt. A Reziduum
Tétel szerint fv f=2mij = mi.

Hatarozza meg az fv f vonalintegrélokat a Reziduum Tétel segitségével, ahol

e

5.33 Feladat. v az 4 koriili 2 sugart korvonal egy paraméterezése, f(z) = 5.

5.34 Feladat. v egy egynél nagyobb sugart 0 kdzépponti koérvonal paraméte-
reZése, f(Z) = m
z+1
sin(iz) "

5.35 Feladat. v a |z| = 5 egyenleti korvonal egy paraméterezése, f(z) =

5.36 Feladat. v egy 0 kdzéppontt kérvonal paraméterezése, f(z) = sin (1).

Valés improprius integralok

Két példaval illusztraljuk, hogy a Reziduum Tétel jol alkalmazhaté valos improp-
rius integralok meghatarozasara. Az egyszertien meggondolhato allitasok és a
koénnyebb szamolasok ellenérzését az olvaséra hagyjuk.

5.37 Példa. Belatjuk, hogy

/ < g2 d ™
——dr = —.
oo Lt V2
Az f(z) = 1_7_% fiiggvénynek izolalt szingularitasai a —1 negyedik gyokei:

2z, = e (TT5) = cog (f + k—ﬂ) + 4 sin (f + kj)
" S\ T2 47 2 )

ahol k = 0,1,2,3. Kénnyen meggondolhatd, hogy ezek mind elsérendid poélusai
f-nek, példéaul:

22

tin(z = 200/ () =tz = 20) -5 — 5 =0

és 2
hzron(z —20)f(2) = hzf)n (z —21)(z i 22)(2 — 23) N
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zg 1—1
=~ 40,
(20 = 21)(20 — 22)(20 — 23) 42
igy az 5.21 Allitas felhasznalasaval kapjuk, hogy zo elsérendii polus.
Az 5.32 Allitas felhasznalasaval f reziduuma zgp-ban és z;-ben:

1—14
Res,, f =lim(z — z z) =
0 f P ( O)f( ) 4\/§
és hasonl6éan )
—-1—3

R =1 — = —.
€Sz, f 121111(2 Zl)f(z) 4\@
Legyen R > 1 és yg az a gbrbe, mely az R sugaru felsé félsikba es félkor

hatarat paraméterezi. A szingularitasok koziil yr belsejébe csak zg és z; esik,
igy a Reziduum Tétel szerint

T
V2

Az integralt két részre oszthatjuk. Legyen ug a [— R, R] szakasz és vg a félkor
egy paraméterezése. Ekkor f'm f= f#R f+],,. [ ésazintegrél definicioja szerint

R 2
T
f=/ a1
/A;R _R1+5E4

. , . 2 ,
valés integral. Ekkor mivel f— > 0, ezért

00 2 R 2
/ 2 _dz= lim 2 _dz= lim (l—/ f),
— 0 1 +$4 R—o0 R 1—|—1}4 R—o0 ﬁ VR

vagyis elég belatnunk, hogy Rlim fVR f=0.

/ f:27Ti(R€SZOf+ReSZ1 f):
TR

A félkérdn |1+ 2% > R* —1, amibdl |1_|Z_%| < %. Alkalmazzuk az integral
abszolut értékének becslését (4.14 Tétel):

R? R3w
< Rrr =
‘/VRf‘—R41 TTRI-T

ami 0-hoz tart, ha R — oo.

5.38 Példa. Belatjuk, hogy

/ sin(z) de—
0 T 2

Az f(2) = g fiiggvénynek 0 elsérendd polusa. Adott 0 < r < R esetén legyen
vr,r az r illetve R sugari 0 kézéppotnu kordk altal meghatarozott fels fésikba
esG korgytrtszelet hatardnak paraméterezése. Mivel a v gorbe f értelmezési
tartomanyinak egy 1-Osszefiigg6 részében halad, ezért a 4.31 Kovetkezmény
szerint f% L[ =0.

Legyeﬁ 1 €8s Vi a két félkorvonal természetes paraméterezése negativ illetve
porzitiv irAnyban. Ekkor

R _ix iz —r _ix iz
/ f:/ e—dm+/ e—dz+/ e—dx+/ .
YrR r X VR V4 —R X z

T
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Felhasznalva, hogy sin(z) = %(e“C — e~) kapjuk, hogy

R . R . R .
1 % __ 1T 1 1xr 1 1T
/ sin(z) dr = — €T de= S & da.
. z 2i J, z 2i ), =z 2i J_p x
ugyanis az x = —t helyettesitéssel — fTR S;T der = — fﬁR £ :( 2 =[5 et dt.
" . R, .
Belatjuk, hogy B}gnoo fuR dz = 0 és }13% fﬂr z = —i. Ebbol mér

kovetkezik az allitas:

0o R .
/ sin(z) de—  lim / sm(x)dx _
0

xT r—0,R—oco [, x

elZ
lim / / —dz—/ —dz) =
r—0,R—o0 27, L z
1 1z
lim (7/ e—dz f/ e—dz) = E.
r—0,R— 00 21 VR z L z 2

i

1. lim fUR e; dz = 0: Ha z = z + iy az R sugara félkorén van, akkor

R—o0

e?

z

= e;. Legyen € > 0 fix. Vagjuk fel vg-et harom részre:

vh=vr | [0,e,vh =vg |[e,m—€ ésvy =vp | [m—¢ 7).
A v} 6s v} altal megadott gorbén |<°| < L. a v altal meghardrozott iven
. ei® o~ Rsin(e)
pedig || < < |
Valasszunk egy Ro-t, hogy minden R > Rg-ra e~ #5n(9) < £ teljesiiljon. Ha
R > Ry, akkor az adott koriveken alkalmazva az integral abszolit értékének
becslését kapjuk, hogy

eiz eiz eiz eiz
‘/ —dz‘ < ‘/ —dz‘ +’/ —dz’ +‘/ —dz‘ <
VR z Vll% z V123 z V%{ z

1 67Rsin(e) 1 Rei
EGR + T(ﬂ' —2¢)R + EeR < 2e + e s < 3¢,
2. lim f = —mi: Az =1L fiiggvénynek 0-ban megsziintethetd szin-

r—0
gularitasa van, ezért korlatos S(0,1)-en, |62771| < M. Ha r < 1, akkor
| [, £52dz| < Mar, amibdl

iz __ 1 iz 1 iz
0= lim/ ¢ dz = lim/ S - lim/ —dz = lim/ € dx— (—mi),
=0 2 =0, 2 =0 2 =0 2

vagyis fm £~dz — —mi, har — 0.

Hasonlé modszerekkel belathatok példaul a kovetkezd integrélok is:

* In(x) *  In(x) 71 [% cos(x) o
/O 1+x2d”3_0’/0 (1+x2)2dx——4,/0 TETSEiE
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6. Appendix

Halmazok és fiiggvények

Roviden osszefoglaljuk a legfontosabb halmazelméleti fogalmakat.

N jeloli a természetes szdmok, Z az egész szamok és R a valés szdmok hal-
mazat.

Adott A és B halmazok esetén A x B a két halmaz Descartes-szorzata:

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.

Ha A, B két halmaz, akkor egy A-n értelmezett B-be képezd f fliggvényt " f :

A — B"-vel vagy "A 1, B'vel jeloliink. f értelemzési tartomdnya: dom(f) =
A; f értékkészlete:
ran(f) ={be B:3a€c A f(a) =b}.

Egy f : A — B fiiggvény konstans, ha létezik egy b € B, hogy minden
a € A-ra f(a) = b, jelolésben f =b.

Ha f: A — B egy fiiggvény és X C A, akkor legyen f(X) az X halmaz képe
(f-nél), vagyis

f(X)={beB:3zxe X f(x) =0}

Ha f: A — B egy fiiggvény és A’ C A, akkor f-et megszorithatjuk A’-re és
kapjuk az

fl1A:A—B

fiiggvényt, vagyis minden a € A’-re (f | A')(a) = f(a).
Egy f: A — B fiiggvény

e injektiv, ha kiilonb6z6 A-beli elemeket f kiillonbozd B-beli elemekbe képez,
vagyis

Voai,az € A (ay # az = f(a1) # f(az2));

e sziirjektiv, ha minden B-beli elem elGall egy A-beli elem képeként, azaz
ran(f) = B, vagyis

VbeB3IacAfla) =0

o bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, vagyis oda-vissza egyértelmi (Osszeparositja
A és B elemeit).

Egy f: A — B injektiv fiiggvénynek képezhetjiik az inverzét:
U ran(f) — A,

ha b € ran(f), akkor f=1(b) az az egyértelmtien létezs a € A, melyre f(a) = b,
masképpen f~1(f(a)) = a.
Hag: A— Bés f: B— C, akkor az f és g fiiggvények kompozicidja:

fog:A—C,(fog)(a) = f(g(a)).
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Testek

Ha egy T nemiires halmazon adott két darab kétvaltozos mivelet: & és ®, to-
vabba ki van jelolve a halmaz két kiilonb6z6 eleme n, e € T', akkor a (T, ®, ®, n, e)
struktura egy test, ha teljesiilnek a kovetkezsk:

I. Az Gsszeadas tulajdonsigai

(a) Va,beT a®b=>bda (az Osszeadas kommutativ),
(b) Va,bceT a® (b®c) = (a®b)® c (az Gsszeadds asszociativ),
(¢) a®n=a (negy nullelem),
(d) YaeT 3beT adb=n (létezik ellentett).

II. A szorzéas tulajdonséigai
(a) Va,beT a®b=>b0oa (az szorzds kommutativ),
(b) Va,b,ceT a® (bOc)=(a®b)® c (az szorzés asszociativ),
(c) a®e=a (eegy egységelem),
(d) VaeT\{n} IbeT a®b=-e (létezik inverz).

III. A kett6 kapcsolata, disztributivitds:
VabceTa®(b®dc)=(a®b)®(ad®ec).

Példaul a valés szamok a szokésos Osszeadéassal és szorzassal, tovabba a 0 és 1
elemekkel egy test:
(R, +,-,0,1).

Teljesen hasonloan a racionalis szamok Q halmaza is testet alkot a szokasos mii-
veletekkel. Mas példak:

1.) A két elemi test: Legyen {n,e} egy tetszéleges kételemi halmaz a mi-
veletek pedig: n®n=e®e=n,nPe=ePn=e,nOn=n@e=e@On=n
ése®e=ce.

2.) A Q(v2) test: A {a+bv2: a,b€ Q} halmazon a szokisos miiveletekkel
egy testet kapunk.

6.1 Tétel. Az Emlékeztets-ben definidlt mdveletekkel C eqgy test:
<(C, +; Yy (07 0)7 (1ﬂ 0)>

Bizonyitds. A Osszeadéds tulajdonsigai egyszertien abbdl kévetkeznek, hogy a
vektorosszeadasnak megvannak ezek a tulajdonsagai.
A szorzas tulajdonsagai:

(a): (al,b1) . (ag,bg) = (alag — blbg,albg + b1a,2) és (ag,bg) . (al,bl) =
(azay — baby, asby + baay), igy (a1,b1) - (az,b2) = (az,b2) - (a1,b1).

(b): (a1,b1) - ((az,b2) - (as,b3)) = (a1,b1) - (agaz — babs,azbs + baas) =
(al(agag — bgbg) — bl(a2b3 + bgag), al(a2b3 + bga3) + bl(agag — bgbg)) =

(a1a2a3 — a1b2b3 — b1a2b3 — b1b2a3, a1a2b3 + a1b2a3 + b1a2a3 - b1b2b3).
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Tovabbéa ((al,bl) . (ag,bg)) . (ag,bg) = (a1a2 — blbz,ale + blag) . (ag,bg) =
((arag — bibz)as — (a1bz + brag)bs, (arag — b1b2)bs + (a1bz + brag)az) =

(aragaz — biboas — a1babs — bragbs, ajasbs — bibabs + ajboas + biasas).
(¢): (a,b)-(1,0) = (al — b0,a0 + b1) = (a,b).
(d): Ha (a,b) # (0,0), akkor

a —b a® —b? —ab ab
a2+b2’a2+b2) - (a2+b2 TEIR R i

(a,) - (

Disztributivitéas:

) = (1,0).

(a1,b1) - ((a2,b2) + (as,bs)) = (a1,b1) - (a2 + az,ba + b3) =
(araz + a1az — biby — bibz, arby + arbs + brag + braz) =
(arag — biba, a1by + biaz) + (a1az — bibz, arbs + braz) =
((a1,01) - (az,b2)) + ((a1,b1) - (a3, b3)).
O

Az {(a,0) : a € R} C C halmaz tartalmazza a kijelolt (0,0) és (1,0) elemeket
és minden a,a’ € R-re

(a,0) + (d/,0) = (a + d’,0) és (a,0) - (a’,0) = (aa’,0),

vagyis a halmaz zart a miiveletekre.

Az ilyen részstrukturat résztestnek nevezziik. Példaul Q részteste Q(v/2)-nek
és mindkettd részteste a valos szamok testének.

Ez a részteste C-nek izomorf a valds szamok testével. Precizen, ha

¢:R—C, ¢(a) = (a,0),
akkor minden a,a’ € R-re ¢p(a + a’) = ¢p(a) + ¢(a’) és p(aa’) = ¢(a) - p(a’),
vagyis ¢ mivelettarto. Ez az izomorfizmus az oka az egyszertsitésiinknek, vagy
megfeleltetésiinknek, amikor azt mondjuk, hogy R C C, hiszen (a,0) helyett
féreértések nélkiil irhatunk a-t.

R? topologiija

Roviden Osszefoglaljuk a legsziikségesebb topologia alapfogalmakat.
6.2 Definicié. Egy a = (x,y) € R? vektor hossza vagy norméja:

lall = V&2 + 2.

6.3 Tétel. A |.| : R? — R norma minden A € R és a,b € R? esetén eleget tesz
a kévetkezdknek:

0.) llall =0, llal =0 <= a=0=(0,0),
L) [[Aall = [Alllall,

2.) lla+ bl <llall + o]l (hdromszig-egyenldtlenség).
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6.4 Definicié. Adott a = (v1,y1) és b = (v2,y2) € R? pontok tavolsaga:

d(a,b) = lla—b] = V(21— 22) + (y1 — 32)*.

Specialisan egy a € R? pont norméja egyenld a 0-tol vald tavolsdgaval.

6.5 Tétel. A d : R?2 x R? — R tdvolsdgfigguény minden a,b,c € R? esetén
kielégiti a kéovetkezd azonossdgokat:

d0) d(a,b) >0, d(a,b) =0 <= a=0b,
d1) d(a,b) = d(b,a),
d2) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c). (hdromszig-egyenldtlenséq)

6.6 Definicié. Adott a € R? és € > 0 esetén az a pont koriili € sugart nyilt
korlap:
S(a,e) ={pe R?: d(a,p) < €},

az a pont koriili € sugara zart korlap:
B(a,e) = {p € R? . d(a,p) < €}.

6.7 Definicié. Egy U C R? halmaz nyilt, ha minden a € U-hoz létezik € > 0,
amire S(a,e) CU.
Specialisan () és R? nyilt halmazok.

6.8 Allitas. Minden a € R?-re és € > 0-ra az S(a, €) halmaz nyilt.

A nyiltsag definicidja szerint minden nyilt halmaz elall nyilt kérlapok unié-
jakeént.

6.9 Allitas. Tetszolegesen sok nyilt halmaz unidja nyit. Véges sok nyilt halmaz
metszet nyilt.

oo
Az allitas végtelen sok nyilt halmaz metszetére nem igaz: [\ S (g, %) = {a}.
n=1

6.10 Definicié. Egy H C R? halmaznak egy a € R? torlodasi pontja, ha minden
e > 0-ra az S(a,e) N H halmaz végtelen. A H halmaz torléddsi pontjainak
halmazdt jelolje H'.

6.11 Definicié. Egy F C R? halmaz zart, ha minden torléddsi pontjdt tartal-
mazza, vagyis F' C F.

6.12 Allitas. Egy F C R? halmaz pontosan akkor zirt, ha az R*\F halmaz
nyilt.
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Targymutato

B(zo,€), 19 harmonikus, 40
S(z0,¢€), 19 hatarértéke, 8

Au, 40 injektiv, 57

arg(w), 22 primitiv fiiggvénye, 31
ch(z), 24 regularis/holomorf, 13
cos(z), 23 reziduuma, 52

dom(f), 57 sziirjektiv, 57

exp(z), 20 fiiggvénysor, 10

Y7, 25 egyenletesen konvergens, 10
Y1 Y2, 28 konvergens, 10

Im(a + bi), 3

0, 6 gorbe

fﬁ/ f, 26 belseje, 25

1og(w), 292 indexe, 35

C,3 kiilseje, 25

O(D), 13 halmaz

ran(f), 57 N N

Re(a + bi), 3 Osszefiiged, 5

Res,, f, 52 utosszefuggo',. 5 )
sh(zj) 2 eg}/fszeresen Osszefiiggd, 6
sin(z), 23 nyl%t, 6(,), .
a+bi3 poligondsszefiiggs, 5
o7 91 zart, 60

7 ,TA/, 57 hatvanysor, 19 '

n(y,s), 35 konvergenciasugara, 19
w?, 23

izolalt szingularitas, 50
lényeges, 50
megsziintethetd, 50
polus, 50

abszolut érték, 4

Algebra Alaptétele, 49
algebrai alak, 4

Altalanos Cauchy Formula, 44
Altalanos Cauchy Tétel, 37
argumantum, 22

képzetes rész, 3
konjugalés, 4

L’Hospital Szabaly, 46

Casorati-Weierstrass Tétel, 51 Laplace-egyenlet, 40

Cauchy Formu,la,’36 Laplace-operator, 40
Cauchy In.tegraltetele, 33 Laurent-sor, 45
Cauchy-Riemann egyenletek, 16 Liouville Tétele. 49

Euler Tétel, 24 logaritmus, 22

Nagy Picard Tétel, 52

figgvény Newton-Leibniz Formula, 30

bijektiv, 57
differencialhato, 13
egészfiiggvény, 13
f(ilyt(‘)ngssaga,’ 8 ’ sor

gorbén integralhato, 26 abszolit konvergens, 8

Reziduum Tétel, 52
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divergens, 7

konvergens, 7
sorozat

Cauchy-, 6

divergens, 6

konvergens, 6

tartomany, 5

test, 58

torlodasi pont, 60
trigonometrikus alak, 4

Unicitas Tétel, 49
valos rész, 3

Weierstrass Kritérium, 11
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