Sajatérték probléma

Legyen A egy kvadratikus matrix. Az AX = AX egyenlet X # 0 megoldasat az A matrix
sajatvektoranak, a A skalart az é matrix sajatértékének nevezziik.

Az AX=AX egyenlet atrendezhets (é — il)z = () alakba. Az egyenletnek akkor és csak akkor
van X # 0 megoldasa, ha det(é — /IL) =0. Tehat a sajatértékek a det(é — ZL) =0
karakterisztikus egyenlet megoldésai. A sajatértékek ismeretében az (é — ZL)X =0 egyenletbdl a

sajatvektorok meghatarozhatok.

Valos, szimmetrikus matrixok tulajdonsagai:

Egy kvadratikus A matrix valos szimmetrikus, ha A= é*, ahol é* az A matrix transzponalt
konjugaltjat jelenti.

Tétel: Ha é egy valds szimmetrikus matrix, akkor minden sajatértéke valos.

Bizonyitas: Vegyiik az éﬁ = AX egyenlet mindkét oldalanak transzponalt konjugaltjat:
X* é* = Ix*. A feltétel miatt ebbdl X* é = Z)_(* egyenlet adodik. Szorozzuk meg jobbrol az X

vektorral:
i) X Ax=AX X.

Masrészt az éﬁ = AX egyenletet balrél szorozva az f vektorral kapjuk, hogy
(i) X AX = AX X.

*

Az (1) és (i1) egyenleteket kivonva egymasbdl : (Z — /1)X x=0.

Mivel X # 0, ezért A = A, azaz a sajatérték valos szam.
Tétel: Egy A valos szimmetrikus matrix kiilonboz6 sajatértékeihez tartozoé sajatvektorok

ortogonalisak.
Bizonyitas: Legyen A, és A, két kiilonboz0 sajatérték, azaz A, # A, . A megfelel6 sajatvektorok
X, és X,.

Tehat AX; = A X, é AX, =1, X,. Azelsd egyenlet transzponalt konjugaltjat szorozzuk meg
jobbrolaz X, vektorral és hasznaljuk fel, hogy A= é* Ekkor adodik, hogy

5: AXx, =4, )_(;k X,. A masodik egyenletet balrol szorozva Xr vektorral, kapjuk, hogy

X: AXx, =4, Xlkxz . A két egyenlet kivonasaval adodik, hogy (ﬂ,l -4, )5? X, =0.Mivel 4, #4,,

ezért 5:52 =0, tehat X, és X, ortogonalisak.

Megjegyzés (1): (bizonyitas nélkiil) Ha A a karakterisztikus egyenlet tobbszords, mondjuk k-
szoros gyoke, akkor a hozzatartozo sajatvektorok egy k dimenzids alteret alkotnak, amelybdl
kivalaszthato k darab paronként ortogonalis sajatvektor.

Megjegyzés (2): Az el6z6 tételbdl és a hozza fiizott megjegyzésbol kovetkezik, hogy minden Nx N
tipusu valds szimmetrikus matrixnak van n darab paronként ortogonalis vektorokbdl allo sajatvektor
rendszere.



Legyen az é N x N tipust valds szimmetrikus matrix paronként ortogonalis egységvektorokbol
0,hai=]

lhai=j

Jelolie U az U,,U,,...,U, vektorokbol alkotott métrixot: U =[U,,U,,...,U,]

allo sajatvektor rendszere: U,,U,,...,U, . Tehat U;U; 2{

Tétel: AU =U A, ahol A a megfelel6 sajatértékekbél alkotott diagonalmatrix.
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Kovetkezmeény: A= QAQ_I

-l T . e , s
és U =U " vagyis az U matrix inverze egyenld a transzponaltjéval.



