Kétvaltozos fiiggvények

Definicié: f: R* > R vagy z = f(x,y)
Szemléltetés: x,y,z koordinatarendszerben feliilettel.

Pl. z=x*+y? forgasi paraboloid
Z:JR2 — (x> +Yy?) félgdmb
z= m forgasi hiperboloid (két kdopenyti)
z= m forgasi hiperboloid (egy kopenyti)

z=-|X*+y’ kap

z = f(u) gorbe z-tengely koriili forgatasaval keletkezo feliilet: z = f(/x* +y*)

Hatarérték:
Definicio (1): Az f(x,y) fliggvénynek az (x,,y,) pontban a hatarértéke A, ha

minden & >0 szdmhoz taldlhatd 6 >0 szam gy, hogy 0 < \/(x - xo)2 - (y - yo)2 <5

esetén |[f(x,y)-A<e .

Definicié (2): Az f(x,y) fiiggvénynek az (x,,y,) pontban a hatarértéke A, ha
minden P,(x,,y,) ponthoz konvergdld P,(x,,y,) pontsorozat eseténa z, = f(x,,y,)
fliggvényértek sorozat A-hoz konvergal.

Jelolés. lim f(x,y)=A

(Xo,¥0)

Megjegyzés: A definicio (1)-ben 0< J (x — xo)2 + (y — yo)2 <5 egyenldtlenség helyett

0< \x -~ xo\ + \y - yo\ <& vagy 0< max(\x = Xo|» |y — yo\) <& egyenldtlenség is irhato.
Tétel: Definicio (1) és definicio (2) ekvivalens.

Példak:
X

(1) 1(%)1(})1)(2:/)/2 = nem létezik, mert kiillonb6z6 iranybol megkodzelitve az origdt

kiilonb6zo hatarértékeket kapunk: Pl.: y =mx egyenes folott a fiiggvény értéke

(2) limzxyy4 = nem létezik, annak ellenére, hogy barmely egyenes mentén

megkozelitve az origdt a fliiggvényértékek 0-hoz tartanak:

li X(m)° =1 m’x =0.Azonban y =-/x gorbe folott megkozelitve az origdt
O L (M) et mtx y= & & &
X(+/x)? oox 1

a hatarérték lim =lim ==
o0 X2+ () oo xT Xt 2



2

Xy

(3) lim iyl 0 , mert tetszéleges & >0 szamhoz taldlhaté § >0 szam ugy, hogy
(0.0)
vt (| : 1

0<+/X"+y" <o eseten N <¢ . Ugyanis N 5 mert x> +y —2\xy\>0

xy’

X +

Ezért

5 £;y<g , ha \y\sﬂ/xzjty2 <2e.

Hatarértékre vonatkozo tételek. (ugyan ugy, mint egy valtozos fv. esetén)
Ha 1étezik 1im f(x.,y) és hm f(x,y)= A valamint

(Xo-¥0) (X0,Y0)

1étezik lim g(x,y) €s 11m g(x,y) = B , akkor

(X0>Y0)

a) létezik (11m)[f (X,y)+ g(x,y)] és (hm)[f(x, y)+9(x,y)]=A+B.
X0, Yo Xo5Yo

b) 1étezik (lim)[f (X,¥)-9(x,y)] €s (lim[f(x,y) “g(X,y)]=
XoYo X

. f A
c) tovabba B =0 esetén létezik lim — - rey) ¢s lim Ty A :
(XOvyO) ( y) (X05Y0) g(X y) B

Definicié: Az f(x,y) fiiggvény folytonos az (x,,y,) pontban, ha
a) létezik hm f(x,y)

(X0>Y0)

b) létezik f(x,,y,) €s
C) lim f(x,y)=f(X,,Y,) -

(X0,Yo)
Folytonossagra vonatkozo tételek:
Ha f(x,y) és g(x,y) folytonosak az (x,,y,) pontban, akkor az
f(x,y)+tag(x,y),az f(x,y) g(x,y) figgvények is, valamint ha g(x,,y,) # 0, akkor az
;X;/)) fiiggvény is folytonos az (x,,y,) pontban.
Definicié: A sikon egy Py pont 0 sugari kornyezete azon P pontok Osszessége,
amelyeknek tavolsaga Py-t61 kisebb, mint 0.
Definicio: Egy P pontot a H halmaz belsé pontjanak neveziink, ha a P pontnak van
olyan kornyezete, amelynek minden pontja a H halmazhoz tartozik.
Definicio: Egy P pontot a H halmaz kiilsé pontjanak neveziink, ha a P pontnak van
olyan kornyezete, amelynek egyetlen pontja sem tartozik a H halmazhoz.
Definicio: Egy P pontot a H halmaz hatdrpontjanak neveziink, ha nem belsé pont és
nem kiilsé pont.
Definicio: Egy P pontot a H halmaz torl6dasi pontjanak neveziink, ha a P pont
tetszOleges kornyezetének van a H halmazhoz tartozo pontja.
Definicio: Egy ponthalmaz nem 6sszefiiggd, ha feloszthatd két olyan diszjunkt
részre, hogy egyik sem tartalmazza a masiknak torl6dasi pontjat. Ellenkezé esetben

Osszefliggd.
Egy 6sszefliggd ponthalmazt tartomanynak is neveziink.




Definicio: Egy tartomany zart, ha tartalmazza minden hatarpontjat.
Definicio: Egy tartomany nyilt, ha minden pontja belsd pont.

Tétel: Ha az f(x,y) fliggvény folytonos egy zart T tartomany minden pontjaban,
akkor a fliggvény korlatos is ezen a tartoméanyon.

Tétel: Ha az f(x,y) fliggvény folytonos egy zart T tartomany minden pontjaban,
akkor a fliggvény felveszi a legnagyobb ¢€s legkisebb értékét is ezen a tartomanyon.

Differencialszamitas:
Parcialis derivaltak:

of(xy) ., _ o fx+hy) - fF(xy)
ax = f/(x,y) = lhlil(} b
2 f(x,y) . fx,y+h) - 1(x,y)
IRV g -
oy y(X.y) = lim h

Iranymenti derivalt: v(cosa,sina) vektor iranyaban
f(xX+hcosa,y+hsina)—- f(x,y)
h
Tétel: Ha az (x,y) pontban minden irdnyban van iranymenti derivalt, akkor
f h h si - f
0 y) = lim O EOSEY SRS S FOOY) gy y)cosa + 1y(x, y) sina
h—0
Specialisan, ha « =0, akkor az irdnymenti derivalt megegyezik az X szerinti parcialis

f (x,y) =1lim
h—0

derivalttal. Ha « = g, akkor az irdnymenti derivalt megegyezik az y szerinti parcialis

derivalttal.
Az X és Y szerinti parcialis derivaltak 1étezése nem biztositja az irdanymenti derivaltak
1étezését:
Xy
Pl.az f(x,y)=1< x> +y’
0 ha x>’+y°=0

ha x*+y*#0 .. .,
axTys fiiggvény parcialis derivaltjai az origdoban

l1éteznek, de semmilyen mas iranyban nincs irdnymenti derivaltja.
Megjegyzés: A fenti fliggvény parcialis derivaltjai 1éteznek az origdban annak
ellenére, hogy a fiiggvény itt nem folytonos.

Tétel: Ha ) (x,y) és f (X,y) létezik az (a,b) pont egy & sugarli kornyezetében és
az (a,b) pontban mindkettd folytonos, akkor f,/(a,b)=f(a,b).

A z=f(x,y) feliilet normalisa az n(fx’, fy’,—l) vektor.

A z=f(x,y) feliilet érintdsikjanak egyenlete az (x,,y,) pont folott:
fx,(xoa yo)(x - Xo)"’ fy’(xosyo)(y - yo)_ (Z —f (XO’yO)) =0.



Definicié: A z= f(x,y) fiiggvény gradiense a parcialis derivaltakbol, mint
koordinatakbol alkotott vektor: grad f(x,y) :(fx’(x,y), fy’(x,y)).
A gradiens legfontosabb tulajdonséagai:

(1) Minden pontban a gradiens merdleges a ponton athalad6 szintvonalra.
(2) A gradiens a fiiggvény legnagyobb novekedésének iranydba mutat.

Kétvaltozos (differencialhato) fiiggvény szélsoértéke:
A sz€lséérték 1étezésének sziikséges feltétele:

f/(x,y)=0
{fy'(X, y)=0

A sz€lséérték 1étezésének elégséges feltétele:
fX’(X ’y ): 0 A " " " 2
Ha {fy’(xz,yz) o ©s Fi(X0.Y0): fyy(xo,yo)—[fxy(xo,yo)] >0, akkor az f(x,y)

fuggvénynek szélséérteke van az (x,,y,) pontban. Mégpedig 7 (x,,y,) > 0 esetén
minimuma van, f/(x,,y,) <0 esetén maximuma van a fliggvénynek.

fX’(X 9y ) = O 4 " " " 2 . 4 "o 4
Ha {fy’(xz,yz) _o €8 Tu(Xe,Yo): Ty (X5 o) —[fxy(xo,yo)] < 0, akkor nincs szélsoérték.

Ekkor nyeregpontja van a feliiletnek.

Példa olyan feliiletre, amelyet barmely z-tengelyre illeszked6 sikkal elmetszve a
metszetgdrbének minimuma van az origdban, de a feliiletnek nincs minimuma:
7= (y— xz)(y—zxz) =2x* —3x’y +y°.

Feltételes szélsoérték:
Keressiik z = f(x,y) szélsdértékét g(x,y) =0 feltétel mellett.

Vizsgaljuk meg az F(x,y,A) = f(x,y)—1-9(x,y) széls6értékét!

Kettosintegral
Legyen T egy téglalap alaku tartomany a koordinatatengelyekkel parhuzamos

oldalakkal: T = {(x,y)|a <x<b,c<y< d}
Definicié: [[ f(x,y)dT
T



Legyen a=Xx,,X,,...,x, =b az [a,b] intervallum és c=y,,y,,....y, =d a [c,d]
intervallum egy felosztasa.

A XX f(x,y,)AxAy; Osszeget integral kozelitd 6sszegnek nevezziik, ahol

j=li=1
AX; =X —X_, Ay, =Yy, -y, ésahol x_ <x <x, y,_ <y, <y,.
Legyen m; =inf f(%,,y;) ha x_ <x <X, y,, <Yy, <Y,.

Az

H
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Z m; Ax;Ay; Osszeget az integral also kozelité dsszegenek nevezziik.

Legyen I\/Iij:supf( ,¥;)) ha x_ <% <x, Yy, <y, <y;.

Az S, =22 M;AxAy; Osszeget az integral felsé kozelitd 6sszegének nevezziik.
j=li=I

M3

:;: 9Srj )ZS)(iZS)/j < Sn,m

Ugyan ugy, ahogy egyvaltozés esetben, most is belathato, hogy 1) osztépontok
felvételével az

als6 kozelitdé 0sszeg monoton nd (nem csokken),

a fels6 kozelitd 6sszeg monoton csdkken (nem no),

valamint tetszOleges felosztasok esetén

barmely also kozelitd osszeg kisebb vagy egyenld, mint egy felsd kozelitd dsszeg.
Kovetkezmény: sups,, <infS

nm —

akkor az f (x,y) fuggvény nem integralhat6 a T téglalap folott.

Vilagos, hogy s, <

Ha sups,, <infS

Ha sups,, =infS,, =1, akkor az f(x,y) fuggvény integralhato a T teglalap f6lott €s
[Jfo,ydT =1.
d

Kettosintegral kiszamitasa kétszeres integralassal

b/d d/b
11 ey = (1 ceay o= 0oy

Cc ~a

Integralas normal tartomanyon
Ha T= {(x,y)\a <x<b, g,(x)<y< gz(x)}, akkor

9, (X)
” f(x,y)dT = f[ If(x,y)dyjdx.

aNg(x)

Hapedig T = {(x,y)| h,(y) <x<h,(y), c< ygd}, akkor

h, (y)
Hf(x y)dT = | ( [f(x, y)dx]dy

¢ \h(y)

Integralas helyettesitéssel



Ha az {X =o(uY) leképezés a © tartomanyt a T tartomanyba képezi, akkor

y = n(u,v)

s (UV) g (u,v)

nuv) 7 uv)9©

I £ 06, n)dT = J[ £(£u,v), m(u,v))

T (C]

él (U,V) é/ (U,V)
/ACRYR/ACH)
Specialis eset: Attérés polar koordinatakra
{x = pcosQ
y=psing >

J= az ugynevezett Jacobi determinans.

cos@ — psing

ekkor a Jacobi determinans: J =/ @ pcose

Néhany alkalmazas:

Térfogat szamitas
Tomegkozéppont

Masodrendii (inercia) nyomaték
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