Linearis, masodrendii differencialegyenletek
Altalanos alakja: y" + p(X)y’ +q(X)y =r(x)
Ha r(x) =0, az egyenlet homogén.

Ha r(Xx) # 0, az egyenlet inhomogén.

Tétel: Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldésa = a homogén rész altalanos megoldasa + az
inhomogen egyenlet egy partikularis megoldasa. Roviden: Yy o = Yhomar T Yinh, part

Bizonyitas: Az inhomogén egyenlet barmely két megoldasanak kiilonbsége megoldasa a homogén
résznek.

Tétel: Ha Y, megoldasaaz YY"+ p(X)y + q(X)y =r,(X) egyenletnek és
y, megoldasaaz YY"+ p(X)y +q(X)y =r,(X) egyenletnek,
akkor Yy, + Y, megoldasaaz y" + p(X)y'+q(X)y =r,(X) + I,(X) egyenletnek.

A homogén rész megoldésa:
Ha Y, és Y, fiiggetlen megoldasai az Y" + p(X)y' + q(X)y =0 egyenletnek, akkor az 4ltalanos

megoldas: Yo =C Y, +C,Y,, ahol C; ¢s C, tetszéleges konstansok.

(Itt a fliggetlen megoldasok most azt jelenti, hogy Y, és Y, hanyadosa nem konstans.)

Specialis eset: Ha P(X) €S ((X) konstans, akkor az egyenletet allando egyiitthatos linedris

masodrendi differencidlegyenletnek nevezziik. A tovabbiakban csak ilyen allando egyiitthatos
differencialegyenletekkel foglalkozunk: y" + py’+ qy =r(X) .

Allandé egyiitthatés homogén masodrendii differencidlegyenlet altalanos megoldasa
y'+py'+ay=0
Az X* + PX + ( = 0kozonséges méasodfoka egyenletet az Y" + py’ + qy = 0 differencidlegyenlet

karakterisztikus egyenletének nevezziik.
(1) Ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa pozitiv, az egyenletnek két kiilonb6z6 valds gyoke

van. Legyenek ezek A, és A, . Ekkor a differencialegyenlet altalanos megoldasa:
_ /11X lzX
yhom,élt - Cle + Cze .

(i1) Ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa zérus, akkor az egyenlet egy (kétszeres) valos
gyoke van. Legyen ez A . Ekkor a differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

yhom,élt = Clelx + C2 Xe/lx .

(i11) Ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa negativ, az egyenletnek két kiilonb6z6 komplex
gydke van, amelyek egymas konjugaltjai. Legyenek ezek & £1/3 . Ekkor a differencialegyenlet
altalanos megoldasa:

Yhom at = €18 cos BX + C,e™ sin fX .



Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak keresése specialis jobb oldal esetén
probafiiggvény modszerrel:

(1) Haaz y" + py'+ qy =r(X) differencialegyenletben

r(x) =P, (x)e”™ cos X vagy r(x)=P, (x)e“sin X, ahol P,(X) egy n-ed foka
polinom és & * 13 nem gydke a karakterisztikus egyenletnek, akkor a differencidlegyenletnek van
y = Qn (x)e“x CcosS ﬂX + Rn (x)e"‘x sin ,BX alakt megoldasa, ahol Qn (X) és

Rn (X) ismeretlen egylitthatdju n-ed foka polinomok. Ezek egyiitthatoit gy hatarozzuk meg, hogy
az Y = Qn (x)e“x COoS ,BX + Rn (x)e"‘x sin ,BX fliggvényt behelyettesitjiik az

y" + py’ + qy = r(X) differencialegyenletbe és az egyiitthatokra kapott egyenletrendszert

megoldjuk.
(2) (Egyszeres rezonancia esete) Haaz y" + py’ + qQy = r(X) differencidlegyenletben

r(x) =P (x)e” cos X vagy r(x)=P, (x)e“sin X, ahol P,(X) egy n-ed foka
polinom és « + 1 vagy a — 1 (egyszeres) gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor a
differencialegyenletnek van Y = XQn (x)e“x CcosS ﬂX + XRn (x)e“x sin ﬂX alakt
megoldasa, ahol Qn (X) és Rn (X) ismeretlen egyiitthatdju n-ed foka polinomok. Ezek
egyiitthatoit gy hatarozzuk meg, hogy az Y = XQn (x)e“x CcoS ,BX + XRn (x)e“x sin ,BX
fliggvényt behelyettesitjiik az Y + py’ + qQy = r(X) differencidlegyenletbe és az egyiitthatokra

kapott egyenletrendszert megoldjuk.
(3) (Kétszeres rezonancia esete) Haaz Y" + py'+ qy =r(X) differencialegyenletben

r (X) = Pn (x)e“x , ahol Pn (X) egy n-ed foku polinom és & kétszeres gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, akkor a differencialegyenletnek van Y = X 2Qn (x)e“x alaktl megoldasa, ahol
Qn (X) ismeretlen egylitthatji n-ed foku polinom. Egyiitthat6it ugy hatdrozzuk meg, hogy az

y = Xan (X)e™ fiiggvényt behelyettesitjiik az y” + py’ + qy = r(X) differencidlegyenletbe
¢s az egyiitthatokra kapott egyenletrendszert megoldjuk.



