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1. Bevezetés

Fizikai kornyezetiink mikroszkopikus szinten, Ggymond szemcses szerkezet(:
apr6 komponensekbdl (molekulakbol atomokbol) 4ll, melyek idébeli fejldé-
sét, dinamikajat elemi torvények (pl. a newtoni machanika térvényei vagy a
kvantummechanika torvényei) vezérlik. Ilyen szinten vald leirds 1026 nagy-
sagrendd csatolt kozonséges differencidlegyenlet megoldédsat feltételezi, ami
egyrészt lehetetlen, masrészt tokéletesen folosleges véllalkozas lenne. Ezzel
szemben makroszkopikus szinten a fluidumok (légnemi és folyékony, tehat
nem szilard anyagok) dinamikajat néhany csatolt parcialis differencialegyen-
let — az Euler egyenletek, vagy disszipativ hatésokat is figyelembe véve, a
Navier-Stokes egyenletek — vezérlik. Az elsG és maig legfontosabb hidrodi-
namikai egyenletek Euler 6ta ismertek. Heurisztikus, fenomenologikus le-
vezetésiiket minden fizikus negyedéves kordig megtanulja. E differenciale-
gyenletek matematikai jelentdségét mi sem bizonyitja jobban, mint hogy a
Navier-Stokes egyenletek pontos matematikai megértése egyike az egymillio
dollaros Clay probléméaknak.

A hidrodinamikai limeszek problémakore e dichotomia matematikai felol-
déasanak utja: a mikroszkopikus alapelvekbdl megfelel$ tér-idé atskalazéassal
a dinamika megmaradé mennyiségeinek, 0.m. részecskeszdm, momentum,
energia, lokalis stirtiségeire vonatkozé parcialis differencidlegyenlet-rendsze-
rek levezetése.

Az alapgondolat a kovetkezd: mivel a megmaradé mennyiségek lokéa-
lis stirtisége sokkal lassabb iitemben valtozik (éppen a megmaradéis miatt),

mint a t6bbi (makroszkopikus szinten irrelevans) véltozo, két idgskala valik



élesen szét. Mig a mikroszkopikus id6skaldn a stirtiségek lassan valtoznak,
makroszkopikusan elenyészéen kis tartoméanyokban gyorsan kialakul a lokd-
lis egyensily. Ennek a jelenségnek koszonhets a hidrodinamikai viselkedés:
a megmarad6 mennyiségek stirtiség mezdinek (makroszkopikus) idébeli val-
tozasat egy autonom differencidlegyenlet-rendszer irja le.

Ennek a programnak a matematikailag szigorti megvalésitasa roppant
nehéz feladat. Komoly eredmények a ’80-as évek kozepe oOta léteznek. A té-
makor uttorsi a 80-as évek kozepén tobbek kozott Roland L. Dobrusin, Fritz
Jozsef, Hermann Rost voltak, majd a 80-as évek végétsl az S.R.S. Varad-
han, H.-T. Yau és a Courant Intézetben koriilottiik kialakult kutatécsoport
ért el lényeges eerdményeket. A problémakér matematikai alapjai ma mar a
[18], [10], [6] monografiakbol sajatithaté el. Mindmaig csak sztochasztikus
(tehat nem a valodi newtoni dinamika altal vezérelt) rendszerekre léteznek
eredmények.

A 2003. majusi MTA kozgytilés keretében tartott el6addsomban két friss

eredményt ismertettem az [9] és [22] munkak alapjan.

2. Mikroszkopikus modellek
2.1. Allapottér, megmaradé mennyiségek

Jeloljiikk T™-nel a Z/nZ diszkrét torusz és T-vel az R/Z (folytonos) toéruszt.
Legyen Q egy véges halmaz. Ko6lcsonhatoé részecske rendszeriink allapottere
Q=0
melynek elemeit w := (wj)jeTn-nel jeldljiik. Egyszertség kedvéért csak egész

értékd megmaradé mennyiségeket tekintiink: legyen

1, (:Q— Z.
Az nj = n(wj), ¢ := ((wj) egyszeriisitett jelolést is hasznalni fogjuk. Di-
namikdnk gy lesz definidlva, hogy a > ;cram; €8 D cpn(; mennyiségek

megmaradok.

2.2. Ugréasi ratak, infinitezimalis generator, stacionarius
mértékek

Legyen 7 nem elfajult valészintiségi mérték Q-n. Ertelmezziik a

G(t,0) :=log Z M@+ 1 (w), 7,0 € R
weN



momentum generdld fiiggvényt és a

o (@) 1= PMDHTC@)-GT) 1 ()

exponencialisan torzitott valoszintiségi mérték csaladot 2-n. Termodinami-
kai terminusban G(7,0) Gibbs féle szabadenergia és m.g Gibbs mérték. Az
el6fordul6 statisztikus fizikai fogalmakat és terminusokat 1d. pl. [14]-ben.
Olyan mikroszkopikus dinamikat definidlunk az Q" &allapottéren, amely
megdrzi a y jern ) €8 > jeTn (¢; mennyiségeket, mas megmarad6 mennyiség-

gel nem rendelkezik és amelyre a

Trg = H Tr0
jern
valészintiségi mértékek idében invaridnsak.

Kiilon valasztjuk a dinamika teljesen aszimmetrikus- és szimmetrikus ré-
szét. Ezért két ugrasi rata fliggvényt éretelmeziink: r: (S x §) x (S x §) —
Ry, illetve, s : (S x S) x (S x S) — Ry ratakkal definidljuk a dina-
mika teljesen aszimmetrikus, illetve, szimmetrikus komponensét. A dinamika
(wj,wjt1) — (W Wy
K8 (wj, wj+1; W), wyyq), ahol A,k > 0 sebesség faktorok.

. . - 21z ] !
) elemi ugrdsainak ratdja Ar(wj,wji1;wy,wjg) +

A rata fiiggvények a kovetkezd axiomdaknak tesznek eleget:

(A) Megmaraddsi torvények: Ha r(wi,ws;w!,wh) + s(wi,we;wl,wh) > 0,
akkor

n(wi) +n(w2) = n(w)) +n(ws),
C(w1) + C(we) = ((wh) +{(wh).

(B) Irreducibilitds: Barmely K € [nminn,nmaxn|NZ és L € [nmin(,
nmax (] N Z mellett

kpi=quweQ: Y n=K Y (=1L
JET™ JET™

a dinamika irreducibilis komponense. Azaz: barmely két o', w” € Q% ,

Osszekothetd pozitiv rataju ugrasokkal.

(C) Az aszimmetrikus rész stacionaritdsa:



(C1) Barmely w,ws,w],w) € Q-ra

(W) (wa)r (Wi, wa; wh, wh) = T(wp)m(w) )r(wh, wh; wa, wi)

(C2) Barmely wy,ws, w3 € Q-ra
R(w1,ws) + R(wa, w3) + R(ws,w1) =
R(w3,ws) + R(we, w1) + R(wy,ws),

ahol

R(wi,ws) = Z r(wi, wo; Wi, wy).
Wi ,wHEN
(D) A szimmetrikus rész reverzibilitdsa:
(D1) Barmely w1,ws,w},wh € Q-ra
m(w1)m(ws) (Wi, wa; wh, wh) = T(wp)m(w})s(wh, wh; wa, wa).
(D2) Béarmely wy,ws,w},wh € Q-ra

s(wi, wo; wi,wh) = s(we, wi; wh,w))

Az infinitezimdlis generdtor preciz értelmezéséhez elészoris értelmezziik
a minden w',w” € Q és j € T" mellett a @‘]‘-"“’" : Q" — Q" leképezéseket a
kovetkezd képpen:

W' if i=j
(64“"w) =4 w' i i=j+1
! w; if i#74,7+1.
Ertelmezziik az alabbi aszimmetrikus, illetve, a szimmetrikus infinitezimalis

generatort:

L'fw =Y > rwpwsi;e,o)(f(OF w) - fWw),

JET™ w! w" €N

illetve,

K@) =3 3 swpwie,o")(f(07 w) - fw)).

JET™ W Ww"eN



Ezental A*-vel jeloljiik az Q™ allapottéren
G™ :=nL" + n’o(n)K" (1)

infinitezimalis generétor altal meghatarozott Markov folyamatot. Itt o(n) a

makroszkopikus viszkozitdst jeloli. A priori feltesszik, hogy a o(n) < 1.
Megjegyzések:

(1) Az (A) és (B) feltételek biztositjak, hogy > .cpamj €8 D2 cqn (j valoban
megmaradé mennyiségek és a dinamika méis megmaradé mennyiségekkel

nem rendelkezik.

(2) A (C) feltételekbdl kovetkezik, hogy a 7}y szorzat mértékek az L™ infi-
nitezimalis generator altal meghatarozott aszimmetrikus dinamika sta-
cionarius mértékei. Ennek bizonyitasa a [1], [3], [15], [22] dolgozatok
modszereivel torténik. Figyeljiink az wi, we és w],w) sorrendjére a (C1)
feltétel bal- és jobboldalan: ez nem részletes egyensilyi (azaz reverzibi-
litasi) feltétel.

(3) A (D) feltétel kovetkeztében a K™ infinitezimalis generator altal megha-

tarozott szimmetrikus dinamika reverzibilis a 7! , szorzatmértékre.
bl

A ﬂ?ﬂ szorzatmértékeket kanonikus mértékeknek fogjuk nevezni. Mivel a
> jeraj €8 D ern (j mennyiségeket megtartja a dinamika, e mértékek sta-
cionériusak de nem lehetnek ergodikusak. Ertelmezziik Q' r-en az alébbi
feltételes eloszlasokat

7o)
7TKL w‘znj K’ZCJ:L):H{QEQ L} (Qn )

j 'r 9 K,L
A (B) irreducibilitasi feltetel kovetkeztében a i ; (w) mikrokanonikus elosz-

lasok a dinamika ergodikus mértékei.

2.3. Varhato értékek

A Wf’a kanonikus mértékek szerinti varhato értéket, szérdsnégyzetet és kova-
rianciat jel6ljiik rendre E - g(...), Var,g(...), Cov, g(...)-val.

A megmarad6 mennyiségek varhat6 értékei, mint (7,0) fiiggvényei

v(1,0) = Erg(n) = n(w)mrs(w) = Gr(,9),
weN

u(r,0) = ZC w)mr9(w) = Go(T,0),
wenN
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Elemi szdmolas alapjan belathatd, hogy

Ur Vg o Grr G7'0 .
(UT ug ) B ( Gor G ) = G707

pontosan a Cov,g(n,() kovariancia métrixszal egyenls, ami szigortian po-
zitiv definit. Kovetkezik ebbdl, hogy a (7,0) — (v(7,0),u(r,0)) leképezés
invertdlhato. Jeloljik az inverz leképezést a kovetkezd képpen: (v,u) —
(t(v,u),0(v,u)).

Legyen (v,u) — S(v,u) a szigortian konvex (7,0) + G(1,0) leképezés

konvex konjugaltja (Legendre transzformaltja):

S(v,u) :== sTug) (vr +ub — G(r,0)), (2)
D := {(v,u) e RxR:S(v,u) < oo}

= co{(n, ) : m(w) > 0},

ahol co{A} az A € R? halmaz konvex burkét jelsli. A D tartomanyban a

kovetkezd inverzios formuldk érvényesek:
T(Uau) = S’U(vau)a e(vau) = Su(’U,’U/)-

Valészintiségi terminusban S(v,u) az (32, n;, >, (;) Osszegek egyiittes nagy
eltéréseinek rata fliggvénye. Termodinamikai terminusban S(v,u) az egyen-

stlyi termodinamikai entrépianak felel meg.

Tv Tu Svv Svu
= =: 5" (v, u).
H'U 9” SUU SUU

Nyilvanvalo, hogy a G"(t,0) és S"(v,u) 2 X 2-es matrixok pozitiv definitek

Legyen

és egymas inverzei:
G"(1,0)8" (v,u) =T = 85" (v,u)G"(1,8),

ahol (7,0) = (1(v,u),0(v,u)) vagy (v,u) = (v(r,0),u(r,0)) értends. Kis
lazasaggal (ami nem okozhat konfiziot) a kovetkezs jelolést fogjuk hasznalni:

WT(U,U),Q(’U,U) =: Trvau’ ﬂ-?(v,u),@(v,u) =: Wg’u’ E’T(’U,u),a(’l],u) =: E'U)u’ Stb



A kovetkezd dltalanos jeldlési konvencioval fogunk élni: ha § : Q™ — R
egy lokalis valtozo (azaz: J és m rogzitett, amint n — o0), akkor a m,,
kanonikus eloszlds szerinti varhaté értékét a megfeleld nagy gorég bettivel
jeloljiik:

AW, u) ==Byy(0) = D Wi,y wm)Tou(wr) -+ Ty u(wm)-

W1 yeenyWm EQ™

2.4. Fluxusok

Bevezetjiikk a megmaradé mennyiségek mikroszkopikus fluxusait. Az L™ és

K™ infinitezimalis generatorok a kovetkezd képpen hatnak az 7; és (; vélto-

zokra:
L™y, = —p(wiywiy1) + P(wici,wi) = =P + i1,
LG = —¢(wi,wir1) + dlwi1,wi) =1 —¢i+ i1,
K" = —9°(wi,wit1) + P° (wi-1,wi) = —=9f + 4]y,
K" = —¢°(wi,wir1) + ¢°(wi—1,wi) =t —¢f + &7y,
ahol
Plwi,we) = Y r(wr,wa;wh,wh) (n(wh) — n(ws))
Wi wheN
Plwi,ws) = Y r(wiwyswh,wh) (C(wh) — ((w2))
wi wheEN
P (wiwe) = Y s(w,waswh, wh) (n(wh) — n(w2))
w] WHEN
¢ (wi,ws) = Y s(wiwaswh,wh)(C(wh) — ((w2)).
w] ,WHEN

A makroszkopikus fluxusok a kovetkezdk:

U(v,u) = Euu(¢)

= ) r(wiwy;wl,wh) (n(wh) — n(ws)) Tou(wi)Teu(ws),
W1,W2,
w’l,wQEQ

O(u,v) = Byu(o)
= Z r(wi, w; Wy, wh) (C(wé) - C(WQ))Wv,u(wl)”v,u(w2)-

wWi,w?2,
1o EQ
(JJI,(JJZ



Ezek sima, reguléris fiiggvényei a (v,u) € D valtozoknak. A K" infinitezi-

malis generator reverzibilitdsa miatt barmely (v,u) € D mellett
Evu(¥?) = 0= Eyu(¢°).

3. Hidrodinamikai limesz
3.1. Az Euler egyenlet

Tomorség kedvéért a kovetkezd vektoridlis jelolést fogjuk hasznélni:

v LU
u = €D, &:= : D — R?,
U (0]

9?2 02
v,:(g 2>’ VQ:: W 31)(911
v ou ? P

Ovlu  Ou?

Az explicit médon kiirt és a tomor, vektoridlis jeldlést olykor felvaltva hasz-
naljuk.

Adott T > z +— wug(z) € D kezdeti feltétellel tekintsiik a kovetkezs
Cauchy problémat

Oru + 0, ®(u) = 0, (3)
u(0,z) = up(z). (4)

A (3) parcialis differencialegyenlet-rendszert a probléméank Fuler egyenle-
tének nevezziik. A (3) rendszer hiperbolikus megmaraddsi torvények rend-
szere. A hiperbolikussig a 4. fejezetbeli 1. Tételbdl kovetkezik. A hiperboli-
kus megmaradéasi térvények kozismerten nagyon nehezen kezelhets parcialis
differencidlegyenletek. ezekre vonatkozo elmélet a [2], [4], [17] monografidk-
ban taldlhat6 meg. Tény az, hogy barmilyen sima wg kezdeti feltételbdl is

inditjuk a rendszert, léteznek 0 < 71 < Th < oo id6pontok, ugy, hogy

(1) t €[0,T1) id6intervallumban a (3)+(4) Cauchy probléménak klasszikus,

sima megoldésa van,



(2) t > Th-re a problémanak nincsen folytonos megoldasa: szakadasok, ugy-
nevezett lokéshullimok alakulnak ki. Ekkor a (3) parcialis differenciale-

gyenlet-rendszer klasszikusan nem értelmezhetd.

Gyenge, disztribuci6 értelemben vett megoldésokat kell tekinteni: a Ry X
T > (t,z) — u(t,z) € D fliggvényt, mely rogzitett ¢ € Ry mellett z-ben
korldtos vdltozdsi, a (3) rendszer gyenge megolddsdnak nevezziik, ha barmely

@ : R, x T — R? kompakt tartoji teszt-fiiggvény esetén
o0
/ / (Opp(t,z) - u(t,x) + Opep(t,x) - u(t,z)) drdt
0o Jr

+ /T ¢(0,z) - up(z)dz =0

Gyenge megoldasok bevezetésével viszont elszabadul a pokol: rengeteg fizi-
kailag értelmetlen, instabil gyenge megoldast engediink meg. A fizikailag is
értelmezhetd stabil megoldas(ok) kivalasztasara P. Lax entrdpia kritériuma
szolgal.

Az (3) parcialis differencidlegyenlet-rendszerhez tartozo Lax féle entro-
pia/fluxus par egy S,F : D — R fiiggvény par, ha a kovetkez§ linearis

hiperbolikus parcialis differencidlegyenlet-rendszer megoldasa:
VF =VS.-V®.
Vagy, még egy differencialassal az F' fliggvényt eliminélva,
UySuo + (Pu — Uy) Spu — By Suu = 0. (5)

Az (S,F) entropia/fluxus part konvexnek nevezziik, ha a D > u — S(u) € R
leképezés konvex. A (t,z) — u(t,z) € D a (3) rendszer entrépia megolddsa,

ha barmely konvex Lax entropia/fluxus par esetén
8S(u) + 8y F(u) < 0 (6)

disztribuci6 értelemben. Azaz, barmely ¢ : Ry x T — R; kompakt tartoja

teszt-fliggvény esetén

/0 - /T (Ouolt, z)S(ult, 7)) + uo(t 2)F(ult, 7)) do dt

+/T<p(0,z)S(u(0,:1:))dx >0

9



Konnyen belathato, hogy minden entrépia megoldas egyben gyenge megol-
dés is és hogy klasszikus (sima) megoldas esetén (6)-ban egyenléség all fenn.
A fizikailag is értelmes, stabil gyenge megoldasok a Lax féle entropia megol-
dasok.

A (3)+(4) Cauchy probléma entropia megoldasa(i)nak egzisztencidja 1é-
nyegében megoldott: eléggé altalanos feltételek mellett biztositott az en-
ropia megoldas(ok) létezése. Ld. R. DiPerna elméletét [5]-ban és az emli-
tett monografidkban. Az entrépia megoldés unicitdsdnak probléméja viszont
(kett6- vagy tobb komponensbdl allo (3) rendszerek esetén) lényegében nyi-
tott: extra regularitési feltételek mellett léteznek unicitasi tételek (1d. [2]),
de altalanossagban nem. Bizonyara ez a kérdés jelenleg a hiperbolikus meg-

maradasi torvények elméletének leglényegesebb nyitott kérdése.

3.2. Blokk atlagok és a hidrodinamikai limesz

Valasztunk egy [ = I(n) mezoszkopikus blokk méretet. A priori feltessziik,
hogy

1 < (n) < n, (7)

de kés6bb ennél erdsebb megszoritasaink lesznek. Rogzitiink egy a : R — R,
atlagold sulyfiiggvényt, amely az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:
— Kompakt tartoju. Altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy a
sulyfliggvény tartoja a [—1,1] intervallum.
— A teljes sulya [a(z)dz = 1.
— Paros: a(—z) = a(z).
— Kétszer folytonosan differencialhato.

Adott &; lokalis valtozo6 blokk atlagat az x makroszkopikus helykoordind-
tdban az aldbbiak szerint értelmezziik:

&) = Pwa) = X (")
J

Mivel I = I(n), a blokk mérettsl valo fiiggést nem jeloljiik explicit modon.

Legyen tovabba
&(t,x) = & (X, ).

Ez a &; lokalis valtozd empirikus blokk dtlagainak folyamata.

10



A fentebb bevezetett tomor vektorialis jeldléssel 6sszhangban

o= (&) o= (5) To-(E0) ¥ - (50)

stb. Tehat En(t,a:) a megmaradé mennyiségek empirikus blokk &tlagainak
folyamata. Ezt Lf, := L'([0,T] x T) véletlen elemeként fogjuk tekinteni.
(Természetesen, L' helyett barmely LP, 1 < p < oo, fiiggvényteret is valaszt-
hatnank.) Jeloljiik P™-nel a En(t, x) empirikus blokk-atlag folyamat eloszla-

sat L%’x—ben:
P"(A) := P (Z” € A) , (8)

ahol A € L}, az er6s (norma) topologia szerint mérhets. A P" eloszlas
sorozat feszességét és részsorozatainak gyenge konvergencidjat az Ltl’z tér er@s
(norma) topologiaja szerint értjiik a késébbiekben és ez utobbit P = P-ként
jeldljiik.

A hidrodinamikai limesz érvényessége azt jelenti, hogy a megmarado
mennyiségek empirikus blokk-atlagainak En(t,x) folyamata wvalamilyen ér-
telemben konvergal a (3)+(4) Cauchy probléma w(t,z) entréopia megoldasa-
(i)hoz. E konvergencia pontos megfogalmazasat a kovetkezs fejezet tételei

tartalmazzak. Az entropia megoldas unicitasa esetén
~n P
18" —ully B0 (9)

varhato6 el. Unicités hijjan természetesen ennél kevesebb mondhaté.

4. Két eredmény

4.1. Hidrodinamikai limesz a sima megoldasok
tartoméanyaban

Tekintslink egy kolcsénhatéd részecskerendszert, mely megfelel az 2. fejezet-
ben lefektetett axioméknak és melynek G™ generatorat a (1)-ban értelmez-
tik.

Elgszoris egy allitas kovetkezik a makroszkopikus fluxusokrol, azaz a (3)

Euler egyenletrendszerrsl.

1. Tétel. Az 2. fejezetbeli (A), (B), (C) és (D) feltételekbsl kivetkezik az

aldbbi hdrom, egymdssal ekvivalens dllitds:

11



(i) AV és ® makroszkopikus fluzusok kielégitik az aldbbi Onsager-féle recip-
rociasi relaciokat
®(u(r,0)); = T(u(r,0))s. (10)

(ii) A (2)-ben definidlt S(v,u) egyensilyi termodinamikai entropia a (3) Eu-
ler egyenlet D-ben globdlisan szigorian konvexr Lax-entrépidja, azaz az (5)
parcidlis differencidlegyenlet megolddsa.
(11i) Bdrmely (v,u) € D mellett

Uy (v, u)Var,,(¢) — Pu(v,u)Covyu(n, () = (11)

@, (v, u)Varyy(n) — Uy(v, u)Covyu(n, C)-

Az Onsager-féle reciprocitasi relaciok klasszikus alakjait 1d. [14]-ben.

Vegyiik észre, hogy (11)-bél kozvetleniil kovetkezik, hogy D-ben
(@ — Ty)* + 40,7, >0,

azaz a (3) rendszer valoban (legalabbis gyengén) hiperbolikus.
Most ratériink a hidrodinamikai limesz targyalasara. A o(n) makroszko-

pikus viszkozitds a minimalis
0<o(n) K1 (12)

feltételnek tesz eleget. Legyen a (4)-beli kezdeti feltétel sima és [0,7] x T 3
(t,z) = u(t,z) € D a (3)+(4) Cauchy probléma klasszikus, sima megoldasa.
Emlékezziink: a sima tartoményban unicitas is van. Legyen u?, t € [0,T],

az X{* Markov folyamat t-kori eloszlasa:

n._ ,n,tG"
Hy = Ho€

és
ZARES H Tu(t,j/n)- (13)
JjeT

Ez utébbi egy mesterségesen kredlt t-paraméterd valoszintségi eloszlas-csa-
lad Q"-en: mikroszkopikus szinten imitalja az Euler egyenlet megoldéasat.
Az idea az, hogy mivel az 1 < I(n) < y/n méretd mezoszkopikus blokkok-

ban o(1) makroszkopikus id§ alatt (ami mikroszkopikus egységekben azért
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nagyon hosszt id6) kialakul a lokalis egyensily, a valodi p} eloszlas bizo-
nyos értelemben kozel lesz a v* lokalis egyensulyi eloszldshoz. Ez azért lenne
roppant hasznos, mert a v* szorzat-mértéket jol értjiik. Ezt a kozelséget a
H) = [ tog S dr
Qn dV;L
relativ entrépidval mérjiik. Vegyiik észre, hogy két kiillonbéz6 T > x +—
ur(z) € D, k = 1,2, profilhoz tartozo, a (13) formulaval értelmezett lokalis

egyensulyi eloszlas relativ entrépiaja
H(vi|vy) < n.

A 1. Tételben megfogalmazott (10) Onsager-féle reciprocitasi relaciot
hasznéalva, H.-T. Yau u.n. relativ entropia modszerével (1d. [24], [13], [10],
[6]) a kovetkezs tétel bizonyithato:

2. Tétel. Ervényben vannak a 2. fejezetbeli (A), (B), (C) és (D) feltételek
és a makroszkopikus viszkozitdsra vonatkozo (12) feltétel. Legyen [0,T]x T >
(t,z) — u(t,z) € D a (3)+(4) Cauchy probléma sima megolddsa. Ha a pf
kezdeti eloszlds olyan, hogy

H(uglvg) = o(n),
akkor

H(pi|vi') = o(n),
t € [0,T]-ben egyenletesen.

1. Kovetkezmény. A tétel feltételei mellett a kévetkezd dllitdsok érvénye-
sek:

(i) Az l(n) mezoszkopikus blokk méret a minimdlis (7) feltételt teljesitse.
Ekkor

A‘Zn(t,w)—u(t,a;ﬂda; L) (14)

t € [0,T]-ben egyenletesen.
ii) Legyen u* € D tetszélegesen rogzitve. A i, egyensilyi, abszolit referen-
i) L €D tetszdl sgzitve. A 70 ilyi, abszolit

cia mértékhez viszonyitott relativ entropia megvdltozdsdnak aszimptotikdja:

lim o (H(p|n) — H(uglml.)) = /T (S(u(t,2)) — S(uo(x))) d, (15)

n—oo

ahol D 5 u — S(u) € R a (2)-ben definidlt egyensilyi termodinamikai

entropia.

13



Megjegyzések:
(1) A (14) konvergenciabol természetesen (9) is kovetkezik.

(2) Mivel 2. Tétel értelmében az S(u) termodinamikai entropia egyben a
(3) Euler egyenletrendszer Lax entropidja, és u(t,z) az Euler egyenlet-
rendszer sima megoldasa, a (15) jobb oldala eltinik (nullaval egyenld).
Ebbdl az a fizikailag relevdns allitas kovetkezik, hogy H (uf|wit.) relativ
entropia o(n)-nel — azaz extenziv értelemben elenyészé mennyiséggel —

csokken mindaddig, amig a lokéshullamok meg nem jelennek.

(3) Egy megmaradé mennyiséggel rendelkezs attraktiv modellek korében a
(15)-gyel fomalisan identikus allitast taldlunk a [11] munkéban, mely

érvényes a lokéshullamok megjelenése utan is.

4.2. Hidrodinamikai limesz a 16késhullamon tal

Mint a 3.1 fejezetben mar emlitettiik, a (3) tipust parcialis differencialegyen-
let-rendszerek f6 nehézsége az, hogy barmilyen sima (4) kezdeti feltételekkel
inditjuk is, a megoldas véges idén beliil diszkontinuitdsokat, u.n. 1okéshul-
lamokat mutat. Ez a tény alapvet6 nehézségeket tdmaszt a hidrodinami-
kai limesz levezetése ttjaba is. Mint az el6z8 tételekben lattuk, az Euler
egyenlet-rendszer megoldasdnak sima tartomanyaban a hidrodinamikai li-
mesz érvényes. Kérdés, hogy ez az eredmény kiterjeszthets-e a lokéshullamok
megjelenésén tilra is. Egy komponensi attraktiv rendszerek hidrodinamikai
limeszének hosszi torténete van, amit itt nem részletezek. Hiperbolikus att-
raktiv rendszerek esetében a legergsebb eredmény [16]-ben talalhato.

A [9] munkaban egy konkrét modellre, mely a 2. fejezetben leirt osztélyba
esik, el6szor sikeriilt két (vagy tobb) megmaradé mennyiséggel rendelkezd
rendszerre valamilyen értelemben a hidrodinamikai hatardtmenetet beldtni,
a lokéshullamok megjelenése utani idétartomanyban is.

A vizsgalt modell a kovetkezs. A 2. fejezet jeloléseit hasznaljuk. Az

allapottér: @ ={—1,0,1}. A megmarad6 mennyiségek:
nw) =1—w?, ((w) = w.
A dinamika szomszédos spinek kicserélésébdl all. Azaz
r(wi, wo;wh, wh) = 0 = s(wy,ws; wl,wh), ha (W),wh) # (we,wr).
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A kovetkezd egyszertisitett jelolést hasznaljuk:
r(wi,wowe,w1) =: r(wy,we), S(wi,ws;ws,wi) =: s(wi,ws)

Az aszimmetrikus ratak a kovetkezék:

r(wy,—1) =0, r(-1,1) = 2,
r(0,—1) =0, r(—=1,0) =1,
r(1,0) =0, r(0,1) =

A szimmetrikus ratak:

s(wjs wj+1) = Lgwwj ) -
Konnyen ellenérizhetd, hogy e raték eleget tesznek a 2. fejezet feltételeinek.
Az r aszimmetrikus ratak altal definialt modell agy értelmezhetd, mint két
egymassal kolcsonhaté aszimmetrikus egyszertd kizarasos modell (asymmet-
ric simple exclusion process): az egyik gaz részecskéi jobbrol balra, a masikéi
balrél jobbra haladnak. Utkozéskor egy specialis értékre valasztott rataval
helyet cserélnek. Lényeges, hogy pontosan r(—1,1) = (0, —1) + r(1,0). Fi-
zikai értelmezés szempontjabol termésetes v helyett a p (= részecske siirtiség)

jelolést hasznalni. A (p,u) stirtiségek természetes tartoménya
D= {(p,u) € [Oa 1] X [_171] tp+ |’U1‘ < 1},

a kanonikus eloszlasok pedig (a természetes paraméterezéssel):
1—ptu
2 )

Az X]* Markov folyamat generatora (1)-ban értelmezett.

Tou(0) = p,  Tpu(El) = (p,u) € D.

Explicit szamolasok a kovetkez6 Euler egyenlet-rendszerhez vezetnek

{ Ap+ 0z (pu) =0 (16)
Opu + 0 (p+ u?) = 0.
Ez az egyenlet-rendszer Leroux egyenlet-rendszer néven jol ismert a parcialis
differenciadlegyenletek irodalméaban, 1d. pl. [17]. Specialitésa az, hogy az u.n.
Temple osztdlyba tartozik (a hiperbolikus megmaradasi térvényeken beliil),
ami a legéltalanosabbnéal egyszertibb, de tavol nem triviélis.

Cauchy probléméankat a (16) egyenlet-rendszer mellett az alabbi kezdeti

értékek hatarozzak meg:

u(0,z) =uo(z), p(0,z) = po(z). (17)

A 3. Tételben megfogalmazott f6 eredmény feltételei az alabbiak:
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(I) A 0 = o(n) makroszkopikus viszkozitas a kovetkezs korlatok kozott

n~1/2 Lo Kl

(IT) Az [ = l(n) mezoszkopikus blokk méret a kovetkez6képpen van meg-

vélasztva

n2/351/3 Ll K no

(ITI) A kezdeti stirtiségprofilok valoszintiségben gyengén konvergélnak. Az-

) =o.

3. Tétel. Az imént rogzitett (1), (II) és (I1) feltételek vannak érvényben.
(1) A megmaradd mennyiségek [0,T)xT > (t,x) Zn(t, x) empirikus blokk-

az, barmely ¢ : T — R x R teszt-fiiggvény esetén

lim E(

n—00

/T o) - (80, 2) - uo(x)) da

dtlagainak sorozata feszes L -ben. (Azaz, a (8)-ben értelmezett P™ vald-
szinidségi mértékek sorozata relativ kompakt, az L%,z tér norma-topoldgidja
szerint.)

(ii) Legyen P™ L%’w—ben (norma topoldgia szerint) gyengén konvergens rész-
sorozat, P = P. Ekkor a P hatdreloszlds a (16)+(17) Cauchy probléma

entropia megolddsaira van koncentrdlva.

Megjegyzés: Feltételezve a (16)+(17) Cauchy probléma entrépia megol-
déasanak wnicitdsdt — amit sajnos nem tudunk — a Tétel (ii) allitasa (9)-cel
ekvivalens.

A tétel bizonyitasa 6tvozi a nemlinedris hiperbolikus parciélis differenci-
alegyenlet-rendszerek elmélete keretében kidolgozott és sikeresen alkalmazott
kompenzdlt kompaktsdg modszerét (1d. [12], [19], [20], [5] etc.) ahidrodinami-
kai hataratmenetek elméletének néhany robusztus eszkézével. A bizonyitas
lényeges elvi eleme egy logaritmikus Szoboljev egyendtlenség, ami kvantita-
tiv médon kontrollalja a lokalis egyenstulyhoz valé konvergencia sebességét.
Az eredmény és a bizonyitas modszerének rafinaltsagat illusztralja az a tény,
hogy az infinitezimalis generator spektralis résének pontos becslése nem elég:
a bizonyitashoz valéban a finomabb logaritmikus Szoboljev egyenlétlenség

sziikséges.
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Jelen bizonyitas alapgondolata el6szor a [6] és [7] munkikban jelent meg,
ahol Fritz Jozsef egy megmaradé mennyiséggel rendelkezé de nem attraktiv
rendszerekre alkalmazta. A [9] munkiban e gondolatot terjesztettiik ki két

megmarad6 mennyiséggel rendelkezé rendszerre.
Kitekintés:

(1) A [8] munkaban a kompoenzalt kompaktsag modszerét alkalmazzak nem
attraktiv, egy komponenst rendszereknek egy csaladjara oly moédon,

hogy az entropia megoldasok unicitdsdt is bizonyitjak.

(2) A [23] munkaban technikailag nagyon hasonlé eszkozokkel egy pertur-
béciés tételt bizonyitunk, melynek érelmében két komponenst rendsze-
reknek egy igen tag csaladjaban elfajult (nem hiperbolikus) egyensulyi
allapotok kis perturbacidit bizonyos, nem-Euler skal4dju hidrodinamikai
limeszben — legalabbis a sima megoldasok tartomanyaban — univerzdalisan
a

{ op + Gw(pu) =0
O+ 0z (p+yu?) =0
parcialis differencidlegyenlet-rendszer vezérli, ahol v > 1 rogzitett para-

méter.

(3) Altalanos két komponensti rendszerek esetén — melyek nem Temple-
osztélybeli Euler egyenlet-rendszerhez vezetnek — a kompenzalt kom-
paktsdg modszerének alkalmazhatésagahoz egy u.n. mikroszkopikus ma-
ximum elvet kellene bizonyitanunk. Jé reményiink van arra, hogy e ne-

hézség is lekiizdhets lesz a nem tul tavoli jovSben.

Koszonetnyilvanitas: Orommel koszonom meg Fritz Jozsefnek és Valko
Benedeknek a kozos munkat és a szamtalan élvezetes diszkussziot. E munkat
az OTKA tamogatta a T037685 sz. palyazat keretében.
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