Memoriapotlo
(par fontosabb valszam tételrdl)

Borel-Cantelli lemma: A;, As,... események, B :=limsup A, = (| |J A,. Ekkor:

n—o0 k=1n=k
(i) Ha > P(A,) < oco=P(B) =0.
(ii) Ha (A,) fiiggetlen eseményrendszer és > P(4,) = oo = P(B) = 1.

Kolmogorov 0-1 tv. Végtelen sok fiiggetlen val. valtozo dltal generalt o-algebra maradékmezGje az
egyre nagyobb kiiszobindex utani val. valtozok atlal generalt algebrédk metszete, ebben minden halmaz
0 vagy 1 valészintiségii.

Markov-egyenl6tlenség. Ha X > 0 val. valtozé és EX < oo, akkor

P(X >\) < % (VA > 0).

Csebisev-egyenl6tlenség. Ha X val. valtozd és —oo < EX < oo, akkor
2

D2X
P(X —EX| > \) < ——

2 (VA > 0).

Jensen-egyenl6tlenség. Ha X val. valtozé és ¢ konvex fv., akkor
Ep(X) > p(EX).
Monoton konvergencia vagy Beppo-Levi tétel. Ha X,, monoton névé val. valt. sorozat és m.b.

tart X € L'-hez, akkor
lim EX,, = EX.

n—oo

Dominélt konvergencia vagy Lebesgue-tétel. Ha X,, — X m.b. és Vn-re |X,,| <Y € L', akkor

lim EX,, = EX.

n—oo

Fatou-lemma. Ha X, val. valt. sorozat, EX,, # —oco létezik Vn-re, akkor

E (lirr; inf Xn) < liminf EX,,.

Minkowsi-egyenl6tlenség. V1 < p < co-re
1 1 1
[E(X+Y[P)]» <[E(X[)]? + [E(Y)]7,
ha a jobb oldali varhaté értékek léteznek.

Holder-egyenl6tlenség. Vp, g > 1, ]% + % = l-re

Q=

E(XY) < [E(|X[")]7 - [E(]Y]9)]7,



ha a jobb oldali varhaté értékek léteznek.

Eloszlasbeli konvergencia: X, 4 XL P, — P gyengén, ha minden folytonos korlatos fv.-re

/fdpnﬁ/fdp.

Sztochasztikus vagy valésziniiségbeli konvergencia: P(|X — X,,| >¢) — 0 (Ve > 0).
Majdnem biztos vagy egy valdsziniiségii konvergencia: X,, — X m.b.
LP-konvergencia (p > 1) : E (X, —X|]P) — 0.

majdnem biztos konv. =

P sztochasztikus konv. = eloszlasbeli konv.
LP — konv. =

Allitas. Sztochasztikusan konvergens val. valt. sorozatnak mindig van m.b. konvergalé részsorozata.

Allités. Sztochasztikusan konvergens val. valt. sorozat folytonos fliggvény éltali képe is sztochasztiku-
san konvergens.

Tétel. Legyen p > 1, és az X,, LP-beli val. valt. sorozat konvergdljon X-hez sztochasztikusan. Ekkor
(iv) = (i) & (i1) & (i11) < (v), ahol

(i) X,, — X LP-ben;

(ii) (X,) egyenletesen integrilhatd, azaz

(iii) E(|Xn[P) — E (| X[P);

(iv) supE (| X,]7) < oo valamely p < ¢ < co-ra;

(v) Y el?: |X,|<Y (Vn).
Scheffé-tétel. Ha X,, > 0 val. valt. sorozat,
(i) X, — X m.b., és
(ii) EX, — EX,
akkor X,, — X L'-ben.
1. Riesz-lemma. Ha
(i) X,, — X sztochasztikusan, és

(ii) Jep — 0 sorozat, hogy > P(| Xy — X| > e) < o0,
k
akkor X,, — X m.b.

2. Riesz-lemma. Ha
(i) X, — X sztochasztikusan, és
(ii) Ve >0 %:P(\Xk —X|>¢) < o0,
akkor X,, — X m.b.
m#t"

[e.e]
Momentumgeneralé fv.: ¢(t) = E (etX ) = > , ha a 0 egy kornyezetében létezik és korlatos;
n=0

m,, az n-edik momentum.

Karakterisztikus fv.: ®(\) = E (¢/**), ez R-en egyenletesen folytonos.



(i) Haegy k € Z*ra E (|X|*) < 0o = ®-nek folytonos k-dik derivaltja van, és ®*)(0) = i*E (X*).
(i) Ha egy k > 0 paros szdmra ®*)(0) létezik, akkor E (|X|¥) is létezik.
Folytonossagi tétel. Tartozzanak az F,, eloszlasfv.-ekhez ®,, karakterisztikus fv.-ek. Ekkor

(i) Ha F,, eloszlds gyengén tart egy F eloszldshoz, akkor ®,, véges intervallumon egyenletesen tart
az I eloszlds dltal meghatarozott karakterisztikus fv.-hez.

(ii) Ha ®,, pontonként tart egy ® fv.-hez, és ® a 0-ban folytonos, akkor létezik F' eloszlds, melyhez
F,, gyengén tart, és amelyhez tartozé karakterisztikus fv. a ®.

Tétel. Ha X1, X,,... fiiggetlenek, akkor > X; sztochasztikus konvergencidja ekvivalens Y X; m.b.
konvergenciajaval.

Kolmogorov-3 sor tétel. Legyenek Xy, Xo,... faevv. Ekkor >  X; m.b. konvergencidja ekvivalens
olyan ¢ > 0 létezésével, melyre mindharom kovetkez6 sor konvergal:

SIR(Xi>e),  FEXS), DX,
ahol Xi(c) =X, {1 X < ¢}

NSZGyTV. Ha X, Xo,... faevv. m varhaté értékkel és véges masodik momentummal, akkor

lim IP(

Sn—m‘>fs>=0.

n

4. momentum tétel. Ha X;, X5,... faevv. m varhato értékkel és véges 4. momentummal, akkor

P(lim Sn:m):l.
n—oo M

(Ezt azért szeretjiik, mert konnyfi, rugalmas bizonyitdsa van.)

NSZETV. Ha X;, X,,... faevv. m varhaté értékkel, akkor

P(lim Sn_m)-l,
n—oo N

akir m = +oo esetén is.

oo 2
Tétel. Ha X1, Xo,... faevv. my, ma,... varhato értékekkel és o1, oa,... szérdsokkal, és > % < 00,
i=1
akkor 5
p(hm [_ml++m} :0) .y
n—o0 n n

Birkhof L'-ergodtétel: Legyen (2, F, pu)-n T mértéktart6 leképezés, Xy := X(T*w). Ha T er-
godikus, akkor NSZETV igaz (X})-ra.

Szubadditiv ergodtétel. Legyenck {X,, ,, m < n} val. valtozdk, melyekre
(1) XO,0:O7 X0,7LSX0,m+X7n,n voémg'nw
(ii) {X(m-1)k,nk, n > 1} egy stacionarius folyamat Yk > 1-re;

(i) {Xm, m+k, k> 0} 4 {Xm+1, mt+k+1, k> 0} minden m-re;

(iv) EX{, < oo.



Legyen a,, = EXj,, < 00, mely a fentiek miatt 1étezik. Ekkor

. «@ .o On .
a= lim — = inf — € [~o0, c0), és
n—oo N n>1 n
X . .
Xoo = lim 2% létezik m.b. és € [—o0, 00),

n—oo

tovabba EX, = a. Ha a > —o0, akkor

X n
lim IE‘O” —XOO‘ = 0.

n— o0 n

Ha rdaddsul az (ii) alatti folyamat ergodikus is, akkor X, = o m.b.

CHT. Ha X, Xo,... faevv. m varhat6 értékkel és o szérassal, akkor

xr
Sp,—n-m g 9 . 1 / w2
——— — N(0, 0 normalishoz, &,(z) = —— e 202 du
v (O el

eloszlastv.-el.

Doob maximalegyenlGtlenség.

e Diszkrét eset. Ha X, szubmartingdl, azaz Vn E(X,y1|Fn) > Xn, és X, > 0 m.b., akkor
VA > O-ra

P<max szx\) S%.
n>k>0 A
e Folytonos eset. Ha p > 1, M; jobbrél folyt. LP-martingal, akkor V¢ > 0, C' > O-ra

1 1
P ( sup |M,| zc> < Lr (a1 sup ) zcl) < ZE(MP).
0<s<t cr 0<s<t cr

e Még egy folytonos eset. Ha p > 1, akkor

p
[1Mellp < I sup (M| [lp < ——||Mellp-
0<s<t p

Martingal konvergenciatétel. Ha p > 1, M; jobbrdl folytonos LP-korldtos martingdl, azaz

sup E(|M|P) < oo,
0<t<oo

akkor tlim My = My, m.b. 1étezik és LP-ben van. Ha rdaddsul M egyenletesen integralhatd, vagy p > 1,
—00

akkor M; LP-ben is konvergdl, és a martingdl tulajdonsdg ¢t = oco-re is kiterjed:

. ‘ p
E(Mu | Fs) = Ms, ||M00||p:t1irgo”Mt||pv s ||0<Su£ MSHPSEHMOOHP'

Reziduumtétel. Egy f, G-n C-analitikus fiiggvény reziduuma az a pontban a ¢_; Laurent-egyiitthato.
Ha a C' G-beli zért, szakaszosan sima gorbe koriilveszi az a; szinguldris pontokat melyek torlédédsi pont
nélkiili halmazt alkotnak G-ben, akkor

%mfgf(z) dz = ;Resaif.

Feltételes varhat6 érték. Legyen (2, F, P) valésziniiségi mezd, és G C F szintén o-algebra. Egy
valészintiségi valtozo G-mérhetd, ha mérheté halmazok e valtozo szerinti Osképei G-nek elemei.

Ha X integralhaté valdszin(iségi valtozo, akkor E(X | G) a (P|g-m.b. ekvivalencia erejéig) egyetlen G-
mérhetd valdszintiségi valtozo, melyre

E[{4}X] =E[I{A}E(X|G)]  (VAEQ).

Par (m.b.) szabdly:




E(X |{0, Q}) = EX.

Ha X G-mérhetd, akkor E(X |G) = X.
e E(X|F)=X.

Ha Gi C Go, akkor E(E(X |G1)|G2) = E(E(X |Go)|G1) = E(X | Gy).

Egy X; folyamat dltal generdlt F; = 0{X, : s < t}, ez névekvo.



