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1. NUMERIKUS SOROK
Sor: specidlis sorozat (a részletosszegek sorozata).

1.1. Definicié. } 7> ja, konvergens, ha a részletosszegek s, = ¥.7" ,a, sorozata az. Ilyenkor
a sor osszege Y 2 1Ay = liMy, .00 Sy

Vigyazat: ) a,-nel jeloljiik a sort és a sorosszeget is.
1.2. Allitas. Y linedris, azaz Y0  (@n+b, =307 ja, +307 by és Y07 jca, =cY ) a,
Biz.
o0 . m . m m
ano a,+b,= ,.,lll_I,IéOZn=0(a” +b,)= r%l_rgo (ano a,+ ano bn)

= lim Zzlzoan+ lim Z;T:Obn :Z;O:Oan"'zzo:obn

m—0o0 m—0o0
o0 . m . m . m oo
YncoCan=lim 3 " ycan= lim ) "oan=clim ) "oan=c) ,an
vagyis Y azért linearis, mert lim az. O
A definiciébél latszik, hogy konvergencia szempontjabél az els6 néhany tag nem szamit

(sorosszeg szempontjabol persze igen). Ezért az 6sszes konvergenciakritériumban elég, hogy
valamilyen indext6l kezdve.
http://www.math.bme.hu/jegyzetek/051356_Csatar_Gyorgyne_Sorok_Fuggvenysorok.pdf

http://www.math.bme.hu/jegyzetek/051201_Adam_K._Matematika_Peldatar_IV..pdf.
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1.3. Példak. (1) X52,(=1)" divergens, mert s, = 1 vagy 0 attdl fiiggéen, hogy n paros vagy
paratlan; tehat Alim, s,,.
(2) Mértani sor: g Z1=>3) g% =(1-q"" /(1 - q) (és persze n+1ha ¢ = 1). Kovetkezés-

képp
L ha |gl<1
Zk =07 = {dlvergens halg|=1
3) X074 n(n+1) Ez konvergens, és a sorosszeg 1, mert n(n+1) = % - n+1 miatt s, = Zk 1(% -
A7) =1-H+G-H+... +GE-2=1-—1L -1

1.4. Tétel (Cauchy). Y a, konvergens < (Ve >0)AN eN)(Vm >n>N)|L ax| <.
Biz. Trivialis a sorozatok konvergenciajara vonatkozé Cauchy-bol:

Zan konvergens < s, konvergens <= (Ve >0)(AN e N)(Vm >n > N)|s,, —s,| <€
ésSm—Sn =2, .10k O
1.5. Kovetkezmény. Ha Y a, konvergens, akkor a,(=s, —s,—1) — 0.

De a, — 0 korantsem elégséges feltétele ) a, konvergencidjanak. Nemsokara latni fogjuk,
hogy pl. Z% nem konvergens.

1.6. Allitas. Ha a, =0, akkor Y a, konvergens < s, korldtos.
Biz. a, =0 miatt s,, monoton no, tehat pontosan akkor konvergens, ha korlatos. Il
1.7. Tétel (Kondenzaciés kritérium). Ha 0 < a,, \, akkor

Zzo:lan konvergens < ch;o ZkaZk konvergens.

Biz. Elozo allitas miatt elég, hogy a részleteszogek egyszerre korlatosak. dJeldlje s, ill. £, a
két sor n. részletosszegét.
(<) Idea:

aijt+ag+ast+agt+as+agtag+---
N 7 - -

~~

ai1+2ay  +4ay +--

t, korlatos, tehat elég belatni, hogy sqr+1_; < ¢z. Indukecié: £ =0: sq1_; =s1=a1=¢9. Thf k=1
és k—1-re igaz. Sore1 | = Sgi_1+ (gt + Aok 1+ +Qokor_1) < Sor_1 +2Fagr < tp_1 +2Fag =t
mert a, \ és ind. felt.

(=) Idea:
Sg = aitagtasg+agst+as+ag+a7+as
S—— N ~~ -~
1 1
§t3 :§a1+a2+ 2a4+ 4ag

s, korlatos, tehat elég, hogy /2 < sor. Indukcié: £ =0: to/2 =a1/2 <a1 =51 =Sg9. Thf. k-ra
igaz. tp.1/2 = t3/2+ 12 28 agu < sgr + 2%agei1 < sgre1; az utolsé 1épésben azt hasznaltuk,
hogy Sgr+1 = Sgk + Qg1+ Agh g+ + gk ot = So + 28 a1, U

1.8. Kévetkezmény. Y > | 1/n (,harmonikus sor”) divergens.
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Biz. 0 <1/n\, tehat az el6zo tétel miatt pontosan akkor divergens, ha ZZ‘;O 2k . 1/2k = ZZOIO 1
az. O

Sot:
1.9. Kovetkezmény. > | 1/n? konvergens < p > 1.

Biz. Ha p < 0, akkor trv. divergens, mert 1/n”? = n™?, ez meg = 1 (ha p = 0), vagy — oo
(ha p < 0), azaz semmiképen sem — 0. Tehat amn. p > 0. De akkor n? / oo, tehat 0 <
1/n? \[ 0, a tétel szerint tehat konvergens < 37, ok . 1/2kp = Yieo 2U1-Pk konvergens <
217P < 1 (mért. sor) < 1-p <0. O

1.10. Definicié. A Y a, sor abszolut konvergens, ha ) |a,| konvergens. Feltételesen konver-
gens, ha konvergens, de nem abszolit konvergens.

1.11. Allitas. Ha Y a, abszoliit konvergens, akkor konvergens.

Biz. Cauchy-kritériummal (1.4): ¢ > O-ra kellene N, hogy minden m > n > N-re |Z;e”:n ak| <
€. A Y |la,| sor konvergencidja és a Cauchy-kritérium miatt ehhez a sorhoz van j6 N, ami
viszont ) a,-hez is j6, mert a haromszogegyenlétlenség miatt minden n < m-re |ZZ‘:nak| <
Yionlakl.

1.12. Tétel (Majorans/minorans kritérium). Ha |a,| < b, (végiilis) és Y b, konv, akkor Y a,
abszolut konvergens.

Biz. Trv.: Cauchy vagy részletosszegek korlatossaga. U

1.1. limsup és liminf Emlékezteto: x € Ru{+oo} az a, sorozat surisodési értéke, ha a,-nek
van x-hez tart6 részsorozata.

1.13. Definicié. Az a, valés sorozatra limsup,, . a, az a, strtsodési értékeinek supremuma
abban a kicsit kiterjesztett értelemben, hogy oo, ha oo is stiriisodési értéke a,-nek, és —oo
ha csak a —oo az. (Ez azt jelenti, hogy a természetes médon rendezett R U {+oo} halmazban
szamolunk supremumot.) Hasonléan: liminf, ..,a, = —oo ha a, nem korlatos alulrél, és
liminf, . a, az a, strasodési értékeinek infimuma (ugyanilyen értelemben).

1.14. Hazi feladat. limsupa, = oo akkor és csak akkor, ha a, nem korlatos feliilrol.
1.15. Allitas. limsupa, = —0c0 < a, — —c©

Biz. (<) —o0 az egyetlen strtisodési érték.

(=) Ha a, / —oo, akkor (3K € R)(VN € N)(dn > N)a, = K, vagyis valamilyen K € R-re a soro-
zatnak végtelen sok tagja van K folott; ha ez a részsorozat nem korlatos feliilréol, akkor van
oo-hez tarté részsorozata, ha igen, akkor meg a Bolzano—Weierstrass tétel miatt van konver-
gens részsorozata; tehat a,-nek mindkét esetben van K-nal nem kisebb striisédési értéke,
kovetkezésképp limsupa, = K > —oco. Il

1.16. Hazi feladat. liminfa, = —limsup —a, és limsupa, = —liminf-qa,
1.17. Allitas. liminfa, <limsupa,, és ha a, konvergens, akkor liminfa, =lima, =limsupa,.

Biz. Az elso allitas azért igaz, mert infH < sup H minden H halmazra, masodik meg mert ha

a, konvergens, akkor lima, az egyetlen stirtisodési értéke. Il
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1.18. Allitas. limsupa, < a pontosan akkor, ha van olyan q < a, amire valamilyen indextdl
kezdve a, <q.

Biz. Ha limsupa, = oo, akkor mindkét oldal hamis (a jobboldal 1.14 miatt). Ha limsupa, =
—o00, akkor mindkét oldal igaz (a jobboldal 1.15 miatt). Tehat feltehetjiik, hogy limsupa, € R,
és igy a, felulrol korlatos. Legyen E az a, stirtsodési értékeinek halmaza.

(=) q= %(a +limsupay,) < a jé lesz, mert ha ef6létt végtelen sok eleme volna a,-nek, akkor
(a feliilrol korlatossag miatt) az ezek altal alkotott részsorozatnak Bolzano—Weierstrass miatt
volna konvergens részsorozata, és annak hatarértéke = g > limsupa,, ami ellentmond annak,
hogy limsupa, =supkE.

(<) Mivel ¢ folott a,-nek csak véges sok tagja van, g-nal nagyobb szamhoz nem tarthat a,
egyetlen részsorozata sem, azaz q fels6 korlatja E-nek, és igy limsupa, < ¢ <a. Il

1.19. Allitas. (1) Ha a <limsupay,, akkor a < a, végtelen sok n-re.
(2) Ha a <liminfa,, akkor valamilyen indextdl kezdve a < a,,.

Biz. (1) Ha a,, nem korlatos feliilr6l, akkor igaz a konklizié. Ha korlatos feliilrél, és csak véges
sok n-re igaz, hogy a < a,, azaz valamilyen indextol kezdve a, < a, akkor a fels6 korlatja a,,
strusodési értékeinek, és ezért limsupa, <a.

(2) Ha a < liminfa,(= —limsup—a, 1.16 miatt), akkor limsup—a, < —a, és akkor 1.18 miatt
valamilyen indextél kezdve —a, < —a, azaz a < a,.

Vagy: A feltevésbol kovetkezik, hogy a, alulrél korlatos. Ha nem igaz, hogy a < a, valami-
lyen indextol kezdve, akkor a, < a végtelen sokszor; de akkor az alulrél korlatossag miatt az
ilyenek koziil kivalaszthato egy konvergens részsorozat, és ennek a hatarértéke < a, kovetke-
zésképp a = liminfa,, ellentmondva a feltevésnek. ]

1.20. Hazi feladat. Ezek az allitasok nem fordithatok meg.

Vigyazat: limsup nem cserélhet6 fel a szorzassal: ha a, =0,1,0,1,... és b, = 1,0,1,0,...,
akkor limsupa,-limsupb, =1-1#0=limsupa,b,. Akkor sem feltétleniil, ha az egyik sorozat
konvergens: a, =1/n, b, =n.

1.21. Allitas. Ha 3lima, € R*, akkor limsupa,b, =lima, -limsupb,.
1.2. Gyok- és hanyadoskritérium

1.22. Tétel (Gyokkritérium). (1) Ha van olyan q < 1, amire valamilyen indextdl kezdve
Ylanl < q, azaz (Id. 1.18) ha limsup {/|a,| < 1 (specidlisan: ha lim, ¥|a,| < 1), akkor
Y a, abszolit konv,
(2) ha la,| = 1 végtelen sok n-re (specidlisan (Id. 1.19(1)): ha limsup V]a,| > 1), akkor
Y a, divergens.

Biz. (1): Y q™ konvergens és majoralja Y |a,|-t.
(2) A feltevés miatt |a,| = 1 végtelen sok n-re; tehat a, 4~ 0. ]

limsup,, Vla,| = 1-bél semmi nem kovetkezik } a, konvergencidjara vonatkozéan: ) 1/n
divergens, ¥ 1/n? konvergens, noha mindkettére igaz ez a feltétel.
n/n2 _ Yn2 1
gr=-g —3z<L
4
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1.24. Tétel (Hanyadoskritérium). (1) Ha van olyan q < 1, amire valamilyen indextdl kezd-
ve lap+i/an| < q, azaz (Id. 1.18) ha limsup|a,+i/a,| < 1 (specidlisan: ha limy, |a,+1/a,| <
1), akkor Y a, abszoliit konvergens.
(2) Ha lay+1/a,| = 1valamilyen indextdl kezdve (specidlisan (Id. 1.19(2)): ha liminf|a,1/a,| >
1), akkor Y a, divergens.
Egyébként barmi lehet.

Itt nem elég a divergencidhoz, mint a gyokkritériumban, hogy a,.1/a, =1 végtelen sokszor,
mert legyen Y a, tetszoleges konvergens sor, és ,duplazzuk meg”: a1 +a1+ag+ags+.... Az
igy kapott sor konvergens, noha a,.1/a, =1 minden paratlan n-re. De mutatja ezt az alabbi
Osszefésiilos példa is, ami konvergens, noha a,1/a, > 1 végtelen sokszor.

Biz. Konvergencia: ha minden n > N-re |a,+i1/a,| < q <1, akkor (Vn > N)|a,+1l < qla,|, ami-
bél (indukciéval) |ay | < qk lan|, azaz (Vn > N)la,| < q”_N lay| = %q”. De Zl‘;—%'q” konver-
gens mértani sor, tehat majorans-kritérium miatt ) |a,| is konvergens.

Divergencia: Ha |a,i1/a,| = 1, azaz |a,.1| = la,| minden n > N-re, akkor |a,| N utan
monoton néd, tehat a,, nem tarthat 0-hoz. O

% ! n+l _ 1)! (2n)! _ 1 © 27 .
1.25. Példa. ) gy konvergens, mert aa: = ((2’:;2))! ( :!) = (2n+’1’)+(2n+2) — 0 < 1. (Faktorialisnal

a hanyadoskritérium gyakran célravezeto.)

Hanyadoskritériumnal is: Y. 1/n és Y. 1/n%-re lim|a,+1/a,| = 1, noha az egyik divergens, a
maésik konvergens. Es: ha a, az 1/2", 1/3" ésszefésiilése, akkor ¥ a, konvergens (mert kiilén-
kiilon az; de gyokkritériummal is kijon), de a hdnyadoskritérium nem mtikodik: liminfa,+1/a, =
1im(2/3)" = 0, limsupa,+1/a, =1im(3/2)" = co, liminf {/a, = lim 2/1/37 = 1/v/3, limsup ¥a,, =
lim %/1/2" = 1/v/2. Ez mutatja, hogy hanyadoskritériumban divergencidhoz nem elég, hogy
limsup > 1 (mert most co, mégis konvergens).

(Ez a példa egy kicsit részletesebben:

1
n+2
22 _ 3% _1(3\%
—=;ri=3(3) hanps

1 35

22 ha n ps Uil 3

a, = 1 — =

=7 han ptlan an 1

2 2
3" _ g\t
. =(2) 2 ha n ptlan
9%t

at 1 A+l = 1im 22051 — Tim L (3)" = o0 & i 0@l i 2042 _ Tiem (2)7F1
Tehat limsup “2+* > lim “222 =lim3 (3) = oo és 0 <liminf ut Sllma2n+1—llm(3) =0.)

1.3. Tovabbi konvergenciakritériumok
1.26. Tétel (Integralkritérium). Ha 0 < f \( [0,00]-n, akkor 3.7, f (n) konvergens < f(;x’ f konvergens.

Nem muszaj 0-nal kezdeni.



4 4

3 3

2 2

1 1

0 % % % % x 0 % % % % x
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

1. dbra. Integralkritérium

Biz. Minden N-re : 21727:1 f(n)< f(fvf < Zflvz_ol f(n) (ezek a {0,1,...,N} felosztashoz tartozo alsé
és felso osszegek). F(x) = fg f monoton no, tehat pontosan akkor konvergens, ha korlatos.
(=) X konvergens (=s), akkor minden x-re (N = [x]) [y f < fév f< Zf:]:_ol f(n)<s.
(<) [ konvergens (=s), akkor minden N-re ZQ’:I f(n) < fév f < s, azaz a részletosszegek
korlatosak, 1.6 miatt tehat a sor konvergens (mert nemnegativ tagua). U

Alkalmazas: Y 1/n? konvergens < p > 1.

-p+1 1 1
fl/xp :fx_p = Jip+1 T 1-pxp-1 hap#1

1 _ 1
1 ]k_ H(O—l)—ﬁ hap>1
ﬁ-(oo—l)zoo hap<l1
lim, ., Ink—-Inl=o00 hap=1

1.27. Tétel (Intelligens 6sszehasonlité kritérium). Ha a, =0< b, és HlimZ—Z >0, akkor Y a,
és Y. b, egyszerre konvergensek vagy divergensek.

Biz. Ha lim = L, akkor valamilyen N-t6l kezdve L/2 < a,/b, < 2L, azaz 0 < b,, < 2a,/L és
0<a, <2Lb,. Ebb6l mar a majorans-kritérium miatt kovetkezik az allitas. O

1.28. Tétel (Leibniz). Ha sgna, = (-1)*, |la,| \\ 0, akkor Y a, konvergens. Es a hiba kisebb,
mint az elsd elhagyott tag abszolttértéke, azaz |Zfl°:1 an—2r" 4 an| <lam+il.

Biz. Legyen b, = |a,|. Tehat 0 <b, \ 0, és az kéne, hogy a —b1 +bg—bg+--- =377 ,(-1)"b,
sor konvergal. Legyen s, az n. részletosszeg.

Son \. mert s9(,+1) = S2n — ban+1 +ban+2 < 82, (mert —bay1+ ba2,42 < 0). sg, alulrél korlatos
mert s9, = —b1+(bg—b3)+(bg—bg)+...+ bo, = —b1. Tehat sg9, konvergens, mondjuk — s.

0 0
> >

Node s9,,4+1 =S92, —bon+1 — s —0=s. Tehat sq,, és so, .1 0sszefésiilése is — s.

Hibabecslés: mivel so, \ s és (ugyanigy) s9,+1.” S,
(1) Son+1 < S <S89, minden n-re,
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tehat azt kellene belatni, hogy so, —s < bg,+1 €és s —S9,+1 < ban+2. De az els6t atrendezve azt
kapjuk, hogy son+1 = Son —bon+1 < s, ami igaz (1) miatt, a masodikat atrendezve pedig azt,
hogy s <s9,+1+ ban+2 = So,+2, ami szintén. O

Alkalmazas: az alternalé harmonikus sor (3_(—1)"/n) feltételesen konvergens.

1.4. Példak
(1) Y2 - Y & +Y 5= konvergens

\/_ v .
(2) yyotlovn Yntloyn konjugalassal ntl ‘/_ = \/n_+11+ 75~ nTl/Q, tehat konvergens
(3) ¥ 2 n+1 an 7 0 divergens
4) Z maJorénssal 3(0.5)" majorélja) Vagy gyokkritérium, konvergens
(5) Z(n2 +1)n gyokkritérium {/a, = ( )" < % — 0 <1, tehat konvergens. Vagy majoral-

n? n 2 1 1
juk: (n +1) = (n2+1) = GrtnE =72

6) X "n B a, — 1 divergens

Y [- vagy 2k_g kritérium (ezek mindig ugyanakkor alkalmazhatoék): 2ka2k =

__ 1
In? 2k ~ (kIn2)7?

(8) ¥ -Sinn majoralja abszolut konvergens

nln 1
~ = konvergens

n(n+1)
. . 2sin®? % ing- sin 2%
(9) X(1-cos?) Ld. 1ab3egyzet1: 1-cos? = 2sin? 5 65 Tf” — 2 mert > T2 = %%ﬂ - 3.
Tehét ~ .
(10) ¥ o 1)n gyokkritérium, vagy (2+11 = 2% konvergens mértani sor

(1) o 1)n gyokkritérium, konvergens. Vagy a, < g—: és ) ;’—,ZL gyok- vagy hanyadoskrité-

riummal konvergens.
(12) Z €2 maJoralhato Z( )Y -el.

n __2ar
(13) Zn 9 (1 )k Kondenzaciés kritériummal: 2"agn = T

2 2k _ _ ok
(14) Y9 (1nn)1nn kondenzaciés kritériummal: In2% > 1 ~»1n2 > 1/2 ~~ Tnohn? = in2l? <

k k/2
% /22)k,2 = (ké/l2)k/2 < (V/4/5)* konvergens mértani sor. Vagy kondenzaciés és gyokkritérium:

k ok _ 2 -
m " (kIn2)n2 0<1

(15) 24(“#3)2 ezt még lehetne majoralni Zi-el de ha — lenne a nevezdben, akkor mar

nem lehetne. (Igaz, akkor is lehetne —-el.) Helyette mindkét esetben ~ i és ezért
konvergens.

16) ¥ L= = mint az elé6zoében: minoralas helyett ~ % és ezért divergens.

(2)

am x \/m divergens mert ~ %

1 1
(18) > 4——— konvergens mert ~ —z
>Vt & TR o
(19) Z—ln(3f+2) divergens, mert ln(i’)n+2) D35 €S 55~
(20) ¥ —T divergens, mert ~ =
lineariz4lé képleteket tudni kell: sin? 5= % és cos? 5= “gﬂ
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I ~ L
21 » — konvergens, mert 3
22) % divergens mert ~ % mert arctgn — /2
2
23) ¥ m ugyanezért ~ i

24) ¥ arctg divergens mert ~ L mert: arctgx ~g tanx ~o x mert lim, g amgx

: Yy
= llmy_.() tany —

lim,_¢ ycosyy = 1. Mellesleg ugyamgy arcsinx ~g sinx ~g x: lim,_.q w =lim,_o $ =
1.
(25) Zarctf_gn—l2 konvergens mert ~ —2 (az el6z6 (limg arct i = 1) miatt lim, arc’;fgx;(x) =1 ha

hma f (x) = 0)
(26) Znarctg divergens mert ~ n— = %
(aml érdekes, mert . nl%p mar konvergens tetsz. p > 0-ra).

(28) Z 1n gyokknterlum konvergens

(29) Z nlnn’ 1 2k1 2k 1 1
30) Y —= ln(n') divergens mert ln(n') = Mo im0y = 7inn ©S X 71y az el6z6 szerint divergens.
(31) Z "2 hanyadoskritérium:

divergens 2*-s kr1ter1ummal Y =y kl% divergens.

A1 _ 2" (n+1)! 0" n o, 2 2
an (n+ 1)+l 2nnl -+l _(1+%)n e

tehat konvergens.

32) Z(nT”)” trv. divergens mert an —e ;é 0.
s1n _ sin 2 2

(33) X sing; konvergens mert ~ ( — 7T)

(34) Z ln nem majoralhaté —-el de lnn < 1221/2 (mert lim, 11/2 =pp limg, -2 H 0) ~ n—2” <
n3/2 , kivetkezésképp konvergens. 2%-s hasznélatahoz tudni kéne, hogy monoton.

(35) Yy 22 ln” minorélja 1 tehat divergens

(36) Z cos 3 dlvergens mert ~ =

37) Z - sin < P konvergens mert ~ n—

(38) ¥ n—12 cos% konvergens mert ~ n—12

39 X 12 cosn abszolut konvergens mert majorélja L

(40) YIn(1+ = ) divergens mert ~ = mert limy = ln(IH) =1

(41) YIn(1+ t-3 ) konvergens mert ~= ugyanezert.

(42) Zn 9 (nhll) értéke 1/2 pontossaggal Leibniz, tehat konvergens, és
1

m, tehat olyan N kéne, amire 5 < %, azaz 2 <In(\NV), azaz e? < NV, azaz N = 3.
Tehat ﬁ 1/2-nél pontosabb kozelités.

n=2 nlnn

1.5. Zardgjel, atrendezés Konvergens sorozatot bezaréjeleziink konvergens marad (részlet-
Osszegek sorozata az eredeti sor részletosszegeinek részsorozata). Divergens sorozatot beza-
réjeleziink nem biztos, hogy divergens marad (azaz konvergensbdl nem hagyhatunk el zardje-
leket): (1-1)+(A-1D+(1-1)+....
Y a, egy atrendezése: Y ay, ahol 7 :N — N bijekcio.
8
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1.29. Tétel (Riemann). Abszoliit konvergens sor dtrendezése nem vdltoztat a konvergencidn és
az osszegen. Feltételesen konvergens sort viszont bdrhogy dt lehet rendezni (uigy, hogy akdrkihez
tartson, meg tgy is, hogy divergens legyen).

1.30. Példa. Egy példa, ami mutatja, hogy az atrendezés megvaltoztathatja a sorosszeget:
az alternal6 harmonikus sorrdél tudjuk, hogy konvergens, legyen mondjuk S az 6sszege (majd
latni fogjuk késobb, hogy S = —In2, de ez most 1ényegtelen).

1111111 1
S=—Il+——ct———t=—ct-—.. +=—...
2 3 45 6 78 12
1 1 1 1 1 1
—S= = +- = +—— . 4+——...
2 2 4 6 8 12
tehat a kett6 osszege
3 111 11 1
—S=-1+ ——+———+ ——+——.. . += -
2 3 2 5 7 4

mikozben az utolsé sor az els6 egy atrendezése.

2. FUGGVENYSOROZATOK, SOROK

2.1. Definicié (Pontonkénti konvergencia). f, — f H SR-enha Vx € H f,,(x) — f(x). 70 fn =
fHn haF,=%F_ f,— f Hn(azazha (Vx e )Y f(x) = f(x)).

Folytonos fiiggvények limese nem feltétleniil folytonos (2. dbra (a)):

0 haxe[0,1)

H=10.1], fal@)=x ﬁf(x):{l hax=1

Mashogy fogalmazva az a probléma, hogy a kiilonféle hatarértékképzések nem felcserélhetok:
limy, oo limy 1 fr(x) =1# 0 =1lim,_1_(lim,_ o [ )(x).
Mas példa ugyanerre (2. abra (b)):

-1 hax=<-1/n
H =R, fnx)=<nx haxe(-1/n,1/n) — sgn.
1 haln=<x

Zart intervallumon folytonos fliggvények limese nem feltétleniil korlatos (2. abra (c)):

0 hax=0
1/x haxe(0,1]

n?x haxel0,1/n]

Vs haxe(n1 1T {

H =[0,1], fn(x)={

Példa arra, hogy f,, — f, f» integralhaté minden n-re, de lim, [ f, # [ f (2. dbra (d)):

nZx ha x€[0,1/n)
H =10,2], fax)=<2n-n%x haxe[l/n,2/n) —=0.
0 ha x €[2/n,2]

Ez j6 mert [ f, = (2/n-n)/2=1/—0= [0.



4 4
3 3
Yy
1 Y 2 2
1
1 1
0 X
-2 - 1 2
0 X 0t—x 04—\ x
0 1 0 1 0 1 2

2. abra. Konvergens, de nem egyenletesen konvergens fliggvénysorozatok

2.2. Definicié. f, egyenletesen tart f-hez (f, — f) H-n ha (Ve > 0)(AN e N)(Vn > N)(Vx €
H) |fn(x)—fo)l <e. AY>, fn fiiggvénysor egyenletesen konvergens ha Fj = Z]:L:O fn az (jel.:

Y02 0fn = 1)
A kiilonbség a pontonkénti konvergenciahoz képest az, hogy az utébbiban (Ve > 0)(Vx €

H)@EN eN)(Vn > N)|fn(x) - f(x)| < e-t koveteliink meg, azaz ott N fiigghet x-t6l, az egyenletes
konvergencianal nem.

2.3. Kévetkezmény. Ha f, — f H-n, akkor f, — f H-n.

2.4. Allitas. Ha fn és f korldtosak a H halmazon, akkor f, — f H-n <> ||f,— | — 0, ahol
tetszdleges H-n korldtos g fiiggvényre || g|l = sup{lg(x)|: x € H}.

V.6. pontsorozatoknak ezzel a tulajdonsagaval: lim,_.a, =a < lim,_.,d(a,a,)=0.

Biz. (=) Minden € > 0-ra van olyan N, hogy minden n > N-re és x € H-ra |f,(x) — f(x)| < €/2;

de akkor minden n > N-re ||f,, — f || = sup{|fn(x)— f(x)|: x€e H} <E€.

(<) Minden € > 0-ra van olyan N, hogy minden n > N-re és x € H-ra |f,,(x) — f(x)| < sup{|f(x) — f(x)| : x €
Hi=|fn—-fll<e.

2.5. Megjegyzés. A H < R halmazon korlatos fiiggvényeken |f — g|| tavolsag, ahogyan ezt a
fogalmat a tobbvaltozos fliggvények elején definialtuk. Az els6é két tulajdonsag (két ,pont” —
vagyis most két fiiggvény! — tavolsaga pontosan akkor 0, ha azonosak; és a tavolsag szimmet-
rikus) trivialisan igaz ra. De a haromszogegyenlotlenség is, mert

minden x € H-ra |f(x) — g(x)| < |f(x) — h(x)| + |h(x) — g()| < | f =kl + |~ — g
miatt |f — gl =sup{lf(x)—gx)|: xe H} < |f =Rl + A —glI.
O

A fenti példak egyike sem egyenletesen konvergens. Pl. az els6: ¢ = 1/4-hez nincs j6 N, mert

minden n-re |£,(1/V2) - f(I/V2)| = f(1/V2)=1/2>€.
10



fn
lim £,
fn’

3. édbra. Egyenletes konvergencia

2.6. Tétel (egyenletes konvergencia & hatarérték). Ha f, N f H-n, a torloddsi pontja H-nak,
minden n-re b, =limy_., f,(x), és L =lim,, .., b,, akkor lim,,_., f(x) = L. Vagyis

lim(lim f,)(x) = lim lim f,(x)
ha a jobboldalon szerepld hatdrértékek léteznek és baloldalon a belsé hatdrérték egyenletes.

Valgjaban (a baloldalon a bels6 egyenletes hatarérték létezésén kiviil) elég lenne feltenni,
hogy a jobboldali bels6 hatarértékek léteznek (és igy az alabbi kovetkezményben sem kell
kiilon feltenni, hogy a ) konvergens), mert ebbdl mar kovetkezik a kiils6 hatarérték 1étezése.

Biz. Legyen ¢ > 0; olyan 8 > 0 kellene, amire igaz, hogy (Vx €S4a))|f(x)—L| <e. f, — f miatt
van olyan Ni, amire | f, —fIl < % H-n han>Nj;. L=Ilim,_.b, miatt van olyan Ny, amire
|b, —L| < £, ha n > Ny. Rogzitsiink egy n > max(N1,Ng)-t! lim,_., f»(x) = b,, miatt van olyan
5 > 0, amire igaz, hogy (Vx €S5a))|fn(x) = b,| < 5. De akkor minden ilyen x-re
€
If () =L =1f(x) = frn(x)+ fr(x) = b, + by —LI < |f(x) = fr ()| +|fn(x) = bp|+1b, —L| < 3§ =€.
O
2.7. Kovetkezmény. Ha Y >° [ = f H-n, és a torloddsi pontja H-nak , akkor
Tim () = Y% o(lim £, ()
ha a jobboldalon szerepld hatdrértékek és osszeg léteznek.
Valéjaban az 6sszeg automatikusan létezik, 1d. a 2.6 utani megjegyzést!
Biz. Jelolje Fy, a 307 fr fiiggvénysor m. részletosszegét! Akkor a jobb oldal
o0 . . m . . . m . .
Y oim fo(e) = lim 377 ((lim £, () = lim (lim } 7" fo(0)) = lim (lim F, (x)
(ahol az els6 egyenloségben a numerikus sor 6sszegének definicigjat hasznaltuk minden x € H-

ra, a masodikbanban pedig a fiiggvényhatarérték és a (véges) 6sszeg felcserélhetoségét) és ez

F, - f és a tétel miatt =lim,_, f(x). O
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2.8. Tétel (egyenletes konvergencia & folytonossag). Ha f, %5 f H-n és minden n-re f, foly-
tonos a € H-ban, akkor f folytonos a-ban.

Biz. Ha a izolalt pontja H-nak, akkor nincs mit bizonyitani; kiilonben pedig f,, a-beli folyto-
nossaga miatt lim,_., f,(x) = f(a) minden n-re, és f, — f miatt lim, o, f,(a) = f(a). Tehat
létezik lim,, oo lim, ., /7 (x) =1lim, ., fr(a) = f(a) és igy 2.6 miatt lim,_., f(x) = f(a). U

2.9. Kovetkezmény. Ha minden n-re f, folytonos a € H-ban, és 3.7 fn 2 f, akkor f folytonos
a-ban.

Biz. A feltevés (és mert folytonos fiiggvények (véges) dsszege folytonos) miatt 3 >° , f,, rész-
letosszegei folytonosak a-ban, és mivel ezek egyenletesen tartanak f-hez, a tétel miatt f is
az. U

2.10. Tétel (egyenletes konvergencia & integralhatésag). Ha f, € %([a,b]), fn — [, akkor
f € R(a,b) és [° f =lim, [ f,.

2.11. Megjegyzés. V.o. a (c) példaval, ahol a lim nem is integralhato, és a (d)-vel.

Biz. (Csak azé, hogy ha f € %([a,b]), akkor fff =lim, fab fr».) Legyen € >0, N pedig olyan,

hogy Ilfn — £l < 5% [a,bln han>N. Akkor | [ f— [ fu| = | [ f = fa| < JOIf —fal < 7 3% =

€. U

2.12. Kovetkezmény. Ha minden n-re f, € Z([a,b]), 357 fx 2 f, akkor f € Z([a,b]) és fab f=
N

Zn:O fa fn

Biz. Afeltevés (és mert %([a,b]) zart 6sszeadasra) miatt 377 ) f,, részletosszegei integralhaték

[a,b]-n; és mivel a részletosszegei egyenletesen tartanak f-hez, a tétel miatt f € Z([a,b]) és
b . b . b b
Zc,)lo:() fa frn=limy . Z?:() fa frn=limy .o fa Z?:() fn= fa f

ahol a masodik egyenl6ségben ff és (véges) Osszeg felcserélhetoségét hasznaltuk, a harma-
dikban pedig a tételt. Il

Derivalhat6sag és egyenletes konvergencia nem ilyen szép: Példa arra, hogy f, — f, f, de-
rivalhaté minden n-re, de f;, 7/— f’ (sehogy): fu(x) = /nsinnx —— f = 0 (mert |r,,(x)| = |f,(x)| <
% — 0 —1d. 2.16(1)-et aldbb) de £, (x) = 1/ncosnx-n = cosnx #— f' =0 (példaul mert x = 0-ban

nem). Példa olyanra, hogy az egyenletes lim nem is derivalhaté: f, = \/x2 +% -, |x| (mert,

ismét 2.16(1)-et hasznalva, |r,(x)| = f,,(x) = f(x) = y/x2 + % —Vx2= \/ - 1/1" = < \/li/Ln = % —0).
X +z+ X

2.13. Tétel (egyenletes konvergencia & derivalhatésag). Ha minden fo oo e .3 f
n-re fp, derivdlhaté (a,b)-n, 3xg € (a,b) fr(xo) konvergens és f, g n ‘
(a,b)-n, akkor van olyan f, hogy fr LN fésf' =g (a,b)n. /k X
2.14. Megjegyzés. A Jxg € (a,db) fr(xo) konvergens feltétel nem hagy- e v

fi
2.15. Kovetkezmény. Ha minden n-re f, derivdlhato (a,b)-n, 3xg € (a,b) Y57, fn(xo) konver-
gens és (a,b)-n X2 fr = g, akkor Y fo = f és f' = g (a,b)-n.

Biz. A tételt az Fp, = Y fn és F,, =Y  f, fuggvénysorozatokra alkalmazva kapjuk az
allitast. D
12
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2.1. Kritériumok egyenletes konvergenciara Végig: r,(x) = f(x) — fn(x).

2.16. Tétel. (1) Ha (3a, — 0)(Vx € H) |rp(x)| < an, akkor f, — f H-n.
(2) Ha 3x, H-beli sorozat, hogy r,(x,) # 0, akkor [, A f H-n.

Biz. Az els6 all trivialis az egyenletes konvergencia definicigjab6l. A maéasodik is, mert ha
fn LN f, akkor (Ve > 0)IN (Vn > N)(Vx € H) |r,(x)| <€, specidlisan |r,(x,)| <e, tehat |r,(x,)I
(és igy rp(x,)) — 0. (Avagy: |r,(x,)| < supgylfa(x)—f )| = lIf, — Il tehat az utébbi nem tart-
hat 0-ba.) (Megj.: ettdl persze f,, még lehet konvergens: a fenti (b) példaban legyen x,, = 1/(2n);
akkor r,(x,) =f(x)—f(x,)=1-1/2=1/2 /~0.) O

2.17. Hazi feladat. A tétel (2) pontjanak segitségével mutassuk meg, hogy a szakasz elején,
a pontonkénti konvergencia definicigja utani négy fiiggvénysorozat egyike sem egyenletesen
konvergens.

2.18. Példa. [0,1] mely részhalmazain (egyenletesen) konvergens f,(x) = ¥/x?

0 hax=0

f”ﬁf:{l ha x € (0,1]

A konvergencia nem lehet egyenletes, mert a hatarfiiggvény nem folytonos. (0,1]-en mar
folytonos, de ott sem egyenletes a konvergencia, mert x, = n—ln € (0,11, rp(x,) =1- f(xy,) =

1- % —1#0. De 6§ >0-ra [§,1]-en mar egyenletes, mert 0 < r,(x)=1- {/x<1- V35— 0.

2.19. Tétel (Cauchy kritérium fiiggvénysorozat egyenletes konvergencidjara). f, — f H-n
valamilyen f-re <= (Ve > 0)AN e N)(Vn,m > N)(Vx € H)|f,(x)— fm(x)| <e. Azaz < (Ve >
0)AN eN)(Vn,m > N)Ilf, — fml <e.

2.20. Kovetkezmény (Weierstrass—kritérium fiiggvénysor egyenletes konvergenciajara). Ha
Va(Vxe H) |fn(x)| <a, és Y a, konvergens, akkor Y [, egyenletesen konvergens H-n.

Biz. Legyen F,(x) = Y7 fr(x). € > 0-ra 1.4 miatt van olyan N, hogy minden x € H-ra és n > m >
N-re
Fn(x) = Fm(@) = 25,1 @] <30 @I <30 ar <e,

vagyis 2.19 szerint a részletosszegek sorozata egyenletesen konvergens. Il

2

n

xt+nt ?
Weierstrass—kritérium miatt egyenletesen konvergens R-en, mert majoralja a Zn—lz konver-
gens numerikus sor.

2. Hol (egyenletesen) konvergens Y C‘)rj%? Weierstrass—kritérium miatt egyenletesen kon-

2.21. Példak (Weierstrass—kritérium alkalmazasara). 1. Hol (egyenletesen) konvergens )

vergens R-en, mert majoralja a ). n—12 konvergens numerikus sor.

n o, n . s .
< % és Y % konvergens (hanyadoskritéri-

x"
n!

3.) xn_': egyenletesen konvergens [-K,K]-n:
um). Speciel konvergens R-en. De nem egyenletesen, mert a f,(x) = 9:1_’: fliggvénysorozat ugyan

— 0, de nem egyenletesen, mert x, = n-re r,(x,) = fn(x,) = ’,Ll—',l — 00 # 0. Mérpedig

2.22. Allitas. Ha ¥ In = f a H halmazon, akkor f, 2.0 H-n (ahol 0 a konstans 0 fiiggvény).

Biz. fnsill = 1Fpi1=Fpll =\ Fpia—f +f = Full < |Fpi1 = fll+1f =Fnll = 0. . U
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3. HATVANYSOR
3.1. Definicio. c korili hatvanysor: Y a,(x —c¢)"* (de az egyszeriiség kedvéért ¢ = 0 végig).

3.2. Példak. (1) 377 ) x" mértani sor, tehat tudjuk, hogy pontosan akkor konvergens, ha |x| <1
(és azt is, hogy ilyenkor abszolit, és az 6sszege 1/(1 — x)); hol egyenletesen konvergens? Ha
0= <1, akkor [-6,5]-n egyenletesen konvergens a Weierstrass—kritérium miatt (|x"| < 6™ és
Y 6™ konv). De (—1,1)-en nem egyenletesen konvergens: r,(x) = 1/(1—x) — ZZ:O F=1(1-x)-
(1= /(1 =) = "+ Y/(1 — 2); tehat 2, = —1+ Lore |ry(a)] = S~ — L %0,

Az, hogy (—1,1)-en nem egyenletes a konvergencia, kijon 2.22-bél is: fn(x) = x" nem tart
egyenletesen a konstans 0 figgvényhez, mert x, = 1 - 1-re f,(x,) = (1- %)n — 130 qd
2.16(2)!).

(2) X721 x"/n hol konv? Ha |x| < 1, akkor igen, sét, abszolit konvergens mert }_|x|" kon-
vergens és majoralja } 07, [x"/nl|-et; ha |x| > 1, akkor nem, mert x"/n #~ 0. Ha x = 1, akkor
divergens (harmonikus sor), ha x = —1, akkor konvergens (alternal6 harmonikus sor). Tehat
a konvergenciaintervallum [-1,1).

3) X5, x"/n? konvergenciaintervalluma [—1,1]; itt W-kritérium miatt egyenletesen is kon-
vergens, mert |x”/n2| < 1/n?; amugy azért nem konvergens, mert n? <<a” ha a > 1.

(n+Dlx"1
nlxn

An+1
n

(4) > n!x™ 0-n kiviil sehol sem konvergens (hanyadoskritérium:

00).

3.3. Tétel. Legyen a =limsup V/la,l, R = 1/a (értelemszeriien, ha a 0 v. co). Ekkor Y a,x"
abszolit konvergens ha |x| < R, divergens ha |x| > R. (R a ,konvergenciasugdr”.)

A széleken barmi lehet, a fenti példak koziil az els6 harom mindharom lehetoséget illuszt-
ralja. Mellesleg a tételbol latszik, hogy az els6 harom példaban miért 1, a negyedikben miért
0 a konvergenciasugar.

Biz. Ha |x| < R, akkor
05}1 R = N ha li Y =0
limsup {/lanx"| = lxllimsup /lanl={ | ) o o TP Vian|
zlxl<z-R=1,haR <o

tehat a gyokkritérium miatt a ) a,x” numerikus sor abszolat konvergens. Es ugyanigy, ha
|x| > R, akkor limsup V/|a,x"| > 1, tehat divergens.
O

3.4. Kovetkezmény. Ha Y a,x" konvergenciasugara R, akkor minden r < R-re ) a,x" egyen-
letesen konvergens [—r,r]-en.

Biz. lap,x"| < |a,(R—06)"| és Y |la,(R —§)"| konvergens (mert a konvergenciaintervallum belse-
jében abszolut a konvergencia), tehat a Weierstrass—kritérium (2.20) miatt kész. U

3.5. Kovetkezmény. Hatvdnysor a konvergenciaintervallum belsejében levd zdrt korldtos in-
tervallumokon tagonként integrdlhato.

3.6. Tétel. Ha } > a,x" konvergenciasugara R, f(x) =372 ja,x" |x| < R-re, akkor f derivdl-
hato, és f'(x) = Z;’f:lnanx"_1 (-R,R)-en.

Vagyis hatvanysor a konvergenciaintervalluma belsejében tagonként derivalhato.
14
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Biz. Feltehetjiik, hogy R > 0, mert R = O-ra a tétel konkluzidja iiresen teljesiil. Azt fogjuk
belatni, hogy minden 0 < g <R-re }.77 na,x" 1 egyenletesen konvergens (-¢q,g)-n. 2.15 mi-
att ebboél, és abbdl, hogy > 77 a,x" konvergal x = 0-ra, kovetkezik, hogy f "(x) = >0 na,x" 1
(-q,9)-n, és, mivel ez minden 0 < g < R-re igaz, (—R,R)-en is az, hiszen minden x € (—R,R)-
re van olyan 0 < g < R, hogy x € (—q,q). Legyen tehat 0 < ¢ < R, és legyen r € (q,R); mi-
vel ¥7° a,r" konvergens, lim, a,r" = 0, tehat valamilyen N indextél kezdve |a,r"| <1, az-
az |la,| < r~". De akkor minden x € (-q,q) és n > N-re |nanxn_1| <nrq" ! =g n(g/r)",
és 1gy, mivel }.77 n(q/r)" a gyokkritérium miatt konvergens numerikus sor, a Weierstrass—
kritériumbdl (2.20) kovetkezik, hogy 3> > na,x""! egyenletesen konvergens (—q,q)-n. O

3.7. Kovetkezmény. A tétel feltételei mellett f akdrhdnyszor derivdlhaté és
(1) f®(x) = Yorpnn—1)--(n—-k+ Da,x" %, specidlisan
) F®0) =klas.

3.8. Definicioé (Taylor-sor). Az akarhanyszor derivalhaté f fiiggvény c koriili (formalis) Taylor-

(n)
sora: Y7 ! n!(C)(x —c¢)", tehat amit a fenti kovetkezmény ad. (Ld. alabb, hogy ez miért ,for-

malis”!) f analitikus c-ben, ha f-et eléallitja a Taylor-sora ¢ egy kornyezetében.

3.9. Tétel (Taylor). Hatvdnysor hatdrfiiggvényének Taylor-sora maga a hatvdnysor. Azaz hat-
vdnysor hatdrfiiggvényének Taylor-sora a konvergenciaintervallumban konvergens és elddllitja

a fiiggvényt.

A formalis Taylor-sor lehet, hogy csak 0-ban konvergens, az is lehet, hogy konvergens de a

—1/x? h 0
S £ f (pl.: f(x):{e ax#

, mert £*)(0) = 0 minden k-ra (ez nem trivialis!) ) és persze
0 hax=0

az is lehet, hogy konvergens és }_ = f. Példdk utébbira: e* =377  x"/n!, sinx = x—x3/3!+x°/5!—
x4 =Y (1) (2n+ 1)), cosx = 1—a?/21+x*/41 - x8/61+--- = Y2 (=1)"x?"/(2n)). 3.3
segitségével nehéz kiszdmolni a konvergenciasugarat (mert kell hozz4, hogy lim ¥/n! = co, ami

nem trivialis), de hanyados-kritériummal konnyt belatni, hogy mindenhol konvergensek. Pl.

n+1 1 2n+3 ! 2 .
x n! x| ni1| — | x .@r+D! x — 0. Amit

X Qn+1 | ni| _ N . .
= 0. Vagy sinx: ‘ an | = |@nFd) 22l | T @n+2)2n+d)

e

a, | ~ |+ D! "X n+l
még nem tudunk, az az, hogy ezek tényleg el6 is allitjak-e e*-et és tarsait.

3.10. Tétel (Taylor formula Lagrange-féle maradéktaggal). Legyen [ akdrhdnyszor derivdl-
*)
haté (-R,R)-en, N €N, x € (-R,R). Akkor van olyan 0 és x kozti &, amire f(x) = Zi\’:o ! k!(O)xk +
(N+1)
Ll aN L (€ x-t6l és N-tdl is fiigg.)

N =0-ra ez épp a Lagrange kozépérték—tétel.

3.11. Kovetkezmény. A tétel feltételei mellett, ha I < (—R,R)és 3K >0, hogy Vn(Vx e I) |f(”)(x)| <
K, akkor a Taylor-sora I-n elddllitja f-et.

@ -xN ) B2t = Lk

JARARU(S) N1
(N+1)!

N+ <K

Biz. Minden x € I-re —0ha N — 0. O

Pl. [-R,R]-en exp™(x) < e®. Vagy |sin(”)(x)| < 1. Ezért allitja el6 a Taylor-sora e*-et és
sin x-et.
3.12. Példa. In(1+x) = f(f ﬁ dt (ez kovetkezik a logaritmus definicigjabél: x > O-ra In(x) =

lx% dt, tehat x > —1-re a ¢ + 1 helyettesitéssel In(1 +x) = ff”% dt= [y l—it dt); t € (—1,1)-re
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az integrandus egy konvergens geometriai sor dsszege: 15 + s =20 (=) =1—t+ t2—t3+... (bar,
ahogy a szakasz elején lattuk, (0,1)-en nem egyenletesen).
Tehat ez egy (—1,1)-en konvergens hatvanysor, kovetkezésképp (—1,1) zart részintervallu-
main, és igy x € (—1,1)-re [0,x]-en tagonként integralhaté. Vagyis
2 .3 .4 n+l

X
n+x)=| 1-t+2-8+. di=x——+2 % 4 =yl
) n x)fo T3 2o VT

(-1,1)-en.
A hatvanysor konvergenciéja egyenletes [0,1]-en (a Weierstrass-kritériumbdl ez nem jon

ki, mert ».5° ‘( 1)”x ‘-et nem lehet egy konvergens numerikus sorral ,majoralni” [0,1]-en)
mert minden 1lyen x-re Lelbmz miatt a hiba kisebb, mint az elsé elhagyott tag abszolutértéke:

ra@) < -1

Ez utébbi miatt, és mert g(x) = ZS"(—I)”’,‘L " és In(1 + x) megegyeznek (—1,1)-en,

+1

——= — 0. Ebbdl 2.16(1) mlatt kovetkezik az egyenletes konvergencia.

- n+1

n+1

— — — n
In2 = xlim_ln(1+x) hm glx) = l1m ZO( 1) —)

2.7 m (- 1)n AT G LN o o €,
0 +1 O n+1 1 n L n
vagyis az alternal6 harmonikus sor 6sszege —1n 2.
Azt nem tehettiik volna meg, hogy 1-et egyszertien behelyettesitjiik («)-ba, mert csak (-1, 1)-

en tudjuk, hogy a sor eléallitja In(1 + x)-et.

2

3.13. Példa. arctgx = fgc le:2 dt (ez volt az arctg deﬁniciéja)' te ( 1 1)—re az integrandus egy
konvergens geometriai sor dsszege: T t2 =35 t2)" = 2444 .. Tehat ez egy (-1,1)-
en konvergens hatvanysor, kovetkezésképp (—1,1) zart reszmtervallumam, ésigyxe(—1,1)-re
[0,x]-en tagonként integralhaté6. Vagyis

3 5 .7 2n+1

X
arctgx:f 1-2+¢* -5+ dt=x-
0

(-1,1)-en.
Mint az el6z6 példaban: a konvergencia egyenletes [0,1]-en (ez sem jon ki a Weierstrass-
kritériumbol) mert minden ilyen x-re Leibniz miatt a hiba kisebb, mint az els6 elhagyott tag

abszolutértéke: |r,(x)| < ‘( - |2n+1| ‘ < m — 0. Ebbol 2.16(1) miatt kévetkezik az egyenle-

tes konvergencia.

Az el6z6 példahoz hasonléan, mivel arctgx = 3.5°(-1)" 55
értékiik is megegyezik, és ezért

2n+1

T (=1,1)-en, 1-beli baloldali hatar-

2n+1 2n+1 o ( l)n

m 2.7 x
4—arctg1— lim arctgx—hm >0 = 1)"2 — = 20 l1m( 1)n2n+1—zo o1

2Vagy 2.7 helyett 2.9-re hivatkozva azt is mondhatjuk, hogy mivel In(1 + x) és g(x) is folytonos [0,1]-en (a
hatvanysor 2.9 miatt), és megegyeznek (—1,1)-en,

oo( n? oo (=17 1_ oo (= 1)
1n2—xllmiln(1+x)— hm g(x) g()= 0 1 -2 = Z

16



Es persze itt sem tehettiik volna meg, hogy 1-et egyszeriien behelyettesitjiik a fentibe, mert
csak (—1,1)-en tudjuk, hogy a sor eloallitja arctgx-et.

3.14. Megjegyzés. f(x) = — hatvanysora (Z"O x2") persze csak |x| < 1-re konvergens, hiszen

f-nek ,szingularitasa” van 1 ben. De g(x) = 1+ = hatvanysora (1 7°(-1)"x 2n) is, pedig annak
nincs szingularitasa. Valgjaban dehogynem: +i-ben, de ez csak komplex fiiggvénytanban fog
kideriilni.

3.15. Példak. 1. Legyen f(x) =Y, %; f100(0) =?
MO. 1, mert a sor mindentiitt, igy az origéban is az e*-et allitja el6, aminek minden derivaltja
onmaga, tehat f(loo)(O) =e0=1.

2. Legyen f(x) =Y, n, ; F100(0) =?

MO. e* Taylor—sorabdl ez a sor mindeniitt az e*’ et allitja elo, igy mindenitt konvergens
(100)(q
hatvanysor, tehat hatarfiuggvényének, f(x) = e*’ nek Taylor—soraban % =a100 = 100(, ), azaz

f%lOO)(O) 100'

3. Legyen f(x) Yo, G FA00(0) =2
MO. A sor hatvanysor, konvergenciaintervalluménak belseje (limsup vVn2 = lim({/n)? =1
miatt) a (—1,1) intervallum . Ezért ott a sor sajat f 6sszegfiiggvényének 0 koriili Taylor—sora,

1 W) 1 (o 100! _ 99!
azaz -5 =an = L ——» kovetkezésképp F100)) = 1002 = 100~

4. Legyen f(x) = exz; 100y =2
MO. Ld. a 2. példét'

5. Legyen f(x) = €L az origén kiviil és f (0)=1. Adja meg az f"(0) erteket ha 1étezik!
MO. ¢* Taylor sora alapjan f(x) = ¥77; x;,l =YX (n+1), =1+5+ F ... mindeniitt konver-

gens hatvanysor hatarfuggvénye, igy mindenutt akarhanyszor derivélhat() és Taylor sora az
ot eloéallité hatvanysor. Kovetkezésképp o ( ) — 1 , amibél £"(0) =

6. Legyen minden valés x-re F(x) = [Fe™* dt. Szamitsa ki az F(-1), F(0) és F(1) értékeket 1
szazad pontossaggal!

22 _ yoo (=x®)"

MO. e 0 koriili Taylor-sora alapjan e™* = }7° =5~ mindeniitt konvergens hatvanysor,

tehat tagonként integralhaté. Igy

2n+1

F(x)= fZ‘” - tz)ndt Yy (—1)nifxt2”dt—2°° (1) ——
B n! - &n=0 n!Jo ~ 4&n=0 n!2n+1)

Kovetkezésképp F(1) =377 (-1)" m, ami Le1bn1z tipust, igy a hiba nem nagyobb, mint
az elsé elhagyott tag abszolat értéke: |r,| < (2n+1)n, <1072 ~» 2r+1Dn! =100 ~» n =4 ~
F()=1-1+4 -1 =2~0.743. Nyilvan F(0) = 0 és, mivel e * paros, F(~1) = —F(1) =
—0.743.
7. x* - 2x3 + 2 1 koriili Taylor—sora.

MO. f(1) =1, f'(x) = 4x3 — 6%, f'(1) = -2, fFP(x) = 124% - 12, fP(1) =0, fO(x) = 24x - 12,
F®1) =12, fP(x) = 24, kovetkezésképp f(x) = Zoo " (1)(x 1) =1-2(x-1)+2(x—1)3+(x—1)%.




4. FOURIER
4.1. Allitas. (1) p periddust fiiggvényt mindegy melyik p hossziisdgu intervallumon integ-
raljuk.
(2) Ha f pdratlan, akkor [, f(x)dx=0.
3) [ sinnx=0
) [ sinmxcosnxdx =0

Biz. 1. Helyettesftéses integral: [° f(x)dx = [, fu@/ () de = [212 fe-p)dt = [2[F F) d,
ahol u(t)=t—p.

Kovetkezésképp fbb+pf:fbaf+f;+pf+ ab:;fZ —fabf+f;+pf+f:f:f;+p f.
)
2. [0, ) dx = [0 Fu(OW (@) dt = [;°~f(~1)dt = [;° F(0)dt = = [, F(0) d, ahol u(p) =

—t.
2 . T - P p . . . . . .
3. [y 'sinnx = [ _sinnx =0 az el6z6 ketté miatt, mert sinnx paratlan, és mivel 27/n szerint,
ezért 27 szerint is periodikus.
4. Mint az el6z6. U

4.2. Allitas. Legyen n,m e N. Akkor

0 han>0
2n han=0

0 han#m
(2) fozncosmxcosnxdx: n han=m>0

(1) fZ"cosnx = {

21 han=m=0

0 A Cheo
(3) f02”sinmxsinnxdx: an#muvagy m=n
7 han=m>0

Biz. 1. [T cosOx = [T 1=2m és [" cosnx = [%]ﬁﬂ =0-0=0han>0.
2, 3. Ha m = n =0, akkor mindkét allitas trivialis. Tehat a tovabbiakban feltehetjiik, hogy
m+n #0. Tudjuk:

cos(a + B) =cosacos B —sinasinf

cos(a — ) = cosacos ff+sinasinf
A kettot osszeadva kapjuk, hogy
1
(%) cosacosf = g[cos(a+,6)+cos(a—ﬁ)]
kivonva meg azt, hogy
. . 1
(s ) sinasinf = §[cos(a—,6)—cos(a+,6)]

(*) miatt
18



27 27
f cosmxcosnx dx = 5[ cos(m +n)x +cos(m—n)x dx
0 0
@l 2" Do han#m
= — cos(m —n)xdx 1 20
2Jo =5Jo 1=m han=m>0,
és (x*)-bol ugyanigy kijon a 3. U

4.3. Tétel. Ha f(x) =377 \(a,cosnx+b, sinnx) egyenletesen, akkor ag = % 02” f(x)cosOxdx =
% 02” fx)dx, a, = % 02” f(x)cosnxdx han>0,és b, = % 02” f(x)sinnx dx.

Biz. n=0-ra:
2m 2 2
fx)dx = anozo(amf cosmx dx+ bm[ sinmx dx)
0 0 0

21
4.2(1),4.1(3 4.2(1
(141 )aof cosOx dx 2 )a02n
0

n > 0-ra:

2w 2w 2n
f(x)cosnxdx = anozo(oszO cosmxcosnx dx + bm/(; sinmxcosnx dx)

4.2(2),4.1(4) 2z, 4.2(2)
= an cos“nxdx = apm
0

b,-ek hasonléan. O

Ha [ a félperiédus, akkor a fenti képletekben 7 — [, n — n% Pl. a, = %foﬂ f(x)cos nl_nx dx.
Es a sorfelirdsban is: f(x) = ¥5(a, cos X + by, sin 2 x).

4.4. Definicié. f (formélis) Fourier-sora }.3°(a,cosnx + b, sinnx), ahol ag = % O2n £(x) dx,
anp = % Oznf(x)cosnx dxhan>0,6sb, = %fo%f(x)sinnx dx.

4.5. Megjegyzés. Paros, 21 szerint periodikus fiiggvény Fourier-sora tiszta cosinuszos (b, =
0), paratlané meg tiszta sinuszos (a, = 0). Ez 4.1(1),(2)-bdl kovetkezik, mert

2m

/2
f(x)sinnx dx = f(x)sinnxdx =0
0 -7

mert f(x)sinnx paratlan ha f paros, és

2

Y/
f(x)cosnxdx = f(x)cosnxdx=0
0 -7

mert f(x)cosnx paratlan ha f paratlan.

4.6. Definicio. Az f valos fliiggvény szakaszonként folytonos az [a, b] intervallumon, ha [a, b]-
nek csak véges sok pontjaban szakad, de minden szakadasa elsofaju (azaz a szakadasi helye-
ken is vannak féloldali hatarértékei). f szakaszonként folytonosan derivalhaté [a,b]-n, ha f
és f' is szakaszonként folytonos [a,b]-n.
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4.7. Tétel. Ha az f periodikus korldtos fiiggvény szakaszonként folytonosan derivdlhato, akkor
a Fourier-sora mindeniitt konvergdl; a folytonossdgi helyeken f(x)-hez, a szakaddsi helyeken

pedig a féloldali limesek szamtani kozepéhez: %( f(x—=0)+ f(x+0))-hoz.

4.8. Példak. 1. f(x)=x (—m,n]ln, f(x+2kn) = f(x), ke Z.
a, =0, mert paratlan a fiiggvény (elég, hogy (—m,7)-n az, mert az egyiitthatékat ott szamol-

juk).

117 ) 1, —cosnx
b,=— x sinnx=—(x
_HT\T_J T n

v

T 1 s
+—f cosnx)

=7 nJ-x

0

1 — 2
= ——(wcosnm—(-m)cos(n-—7m)) = — cosnx = —(—1)"*!
nm n n

azaz F(x) = Y 2(-1)"*!sinnux.
2. f(x)=x2 (0,27]n, f(x+2kn)=f(x), k€ Z.

1 (2m, 1a320 4,
aoz—f X"=——| =
27 Jo 2m 3

T
0 3

2n 2 21
- X sinnx
0 an Jo ~———

1 27 1
— 2 _ 2 :
anp = — X~ COShX =—X SInnx
0 ~~"~—~— 7n /
v

v
0

2 2 g (o 4
=———(-xcosnx)| ——= cosnx = —
0 0 2

nn2 nn n
—_——
0
1 21 9 -1 9 7 -9 27
bn:—f x“ sinnx=—x“cosnx| —— XCOSnx
TJo SN 71n 0o 7nnJo
v
_dn
n
dr 2 [27 47 2 (xsinx2m 1 [27 47
=+ — X cosnx:——+—( —— cosnx)z——
n #anJo va,l—z n nan n lo nJo n
u v . ~~ s - ~ J
0 0
Azaz:

47?2 4 4
F(x)= % + Z?(E cosSnx — 7][ sinnx)

Ebbél kiszamolhaté Y.3°
Uli. egyrészt F(0) = 5n°+Y.7° 5. Mdsrészt x = 0 szakadasi helye f-nek: lim,o f =0, lim o f =
(27)* = 472, Tudjuk, hogy ilyenkor F(0) ezek szdmtani kozepe, 2n°. Tehat 212 = F(0) = §7° +

oo 4 ool _ 1 2_4_2y_1_2
23 —nz,amlbolz1 —n2—1(2n gM°)=gm”.
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5. MEGOLDASOK

1.14 (<) Ha a, nem korlatos felilrol, akkor van végtelenbe tart6 részsorozata.
(=) Ha K az a, egy fels6 korlatja, akkor a minden surtsodési értéke < K, és igy limsupa, <
K <oo.

1.16 Ha a, nem korlatos alulrél, akkor mindkét oldal = —oco. Maskiilonben —a,, korlatos feliil-
rol, kovetkezésképp

limsup—a, =sup{lim-a,, : —a,, konvergens részsorozata —a,-nek}
=sup{-lima,, : a,, konvergens részsorozata a,-nek}
= —inf{lima,, : a,, konvergens részsorozata a,-nek} = —liminfa,
A masodik allitas kovetkezik az els6bél: liminf-a, = —limsup——a, = —limsupa,.
1.20 Mindkettét mutatjaa=1,a, =1+ 1/n.
2.17 Példaul az 1/V/2, 1/2n, 1/n, 1/n sorozatok mutatjak.
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