MODELLELMELET

SIMON ANDRAS

1. BEVEZETES
1.1. Definici6 (Bedgyazas, részmodell). Legyen A és B két L-modell. Ah: A — B fligg-
vény bedgyazdsa A-nak B-be ha az aldbbi feltételek teljestilnek:
(i) h injektiv
(ii) minden ¢ € £ konstansra h(cA) = ¢
(iii) minden f € £ n-argumentumd figgvényjelre és ay,...,a, € A-ra

hW(fA(ay,...,a,)) = fB(hay, ..., hay)
(iv) minden R € £ n-argumentumd relacidjelre és ay, ..., a, € A-ra
(ai,...,a,) € R* <= (hay,..., ha,) € RP.

A részmodellje B-nek (A C B) ha az identitsfliggvény A-n bedgyazdsa .A-nak B-be (azaz:
A C B, minden ¢ € £ konstansra cA = ¢5, minden f € £ n-argumentumd fiiggvényjelre
fA = fB| A" ésminden R € L n-argumentumt relaciéjelre RA = RZ N A™). A h bedgyazés
izomorfizmus, ha sziirjektiv.

B

1.2. Definicié. A h: A — B fliggvény elemi bedgyazasa A-nak B-be, ha minden ¢ formu-
lara és A-hoz tartozo o kiértékelésre A |= ¢lo|] <= B = ¢[ho0c]. (Speciel ha A elemien
beadgyazhat6 B-be, akkor A = B.) A elemi részmodellje B-nek, vagy B elemi b6vitése A-nak
(A = B) ha az identitasfliggvény A-n elemi bedgyazdsa .A-nak B-be.

1.3. Allitss. A h : A — B fiigguény pontosan akkor bedgyazdsa A-nak B-be, ha minden ¢
atomi formuldra és A-hoz tartozé o kiértékelésre A = ¢lo|] <= B |= ¢[hoc]. (Speciel ha A
bedgyazhaté B-be, akkor A =y B, azaz A-ban és B-ben ugyanazok az atomi mondatok igazak.)

Biz. (=) El6szor term-indukciéval belédtjuk, hogy
(1) minden f term-re és A-hoz tartoz6 o kiértékelésre h(+4[o]) = t3[h o 7].
Ha t konstansjel, akkor ez 1.1(ii) miatt igaz, ha pedig t az x véltozé, akkor h(tA[o]) =
h(o(x)) = (hoo)(x) = tB[hoo]. Tfh. f k-argumentumd fiiggvényijel, és t, ..., ty-ra igaz
(1). Akkor

h(f(ty, ., t)A[0]) = R(FAE o), . 1 [0])

= fEn (o)), ... h(t7lo]) = fP (ool ti[hoo]) = f(h,..., tn)P[ho0].

A masodik egyenldségben 1.1(iii)-at hasznaltuk, a harmadikban az indukciés feltevést.

Ez a jegyzet a T43242 sz. OTKA tdmogatdsdval késziilt. Eszrevételeket és javitisokat az

asimon@math.bme.hu cimre kiildhetsz.
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1.1(i) és (1) miatt
Akt =hlo] < H[o] =#'0] <= h(K'[o]) = h(t'[0])
— tBlhoo]=t8hoo] <= BEt =thod],

1.1(iv) és (1) miatt pedig

AER(f,... th)]o] <= <ti4[a],...,tn“4[a]> € R4 — (h(t{l[a]),.. h(t; [(f])> e R
= (t¥lhoo],...,tBhoo]) e R® <= BER(t,..., ta)|hod].
(<) h injektiv, mert ha a1 # ap € A és 0 olyan A-hoz tartozo kiértékelés amire o(x1) = a3

és 0(xp) = ap, akkor A [~ x1 = xp[0], tehédt B = x1 = xp[ho o], azaz h(ay) = h(o(x1)) =
xPlhoo] # xf[hoo] = h(o(x2)) = h(a).

Ha ¢ konstansjel és o(x) = cA, akkor A |= (c = x)[o], tehat B |= (¢ = x)[h o 0], azaz
B =xBlhoo] =h(o(x)) = h(cH).

Ha f n-argumentumd fiiggvényjel és f(ay,...,a,) = a, akkor legyen o olyan kiértéke-
1és, amire o(x;) = a; és 0(y) = a. Ezzelao-val A |= f(x1,...,x,) = y[o], tehédt B |= f(xq,

L xn) = y[hoo], azaz fB(h(ay),..., h(ay)) = fB(h(c(x1)),..., h(c(xn))) = f(x1,...,
xa)Bll 0 0] = yElho o] = h(o(y)) = ha) = h(fA(ay, .., an)).

Végiil, ha R n-argumentum reldcidjel és ay, . .., a, € A, akkor legyen ¢ olyan kiértékelés,
amire ¢ (x;) = a;. Ezzel a o-val (ay,...,a,) € RA <= A R(xy,...,x,)[0] <= BE
R(xq,...,xp)[hoc] <= (xi[hoo],...,xy[ho0]) € RB <= (hay,..., ha,) € RB. O

1.4. Kovetkezmény. h : A — B pontosan akkor (elemi) bedigyazdsa A-nak B-be, ha minden
A-beli véges a sorozatra (A,a) = (B,ha) (( A,a) = (B, ha)).

Biz. 1.3 és 1.2-b06l kovetkezik, mert minden ¢(x1, ..., x,) formuldra és ay,...,a, € A-ra, ha
A = a; és cB = h(a;), akkor

AEo(xy, ..., x0)|a1,...,a0] <= (A,aq,...,a0) = @(cay /X1, ..., Ca,/%n) €s
B = @(x1,...,x0)[hay, ... hay| <= (B,hay,... hay) = @(cay /X1, ., Cay/Xn). O

1.5. Feladat. A kovetkezményben ,minden 4y,...,a, € A” helyett mondhattunk volna
,minden ismétlésmentes, nem konstans ay,...,a, € A”-t.

1.6. Feladat. A < B pontosan akkor ha A C B és minden 4y,...,a, € A-ra és minden
¢(x,x1,...,%,) € Formg-re, ha B |= 3x¢(x,x1,...,%4)[a1,...,a,], akkor van olyan a € A,
amire B |= ¢(x,x1,...,%4)[a,a1, ..., a4].

1.7. Feladat. Minden izomorfizmus elemi bedgyazas.

1.7 egyik gyakran haszndlt kovetkezménye, hogy az automorfizmusok megtarjak a for-
mulék jelentését, azaz ha ¢ az A modell automorfizmusa, akkor A |= ¢lr] <— A |

plg o).
1.8. Példa. A valds szdmok testének szokasos bedgyazdsa a komplex szamok testébe be-
agyazds, de nem elemi (miért?).

1.9. Feladat. Keresstink példat olyan B C A modellekre, amelyekre B = A de B £ A.
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1.10. Példa. Legyen £ = {¢; : i € w}, A pedig egy olyan L-struktdra, amiben cA # c]A
mindeni # j € w-ra. Akkor A-nak minden részmodellje elemi része is. Ezt 1.6 segitségével
fogjuk belatni.

Tegyiik fel, hogy B C A és A |= Jxe(x,x1,...,%,)[b1,...,by], ahol by,...,b, € B, és
legyen a € A ennek egy tantja. Azt kell megmutatnunk, hogy van olyan b € B is, amire
A= o(x,x1,...,x4)[b,by,...,by]. Feltehetjiikk tehat, hogy a ¢ B, ami azt is jelenti, hogy
a nem konstans, és kiilonbozik by, . .., b, mindegyikétél. Legyen b a B\ {by,...,b, } egy
olyan eleme, ami egy ¢-ben nem el6fordulé cx konstansjel jelentése, és legyen L~ = L\
{cx }. A-nak az a g a permutacioja, ami a-t és b-t felcseréli, de minden mas elemet (tehét by,
..., by-tis) helybenhagy, automorfizmusa A | £~ -nak. 1.7 miatt tehét

AE o(x,x1,...,x4)[a,by,..., by
= AL Eoelx,x1,...,x0)a,by, ..., 0y
< AL Eoe(x,xy,...,x0)[ga), by, ... 0]
= A= o(x,x1,...,x4)[g(a),by,...,bul,
azaz A = ¢(x,x1,...,%,)[b, b1, ..., byl
1.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha B az A vektortér végtelen dimenzids altere, akkor

B < A. (Egy K test feletti vektorteret tgy célszerti elsérendli modellként felirni, hogy
minden k € K-ra a k-val val6 szorzést kiilon egyargumentum fliggvénynek tekintjiik.)

1.12. Definicié (Modell diagramja). Legyen A egy L-struktdra, X C A. Az Lx nyelv az
L-nek az a bovitése, amit tgy kapunk L£-bdl, hogy minden a € X-re bevezetiink egy 1j
ca konstansjelet; Ax = (A, a),ex pedig az az Lx struktira amiben ¢, jelentése 4 minden
a € X-re. A diagramja

diag(A) = { ¢ € Sent(L4) : ¢ atomi vagy negalt atomi és Ay = ¢ }.
A elemi diagramja
eldiag(A) = { ¢ € Sent(L4) : Aa = ¢ }(=Th(Ay)).
1.13. Lemma (Diagram lemma). A és B legyenek L-struktiirdk. A h : A — B fiigguény

bedgyazis pontosan akkor, ha (B,ha),co = diag(A), és elemi bedgyazis pontosan akkor, ha
(B,ha),ca = eldiag(A).

(B, ha ), a-ban persze ¢, jelentése ha.

Biz. 1.4 miatta h : A — B fliggvény pontosan akkor (elemi) bedgyazas, ha minden A-
beli véges a sorozatra (A,a) =¢ (B,ha) ((A,a) = (B,ha)). Kénnyt latni, hogy ez ép-
pen akkor teljestil, ha (A, a),e4 =0 (B,ha)ea ((A,a)pca = (B, ha),ca), ami viszont a
(B,ha),ca = diag(A) (( B, ha),c 4 | eldiag(.A)) feltétellel ekvivalens. O

1.14. Kovetkezmény. A pontosan akkor dgyazhaté be (elemien) B-be ha B-nek van olyan kiter-
jesztése, ami modellje diag(.A)-nak (eldiag(.A)-nak).

Biz. (=)Hah: A — B beégyazés, akkor ( B, ha ),c o |= diag(A).
(<) Ha (B,b; ),ca = diag(A), akkor a h : a +— b,-val definidlt fiiggvény beédgyazas,
mert A — B fiiggvény és ( B,ha ),ca = (B, ba )aca = diag(A).
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Az elemi bedgyazhatésdgra vonatkozé allitas ugyanigy bizonyithatd, diag(.A) helyett
eldiag(.A)-t hasznélva. O

1.15. Feladat*. Minden paronként elemien ekvivalens modelleket tartalmazé halmazhoz
van olyan modell, amibe a halmaz 0sszes eleme elemien bedgyazhato.

1.16. Definicié. H C A-ra A H éltal generalt részmodellje (Sg**(H)) az A legsz{ikebb rész-
modellje aminek univerzuma tartalmazza H-t.

1.17. Feladat. H C A-ra Sg4(H) = { {8 : t zért term B nyelvében } ahol B = ( A, a),ch.

1.18. Lemma. (A,a) =q (B, b) pontosan akkor, ha létezik h : Sg(a) — SgB (D) izomorfizmus
amire hi = b.

Biz. Az alabbi allitdsok ekvivalensek:

- létezik h : S g Ala) — S g B(b) izomorfizmus amire ha = b

. létezik hr : SgA ( ) — S¢B(b) beagyazas amire hia = b

- létezik h : (Sg (@),a) — (SgB(b),b) bedgyazas

- létezik 1 : Sg(a) — SgB (D) fiiggvény, amire ( Sg(a),a) |= ¢lo] <= (S¢B(b),b) |=

@[l o ] minden atomi @-re és ( Sg* (@), a )-hoz tartozé o értékelésre

. (SgA(a),a) = ¢ < (SgB(h),b) = ¢ minden atomi ¢ mondatra

-(A,a) E ¢ < (B,b) = ¢ minden atomi ¢ mondatra
Az els6 ekvivalencidban < azért igaz, mert ha b része h képének, akkor az &ltala generalt
modell is. A mdsodik ekvivalencia trividlis, a harmadik 1.3-bdl kovetkezik. A negyedik
ekvivalencia = iranya trividlis, <= meg a kovetkez6 miatt igaz: Legyen h(t+4) = t5 minden
L(¢)-beli zért t termre. Ez val6ban fiiggvény, mert

pA A

=t = (Sgha),a) =t=5s = (S¢B(h),b)=t=5s = 58 =5

a feltevés miatt, és Sg*4(a)-bol képez SgB(b)-be 1.17 miatt. Utébbibol az is kovetkezik, hogy
minden ( Sg*(a),a )-beli o értékelésre van olyan t; term-sorozat, amire t{* = o(x;), és igy
t8 = h(tA) = h(o(x;)); de akkor

(5g(@),a) | ¢lo] = (Sg(a),a) = g(t:/x:)
= (5g5(0),0) = ¢(ti/xi) == (Sg°(D),b) = glhod].

(SgB(B),b) C (B,b). B 0

Kanonikus modell Tartalmazzon az £ nyelv legaldbb egy konstansjelet, és legyen T egy
konzisztens L-elmélet. Jelolje 7 az L-beli zart termek halmazét, és s, t € T-re legyen
s~t <= T |=s =t. ~ ekvivalencia-relaci6 7-n (T minden modelljében igaz t = ¢, tehat
t ~ t; has ~ t, akkor T minden modelljében igaz s = t tehat t = s is, ezért t ~ s; tranzi-
tivitds bizonyitdsa ugyanigy megy). Definidljuk Ar-t (T kanonikus modelljét) a kovetkezd
moédon. A7 univerzuma legyen 7/ ~. Ha R € L n-ér relacidjel, akkor

(t1/ ~, ... ty) ~) €ERAT = TE=R(t,..., t)
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Ez j6 definici6, mertha t; ~ t; (1 <i < n),akkor T |= R(ty,...,ty) <= T = R(t},...,t,).
Minden ¢ € £ konstansjelre

AT =¢/ ~
ésha f € £ n-argumentumn fliggvényjel, akkor
fAT(tl/ N/”'/tn/ N) = f(tlr---ltn)/ ~

Konnyt latni, hogy ezek is j6 definiciok, hogy fAT valéban fliggvény, és hogy minden ¢
zart termre tAT =t/ ~. (Ha £ nem tartalmaz relaci6jeleket, akkor A1 nem mds, minta T
altal definialt algebraosztdly szabad algebraja (annyi generdtoron, ahdny konstansjel van a
nyelvben)).

1.19. Allitas. Ha T teljes és konzisztens L-elmélet, L tartalmaz konstansokat és T-re igaz, hogy
(1) ha T |= 3xy(x), akkor van olyan t zdrt term, amire T = (t)
akkor At = T.
Biz. Azt fogjuk beldtni, hogy minden ¢ € Sent(L)-re
Tk < Ark¢

mégpedig indukciéval az £L-mondatokra.
Ha ¢ atomi, akkor vagy s = t, vagy R(fy,...,t,) alaka, ahol s, t, t; zart termek. Az els6
esetben

TeEs=t < s~t < s =5/ ~n=t/~n=t"T —= Ar=s=1,
a masodikban
T = R(t,... ) <= (B, 587 = (/) ~,.. ty/ ~) € R = Ar = R(t,... b).
Ha ¢ = =, akkor
TEp = Tk = Arky < ArE=—¢
T teljessége és az indukcids feltevés miatt; ha pedig ¢ = 11 A ¢, akkor
TEpAYp, <= TEY é TEY, < ArkEy é ArEi < ArE=Ppi1 A

az indukcids feltevés miatt.
Végiil ha ¢ = Jxp(x), akkor

T |= dxyp(x) <= van olyan t zart term amire T |= ()
<= van olyan t zart term amire At = () <= Ar = Ixp(x)
(1), az indukci6s feltevés, és amiatt, hogy At univerzuma a zart termek ekvivalencia-
osztdlyaibdl all: utébbibdl kovetkezik az utolsé ekvivalencia jobbroél balra irdnya (a masik

irdny trivialis). 0J
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Tudnivalok

1.20. Tétel (Kompaktsagi tétel). A X mondathalmaznak pontosan akkor van modellje, ha minden
véges részének van modellje.

1.21. Tétel (Lowenheim-Skolem tétel). Ha T-nek van végtelen modellje, akkor minden A > |L|-
re van A szdmossdgii modellje, ahol L a T nyelve.

AT = {Vxy(x = y)} elmélet mutatja, hogy a ,van végtelen modellje” feltéte]l nem
hagyhato el.

1.22. Kovetkezmény. Ha A végtelen modell, akkor minden A > max (|L|, |A|)-ra van A szdmos-
sdgii elemi bovitése.

Biz. eldiag(.A)-nak van végtelen modellje (A,4), tehat Léwenheim-Skolem miatt van A szé-
mossdgt B modellje. De akkor 1.14 miatt A elemien bedgyazhat6 B | L-be. O

1.23. Tétel (Los-Vaught teszt). Haa T elméletnek csak végtelen modelljei vannak és T A-kategorikus
valamilyen A > | L|-re, akkor T teljes.

Biz. Ha T inkonzisztens, akkor persze teljes is (barmely két modellje elemien ekvivalens).
Maskiilonben legyen A T egyetlen A szdmossdgti modellje: mivel véges modellje nincs, de
konzisztens, ezért a Lowenheim-Skolem tétel miatt van ilyen, és a A-kategoricitds miatt csak
egy. Ugyanezért A modellje T barmely konzisztens b&vitésének is. Tehdt ha ¢ € Sent(L),
akkor nem lehet TU { ¢ } és T U { —¢ } is konzisztens, mert akkor A ¢-nek és —¢-nek is
modellje lenne. Kovetkezésképp T |= ~¢ vagy T = ¢. O

Vegyiik észre, hogy a bizonyitds szinte sz6 szerint atmegy a gyengébb, ,,van olyan A >
|L|, amire T barmely két A szamossdgti modellje elemien ekvivalens” feltétellel is.

2. TiPUSOK

2.1. Definici6 (Tipus I). AT (xy,...,x,) formulahalmaz konzisztens (a T elmélettel), ha van
olyan A modell (¢ Mod(T)) ésay,...,a, € A, amire A |=T(x1,...,x,)[a1,...,a,). llyenkor
azt mondjuk, hogy a1, ...,a, megvalositja I'(xy, ..., x,)-t A-ban. A megvalésitja I'(xy,...,
x,)-t, ha van olyan A-beli a3, ...,a, ami megval6sitja I'(xy, ..., x,)-t; ellenkez6 esetben A
elkertiili (elhagyja) I'(x1,...,x,)-t. T'(x1,...,x,) tipus (T egy tipusa) ha maximalisan kon-
zisztens (T-vel). 5,,(T) jeloli T n-véaltozés tipusainak halmazat.

Tipusokat idénként majd a p, g, . .. bettikkel is jel6ljiik, kés6bb ki fog deriilni, hogy miért.
Példa tipusra: tp4(ay,...,an) = {@(x1,...,x1) : A = ¢(a1,...,a,) }, ahol ay,...,a, € A.
Ez val6ban maximalisan konzisztens, mert ha ¢(x1,...,x,) € tp4(ay,...,a,), akkor A |=
—y(ay,...,ay), azaz ¢ € tpy(ay,...,a,). Neve: ,ay,...,a, tipusa A-ban”. Tehét: T'(x)
pontosan akkor tipusa T-nek, ha van olyan A € Mod(T) ésa € A, hogy I' = tp4(a) (ésT'(x)
konzisztens T-vel pontosan akkor, ha van olyan A € Mod(T) ésa € A, hogy I' C tp 4(a)).

2.2. Megjegyzés. Amikor tipusokrol beszéliink, nem kiilonboztetiink meg két tipust, amik
csak a valtozok neveiben kiilonbodznek; azaz valdjdban tipusok ekvivalencia-osztalyairol
van sz6.! Tehat T'(x) és T'(y) = {@(y/x) : ¢(x) € T(x)} ugyanaz a tipus. Itt ¢(y/x)
olyan formula, amit tgy kapunk ¢(x)-b6l, hogy x szabad el6fordulésait kicseréljiik y-ra, ha

sziikséges, a kotott valtozok dtnevezésével.

1Az (amugy teljesen jarhato) alternativa az lenne, hogy S, (T) helyett S 21, (T)-ket irunk.
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2.3.Feladat. (A,a) = (B,b) < tvy(a) = trp(b)
2.4.Feladat. Ha A < Bésa € A, akkor v 4(a) = tpp(a).

2.5. Példdk. Rendezett test pontosan akkor Archimedeszi, ha elkertilia {0 < x,1 < x,...}
formulahalmazt. Egy egyetlen, unér fiiggvényjelet tartalmazo6 nyelv modellje lokélisan vé-

ges pontosan akkor, ha elkeriili az { f(x) # fi(x) :i,j € w,i # j } halmazt.

2.6. Feladat*. Ha £ csak véges sok fiiggvényjelet és konstanst tartalmaz, akkor minden
n € w-ravanolyan I'(xy,...,x,) formulahalmaz, amit pontosan akkor keriil el egy modell,
ha minden n-elemt részhalmaza véges részmodellt general. Hasonlo feltételek mellett igaz-
e, hogy van olyan I'(X) amit pontosan akkor keriil el egy modell, ha lokalisan véges?

Azt a kérdést, hogy mikor van egy elméletnek I'-t megvalésité modellje, a kompaktsagi
tétel megvalaszolja:

2.7. Tétel. Legyen T egy elmélet, T'(xq,...,xy,) formulahalmaz T nyelvén. Az aldbbi feltételek
ekvivalensek:
(i) T-nek van I'-t megualdsité modellje
(ii) T konzisztens T-vel
(iii) I minden véges része konzisztens T-vel
iv) TU{3xq, ..., xn(y1(x1, . o, Xn) Av oo Ayr(X1, .o, Xn)) } konzisztens mindenr € w, 1,
.,y €l-ra

Biz. Az els6 és az utolsé allitasparok definici6 szerint ekvivalensek, és a masodikbol nyilvan
kovetkezik a harmadik. A harmadikbdl viszont kovetkezik a masodik a kompaktsagi tételt
aTUT(cy,...,c,) mondathalmazra alkalmazva, ahol ¢y, . . ., ¢, Gj konstansok. O

2.8. Allitds. Ha T-nek van T-t megvaldsité végtelen modellje, akkor minden A > |L|-re van A
szdmossdgii I'-t megualdsité modellje.

Biz. Lowenheim-Skolem tétel a T UT(cy, ..., ¢,) mondathalmazra alkalmazva, ahol ¢y, .. .,
¢y 4j konstansok. O

2.9. Allitas. T'(x) pontosan akkor konzisztens Th A-val, ha A megualésitia T minden véges részét.

Biz. (<) 2.7 miatt, hiszen ha A megvalésitja I' minden véges részét, akkor speciel I' minden
véges része konzisztens Th(.A)-val.

(=) Ha I'(x) konzisztens Th A-val, akkor 2.7 miatt Th(A) U { 3x(y1(Z) A ... A 7(%)) }
konzisztens minden r € w, vy, ..., 7, € I-ra. De Th(.A) teljes elmélet, tehat ebb&l Th(.A) |=
Ax(y1(X) A ... Ayr(%)) kovetkezik minden r € w, ¥1,...,79, € I'ra, azaz A megval6sitja

{71, 7}t O
Abbdl, hogy I'(%) konzisztens Th .A-val, nem kovetkezik, hogy A meg is valositja:

2.10. Példa. Legyen £ = {¢; : i € w }, A pedig az az L-strukttira, amiben ¢! # c]A minden
i # j € w-ra, és aminek minden elemét megnevezi valamelyik konstans (v.6. 1.10). Akkor

I'(x) ={x#c¢ i€ w}konzisztens Th A-val mert minden véges része megvaldsul .A-ban,
de A elkertili.

2.11. Allitas. Ha A véges, akkor T pontosan akkor konzisztens Th(.A)-val, ha T megvalésul A-ban.
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Biz. 2.9 miatt I" pontosan akkor konzisztens Th(.A)-val, ha A megval6sitja I minden véges
részét. Ez viszont pontosan akkor &ll, ha A megvalésitja I'-t, mert A-beli ekvivalencia erejé-
ig T véges. (Ha |A| = k, akkor legfeljebb 2X" db. paronként A szerint nem ekvivalens ¢(x;,
..., Xy) formula van.) O

2.12. Feladat*. I'(x) pontosan akkor konzisztens Th .A-val, ha van olyan B > .4 ami meg-
val6sitja. B valaszthat6 agy, hogy |B| < |A| + | L]

2.13. Feladat. I'(x) tipusa T-nek pontosan akkor, ha
(i) ¢(x) eT(%)és T = @(x) — p(x)-bol p(x) € T'(x) kovetkezik
(ii) T zart A-re
(iii) minden ¢(x) formulédra ¢(x) és ~¢(x) koziil pontosan egy € I'(x).

2.14. Definici6 (Tipus II). T lokalisan megvalésitja I'(xy, ..., x,)-t, ha van olyan T-vel kon-
zisztens 6(x1,...,x,) formula, hogy T |= 0(x1,...,%x,) — @(x1,...,%,) minden ¢(x1,...,
xn) € T'(xq,...,x,)-re. Ellenkez6 esetben T lokalisan elkertili (elhagyja) I'(x, ..., x,)-t.

2.15. Feladat. Legyen I'(¥) € S,(T). Akkor 6 konzisztens T-vel és T = 6(%) — ¢(X)
minden ¢(%) € T'(x)-re pontosan akkor, haT'(%) = {¢(%): T=0 — ¢ }.

£ 17

Ha T teljes és a I'-t a fenti értelemben ,,generdl6” 6 konzisztens T-vel (azaz T U { Jxy, ...,
xu0(x1,...,xn) } konzisztens), akkor T = 3xq, ..., x,0(x1,...,x,) ésigy T minden modellje
megvalositja T'(xy, ..., x,)-t. Akovetkezd tétel azt mondja, hogy ez megfordithat6 (és ehhez
T-nek nem is kell teljesnek lennie).

2.16. Tétel (Tipuselkeriilési tétel). Ha a konzisztens T elmélet nyelve legfeljebb megszdmldlha-
t6, és T lokdlisan elkeriili a Ty, (X1, ..., Xy, ) (m € w) formulahalmazokat, akkor T-nek van olyan
megszdmldlhaté modellje, ami mindegyik I'y,-et elkeriili.

Biz. Legyen L a T nyelve, L1 pedig L b&vitése végtelen sok (¢;, i € w) 1j konstanssal.
Csindlunk egy Ty C T; C ... véges elméletsorozatot a bévitett nyelvben tgy, hogy T+ =
TUU{T; : i € w} konzisztens, és van olyan modellje, aminek L-reduktuma a kivéant
tulajdonsagu.

T+t-szal szemben egy plusz kétszer végtelen elvarasunk van:

(1) minden ¢ € Sent(L")-ra ¢ és - valamelyike T*-beli

(24(x)) ha 3xg(x) € T, akkor ¢(c) € T* végtelen sok Gj konstansra

(3m) mindency, ..., ¢y, ismétlésmentes (Gj) konstans-sorozatra van olyan y(xy, ..., Xy, ) €

[, amire =7y(cy,...,cp,) € TT.

Ha ezeket mind ki tudjuk elégiteni, akkor T kanonikus modelljének £L-reduktuma j6 lesz.
Egyrészt (1), (2) és 1.19 miatt ez modellje T C T'-nak, és megszdmlalhato, mert LT az.
Minden zart ¢ termre a Ix(x = t) mondat konzisztens T -al, igy (1) miatt eleme is, tehét
(2) szerint a modell minden elemét megnevezi végtelen sok 1j konstans. Kovetkezésképp
minden véges sorozatot megnevez egy ismétlésmentes 1ij konstans-sorozat. (3) szerint tehat
ez a modell elkertili az 6sszes I';;,;,-et.

Ezeket a kovetelményeket tigy fogjuk kielégiteni, hogy mindegyikre egy szakért6t bér-
liink fel. Nevezetesen: felbontjuk w-t megszamlalhaté sok diszjunkt végtelen részre, és

ezeket elosztjuk a szakértdk kozott. A munka a kovetkez6képpen folyik. Ha T;_1 mar kész,
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akkor odaadjuk annak a szakértdének, akinek a halmazaban i szerepel, és 6 fogja T;-t el6al-
litani. Egyetlen extra elvardsunk, hogy minden szakért6 olyan véges elméletet adjon ki a
kezébdl, ami konzisztens T-vel. Az egyszerfiség kedvéért legyen T_1 = @. Most megadjuk
a szakért6k munkakori lefrasat.

(1) még a munka megkezdése elétt felsorolja az £L1-mondatokat ekként: { ¢; : i € X},
ahol X w-nak a szdmadra kijelolt része. Aztdn mindig amikor megkapja T;_1-et (merti € X),
megnézi, hogy ¢; vagy —¢; szerepel-e T;_;-ben. Ha igen, nem tesz semmit (azaz T; = T;_1),
ellenkez6 esetben veszi T U T;_ 1 egy modelljét, és ha abban ¢; igaz, akkor 6t, ha nem, akkor
—@;-t teszi T;-be.

Ahényszor rakertil a sor, (2,,)) mindig megnézi, hogy 3x¢(x) szerepel-e T U T;_;-ben.
Ha nem, nem csindl semmit, de ha igen, akkor vélaszt L1 \ £-b&l egy olyan ¢ konstanst,
ami nem fordul el6 T;_1-ben (ezt megteheti, mert T;_; véges), és beteszi ¢(c)-t Tj-be. Ezzel
T UT; konzisztens lesz, mert T U T;_; barmely modellje konnyedén T U T; modelljévé tehetd.
Mivel (2,,))-re is végtelen sokszor keriil sor, a végs6 elméletben (T"-ban) végtelen sok
Jtantja” lesz 3x¢(x)-nek.

(3m)-nek is van egy feladata még a munka megkezdése el6tt: felsorolja az £\ L-beli
konstansokbdl all6 ismétlésmentes n = n,,-sorozatokat { ¢; : i € X }-ként, ahol X w-nak a
szamara kijelolt része. Ha i € X kertil sorra, azaz (3,,) megkapja T;_1-et, akkor felirja A\ T;_1-
et x(¢,d) alakban, ahol ¢ C ¢;, d a T;_1-ben szereplo ¢; elemeitdl kiilonbozé L1\ L-beli
konstansok, és x(%,7) € Form(L) (X C x1,...,%,). x(%,7) és igy Igx (%, 7) is konzisztens
T-vel, tehdt nem ,generalhatja” T'y,-et, azaz van olyan y(xy,...,x,) € Iy, amire T }= Vxy,

X (3Ux(X,7) = v(x1, ..., %)), vagyis amire T U { Igx (%, 7) A ~y(xq,...,x,) } konzisz-
tens. De akkor TU { x(¢,d) A —(¢;) } is, azaz Tj-nek véalaszthatja T; ;U {—y(g) }-t. O

A tipuselkeriilési tétel nem igaz nem megszamlalhat6 nyelvekre, amint azt a kdvetkez6
példa mutatja.

2.17. Példa. Legyen £ = {¢; : i < A} U{d; : i < w}, ahol A tetszbleges, w-nal nagyobb
szdmossag, éslegyen T = {c; # ¢j:1,j <A, i # j}. Tneknincsal(x) = {x #d;:i<w}
formulahalmazt elkeriil6 modellje (mert T minden modellje A > w szdmossagu), noha T
lokélisan elkertiili I'-t: ha ui. ¢(x) konzisztens T-vel és i < w olyan, hogy d; nem fordul
elé ¢-ben, akkor T (= Vx(¢(x) — x # d;), méskiilonben, mivel d; T-ben sem fordul el6,
= Vxy(¢(x) — x # y), amib8l T |= —-3Ix¢(x) kovetkezne, ellentmondva ¢ konzisztenci-
gjanak.

3. ATOMI MODELLEK

3.1. Definici6. Atomi egy A modell, ha minden a € A-ra tp 4(a) pr 1nc1pahs azaz van olyan
¢(%) € tp4(a) formula amire A |= VZ(¢ — ) minden ¢ € tp 4(a)-ra

3.2. Feladat. Legyen A egy modell és 7 € A". Akkor ¢(% ‘) tpa(a) és A = V(e — ¢)
minden ¢ € tp 4(a)-ra pontosan akkor, ha tp4(a) = {¢p(%) : A= — ¢ }.

’Ha igazén precizek akarnank lenni, azt mondanank, hogy ¢; = ¢;, ..., c;, és X az olyan x;-ket tartalmazza,
akikre ¢;; € ¢, mégpedig a megfelel6 sorrendben. Igy agzonban ezt csak gondoljuk.



3.3. Példa. Minden véges modell atomi, mert ha A véges, akkor #p 4(a)-ban csak véges sok
A szerint nem-ekvivalens formula van (Id. 2.11 bizonyitasat), és ezek konjunkcidja generalja

to 4 (a)-t.

3.4. Példa. Ha A-ban minden elemet megnevez egy term, akkor .4 atomi, mert ha t;“ =a,
akkor a ¢(xq1,...,x,) = x1 = 1 A... ANx, = t, formula generdlja ip 4(ay, ..., a,)-t, mert
@(x1,...,x,) csak azon o értékelések mellett igaz A-ban, amikre o(x;) = a;hal <i < n,
azaz A |= ¢ — ¢ akkor és csak akkor, ha A = ¢(x1,...,x,)[a1,. .., an].

3.5. Példa. Legyen L az iires nyelv és A egy tetszbleges £-modell. Akkor A atomi, mert
a=ay,...,0y0 € Arap(xy,...,xn) = N{x; = xj:a;=a;1<1i,j< n}AN —x = Xj:a; #
a;,1 <i,j < n} generdlja fp 4(@)-t. Az ugyanis vildgos, hogy ¢ € tp 4(a); ésha ¢ € tp4(a),
akkor A = ¢ — ¢, merthab = by,...,b, € A és A = ¢(%)[D], akkor A-nak van a-t b-be
viv$ h automorfizmusa, A |= (¥)[a] miatt tehdt A = ¢ (x)[D].

3.6. Példa. Minden végpontok nélkiili stir(i rendezés atomi: ay, ..., a, tipuséat generdlja az
AN x < xj:a < a,l <ij< nFANx = xj:a = a;,1 <1ij< n } formula, bar
ezt még nem tudjuk bizonyitani. (3.9(iii)-bdl és abbdl kovetkezik, hogy minden parcialis
automorfizmus kiterjeszthet automorfizmussa.)

3.7. Allitas. Ha A = B, ¢(x) generdlja tp 4(a)-t és ¢ (%) € tpg(b), akkor ¢(x) generdlja tpg(b)-t.
Specidlisan ilyenkor ty 4(a) = tyg(b).

Biz. ¢(%) € tpp (D) miatt csak azt kell belatnunk, hogy B = ¢ — ¥ minden ¢ (%) € tpg(b)-
re. De ha ¢ ilyen, akkor B [£ ¢ — —¢ (hiszen B |= ¢ (%) A ¢(%)[b]), tehdt A = ¢ — 1,
azaz ~p ¢ tp4(a). De akkor ¢ € tp 4(a), tehdt A |= ¢ — P ésigy B = ¢ — . O

3.8. Példa. Megszdimlilhaté sok fiiggetlen unér reldcio elmélete. L = { P; : i € w }, az axidbmdk

pedig
o1y = 3x(/\ Pi(x) A \ —Pi(x))
iel ic]
minden diszjunkt I, ] C,, w-ra.

T konzisztens, mert (w, {n € w : pi|n } )icw = T, ahol p; az i. prim. De T-nek nincs atomi
modellje. U.i. legyena € A € Mod(T) és tegyiik fel, hogy ¢(x) generélja ty 4(a)-t. Ha Py
nem fordul el6 ¢(x)-ben, akkor lesz olyan ¢(x)-et kielégité b € A, amire A = —P(x)][}]
(ha A |= Py(x)[a]) vagy A |= Pr(x)[b] (ha A = —P(x)[a]). Mert legyen I a ¢-ben el6fordul6
Pi-k indexeinek halmaza, és I = I;UI, agy, hogy A = Ajcp, Pi(x) A Aier, 7Pi(x)[a]. Ha
A = Py(x)[a], akkor py, 1,1, ellenkezd esetben pedig oy, (¢ },1, biztositja egy olyan b € A
létezését, amire P;-k (i € I) koziil pontosan azok igazak, mint a-ra, és P, pontosan akkor
igaz b-re, ha nem igaz a-ra. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy A = ¢(x)[b], mert az a-t
a b-vel felcserél6 (mindenki mindenki mast helybenhagy9) fliggvény automorfizmusa az
A [ {P;:i€ I} struktaranak.

Ez viszont mutatja, hogy ¢ nem generélhatja ip 4(a)-t, mert ¢ € tp 4(b), 3.7 szerint tehat
akkor generalnd fp 4 (b)-tis, de tp_4(a) és tp 4(b) nem egyeznek meg Py-ban.

3.9. Allitas. Az aldbbi feltételek ekvivalensek:

(i) A atomi
(ii) minden a € A-ra Th(.A) lokdlisan megualdsitia tp 4 (a)-t
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(iii) minden a € A-ra van olyan ¢(X) formula, hogy A |= ¢(X)|a] és minden ¢ (%)-re
Th A = ¥2(p(x) — $()) oagy ThA |= ¥2(p(%) — ~$(2)).

Biz. (i)=-(ii): 4 € A-ra (i) miatt van olyan ¢(X) formula amit a kielégit A-ban (kovetke-
zésképp ¢ konzisztens Th A-val) és amire A = V¥(¢ — ) (vagyis ThA = Vx(¢ — 7))
minden 1y € fp4(a)-ra.

(ii)=-(iii): 4 € A-ralegyen ¢(%) az a formula, ami mutatja, hogy Th(.A) lokalisan meg-
valdsitja tp 4(a)-t. Ez j6 lesz, mert egyrészt ¢ € tp4(a), kiillonben —¢ € tp4(a) és igy
Th A = Vi(¢(%) — —¢(%)), ami ellentmond Th AU { ¢ } konzisztencidgjanak; masrészt
minden (X)-re vagy , vagy — p 4(a)-beli, ezért a feltevés szerint A = Vx(¢(%) — (X))
vagy A = Vx(p(%) — (7).

(iii)=-(i): A (iii) miatt 1étez6 ¢ mutatja, hogy tp 4(a) principalis, hiszen ¢ € #p 4(a), és ha
P € tpy(a), akkor A = Vi(¢(%) — (%)), mert A = ¢(X) Ap(%)[a], tehat A [= VE(p(%) —
"), a

3.10. Tétel. Ha T teljes elmélet eqy megszamldlhaté nyelven és minden n € w-ra S, (T) legfeljebb
megszdmldlhaté, akkor T-nek van megszdmldlhatd atomi modellje.

Biz. U,cw Sn(T) legfeljebb megszdmlalhato, igy 2.16 miatt T-nek van olyan megszamldlha-
t6 A modellje, ami elkeriili az dsszes olyan S, (T)-beli tipust, amit T lokalisan elkertil. Ez a
modell 3.9(ii) miatt atomi, mert minden A-belid = ay, ..., a,-re tp 4(d) € S,(Th A) = S,(T)
és A megval6sitja, tehat Th A = T lokalisan megvalositja. O

A tétel megforditdsa nem igaz, amint azt a kovetkezd példa mutatja:

3.11. Példa. Legyen N a szdmelmélet sztenderd modellje, T = Th(N). AN atomi, mert
univerzumdnak minden eleme egy term értéke (0, SO, SS0, ...); marpedig egy ilyen mo-
dell mindig atomi, hiszen ha 4; = t{v , akkor x; = t] A...x, = t, generdlja tppr(ay,...,
ay)-t. T tehat teljes elmélet, aminek van megszamlédlhat6 atomi modellje. De S1(T) nem
megszdmlalhato, a kovetkez6k miatt. Legyen P a primek halmaza, és Q C P-re legyen

To(x) ={Fy(x=py):peQiU{-Fylx=py):p£Q}
I'o konzisztens T-vel, mert minden véges része kielégithetd (trividlisan, N'-ben). De T o UT'g
inkonzisztensha Q # R (hap € Q\ R és a megvaldsitia o UT'r-et A € Mod(T)-ben, akkor
p osztja is meg nem is a-t), tehat ha minden Q C P-re g¢ egy, a I'-t tartalmaz6 tipus, akkor
{90 : Q C P} az 5¢(T) egy kontinuum nagy részhalmaza.

3.12. Feladat®. Legyen T teljes elmélet egy megszamldlhat6 nyelven. T-nek pontosan akkor
van megszamladlhat6 atomi modellje, ha T atomi (minden T-vel konzisztens () formula-
hoz van olyan ¢(%) amire T = ¢ — ¢ és minden y(X)-re T = ¢ — vésT = ¢ — —y
koziil pontosan az egyik all).

3.13. Allitas. Ha A atomi, akkor { A,a) is az, minden A-beli véges a sorozatra. (L nem feltétleniil
megszdmldlhato.)

Biz. Természetesen elég azt megmutatni, hogy (.A,a) atomi, minden a € A-ra. Legyen b
A-beli véges sorozat, ¢(y, ) pedig a tp 4(ab)-t generdlé formula. Akkor ¢(c,/y, %) gene-
rlja tp( 4,4 (b)-t, mertha (A, a) = ¢(x)[b], akkor A |= ¢(y/cq, %)[a, b], azaz P(y/cq, ) €

ipa(ab), ezért A= gly,%) = ply/ca 7), esigy (Aca) = glea/y, D) = (%) =



3.14. Feladat®. Elhagyhat6-e a fenti éllitdsban az ,,a véges” feltétel?

3.15. Lemma. Ha B atomi és (A,a) = (B,b), ahol a és b véges A ill. B-beli sorozatok, akkor
minden e € B-revand € A hogy ( A,ad) = (B, be). (L nem feltétleniil megszamldlhaté.)

Biz. 3.13 miatt elég az 4llitdsnak azt a specidlis esetét bizonyitani, amikor 7 és b iiresek.
Legyen ¢(x) a fpg(e)-t general6 formula; akkor B-ben, és igy A-ban is igaz Jx¢(x); legyen
d € A ennek egy tandja. Azt allitjuk, hogy (A, d) = (B,e).

3.7 miatt ¢(x) generalja tp 4(d)-t. Ezért ha c egy 4j konstans, ami (A, d )-ben d-t, ( B, e )-
ben e-t jelenti, akkor

(Ad)Fy = AREpE/old < y(x/c) € pald) <= AFE ¢ = p(x/c)

= BEg¢—=ix/c) < plx/c) € psle) < BEY@/c)l] < (Be)Fy
minden ¢ € Sent(L(c))-re. O
3.16. Definicié. A-homogén egy .A modell, ha minden olyan A-nal révidebb 4, b A-beli so-
rozatokra, melyekre (A,a) = (A,b), minden d € A-ra létezik e € A amire (A, ad) =

(A, be). Aer6sen A-homogén, ha ugyanezen feltételek mellett van a-t b-be vivé automor-
tizmusa.

3.17. Kovetkezmény. Ha A atomi, akkor w-homogén. (L nem feltétleniil megszamldilhatd.)

3.18. Lemma. (i) Legyenek A = B és |B| = A. Tegyiik fel, hogy minden olyan A-beli a és
B-beli b A-ndl rovidebb sorozatra, amire ( A,a) = (B,b), igaz, hogy

minden e € B-re létezik d € A, hogy ( A,ad) = (B, be).

Akkor B elemien bedgyazhat A-ba. S6t, minden olyan A-beli a és B-beli b A-ndl rovidebb
sorozatra, amire ({ A,a) = (B, b), létezik b-t a-ba vivs elemi bedgyazds.
(ii) (i) igaz marad ha benne ,,="-t ,=o"-ra és ,elemi beigyazds”-t ,bedgyazds”-ra cseréljiik.

Biz. (i) A konklizié masodik mondata kovetkezik az els6bdl a lemmat (A, a )-ra és (B,b)-
re alkalmazva. Tehat elég az els6t bizonyitani.

Legyen b : A — B B egy felsoroldsa. Definidlunk egy f, fliggvénysorozatot (x < A
rendszam) Ggy, hogy a kovetkezok teljesiiljenek minden & < A-ra:

(1) foia— A
) fu2fp hap <a
(3) <Arftx>E<BrEr“>

Legyen fy = @. Ez trividlisan kielégiti az els6 két feltételt, az utolsét pedig az A = B
feltevés miatt. Ha a limesrendszam, akkor fy, = Ug<,fg. Erre (2) trividlisan teljesiil, (1)
azért mert (1) és (2) igaz minden B < a-ra, (3) pedig azért mert igaz minden < a-ra.

Haa = B+ 1 és fg kielégiti (1)—(3)-at, akkor (3) és a feltevés miatt van olyan d € A amire
(A, fg,d) = (B,b | Bbg). Legyen f, = fgU{(B,d)}. Vilagos, hogy f, mind a hirom
feltételnek eleget tesz.

Végiil legyen f = f). Akkor f : A —» A fiiggvény és (A, f) = (B,b) (1) és (3) miatt. A
h(by) = f(a) altal definidlt B — A fiiggvényre tehat igaz, hogy (A, hb )cp = eldiag(B),
azaz 1.13 szerint h elemi bedgyazas.
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(ii) bizonyitasat megkapjuk (i) bizonyitdsabdl, ha abban ,elemibedgyazas”-t ,bedgyazas”-
ra, ,="-t ,=("-ra és eldiag-ot diag-ra cseréljiik. OJ

3.19. Tétel. Ha A megszdamldlhaté atomi modell, akkor A elemien bedgyazhaté minden, vele elemien
ekvivalens modellbe. Speciel ha A megszdmldlhaté atomi modellje a T teljes elméletnek, akkor A
elemien bedgyazhaté T minden modelljébe.

Biz. 3.18(i) és 3.15. O

Ezt az érvelést oda-vissza haszndlva latjuk be mindjart (3.23), hogy elemien ekvivalens
megszdmlalhat6 atomi modellek izomorfak.

3.20. Lemma. (i) Legyenek A és B A-szdmossdgui elemien ekvivalens modellek. Tegyiik fel,
hogy minden olyan A-beli @ és B-beli b A-ndl révidebb sorozatra, amire ( A,a) = (B,b),
igazak a kovetkezok:

minden d € A-ralétezik e € B, hogy (A, ad) = (B,be) és
minden e € B-re létezik d € A, hogy ( A,ad ) = (B, be).
Akkor A = B._ Sot, minden_ olyan A-beli a és B-beli b A-ndl révidebb sorozatra, amire
(A,a)=(B,b), létezik a-t b-be viv6 izomorfizmus.
(ii) (i) igaz marad ha benne ,elemi ekvivalencia”-t és ,="-t ,="-ra cseréljiik.
Biz. A konklizié méasodik mondata kdvetkezik az elséb6l a lemmét ( A, a )-ra és (B, b )-re
alkalmazva. Tehat elég A = B-t bizonyitani.

Legyena: A — Aaz A, b: A — B a B egy felsoroldsa. Definidlunk két fiiggvénysoro-
zatot, fo-t és gu-t (¢ < A rendszdm) tigy, hogy a kovetkezok teljestiljenek minden a < A-ra:

(1) foiao — A, gu:a — B
() fa2fp 8u28p hap<a
3) (Aalefu)=(Bgubla)

Legyen fo = @ = go. Ez trividlisan kielégiti az els6 két feltételt, az utolsét pedig az A =
B feltevés miatt. Ha a limesrendszam, akkor fy = Uy fp €s ga = Upg<ugp- Ezekre (2)
trividlisan teljestil, (1) azért mert (1) és (2) igaz minden B < a-ra, (3) pedig azért mert igaz
minden B < a-ra.

Ha a = B+1 és fp, gp kielégitik (1)-(3)-at, akkor (3) miatt van olyan ¢ € B amire
(A,a | ‘B,ﬁlg,f‘3> = (B,gﬁ,e,l} | B),ésigy vanolyand € A amire (A, a | B,ag, fg,d) =
(B,gpg,e,b | p,bg). Legyen fo = fpU{ (B, d)}, g = gpU{ (p,e) }. Vildgos, hogy fu, &«
mind a harom feltételnek eleget tesznek.

Végiil legyen f = f) és g = gy Akkor f : A — A, g : A — B fliggvények és
(A,a,f)=(B,gb) (1) és (3) miatt. 1.18 szerint tehat A = B.

(ii) bizonyitasat megkapjuk (i) bizonyitasdbol, ha abban ,,="-t ,,=¢"-ra cseréljiik. OJ

3.21. Kovetkezmény. Ha A | A|-homogén, akkor erGsen | A|-homogén.
3.22. Kovetkezmény. Ha A megszdmldlhaté atomi modell, akkor erdsen w-homogén.
Biz. 3.17 és 3.21. O

3.23. Tétel. Ha A = B legfeljebb megszdimldlhaté atomi modellek, akkor A = 1.
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Biz. 3.15 és 3.20(i). O

3.24. Példa. 3.20(ii) segitségével most méar meg tudjuk mutatni, hogy A = (Q, <) atomi,
és még egy Kkicsit tobbet is.

El6szor is, ha ay,...,a,-1, bo,...,by_1 € A" és <.A,a0,... Ay— 1> =0 <.A bo, .o, by 1>
akkor minden a € A-hoz van b € A, hogy (A, aq,...,a,-1,a) =¢ (A, by,...,by,_ 1,b) Ha
a = a; valamelyik i < n-re, akkor b = b; j6 lesz. Maskiilonben legyen I={i < a; <a}
és ] ={i<n:a<a;}; afeltevés miatt mindeni € [ ésj € J-re b; < b;. Ha tehét I, | egyike
sem iires, akkor < sfirlisége, ellenkezd esetben meg a végpont-nélkiilisége miatt van olyan
b € B, hogy b; < bvagy b < b; attdl fiiggéen, hogy i € I vagy i € J.

3.20(ii) miatt tehdt A |.A|-homogén, és igy 3.21 szerint erGsen |.A|-homogén. Azt allitjuk,
hogya = ay, ..., a, tipusét generdljaaz z(%) = N{x; < xj:a; <a;,1 <i,j<n}ANx=
xj:a; =a;,1 <ij<n}formula. Legyen ui.y € tpy(a); ha A = ¢z — ¢, akkor van
olyan b = by, ..., by, amire A = ¢; A —[b]. De @; definiciéja miatt ¢z € tp4(a) Nt 4(b)-
bél (A,a) = <A, b) kovetkezik (Id. 1.18), a fentiek miatt azért A-nak van a-t b-be vivd
automorfizmusa. Akkor viszont A |= [a]-bél A = ¢[b] kovetkezik.

Vagyis A atomi, rdaddsul minden n-re csak véges sok n-tipust valdsit meg, hiszen csak
véges sok A szerint paronként nem ekvivalens ¢; van.

3.25. Feladat*. Legyen A egy olyan megszamlélhat6 graf, ami rendelkezik a kovetkez tu-
lajdonsdggal: ha X és Y A diszjunkt, véges részhalmazai, akkor van olyan a € A, ami
minden X-beli pontnak szomszédja, de egyetlen Y-beli pontnak sem szomszédja. Mutas-
suk meg, hogy A atomi, és minden n-re csak véges sok n-tipust valdsit meg.

A feladatbeli feltételnek eleget tesz az a graf, aminek a pontjai a természetes szdmok, és
n, m-et akkor koti 6ssze él, ha n bindris felirdsdban az m. szamjegy 1 vagy forditva. Ezt
a grafot megszamlalhat6 véletlen grafnak hivjuk, és 4.2-bdl kovetkezik majd, hogy ez az
egyetlen, a feladatbeli tulajdonsdggal rendelkez6 megszdmldlhat6 graf.

3.26. Feladat®. Bizonyitsuk be, hogy minden véges exponensii megszamlalhaté Abel-csoport
atomi, és minden n-re csak véges sok n-tipust valosit meg.

3.27. Kovetkezmény. Ha A megszdamldlhaté atomi modell és @, b véges A-beli sorozatok, akkor az
aldbbi feltételek ekvivalensek:

(i) (Aa)=(ADb)

(ii) A-nak van a-t b-be vivs automorfizmusa

(iii) tp.a(a) = tpa(D)
Biz. (i)-b&l kovetkezik (ii) 3.13 és 3.23 miatt, (ii)-bdl trividlisan kovetkezik (iii), (iii)-bol pedig
2.3 miatt kovetkezik (i). ]

Lindenbaum-Tarski algebrak

3.28. Definicié. Legyen T egy elmélet az £ nyelven, n € w és X = x1,...,x,. Bu(T), T
n. Lindenbaum-Tarski algebréja egy Boole-algebra, amelynek univerzuma az £ beh @(%)
formuldk T szerinti ekvivalencia-osztélyaib6l all, azaz

Bu(T) = {[¢(x)| : (%) € Form }, aholI(P( ) ={y(x) € Formy:Tl=¢ < ¢},



a miiveletek pedig
—lol =19l lol-[¢l=lerdl,  lol+I[pl=lpV|.

3.29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

(i) ezek a mtiveletek jol definidltak
(i) B, (T) valéban Boole-algebra
(iii) B,(T) trivialis (egyetlen eleme van) pontosan akkor, ha T inkonzisztens
(iv) ha A a T egy modellje, akkor B, (T) izomorf A" részhalmazainak egy halmazalgeb-
rajaval
(v) |@(x)| =1 B,(T)-ben pontosan akkor ha T |= ¢(xX)
(vi) |@(x)| < |p(x)| B, (T)-ben pontosan akkor ha T = ¢(x) — (X)
(vii) T teljes pontosan akkor ha By(T) a kételemti Boole-algebra
(viii) T atomi (v.0. 3.12) pontosan akkor ha minden n-re B, (T) atomos
(ix) I'(%) € Sx(T) pontosan akkor ha { |¢| : ¢ € T } ultrafilter B,(T)-ben

4. MEGSZAMLALHATO, NEM IZOMORF MODELLEK SZAMA

Ebben a szakaszban végig egy megszamldlhaté £ nyelven felirt teljes elméletek meg-
szdmlalhat6 modelljeirdl lesz sz6. Elsédleges célunk annak megmutatésa, hogy egy ilyen
T elméletnek egyetlen megszdmlalhat6 modellje van ha minden n-re S,(T) véges, és 2%
megszamlalhaté modellje van ha S, (T) nem megszamlédlhat6 valamilyen n-re.

4.1. Definicié. Legyen G az A halmaz permutaciéinak egy csoportja. G elemei természetes
modon permutdljak A*-tis (hag € Gés (ay,...,a,) =a e A", akkor ga = (gay,...,gan)).
G oligomorf, ha minden n € w-ra G pélyainak szdma A"-en véges. Emlékeztet6iil: G egy
palydja A"-en{gi: g€ G}, ahola € A".

Jelolje Aut(.A) az A modell automorfizmusainak halmazat. Emlékeztet&iil: w-kategorikus
egy elmélet, ha egyetlen megszamlalhaté modellje van; és w-kategorikus egy (nem feltétle-
niil megszdmlalhat6) modell, ha az elmélete az.

4.2. Tétel. Ha T teljes elmélet eqy megszdmlilhato nyelven aminek van végtelen modellje, akkor az
aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) T minden megszdmldlhato modelljének automorfizmus-csoportja oligomorf
(ii) T-nek van olyan megszdmldlhato modellje, aminek automorfizmus-csoportja oligomorf
(iif) T-nek van olyan megszdmldlhaté modellje, ami minden n-re csak véges sok n-tipust valdsit
meg
(iv) Su(T) véges minden n € w-ra
(v) minden n € w-ra csak véges sok T szerint pdronként nem ekvivalens ¢(x1, ..., Xn) formula
van
(vi) minden n € w-ra T lokdlisan megualdsitja S, (T) minden elemét
(vii) T minden modellje atomi
(viii) T w-kategorikus (azaz T-nek izomorfizmus erejéig egyetlen megszdmldlhato modellje van).

Biz. (i)=(ii) A Lowenheim-Skolem tétel miatt.
(ii)=>(iii) Legyen A T-nek az a (ii) szerint létez6 modellje, amire Aut(.A) oligomorf. Ak-
kor A csak véges sok n-tipust val6sit meg, mert ha ga = b valamilyen ¢ € Aut(.A)-ra, akkor

t.4(a) = tpa(b).
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(iii)=(@iv) Legyen A T-nek az a modellje, ami minden n-re csak véges sok n-tipust valdsit
meg, és rogzitett n € w-ralegyenekIy,...,I';,_1az A n-tipusai. El6szor is, minden i < m-re
van olyan ¢;(%) formula, amire

(1) (piér]‘(:>i=j

mert ha ¢; € I; \ T; minden j # i-re, akkor ¢; = Aj; §; ilyen, hiszen I';-beli mert ilyenek
konjunkci6ja, és j # i-re ¢; — P, tehat ¢; ¢ I'j, kiilonben 9; € T lenne.

2) TEVYT\/ ¢
i<m
mert minden @ € A”-re van (pontosan) egy i < m, hogy tp4(a) = I';; de ¢; € T, tehat
A = ¢;(x)[a). Ezért A |= VX V., ¢i, amib0l T teljessége miatt kovetkezik (2).
Végiil

(3) ha ¢; € tp.4(a), akkor tp 4(a) =T;

mert (1) miatt I'; az egyetlen .A-ban megval6sulé tipus, ami tartalmazza ¢;-t.

Legyen most I' € S,(T). Van olyan i < m, hogy ¢; € I'; maskilonben A;_,, ~¢; € T,
specialisan 3% A\;,, =¢, azaz 3Xx—\/;,, ¢ konzisztens T-vel, ami ellentmond (2)-nek. Azt
allitjuk, hogy T = T;; és ez igaz, ha I' C T;. Ugyhogy legyen most v € T tetszbleges.
¢; € I miatt ¢; A v konzisztens T-vel, T teljessége miatt tehat T = 3x(¢; A ), és igy
A = 3x%(¢; A v). Legyen 4 ennek egy tantja. Akkor ¢; és vy is tp 4(d)-beli. E16bbi miatt (3)
szerint I'; = tp 4(a), tehdt y € T;.

iv)=(v)Ha T & @(xq1,...,x0) < P(x1,...,%,), azaz mondjuk T = ¢(x1,...,x,) —
P(x1,...,%,), akkor Jxq,...,x,(¢ A =) konzisztens T-vel, tehat van I' € S,(T) amire
¢ € I' és p € I'. Mdsszéval minden ilyen formula-part megkiilonboztet egy I' € S, (T).
Kovetkezésképp Formp(x1,. .., x,)-nek legfeljebb 25T kiilonb6z6 ekvivalencia-osztalya
lehet modulo T.

(v)=(vi) n € w-ratartalmazzon X a Form(x1,...,x,) T szerinti ekvivalencia-osztélyaibol
egy-egy elemet ((v) szerint tehéat X véges). AkkorI' € S,(T)-re yr = N{p: ¢ € ZNT'}
lokalisan megvalésitja I'-t, mert persze konzisztens T-vel (hiszen 2.13 miatt I'-beli), és ha
v € T és ¢ egy T szerint y-val ekvivalens X-beli formula, akkor ¢ € ENT ésigy T = yr —
v.

(vi)=(vii) Ha A € Mod(T), akkor T teljessége miatt T = Th(.A); ezért a feltevés miatt
minden 4 € A"-re Th(A) lokélisan megvaldsitja tp (@) € S,(T)-t, vagyis 3.9 szerint A
atomi.

(vii)=-(viii) T teljessége miatt kdvetkezik 3.23-bol.

(viii)=(i) Legyen A a T egyetlen megszdmldlhat6 modellje. 2.8 miatt T minden tipusa
megvalésul A-ban, azaz minden n-re

(4) Sn(T) = {tpa(a) :ae A" }.

Ezért egyrészt minden n-re S,(T) legfeljebb megszamlédlhato, és igy 3.10 miatt A atomi,
mdésrészt 3.27 miatt elég azt belatni, hogy S, (T) véges minden n-re. Mivel A atomi, (4) mi-
att minden I' € S,,(T)-hez van I'-t generdl6 ¢r € T formula. AX = {—¢r : T € 5,(T) }
formulahalmazt nem tartalmazza egyetlen I' € S,(T) sem (mert —¢r € X), tehat X in-

konzisztens T-vel, 2.7 miatt tehat mar egy ¥’ = {-¢r,,...,—¢r, } Co X is az, azaz
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T = —3x(—¢r, \...AN—¢r, ), vagyis Th(A) = T |= VX¥(¢r, V...V ¢r,, ), masszéval
) A EVx(or, V...V er,).

De akkor S,(T) C {T4y,...,I'y, }, mert (5) miatt minden a € A"-re léteziki € {1,2,...,m}
amire ¢r, € tp 4(a), 3.7 szerint tehét ¢r, generdlja tp 4(a)-t, kovetkezésképp tp4(a) =T;. O

4.3. Kovetkezmény. (Q, <) (vagyis a raciondlis szdmok a szokdsos rendezéssel), a megszdmldl-
hato véletlen grdf, és minden megszdmldlhatd véges exponensii Abel-csoport w-kategorikus.

Biz. 3.24,3.25,3.26 és 4.2. U

4.4. Kovetkezmény. Ha A eqy megszdmldlhaté nyelv w-kategorikus modellje, akkor lokdlisan vé-
ges. S6t, minden n-re van olyan my,, hogy A minden n elem dltal generdlt részmodellje legfeljebb m,,
elemii.

Biz. Legyen H = {ay,...,a, } C A ésby, by € SgA(H), by # by. Akkor van olyan t;(x;,

., Xn), ta(x1,...,%,) term, amikre b; = tZA(xl,. o, Xn)[a1, ..., a,], tehét ezekre t;(xq,...,
Xp) = Xpp1 € tpg(ay, ..., an,b;), kovetkezésképp ta(ay,...,an,b1), tpa(as, ..., an,by) €
Sn1+1(Th(A)) kiilonboznek. Vagyis |Sg4(H)| < |S,11(Th(A))|+n, és4.2(iv) miatt S, 1 (Th(A))
véges. O

4.5. Kovetkezmény. Megsziamldlhaté Abel-csoport pontosan akkor w-kategorikus, ha véges expo-
nenstl.

Biz. Az imént lattuk, hogy az ilyen Abel-csoportok w-kategorikusak, az el6z8 kovetkez-
mény pedig mutatja, hogy csak az ilyenek lehetnek azok. O

4.6. Kovetkezmény. Ha A megszdmlilhaté w-kategorikus modell, akkor Aut(A) definiciondlis
ekvivalencia erejéig meghatdrozza.

Biz. Nevezziik 4, b € A"-t ekvivalensnek ha van olyan ¢ € Aut(.A), hogy ¢4 = b. 4.2(i) mi-
att igy minden n-re A" egy véges particidjat kapjuk; legyenek { S,1, ..., Sy, } az ekvivalencia-
osztalyok, és legyen B = (A,{S;z, : n € w,1 < i < k,}). Azt éllitjuk, hogy A és B
definiciondlisan ekvivalensek, azaz A minden relacidja definialhat6 B-ben és forditva.

Ha ugyanis R“ az A egy n-argumentumt relaciéja, akkor RA = U{S,,; : 1 <i < k,,S,; C
RA }, vagyis RA-t definidlja B-ben a \/{ Spi(x1,...,xn) : 1 < i < ky,Spi C RA} formula:
ha ugyanis a € RA, akkor a € Spi valamilyen 1 < i < ky-re, és akkor S,; C RA, mert
RA invaridns Aut(A) elemeire. Forditva, mivel 4.2(vii) szerint A atomi, & € S,,;-re létezik
tp 4(7)-t general6 ¢(%) formula, és ez definidlja is S,;-t (vagyis ¢ = S,;), mertha b € ¢*,
azaz ¢ € tp4(b), akkor 3.7 miatt tp 4 (b) = tp 4(a), 3.27 szerint tehat van a-t b-be vivé ¢ €
Aut(A), azaz b € S,;; ha pedig b € S,,;, azaz van a-t b-be vivs ¢ € Aut(A), akkor persze
b e A O

Most nézziik a masik végletet.
4.7. Tétel. Ha |S,(T)| > w, akkor T-nek 2% nemizomorf megszdmldlhaté modellje van.

A bizonyitas két lemman alapszik, és mindkettSben lényeges szerepet jatszik a kovetkezd
fogalom: ¢(x) € Form(x) vastag, ha |U,| > w,ahol Uy, = {p € S4(T): 9 € p}.
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4.8. Lemma. Ha ¢(%) vastag, akkor van olyan vastag po(%) és 1 (X) amikre T |= ¢ <> o V Py
& T = ~3%(o A ).

Biz. El6szor is,
(1) Ug,vg, = Uy, UUy,  minden ¢y, g2 € Form(x)-re

(Hasonl¢ allitas igaz —-ra és igy A-ra is, de ezekre nem lesz sziikségiink.) (2) Trividlis 2.13
miatt. (C) meg azértigaz, mertha ¢1V ¢y € pde ¢1 ¢ p, akkor 2.13 miatt (¢1 V @2) A —p1 =
@2 \ ~@1 € p, ezért (megintcsak 2.13 miatt) ¢, € p.

Most tegyiik fel, hogy ¢ vastag, de nem 4ll el6 két diszjunkt vastag formula V-jaként. Azt

allitjuk, hogy
(2) g={y € Form(x): ¢ Npvastag } € S,(T)
q # @, mert ¢ € q, és zart A-re, mert ha ¢y, P € q, akkor (1) miatt Uyry, = Upnyp,ag, U
Upnry n—y,, tehdt az utébbi két halmaz valamelyike nem megszamlélhato; de Ugpnyp, a—y,
nem lehet az, mert akkor (2.13 miatt) Upr—yp, 2 Uppry,r—y, Sem megszamlalhato, ami el-
lentmond az indirekt feltevésnek, hiszen ¢ = (¢ A ¢2) V (¢ A —1py) és az utdbbi két formula
diszjunkt és vastag.

2.7 és g NA-re val6 zartsagabol kovetkezik g konzisztenciaja, hiszen minden g-beli i-re
Uy nemhogy nem iires, de még csak nem is megszamlalhato. (2) bizonyitasabol tehat mar
csak a maximalitds beldtdsa van hatra. Ez viszont ugyanuagy (1)-bdl kovetkezik, mint az
A-re valo zéartsdg. Nevezetesen: ha i ¢ g, akkor Uy, = Ugpny U Upp—yp, tehat ha Uyny
megszamlélhato, akkor Uys-y nem az, vagyis —¢ € q.

Ha belatjuk, hogy

3) Up S {q} U Upny:p g}
akkor a jobboldali halmazok koziil valamelyik nem megszamlélhat6, azaz van olyan ¢ € g,
amire ¢ A~ vastag. Ez viszont ellentmond indirekt feltevésiinknek, hiszen a t6le diszjunkt
@ A\ P g definicidja miatt vastag, és ¢ = (¢ A P) V (¢ A —9).

(3) viszont igaz, mert ha q # p € Uy, akkor g maximalitdsa miatt ¢ € p 2 q,azaz ¢ € p
és létezik 1 € q \ p. p maximalitdsa miatt —~1p és igy ¢ A —ip is p-beli, azaz p € Upp—y. O

4.9- Feladat- U—\q; - Sn(T) \ qu éS u§01/\¢2 - U¢l N Usz.
4.10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a lemmabeli (3)-ban egyenl6ség is fennall.
4.11. Lemma. Ha |S,(T)| > w, akkor |S,(T)| = 2¢.

Biz. < vildgos, hiszen £ megszdmlalhatésaga miatt Form (X)-nek csak kontinuum sok
részhalmaza van.
> bizonyitadsdhoz el6szor rogzitiink minden vastag ¢ formuldhoz egy, az el6z6 lemma
miatt létez6 ¢’, ¢ vastag formula-part, amikre T |= ¢ <> ¢’V ¢" és T |= =3%(¢' A ¢”).
Minden y € “2-ra és n € w-ra definidlunk indukciéval egy ¢, formulat Ggy, hogy a
kovetkezdk teljestiljenek:
(i) @un vastag
(i) hap [ n=v | n,akkor ¢, = @u
(iii) hap [n=v [ néspu(n) #v(n), akkor T |= =3X(@yns1 A Puns1)

(iv) T = Punt+1 — Pun-
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¢u,0 legyen az x = x formula, ahol x € %, ¢;, »11 pedig legyen ¢, , vagy ¢}, , annak megfe-
leléen, hogy u(n) 0 vagy 1.

gy mind a négy feltétel kielégiil: az elsé definici6 szerint (n = O-ra azért, mert Uy—y =
S, (T) nem megszamlalhato), (ii)—(iv) szintén.

(i) miatt g, = { @u,n : 1 € w } minden formulaja eleme T egy tipusanak, ezért konzisztens
T-vel; tovébba g, T-beli ekvivalencia erejéig zéart A-re, mert ha r < m, akkor T |= ¢, A
@um < Qum (iv) miatt. Ezért g, 2.7 szerint konzisztens T-vel. Legyen p, egy q,-t tartalmaz6
tipus.

pAzt kell mar csak belatnunk, hogy ha u # v, akkor p, # p,. Ez viszont trivialis, mert
legyen n a legkisebb szdm amire y(n) # v(n). AKkor ¢, 11 € Gy € Pu, Punt1 € qv C py és
(iii) miatt T |= —~3%(@y,n+1 A Qu,ut1), tehét p, U py nem konzisztens T-vel. O

4.7 bizonyitdsa. T-nek nem lehet 2-ndl tobb nemizomorf megszamlalhat6é modellje, mert £
megszdmlalhaté modelljei izomorfizmus-tipusainak szdma legfeljebb kontinuum.

Az el6z6 lemma miatt |S,(T)| = 2. T minden tipusa megvaldésul T egy megszamlal-
haté modelljében (2.8), és T minden megszamlalhaté modellje legfeljebb megszamlalhato
tipust valdsithat meg (mert ha |A| < w, akkor |A"| < w). Ha tehét x T nemizomorf meg-
szamldlhat6 modelljeinek szamossaga, akkor x > 2%, mert « - w = max(x, w) < 2 minden
K < 2%-ra. U

S, (T) mint metrikus tér £ tovabbra is megszamlédlhato nyelv, és most rogzitsiik is Form £ (xq,
., Xn) €8y ®o, ¢1, - . . felsorolasat. A tovébbiakban p, q, r mindig S, (T) elemeit jelolik.
4.12. Definici6 (tdvolsag S, (T)-ben). p, g € S,(T)-re p, q tdvolsaga

0 havr =
5@4)={ 1 P =1

P méskor,

ahol myg = min{m : ¢, € (p\q)U(q\p) }.
4.13. Lemma. ¢ tdvolsdg S, (T)-n.

Biz. Csak a hdromszogegyenldtlenséggel kapcsolatban meriilhetnek fel kételyek. Ez vi-
szont igaz, mert m,; > min(my,, m,;) (minden i < min(my,, myg)-ra ¢; € p <= @; €
r < ¢; €q)ésigy

1 1 1 1
5@4)=2mqSzmMWMW)§2MW+2mq=5@ﬂ%+an

ha p, g, r paronként kiilonbozok. U

Most is, mint az el6z6 szakaszban, U, = {p € Su(T) : ¢ € p}. Ha ¢ = ¢, akkor U,
helyett U-t frunk.

4.14. Lemma. { Uy : k € w } bazis az (S,(T),d) térben (azaz: U-k nyiltak és minden nyilt

halmaz ilyenek 1inidja).
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Biz. Mindenekel6tt vegytik észre, hogy p € S,(T) € sugart kornyezete

(1) Ne(p) ={q:6(p,q) <e}={p}u{yg: 2m,,q< €}

={p}U{q:10g1<mpq}={q:(Vi§10g1)(<Pi€P = ¢i€q)}

Ha tehét p € Uy, akkor Ne(p) C U minden olyan e-ra amire k < log =, amivel nem csak
azt lattuk be, hogy minden pontja bels6é pontja is Ui-nak, hanem azt is, hogy van olyan ¢,
ami ezt minden p € Uj-ra mutatja.

Azt allijuk, hogy ha U nyilt halmaz, akkor U = U{U; : k € w, U,y C U}. A (D)
tartalmazas nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy p € U; p bels6 pontja U-nak, vagyis van olyan €
amire Ne(p) C U. Kész lesziink tehdt, ha taldlunk egy olyan m-et, amire p € U,, C Ne(p).
Legyen

1 1
1/J:/\{g0k:k<loggésq)kEp}/\/\{ﬂgok:k<loggésq)keép}

és m a 1 sorszama. Vildgos, hogy p € U, mert ¢, p-beli formuldk konjunkcidja, és igy
maga is p-beli. U, € Ne(p) bizonyitéséhoz (1) miatt azt kéne beldtni, hogy ha g € Uy,
akkor g és p megegyeznek a k < log = indexti formuldkon. De ez igaz, mert ¢, = ¢
definici6ja miatt ha ¢y € p, akkor T |= ¢ — @i és igy 2.13 miatt @i € g, ha pedig @i ¢ p,
akkor T = @ — —¢, 2.13 miatt tehat — ¢y € g, ezért ¢ € .

4.15. Tétel. S, (T) kompakt.

Biz. Az el6z6 lemma miatt elég azt beldtni, hogy ha S,(T) € U{U; : i € I}, akkor van
olyan | C,, I, amire S,(T) C U{ U; : i € ] }. Tegyiik fel, hogy nincs, azaz minden | C,, I-
re van olyan g € S,(T), amire g ¢ U{U; : i € J},azaz {¢; : i € J} Ng = @, azaz
{—¢; i e ]} Cgq. Akkor speciel minden | C,, I-re { =¢; : i € J} konzisztens T-vel, 2.7
(azaz végs6 soron a kompaktsagi tétel) miatt ezért aztan { —¢; : i € I } is konzisztens T-vel,
tehédt van olyan r € S,(T), amire { —¢; : i € [} C r; deakkorr ¢ U{U, : i € I} (mert
—¢@; € r miatt ¢; ¢ r minden i € I-re), ami ellentmond S,,(T) C U{ U, : i € I }-nek. O

4.16. Feladat*. p € S,(T) izolélt pont (nem lehet hozzd nem-trividlis médon tartani) pon-
tosan akkor, ha p principaélis.

5. SZATURALT MODELLEK

5.1. Definicié. A A-szaturdlt (A egy szamossag), ha minden A-ndl rovidebb @ A-sorozatra
(A, a) megval6sit minden, az elméletével konzisztens I'(x) formulahalmazt. A szaturélt,
ha | A|-szaturélt.

5.2. Példa. (V.6. 1.10) Legyen T a {c; # ¢j : i,j € w,i # j}elméletaz L = {¢; : i €
w } nyelven. T-nek nincs véges modellje, és a megszdmlalhaté modelljei igy néznek ki:
(A, a;)icw, ahol |A| = w és a;-k paronként kiilonboznek. Ilyenbdl pontosan w darab van,
mert két ilyen modell pontosan akkor izomorf, ha ,névtelen” elemeik (A \ {a; : i € w})
szama megegyezik, de ez vagy € w, vagy = w. A legkisebb modell (tehdt amiben nincsenek
névtelen elemek) atomi, mert minden elemet megnevez egy konstans (v.0. 3.4). Azt allitjuk,

hogy a legnagyobb (amiben végtelen sok névtelen elem van) viszont szaturélt.
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Legyen ui. A ez a modell, 4 = a},...,a,, C A ésT(x) a Th((.A4,4a’))-vel konzisztens
formulahalmaz. 2.12 miatt van megszamlalhat6 ( B,b;, ..., b, ) = Th({ 4,4’ )) ami megva-
16sitja I'(x)-et. Azt fogjuk megmutatni, hogy (B,b,...,b,, ) elemien bedgyazhat6 (.A,a},

.., )-be. Ez elég, hiszen ha h az elemi bedgyazds és b € B megvalositja I'(x)-et ( B, b},
..., b, )-ben, akkor h(b) megvalésitja I'(x)-et (A, al,...,a;, )-ben.

Azvildgos, hogy (B, b,,...,b;, ) beagyazhat6 ( A, a,...,a,, )-be: (B,by,... b, ) ETh({Aad))

miatt ugyanis ( B,by,...,b,,) = (A,al,...,a,)ésigy 1.18 miatt van /1 : SgB(bi, o,b) —
SgA(a}, ..., al,) izomorfizmus, amire hb’ = a’; ennek barmilyen injektiv kiterjesztése be-
dgyazas, és van is ilyen, mert B\ dom(h) B\ { I’ } névtelen elemeibél 4ll (akik legfeljebb
megszamlalhat6 sokan vannak), A \ ran(h) pedig A \ {4’ } névtelen elemeibdl all, akik vi-
szont pontosan megszamlédlhaté sokan vannak.

Feltehetjiik tehat, hogy (B, ) C (A, a’) (mert { B,b’) helyett vehetjiik a bedgyazas sze-
rinti képét). 1.6 segitségével fogjuk belatni, hogy (B,0') < (A,d"). Tegyiik fel, hogy
(A, a") = Ixe(x,x1,...,xn)le1, ..., en], ahol ey, ..., e, C B, éslegyend € A ennek egy ta-
ndja. Ha d € B, akkor nincs mit csindlnunk, ellenkez6 esetben viszont rogzitsiink egy olyan
ec€ B\{b},..., b, e1,... eq}-t amitegy p-ben nem eléfordulé ¢ € L konstans nevez meg
(ilyenbdl végtelen sok van). Legyen £~ = £(¢) \ { ¢ } (ahol £L(¢) a { B,b’ ) nyelve). Vilagos,
hogy A-nak az a g permutécidja, ami az identitdst6l csak annyiban tér el, hogy d-t és e-t
felcseréli, automorfizmusa (A, a’ ) | L™ -nek és helybenhagyija ey, . . ., ey-t. Kovetkezésképp

(A, d) Eo(x,x,...,x5)[d, e, ... e
— (Ad) LT Ee(x,x,...,x0)[d,eq,... e
= (Ad) L Eo(x,x,...,x0)[g(d),e1,..., e
— (A, d) E o(x,x1,...,x1)[g(d),e1,..., e,
azaz (A, a') = o(x,x1,...,x0)[e,eq, ..., e

5.3. Feladat. Ha A A-szaturalt, akkor (A, @) is az minden A-nél rovidebb 4 € A-ra.

2!

5.4. Lemma. Az aldbbiak ekvivalensek
(i) A A-szaturdlt
(ii) minden A-ndl rovidebb a A-sorozatra igaz, hogy ha az ( A, a ) nyelvén felirt T'(x) formula-
halmaz minden véges része kielégithet ( A, a )-ban, akkor T'(x) is.
(iii) minden B-re és minden olyan A-ndl rovidebb a, b A ill. B-beli sorozatra amire ( A,a) =
(B,b), igaz az, hogy minden e € B-revand € A, hogy ( A,ad) = (B, be).

(iii)-at érdemes 3.15-vel Osszevetni.

Biz. (i) = (iii) 5.3 miatt elég az &llitdsnak azt a speciélis esetét bizonyitani, amikor @ és b
tiresek. Legyen tehdt e € B; akkor fpp(e) konzisztens Th B = Th A-val, A A-szaturdltsdga
miatt ezért van d € A amire fp 4(d) = tvp(e). De akkor 2.3 miatt ( A,d) = (B, e).

(iii) = (i) Legyen @ C, A és I'(x) konzisztens Th(.A,a)-val. Akkor van olyan (B,b)
ése € B, hogy (B,b) = Th(A,a) (azaz (B,b) = (A,a)) és (B,b) E T'(x)[e], azaz
I'(x) C tp ) (e). Afeltevés miatt van olyan d € A, amire (B, be) = (A, ad), azaz (1d. 2.3)
amire p 47)(d) = tp ) (€). Tehdt d megval6sitja I'(x)-et (A, a)-ban.

Végiil (i) és (ii) ekvivalencidja kovetkezik 2.9-b6l. 0
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5.5. Kovetkezmény. Ha A A-szaturdlt, akkor minden A-ndl rovidebb a A-sorozatra (A, d ) meg-
valdsit minden, az elméletével konzisztens I'(x, ..., Xn) formulahalmazt.

Biz. Legyen a és I'(x1,...,x,) mint az éllitdsban. Akkor van olyan (.4, )-val elemien ek-
vivalens (B, b ), ami megval6sitja I'-t, azaz amiben van ey, ..., e,, hogy (B,b) = T(xy,...,
Xn)le1, ..., en). 5.A(ii)-at n-szer alkalmazva kapunk dy,...,d, € A-t, amire (A, a,d;,...,
dn) = (B,b,ey,... en), ésigy i aay(di, ..., dn) = tp<B,l;>(el,...,en) D TI(xy,...,x,), azaz
(A, a) is megval0sitja I'-t. O

5.6. Tétel (v.0. 3.19). Ha A A-szaturdlt, akkor minden vele elemien ekvivalens, legfeljebb A szdmos-
sdgui modell elemien bedgyazhaté A-ba.

Biz. 5.4(iii) és 3.18(i). O
5.7. Tétel (v.0. 3.23). Ha A = B azonos szdmossdgii szaturdlt modellek, akkor A = B.

Biz. 5.4(iii) és 3.20(i). O
5.8. Tétel (v.0. 3.17). Ha A A-szaturdlt, akkor A-homogén.

Biz. 5.4(iii). O

5.9. Kovetkezmény (v.6. 3.22). Ha A szaturdlt, akkor erdsen |.A|-homogén.
Biz. 5.8 és 3.21. O

5.10. Kévetkezmény (v.6. 3.27). Ha A A-szaturdlt és a, b A-ndl révidebb A-beli sorozatok, akkor
az aldbbi feltételek ekvivalensek:
i) (Aa)= (A,_E)
(ii) A-nak van a-t b-be vivs automorfizmusa
(iii) tp.a(a) = tpa(b)
Biz. (i)-b&l kovetkezik (ii) 5.3 és 5.7 miatt, (ii)-bdl trividlisan kovetkezik (iii), (iii)-bol pedig
2.3 miatt kovetkezik (i). ]

5.11. Tétel. Ha T teljes elmélet az L megszimldlhato nyelven, akkor T-nek pontosan akkor van
megszdamldlhatd szaturdlt modellje, ha minden n-re S, (T) legfeljebb megszdamldlhato.

Biz. A feltétel sziikségessége nyilvanvalo, hiszen egy megszamlalhaté modell csak meg-
szamlalhat6 sok tipust tud megvalésitani.

Az elégségesség bizonyitasa nagyon hasonl6 2.16 bizonyitaséhoz. Legyen LT = LU {¢; :
i € w}, ahol ¢;-k Gj konstansjelek. Minden n-re és A(xq,...,xu,x) € S;41(T)-re legyen
Ta(x) ={pci/x1,...,cn/xn,x) : @(x1,...,%n,x) € A} C L(c1,...,¢n). T'a(x) maximali-
san konzisztens T-vel az L(cy, ..., ¢,) nyelvben, mertha T-nek van T'x (x) U{ (x) }-et meg-
val6sit6 A modellje, akkor A | £ megvaldsitja A(xq,..., x5, x) U{(x1/c1,...,Xn/Cn, X) }-
et, tehdt P(x1,...,x,,x) € Aésigy P(x) € Ta(x). A A — Ty leképezés tehdt S, (T)-bol
....-ba képez¢ fiiggvények tinidja.

Mint 2.16 bizonyitdsaban, most is csindlunk egy Ty C T; C ... elméletsorozatot az L
nyelvben gy, hogy TT = TUU{ T} : i € w } teljes és konzisztens, és van olyan megszam-
lalhaté modellje, aminek £-reduktuma szaturélt.

T*-szal szemben most csak kettd plusz végtelen elvardsunk van:
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(1) minden ¢ € Sent(L™)-ra ¢ és —¢ valamelyike T"-beli
(24(x)) ha Fxp(x) € TT, akkor ¢(c) € T* egy Gj konstansra

(3) minden A(xq,...,%y,x) € S,y1(T)-re ha Tx(x) konzisztens T'-szal, akkor van

olyan ¢ konstans, amire ' (c/x) C T™.

Ha ezeket mind ki tudjuk elégiteni, akkor T" kanonikus modelljének £-reduktuma j6 lesz.
Egyrészt (1), (2) és 1.19 miatt ez modellje T C T*-nak. Minden zért ¢ termre a Ix(x = )
formula konzisztens T*-al, igy (1) miatt eleme is, tehét (2) szerint a modell minden elemét
megnevezi egy Uj konstans. Ezért a modell megszamlédlhat6. Azt kell mar csak megmutatni,
hogy szaturélt. Ha A a T™ kanonikus modellje és Y C,, A, akkor van olyan 1, hogy Y C
{cf\,...,ci'}. Nyilvan elég belatni, hogy ha I'(x) C L(cy,...,cy) konzisztens Th(A | L(cy,
...,Cn)) C T"-szal, akkor meg is valosul A | L(cy,...,cn)-ben. De ha I'(x) ilyen, akkor
{o(x1/¢c1,...,xn/cn, x) : (x) € T'(x) } konzisztens T-vel, tehat része egy A(x1,...,xn, Xx) €
Sy+1(T) tipusnak, amire viszont I' C T’y . (3) miatt .4 megvalositja T'x-t, tehdt A [ L(cy, ...,
cy) megval0sitja T-t.

A szakértékkel szemben most nem az az elvdrdsunk, hogy véges és konzisztens T; elmé-
letek gyértsanak, hanem hogy olyan konzisztens elméleteket, amikben csak véges sok 1j
(azaz L1\ L-beli) konstans szerepel.

A kett6 plusz végtelen szakért6bdl (1) és a (2,(,)) ugyanazt csindljak, mint 2.16 bizonyi-
tasdban, (3) pedig felsorolja U{ S, (T) : n € w }-t w ra jut6 részhalmaza (X) mentén, és ha
megkapja T;_1-et (merti € X) ésia A(xy,...,%Xn,Xx) € S;11(T) sorszama és I'p(x) konzisz-
tens T U T;_1-gyel, akkor vesz egy eddig még nem felhasznalt 4j c konstanst (ezt megteheti,
mert T;_1-ben csak véges sok 1j konstans szerepel) és Ti-t T;_1 UT's(c/x)-nek valasztja. T;
igy konzisztens lesz, mert ha a € A megval6sitja I'x(x)-et T U T;_; egy A modelljében, ak-
kor A-t agy kiterjesztve, hogy benne c jelentése a legyen, T U T; egy modelljét kapjuk.  [J

5.12. Tétel (Vaught). Ha T teljes elmélet eqy megszdamldlhaté nyelven, akkor biztosan nem ponto-
san két megszdmldlhaté modellje van.

Biz. El6szor is, az atomi modell definiciéjabol kovetkezik, hogy ha A < B és B atomi, akkor
A is atomi. Ezért aztdn ha egy megszdmlalhat6 nyelven felirt elmélet nem w-kategorikus,
akkor a megszdmlalhat6 szaturalt modellje (ha van neki ilyen) nem lehet atomi, mert akkor
5.6 miatt minden megszdmlédlhaté modellje atomi lenne, ellentmondva 3.23-nak.

Tegytiik most fel, hogy A és B a T két megszamlalhaté modellje. Két megszamlédlhato
modell legfeljebb megszdmlélhat6 sok tipust tud megvaldsitani, tehat 5.11 miatt az egyik,
mondjuk B, szaturdlt. A fentiek miatt B nem lehet atomi. De akkor A atomi, mert 3.10 mi-
att T-nek van atomi modellje is. Mivel B nem atomi, van olyan by, ..., b, € B, hogy trp(b;,
..., by)-t nem generalja egy formula sem. 5.3 miatt T+ = Th(( B, by, ..., b, ) )-nek van meg-
szamlalhat6 szaturalt modellje, 5.11 miatt tehat legfeljebb megszdmlalhat6 sok tipusa van,
és igy 3.10 miatt van atomi modellje is, mondjuk (C,d,...,d, ). Azt éllitjuk, hogy C sem
nem atomi, sem nem szaturalt, és igy A-t6l és B-t6l is kiilonbozik (mikozben természetesen
modellje T-nek).

C nem atomi, mert ha dy, ..., d, tipusat generdlna egy formula, akkor (C,dy,...,d,) =
(B,by,...,b,) miatt ugyanez a formula generalna fpg(by,...,by)-t is. Mésrészt mivel T
nem w-kategorikus, T+ sem lehet az, a kovetkez6 miatt: Két L-formula pontosan akkor
ekvivalens B (és igy T) szerint, ha ekvivalensek (B, by, ..., b, ) (ésigy T™) szerint; de 4.2(v)
miatt valamilyen n-re végtelen sok T szerint nem ekvivalens n szabad valtozés formula
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van, az el6bbiek miatt tehat T szerint is, igy 4.2(v) miatt T+ sem w-kategorikus. De akkor
a bizonyités elején allé megfigyelés miatt (C,dy, ..., d, ), lévén atomi, nem lehet szaturilt.
Amibdl viszont 5.3 segitségével kovetkezik, hogy C sem az. O

Héarom megszdmlalhaté modellje viszont lehet egy teljes elméletnek, amint azt a kovet-
kez6 példa mutatja.

5.13. Példa. Jelolje N™ a pozitiv természetes szdmok halmazét, és legyen L a { < } U {cy :
n € N } nyelv, T pedig a , < stirti rendezés, és { ¢, < ¢y : 1 < m }” elmélet az £ nyelven.
3.24 miatt feltehetjiik, hogy T megszdmlalhat6 modelljei (Q, a, ),cn+ alakuak, ahol a,
szigortan monoton novo sorozat.
T teljes, mert ha (Q, 4y, ),,en+ €5 (Q, by ) en+ T két megszdmlalhaté modellje, akkor ele-
mien ekvivalensek (ebbdl mar kovetkezik a teljesség, 1d. az 1.23 utdni megjegyzést): ha ui.
¢ € Sent(L)-ben csak a ¢y, ..., ¢y konstansok fordulnak els, akkor

<Q/an>n€1N+ |: Qp < Q |: (P(xl/clz---/xm/cm)[all---/an]
<~ QF ¢(x1/c1,--,Xm/cm)[b1, ..., bn] <= (Q,by)pen+ F @,

ahol a kozéps6 ekvivalencia azért igaz, mert 3.24 bizonyitasdban lattuk, hogy ha ay, ..., ax
és by, ..., by ugyanigy vannak rendezve, akkor Q-beli tipusaik megegyeznek.
Azt éllitjuk, hogy T minden megszamlalhaté modellje izomorf a paronként nem izomorf

A={(Qnhens  B={Q1- )uent C={Q (14
modellek valamelyikével.

A nem izomorf B és C egyikével sem, mert ha f izomorfizmus lenne B és C valame-
lyikébdl A-ra, akkor f(3) felsd korlatja lenne {n € IN* }-nak. Ha pedig f : B — C
izomorfizmus lenne, akkor f(1) € Q legkisebb felss korldtja lenne az (1 + 1)" sorozatnak.

Legyen M = (Q, 4, ),en+ a T egy modellje. A jelolés egyszertisitése érdekében a tovédb-
biakban [a, b]-t irunk ( [4,b] N Q, < ) helyett (és hasonléan (félig) nyilt intervallumkra).

Ha lim a,, = oo, akkor M = A, mert (—o0,a7) = (—o0,1) és [a,,a,41) = [n,n+1) és ezek
az diszjunkt intervallumok lefedik M-t ill. A-t.

Halima, = a € Q, akkor M = B, mert (—o0,a1) = (—00,0), [ay, a,41) = [1 — %,1 — n%rl)
és [a,00) = [1,00).

Végiil ha lima, = a ¢ Q, akkor M = C, mert (—o0,a1) = (—09,2), [y, a,41) = [(1+

D" ()"

5.14. Feladat. A példabeli hdrom modell koziil melyik atomi és melyik szaturalt?

E)n >ne]N+

) 6s [1,00) = e, c0).

6. MEGORZESI TETELEK

6.1. Definicié. Kvantormentes egy formula ha atomi formulakbél épiil fel = és A segitsé-
gével (azaz pontosan akkor, ha nem szerepel benne kvantor). Univerzilis egy formula, ha
kvantormentes formuldkbdl épiil fel A, V és V segitségével. Egzisztencidlis egy formula, ha
kvantormentes formuldkbdl épiil fel A, V és 3 segitségével.

VxP(x) — VxR(x) nem univerzalis, de IxP(x) — VxR(x) ekvivalens a Vx—P(x) V

VxR (x) univerzélis formulaval.
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6.2. Tétel. Ha ¢ univerzilis formula és A C B, akkor
B = ¢lo] = A= ¢lo]
minden A-hoz tartozé o kiértékelésre.
Biz. El6szor is, a tétel allitdsanak kovetkez6 er6sitése:
(1) B ¢lc] < AE ¢loc] minden A-hoz tartozé o kiértékelésre

igaz kvantormentes formuldkra, mert 1.3 miatt igaz atomi formulédkra, és —-ra és A-ra trivi-
alisan oroklédik. (Azért kell (1) a tételbeli allitas helyett, mert az nem 6roklédik —-ra.)

Végiil: mivel A-re és V-ra kdnnyen lathat6, hogy 6roklédik a tétel allitasa, annak be-
latdsdhoz, hogy minden univerzalis formuldra igaz, elég megnézni, hogy V-re 6roklddik.
Tegyiik fel, hogy ¢-re igaz az 4allitas. Akkor

B |= Vx¢[oc] <= minden B-beli a-ra B = ¢[o(x/a)]
= minden A-beli a-ra B |= ¢[o(x/a)]
= minden A-beli a-ra A |= ¢[o(x/a)] ind. felt. miatt
< A = Vxg[o].
]

6.3. Megjeqyzés. Minden univerzdlis formula ekvivalens egy V¥ (%, 3) alakt formuldval,
ahol ¢ kvantormentes. Ezt konnyfi beldtni az univerzalis formulak felépitésére vonatkoz6
indukcidéval: kvantormentes formulédkra az &llitas trv., az orokl6dés univerzdlis kvantorra
szintén, konjunkciora és diszjunkcidra meg azért 6roklédik, mert ha |= ¢(3) <> Vx¢'(%,0)
és = () « V' (7, @), ahol ¢’ és ' kvantormentesek és o € {A, V}, akkor

= (p(0) 0 p(@)) < (VX9 (', 0) o VY'§' (', @)) > VX' (¢ (', 0) 0 9/ (v, @)),
ahol x/, i 4j valtozok.

A szakasz hatralev¢ éllitasai arrdl szélnak, hogy a 6.2 tétel mikor és hogyan fordithato
meg.

6.4. Tétel. Ha eqy T elmélet megiorz6dik részmodellekre (azaz (VA,B)AC BET = A T),
akkor ekvivalens ey univerzdlis elmélettel (azaz van olyan univerzdlis mondatokbdl dllé T elmélet,
hogy Mod(T’") = Mod(T)).

Biz. Legyen Ty = { ¢ : ¢ univerzdlis és T |= ¢ }. Azt kéne beldtni, hogy
(1) Mod(Ty) = Mod(T)

(D) Ha A |= T akkor A modellje T minden, és igy az univerzélis kovetkezményeinek is.
(©) Legyen A = Ty. Akkor T Udiag(.A4) minden véges része kielégithets, mert tfh. nem: ak-
kor TU{41(cay,---,¢a), - Ym(Cay, - - -, Ca,)} kielégithetetlen valamilyen ¢ (cqy, ..., Cap), - -,
Ym(Cay, ..., cq) € diag(A)-ra, azaz T = —(¢P1(Cay, -+ Car) AN oo APu(Cay, - - -, Cap)). Mivel
Cays- - -, Ca, Nnem fordulnak el T-ben, T |= Vxq ... V(¢ (X1, ..., X)) Ao Ap(X1, ..., X))
és Vxy ... Vap=(1(xq, ..o, %) Ao o A (21, ..., X)) univerzélis (mert 94, ..., P, kvantor-
mentesek), ezért eleme Ty-nek, ami ellentmond annak, hogy A = Ty U {3x7 ... Ixg (1 (x1,

...,xk)/\...Atpm(xl,...,xk))}. ”



Kompaktsdg miatt tehdt van B ami modellje T U diag(.A)-nak. B [ £ (ahol £ a T nyelve)
modellje T-nek, 1.13 miatt pedig A izomorf B | £ egy részmodelljével. De T megorzédik
részmodellekre, tehdt A = T. O

6.5. Kovetkezmény. Ha egy elsorendii mondat megorzodik részmodellekre, akkor ekvivalens egy
univerzdlis mondattal.

Biz. Tegyiik fel, hogy ¢ megorz6dik részmodellekre. Az el6z6 tétel miatt van {¢}-vel ek-
vivalens T’ univerzalis elmélet. T' |= ¢, tehat kompaktsag miatt A<;<, ¥; = ¢ valamilyen
Y1,..., Py € T'-re. Ezzel kész is vagyunk, mert ¢ = Aj<i<p i €s Ni<i<n §i univerzalis
(mert univerzalis mondatok konjunkcija). o o O

Véges modellekre ez a kovetkezmény nem igaz:

6.6. Tétel. Van olyan mondat, ami minden véges modelljének minden részmodelljében is igaz, még-
sincs vele (a véges modellek korében) ekvivalens univerzdlis mondat.

Biz. Legyen £ = {min, max, <,R,Q}, R binér, Q unér relacidjel, és legyen ¢ a linedris
rendezés axidomai és a

Vavy(R(x,y) — x < y) AVxVyVz((R(x,y) Ax <z) = (y=zVy<z)

mondat konjunkcidja. ¢ univerzélis mondat. Legyen ¢’ = Vx(x # max — JyR(x,y)).
¢ N ¢’ véges modelljeiben tehdt R a , kozvetlen rdkovetkezés” relécid, ¢ modelljeiben pedig
ennek egy része.

(1) Ha A C B = ¢, Bvéges, A = ¢ A ¢/, akkor A = B,

mert tfh. nem, és legyen b € B a legkisebb elem aki nincs A-ban. b biztosan nem min® =

min#, tehat van B-ben (és igy a feltevés miatt A-ban) kozvetlen megel6z&je (a nala kisebb
elemek koziil a legnagyobb); nevezziik ezt a-nak. A |= ¢’ miatt (32’ € A)(a,a’) € RA C
RE; B |= @ ésa <B b miatt tehat b = a’ € A, ami ellentmondas, vagy a’ <B b, ami szintén,
mert a a legnagyobb b-nél kisebb elem.

Legyenn = ¢ A (¢’ — JxQx). Azt allitjuk, hogy
(2) véges struktarakban 1 megorzddik részmodellekre
Legyen ui. A C B |= 5, B véges. A = ¢ mert ¢ univerzélis. Ha A = ¢/, akkor (1) miatt
A = B |=1n,hameg A [~ ¢, akkor azért igaz benne 7.

Tegytik fel, hogy 17 véges modelleken ekvivalensa x = Vx1,..., Vx,¢(x1, ..., x,) ( kvan-
tormentes) univerzalis mondattal. Legyen |A| > n+2,és A = (A, <A min#, maxA, RA )

linearis rendezés. Q = @ valasztassal ( A, Q) [~ 17 ésigy (A, QA) |= Ty ... Fx,—1(xy,
., Xn), tehdtvanay, ..., a, € A, hogy

(A QM) E —p(x1, ..., xn)[a1,. .., an).
Q = A\{minA,maxA,al,...,an} #+ Q@ és

(A,Q")Y E —¢(xy,...,x0)|a1,- .., 4],
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(mert ¢ kvantormentes®), és igy (A, Q') |= Ixy... Iy —(xy,...,x,), azaz { A,Q') ¥ x,
noha (A, Q") = 1, ami ellentmond x és 57 ekvivalencidjanak. O

A 6.4 tétel kovetkez6 formaja viszont véges modellekre is igaz:

6.7. Tétel. Ha eqy T elmélet megirzddik véges modellek részmodelljeire és T nyelve véges, akkor
T végesen ekvivalens egy univerzilis elmélettel (azaz van olyan univerzilis mondatokbdl dllé T’
elmélet, hogy Mod,, (T") = Mod,(T)).

Biz. Tegyiik fel, hogy T megorz6dik véges modellek részmodelljeire, és legyen
Ty ={ ¢ : ¢univerzélisés T =, ¢ }.

Azt kéne belatni, hogy

(1) Mod,, (Ty) = Mod,(T)

(D) Ha A = T és A véges, akkor akkor A véges modellje T minden, és igy az univerzalis
véges kovetkezményeinek is.
(©) Legyen A |= Ty véges. Akkor T U diag(.A)-nak van véges modellje, mert tfh. nincs,
éslegyen ¢y (cay, ..., Ca), -, Ym(Cay,- .., Ca,) a diag(A) egy felsoroldsa (A és a nyelv véges,
tehdt A diagramja is véges). Akkor T |=u —(¢1(Cay,---,Ca) A oo APm(Cays ..., Ca.)). Mi-
vel ¢y, ..., ¢, nem fordulnak el6 T-ben, T =, Vxq...Vaxp=(P1(x1,..., %) Ao APm(xq,
e Xg)) €8 Vg VYx (P (X, e X)) Ao A (X, ..., Xg)) univerzélis (mert ¢y, ..., Py
kvantor-mentesek), ezért eleme Ty-nek, ami ellentmond annak, hogy A = Ty U {3x; ...
ka(q)l(xl, .. .,xk) VAN 1/)m(x1, ce ,xk))}.

Legyen B véges modellje T U diag(.A)-nak. B | £ (ahol £ a i nyelve) modellje T-nek,
1.13 miatt pedig A izomorf B | L egy részmodelljével. De T megorzddik véges modellek
részmodelljeire, tehat A = T. O

7. INTERPOLACIO, DEFINIALHATOSAG

7.1. Tétel (Keisler-Shelah). Elemien ekvivalens modelleknek van izomorf ultrahatvdinyuk: ha A =
B, akkor van olyan I halmaz és U ultrafilter I felett, hogy ' A/U = 'B/U.

Biz. Nehéz; a legolvashatobb bizonyitas A. Kurucz, A quide to the Keisler-Shelah theorem c.
cikkében talalhato. O

7.2. Tétel (Robinson konzisztencia-tétel). Legyen T teljes elmélet az L = L4 N L, nyelven. Ha
Ty és Tr a T konzisztens bovitései az L1 és L, nyelven, akkor Ty U T konzisztens.

Biz. El6szor is
(1) Elég Ti-nek olyan A és Tr-nek olyan B modelljét taldlni, amikre A [ L= B | L
mertha f : A | L — B | L izomorfizmus, akkor B = (B,R*,Ft,c" >RIF,C€£1\£2

modellje T; U To-nek, ahol Rt = {(fay,..., fa,) : (ai,...,a,) € RAY}, ¢t = f(cH)

3Kicsit részletesebben: legyen B az a részmodellje ( A, QA )-nak, aminek az univerzuma {minA, max4, ai,
...,an}, B' pedig az a részmodellje (A, Q' )-nek, aminek az univerzuma {minA,maxA, ai, ..., an}. Akkor
B = B (mert (A, Q4) és (A, Q') csak Q jelentésében kiilonboznek, de Q jelentése B-ben és B'-ben is az
tires halmaz). 6.2 (1) miatt tehat (A, QA) | —¢(xy,...,x0)[a1,...,a0] <= B = =p(xy,...,x0)[a1,...,

ap] <= B E-p(x1,...,x0)[a1,...,a0] <= (A,Q") | ~¢(xq,...,xn)[a1,...,a4].
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és F*(f(a1),...,f(an)) = f(FA(ay,...,a,)) minden ay,...,a, € A-re, mert akkor B* |
Lo =BETé f: A— BT | Ly izomorfimus (RT, F* és ¢ definicidja miatt), tehét
Bt L1 =AET.

Legyen A a Ty, B pedig a T, tetsz6leges modellje. A | £ és B | £ modelljei a teljes T
elméletnek, 7.1 miatt tehat van olyan I halmaz és U ultrafilter I felett, hogy [(A | £)/U =
I(B | £)/U. Az ultrahatvany definici6jabol trv. kovetkezik, hogy minden M modellre
(IM/U) | L =1(M | L£)/U; aLos lemma miatt pedig LA/U = Ty és 1B/U = Tr. LA/U
és 1B/U tehat olyan modelljei T;-nek ill. T-nek, amiknek az £-reduktuma izomorf. Ezzel
(1) miatt kész is vagyunk. O]

7.3. Tétel (Véges Robinson konzisztencia-tétel). Legyen T teljes elmélet az L = L4 N Ly nyel-
ven. Ha Ty és T, a T bovitései az L1 és L, nyelven, és mindkettOnek van véges modellje, akkor
Ty U Tr-nek is van véges modellje.

Biz. Megismételhetnénk 7.2 bizonyitasat azzal a kiilonbséggel, hogy 7.1 helyett azt hasznal-
juk, hogy elemien ekvivalens véges modellek izomorfak. De nem ezt fogjuk tenni, hanem
7.2-b6l bizonyitjuk a tételt.

7.2 miatt T; U Tr-nek van B modellje, elég lenne azt ldtni, hogy B véges.

Legyen A a T egy véges, mondjuk n-elemti modellje, és legyen ¢ a ,,az univerzumnak
pontosan 1 eleme van” £-mondat. Akkor A = ¢, és igy T teljessége miatt T |= ¢. Node
akkor B = ¢, azaz B is n-elem{. O

7.4. Tétel (Craig interpolacié). Ha |= ¢ — , ahol ¢ € L1, € L, mondatok, akkor van olyan
6 L1 N Ly mondat, hogy = ¢ — 0 és =0 — .

Biz. Legyen L = L1 N L, és tth. nincs ilyen 6 £-mondat. Legyen Tp = {6 € L :=¢ — 0 }.
To U {—9} minden véges része kielégithetd, ellenkezd esetben ui. van olyan I C,, Ty, hogy
= AT — ¢, ami ellentmond a feltevésiinknek, mert Ty definici6ja miatt = ¢ — AT és
el

Kompaktsdg miatt tehat van M L;-modell, hogy M |= To U {—¢}. Legyen T = Th(M |
L). TU{—¢} konzisztens (mert M modellje) és T U {¢} is konzisztens, kiilonben ui. van
olyanT C,, T, hogy = AT — —¢, azaz = ¢ — = AT, amibdl T definiciéja és I' C L miatt
- AT € Ty,azaz M | L-benT és - AT is igaz, ami ellentmondas.

7.2 miatt tehat T U { ¢, 79} konzisztens, ami ellentmond ¢ — 1 érvényességének. O

7.5. Definicié. Legyen L egy elsdérendii nyelv, P pedig L£-ben nem szerepl6 reldcidjel. A
X (P) LU{P} mondathalmaz implicit definidlja P-t, ha %(P) minden modelljének L-reduktuma
legfeljebb egyféleképpen terjeszthetd ki X.(P) modelljévé. (Mésszovalha ( M, R ) és ( M, R")
Y. (P) modelljei, akkor R = R’; avagy: (P) UX(P’) |= Vx(P(x) <+ P'(x)),ahol P’ ¢ L P-vel
azonos aritasu reldcigjel, és X(P’) az az £ U { P’} mondathalmaz, amit gy kapunk X(P)-
bél, hogy annak minden elemében P 6sszes el6forduldsat P'-re cseréljiik.)

Y.(P) explicit definidlja P-t, ha van olyan 6(xy, ..., x,) L-formula, amire

Y(P) EVxq...Vau(P(x1,...,x0) <> 0(x1,...,x4)).
7.6. Tétel (Beth). X(P) implicit definidlja P-t pontosan akkor, ha explicit definidlja P-t.

Biz. (<) Trv.:: ha £(P) |= Vx1...Vx,(P(xq1,...,xn) <> 0(x1,...,x4)) és (M,R) = Z(P),
akkor R = 6M.
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(=) Tfh. Z(P) implicit defi P-t. (Amn. P unér reldciéjel.) Legyen c Gj konstansjel. Akkor
L(P)UX(P) E Vx(P(x) — P'(x)) miatt X(P) UX(P’) = P(c) — P'(c), a kompaktsdg
miatt tehat T UT” = P(c) — P'(c) valamilyen T C,, X(P) és T’ C,, %(P’) -re. Legyen
p(P) = A{9(P): ¢(P) € T vagy ¢(P') € T"}.
Akkor p(P) Ap(P") = P(c) — P'(c) (mert p(P) Ap(P') ETUTY), azaz
$(P) AP(c) = 9(P') = P'(c).
Craig miatt tehdt van 0(c) £ U {c}-mondat, amire

1) p(P) AP(c) = 6(c)

2

es

0(c) = (P') — P'(c).

Utébbibol viszont

(2) 0(c) = p(P) = P(c)

kovetkezik, mert P és P/ nem fordulnak el 0(c)-ben. (1) és (2)-b&l viszont
(3) P(P) = P(c) < 0(c).

Node X(P) = ¢(P), mert ha ¢(P) a (P) egy éselenddje, akkor ¢(P) € T C X(P) és igy
Y(P) E ¢(P), vagy ¢(P’) € T C %(P'), kovképp L(P') = ¢(P’') és ezért X(P) = ¢(P).
Tehat (3) miatt %(P) = P(c) <> 6(c), és mivel ¢ nem fordul elé X(P)-ben, ebbsl £(P) =
Vx(P(x) <> 6(x))-et kapjuk. O

7.7. Tétel. Nincs olyan els6rendfi mondat az £ = {min, max, <} nyelven, aminek a véges modell-
jei éppen a pdratlan elemszdmui linedrisan rendezett struktiirdk.

Biz. Minden n € w-ralegyen A, = (2n+1,0,2n,<), B, = (2n+2,0,2n+ 1, <) ahol <
természetes szdmok szokdsos rendezésének megszoritdsa. Azt fogjuk beldtni, hogy min-
den ¢ € £ mondat ami igaz az Osszes pdratlan linearisan rendezett modellben, igaz egy
péros linedrisan rendezett modellben is. Ehhez viszont elég egy olyan U ultrafiltert ta-
lalni w-n, amire [TA,/U = []B,/U, mert akkor ha ¢ igaz az Osszes paratlan linedri-
san rendezett modellben, akkor speciel A,-ben is minden n-re, a Los lemma miatt tehat
[1B,/U =T1].A,/U-ben is, tehét ismét csak a Los lemma miatt U-nyi sok By,-ben is.
Legyen U tetsz6leges nem-principalis ultrafilter w-n. Hogy fog kinézni A = [T A, /U és
B =T1B,/U? Azbiztos, hogy linedris rendezések lesznek legkisebb és legnagyobb elemek-
kel, mert A;-ek és B,,-ek mind ilyenek, és ezek L-ben leirhat6 tulajdonsdgok. Ugyanezért az
is igaz lesz A-ban és B-ben , hogy max ill. max® kivételével minden elemnek van kozvet-
len rédkovetkezdje és min“ ill. min® kivételével minden elemnek van kézvetlen megel6zdje.
(Ezt direktben is konnyti latni.) Tehat mindkét ultraszorzat biztosan egy w-val kezdédik
és egy forditott w-val végzddik, és a kettd kozott valahdny Z van. Tehat elég lenne egy
izomorfizmust talalni .A’-b8l B’-be, ahol A’ A-nak az a részmodellje, amit agy kapunk .4-

bol, hogy elhagyjuk a ,fels, forditott w-t”, B’ pedig hasonl6an keletkezik B-bsl. A’ és B
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univerzuma tehat
A'={s/U:se[]A: ésmindennecwra {icw:s;=2i—n}¢U}

necw
B'={s/U:se [[B, ésmindennecwra {icw:s;=2i+1-n}¢U}
new

Legyen a azaz A’ — B’ fliggvény, ami minden s/U € A’-ts/U € B'-be kiild*. & j6ldefini-
alt és injektiv, mert [T A, C [] B, és s,z € [] A, pontosan akkor U-ekvivalensek [T A,-ben
ha U-ekvivalensek [ B,-ben. Az is viligos, hogy « rendezéstarté (merts/U <A z/U <=
{icw:si<z}el < s/U<F z/U)és hogy a(min?) = min?’.

Az van még hatra, hogy « sziirjektiv. Legyen s’/U € B’. Mivel s’ nem U-ekvivalens
maxB = (2i+1:i € w)-val, van olyan s’-vel U-ekvivalens s € [] B, amire igaz, hogy
s; < 2i+1mindeni € w-ra, azazhogys € [[A,. s/U =s'/U € B’ miatt

(1) {iel:s;=2i+1-n}¢U minden n € w-ra.
Kovetkezésképp
(2) {iel:s;=2i—n}¢U  mindenn € w-ra,

kilonben volnaolyann € w,amire{i € [:s5;, =2i+1—(n+1)} ={ic€l:s;=2i—n} €
U, ami ellentmond (1)-nek. (2) szerint tehat s/U € A’, és ezt « a B'-beli s/U = s'/U-ba
viszi. U

7.8. Kovetkezmény. A Beth tétel nem igaz véges modelleken: Van olyan L nyelv és %(P) C
L U {P} (P unér reldciéjel) formulahalmaz, ami a véges modellek korében implicit definidlja P-t
(vagyis L(P) UL(P) Ew Vx(P(x) + P'(x))), mégsincs olyan 6(x) € L amire £(P) o
Vx(P(x) <> 0(x)).

Biz. Legyen £ = {min, max, <}, ¢=, < linedris rendezés, amiben min a legkisebb, max
pedig a legnagyobb elem”,

P(P) = P(min) AVaVy(x <y A—-3Jz(x <zAz<y) — (P(x) < —=P(y))),

L (P) pedig a {¢, p(P)} mondathalmaz. X(P) modelljeiben tehét P a paratlan elemek hal-
mazét jeloli ki. Vildgos, hogy %(P) implicit definicié a véges modelleken.
Tegytik fel, hogy van 6(x) € L explicit definici6, azaz ¥.(P) =, Vx(P(x) <> 6(x)). Akkor

(1) @ A P(0) A 6(max) véges modelljei a paratlan elemszdmi linedrisan ren-
dezett struktarak,

ami ellentmond 7.7-nek.

(1) bizonyitasahoz tegyiik fel eloszor, hogy A paratlan elemszdmu linedrisan rendezett
struktura, és tartalmazza R az A pératlanodik elemeit. Akkor egyrészt (A, R) = ¢ A¢p(P),
tehdt (A, R) = Vx(P(x) < 6(x)), mésrészt (A, R) = P(max), tehat (A, R) = 6(max)
és (A,R) = ¢(6). Mivel R nem fordul el6 6-ban, ezekbdl kapjuk, hogy A = ¢ A ¢(6) A
6(max).

Forditva, ha A = ¢ A (0) A 6(max), akkor A nyilvan paratlan elemszamu linedrisan
rendezett struktira, mert A = 1() miatt 6(x)* az A paratlanodik elemeit tartalmazza. [

4Fz nem az identitds-fliggvény, mert tobb s-sel ekvivalens sorozat van [ | B;-ben mint [T A,-ben.
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7.9. Kovetkezmény. A Craig-interpoldcids tétel sem igaz véges modellek korében.

Biz. A Craig = Beth (7.6) bizonyitas egy olyan allitast (a kompaktsagi tételt) hasznalt, ami
nem igaz véges modellek korében. De véges implicit definiciékra a bizonyitds dtmegy kom-
paktsdg nélkiil is. Marpedig az 7.8-beli ellenpéldaban X (P) véges. O

7.10. Tétel. Ha A; (i € I) véges halmazok és minden n € w-ravani € I, hogy n < |A|, akkor van
olyan U ultrafilter I-n, hogy 2« < T A;/U.

Biz.n € w-ralegyen I, = {i € I : 2" < |A;] < 21}, éslegyen X, = I\ I,. Az
{Xn : n € w} halmaz véges metszet tulajdonsagd, mert minden k € w, ny,..., 1, € w-ra
van olyan m > max{ny, ..., ng}, hogy @ # I, C X,, N...N X,,, mert I,-ek diszjunktak, és
feltevés miatt Vn(Im > n)l,, # @. Legyen U egy X,-eket tartalmazo val6di ultrafilter I-n.
U egyetlen lényeges tulajdonsdga, hogy

(1) mindenk € w, ny,...,ny € wral,, U...Ul, ¢ U

mivel I, U...U I, komplementere X, N...N X, € U.

Ha i € I, akkor van pontosan egy n € w, hogy i € I,: legyen B; = "2, azaza {0,...,n —
1}-bdl a {0,1}-be képezé fiiggvények halmaza. Akkor |B;| = 2" < |A;|, tehét [T]B;/U| <
ITTA;/U|, vagyis kész vagyunk, ha sikeriil bedgyazni “’2-t [T B;/ U-ba.

s € “2-re legyen F(s) annak az f(s) € []; B; sorozatnak az U-ekvivalencia-osztédlya, amit
minden n € w-raési € I,-re az f(s); = s | n megkotés definidl. Ez j6 definicio, mert I,
(n € w) az I egy particidja. Azt kéne csak beldtni, hogy F injektiv. De ez rendben van, mert
ha s,z € “2 kiilonboznek, akkor van olyan N € w, hogy sy # zn, és akkor minden n > N-
reési € Iy-re f(s); # f(z);, kovetkezésképp {i e I: f(s); = f(z)i} ChU...UIn ¢ U((1)
miatt), azaz F(s) # F(z). O

7.11. Tétel. Nincs olyan elsrendii formula, ami a véges grifok koziil az dsszefiiggOket definidlja.

Biz. A technika ugyanaz lesz mint 7.7 bizonyitdsaban: vessziik 0sszefliggd, és nem Ossze-
fiiggd gréfok egy ultraszorzatat, és belatjuk réluk, hogy izomorfak.

Legyen C az a végtelen graf, ami ( Z, R ) kontinuum sok példényabdl all, ahol Rzw <=
|z —w| = 1. n € w-ralegyen A, a 2n elem kor, B, pedig két n-elemi kor diszjunkt unidja.
7.10 miatt (és mert [T A, /U| < |[Thcw Anl < 29) van olyan U ultrafilter w-n, hogy

(1) TTA/Ul = []B./Ul =2
Mindkét ultraszorzat izomorf C-vel, mert minden elemnek pontosan két szomszédja van és

egyikben sincsenek korok, vagyis mindkét ultraszorzat valahany ( Z, R ) anidja, mégpedig
(1) miatt kontinuum soké. U
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