Kalkulus 2, 12. hét
Fizikai alkalmazasok

I. Tegyiik fel, hogy a Fold egy végtelen kiterjedésli d vastagsdgu korong, melynek stirlisége p = 5500

%. Mekkora d esetén tapasztaljuk kozel a Foldhoz az a = 9,81 sz gravitaciés gyorsulast?

Utmutatds: A korong legyen a
V={(z,y,2) eR® | h< 2z < h+d}

tartomény, és az m tomegi test legyen az origéban. Ekkor a testre haté gravitaciés gyorsulds

h+d oo 27
= Gmpr — dpdrdz = 2rdGmp.
(r2 4 22)2
R 0 0
Vagyis
a
d= —— =~ 4256 km.
2 pC 56 km

II. Tegyiik fel, hogy egy R € RT sugarti gomb, melynek siirlisége a kozéppontjétol r € [0, R] tavolsdgra
p(r), ahol p € C([0,R],R"). Mekkora a gravitdciés gyorsulds a gomb felszinétél h € ]—R, o0
tavolsdgban (ahol a negativ tdvolsdg azt jelenti, hogy a gdmb belsejében van a test)?

Utmutatés: Olyan koordindtazast vélasztunk, melyben az integraldsi hatarok egyszertibbek, viszont
ilyenkor az integrdlandé fiiggvények bonyolultabbak. A gomb kozéppontja legyen az origéban, és az m tomegi
test legyen a (0,0, R+ h) pontban. Ekkor a testre hat6 gravitaciés gyorsulds (gombi koordindtarendszerben)

2r R =«

2 _
a:///Gmp(r) r*sin (R + h — rcos ) _dddrde.
5 r2sin® 9 + (R + h — r cos 9)?) ?

Az
/ sin¥(a — cos ¥) 40— 1—acos? ‘C
(sin2 9+ (a — cos 19)2) 2 a2v/1+ a2 — 2acos ¥

integrél felhaszndlasdval

27 R

ma:(Rciiwz)g//p(r)r2 <1+sgn (@71)>drdw

adddik.
A h > 0 esetben azt kapjuk, hogy
2r R w
a= R+h ///p(r)rQSinﬂdﬂdrdga,
00
ami masképp kifejezve
o GM
 (R+h)?¥
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ahol M a gomb 06ssztomege. Tehét ekkor is ugyanakkora a gravitdciés gyorsulds, mintha a gdmb Gsszes tomege
a kozéppontjaban lenne.
A —R < h < 0 esetben azt kapjuk, hogy

G 2w R+h =
a:m/ / /p(r)r2sin19dz9drdnp,
0 0 0
ami masképp kifejezve
0 GM,,
- (R+h)*’

ahol M} a test alatt 1év6 gomb Ossztomege. Tehdt ebben az esetben nem szamit, hogy a test felett még
mekkora gémbhéj taldlhato.

III. Tegyiik fel, hogy a kétdimenziés térben egymaéstol r tavolsidgra 1évé my és my tOomegi pontszerii

testek kozotti gravitacids erd

g Gmume

r
A kétdimenziés térben legyen egy R € RT sugart korlap siirlisége a kozéppontjatol r € [0, R)
tavolsdgra p(r), ahol p € C([0, R] ,RT). Mekkora a gravitdcids gyorsulés a korlap szélétél h € ]—R, oo]
téavolsdgban (ahol a negativ tdvolsdg azt jelenti, hogy a korlap belsejében van a test)?

Utmutatés: A h > 0 esetben azt kapjuk, hogy

L GM
T R+R

ahol M a korlap Ossztomege. Tehat ekkor is ugyanakkora a gravitaciés gyorsulds, mintha a korlap Osszes
tomege a kozéppontjaban lenne.
A —R < h < 0 esetben azt kapjuk, hogy
o— GMp,
R+h’
ahol M), a prébatest alatt 1évé korlap Ossztomege.

IV. Tekintsiink a hdromdimenziés térben egy p € RT siirfiségli R € RT sugart
v? +y? + 22 = RY z>0

félgdmbot. Hol nagyobb a gravitdcids gyorsulds, a (0,0,0) vagy a (0,0, R) pontban?

Utmutatéds: A (0,0,0) pontban a gravtidciés gyorsulds legyen ai, a (0,0, R) pontban pedig as. Az elsd
esetben legyen a
V ={(z,y,2) eR® | 2°+y* +2° = R, z>0}

halmaz a félgémb. Ekkor az origéban 1évé m tomegl testre haté gravitdcids erd

el

R 2w

maz///Gmpsinﬂcosﬂdcpdrdﬁ:ﬁGmpR,
00 0

vagyis a gravitdciés gyorsulds a (0, 0,0) pontban

ahol M a félgdmb Ossztomege.
A maésodik esetben legyen a

V:{(a@%z)GRS|302—&—g/2—|—(z—R)2:R27 z< R}
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halmaz a félgomb. Ekkor az origéban 1év6 m tomegl testre haté gravitdcids eré

™ R ™

4 cos®9 2T 2 2Rcos? 27w \/5
ma:/ / /Gmpsinﬁcos§d<pdrdq9+/ / /Gmpsinﬂcosﬂdnpdrdﬁ:27erpR (17?),

o 0 0o = 0 0

vagyis a gravitaciés gyorsulds a (0,0, 0) pontban

GM

(12:(37\/5)F

Tehat as > aq.

V. Az M € RT tomegli homogén (egyenletes siirliségli) test tehetetlenségi nyomatékdt egy rogzitett

tengely koriil a
®:p~/// f(@,y,2)dV
1%
M

kifejezés adja, ahol p a test sfirlisége (p = 7) és f(x,y,2) a test (x,y, z) koordindtdji pontjanak a
forgastengelytél vett tavolsdganak a négyzete. Igazoljuk, hogy
1. az M tomegli R sugaru gémbnél a kézépponton dtmend tengely esetén

2
©=-MR?
5
és a gombot érintd tengely esetén
0= gMRQ;

2. az M tomegl h magassagu R alapsugaru egyenes kipnal a kip szimmetriatengelye mentén fekvo
forgastengely esetén
3
O=—MR?
10

a kup cstcsan atmend, a szimmetriatengelyre meréleges tengely esetén

3 R?
=M= 2
o=2u (%)

a kup egy alkotdegyenese mint tengely esetén

3 R?

- M-
© 200 R%?+4h?

(R?+6h%).
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