Kalkulus 2, 11. hét
Integrdlasok sorrendjének felcserélése

1. Hatdrozzuk meg az aldbbi integralok értékét az integralas sorrendjének a felcserélésével!

1,1 1,1
1. / /Zycos(zQ)d:c dy 2. / / V1i+y3dydao,
0 Jy3 0 Jyz

1,1 1,1
3. / / ye ¥ dx dy 4. / / ysin(z?)dz dy
0 Jy? 0 Jy?
II. Legyen f : R? — R folytonos, korldtos fiiggvény. Cseréljiik fel az integralds sorrendjét!

1. /Ol/omf(:c,y)dy dz+/01/olmf($7y)dy dz
2. /()ﬁ/om2f<sc,y>dydz+/;/02f<sc,y>dydz+/24/04zf(say)dydz

3. /()ﬁ/OIZf(x,y)dy dx+/\;/02f($ay)dy dz

Teriiletszamitas és kettds integral

I. Teriiletszamitas.
1. Legyen c € Rt. Mekkora az xy = 1, 2y = 4, y = 22 és az y = cx? gorbék altal meghatirozott
korlatos tartomany teriilete?
2. Legyen R € RT, d € [0,2R]. Mekkora a T = {(z,y) € R?| 22 + y* < R?, (z — d)* + y> < R?}
tartomany teriilete?
o2

2
3. Legyen a,b € RT. Mekkora a T = {(a:, y) € R?| z_2 + 2 < 1} tartomdny tertilete?
a

4. Mekkora a T = {(z,y) € R?| 2° + y* < 1, 2? < y} tartomany teriilete?

II. Kettds integral.
Adott T'C R? halmaz és f : T — R folytonos fiiggvény esetén szamoljuk ki a / / f integralt!
T

1. Legyen T = {(:c,y) ER? | (x—1)24+9y2>1, (zx—2)2+9? < 4} és f(x,y) = ay.

2. Legyen a € R és T = {(z,y) € R? | 3t € [0,27] : = a(t — sint), 0 <y < a(l — cost)}, vala-
mint f(z,y) = y*.

3. A T halmaz a (0,0), (3,0), (2,1) és (1,1) pontok altal meghatdrozott trapéz és f(z,y) = 3z —y>.

1 2
4. AThalmazazz = 2,y = v ésazy = — gbrbék dltal hatdrolt korlatos tartomdny és f(z,y) = —.
€z Yy
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1
6. Legyen T = {(z,y) ER* | 2® +y* < 1, 2 > 0} és f(z,y) = e Y
7. Legyen T = {(z,y) ER? |4<2?+4?<9,0<2,0 <y} és f(z,y) = 22y,
2¢ +y
1

14 4/922 + &

5. Legyen T'= {(z,y) € R? | 2% + 9% < 1/2} és f(z,y) =

8. Legyen T = {(x,y) ER? |1 <4a” +4% <9, ng} és f(x,y) =

2
9. Legyen T = {(:c,y) € R? | 9x2+yz <1, xZO} és fx,y) =

Potencialszamitas

I. Potencidlszamitas.
Az alabbi v : R® — R3 vektormez6knek 1étezik-e (skaldr)potencidlja az adott V tartomdnyban, és ha
igen, hatarozzuk meg a potencidlt.

111
1. = —-. —. = — ]RB
v(z,y, 2) (xyz> V={(z,y,2) e R’| ,y,2 > 0}
2. v(r)=—  V=R3\{0}

2
il
3. v(z,y,2) = (y,2,0) V=R?

4. v(z,y,2) = (%,_—1,0) V:{(x,y,z)€R3|z7é0}

X

= —Y ° ={(z,y,2 3 &
5. U(z’y’z)((zy)Q’(xy)2’0) V={(z,y,2) eR*| z < y}

6. v(r,y,2)=W+z,2+z,2+y) V=R?

h h
7. v(z,y,z) = (C G ,C & ,2zIn(zy) - shz2) V =R3
€ Yy
8. w(z,y,2) = (2ve¥* —zsin(zz), 22° ¥ 4y, ya® ¥ —x cos(zz)) V=R3
_ Y x _ 3
9. v(z,y,2) = m,m,o) V =R\ {0}

Gauss—Osztrogradszkij-tétel és Stokes-tétel

I. Az ismert integraltételek segitségével oldjuk meg az alabbi feladatokat.
1. Legyen F a z = 4 — 22 — g2 felillet z > 0 része, és az n normdlis vektordra teljesiiljon az
(n,(0,0,1)) > 0 egyenlet. Tovabba legyen

v:R* = R3 (2,y,2) = (z2°, 2y, y2?)
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Hatarozzuk meg az / / rotv d I integral értékét.

2. Szamoljuk ki a
v:R® = R3 (z,y,2) — (2°,9°,2°)
vektormezd fluxusat a 922 = 22 + y?, z = 1 egyenletek 4ltal meghatdrozott kipfeliileten, ha a
feliilet normalisat kifele iranyitjuk.
3. Legyen
v:R? > R3 (x,y,2) — (x,y, —22),
és legyen F az y = x? + 422 paraboloid 0 < y < 4 része (n, (0,1,0))) > 0 irdnyitassal, ahol n a
feliilet normalvektora. Hatarozzuk meg az v d F integral értékét.
F

4. Legyen v(z,y,z) = (x +e¥’sinz cosashz + y2,0) és F az 22 +y? + 22 = R? gémb z > 0 része.

Hatarozzuk meg az // v d F' integral értékét.

5. Legyen v(z,y,z) = (m v’ sinz cosashz + y2,z) és F az 22 +y? + 22 = R? gdmb 2z > 0 része.

Hatarozzuk meg az // v d F' integral értékét.

II. Keressiik meg a hibat az alabbi gondolatmenetekben.
1. Legyen v egy nyugvd ponttoltés elektromos tere, vagyis
r
v:R3\ {0} - R? T —.
il
Mivel divv = 0 ezért az R sugaru nulla koézépponti gombre integralva a div v fiiggvényt nullat
kapunk. Az R sugart gémbhéjra vett integrélja a v vektormezdének viszont 47w. Azonban 0 # 47!
2. Legyen v egy egyenarammal atjart végtelen hosszi egyenes vezeté magneses tere, vagyis
1
v:R*\ ((0,0) x R) — R3 (z1, 22, 73) = ——=(—T2,1,0).
2 2
r] + x5

Ekkor rotv = 0, vagyis az x3 = 0 sikban a nulla kozépponti R sugart korlapra integralva a
rotv figgvényt nullat kapunk. Az elébbi kor hatdaran vett integrédlja a v vektormezonek viszont
27. Azonban 0 # 27!

ITI. Green-formuldk.
Legyen V C R3 kompakt, regularis hatdrd halmaz és u1,us € C?(V,R). Ekkor

///UlAUQ + (graduy, grad uz) d py = //u1 grad us d pov
///UlAUQ —ugAug dpy = // uy grad ug — ug grad ug d pav

teljestil, amit aszimmetrikus, illetve szimmetrikus Green-formuldnak neveziink.

Szamoljuk ki a Green-formulék jobb illetve bal oldalan all6 mennyiségeket az alabbi esetekben.
1. Legyen V az origé kériili R sugart gomb, uy (r) = ||r]|* és ua(r) = In ||r|.
2. Legyen V az origé koriili R sugart gémb, u1 (r) = (a,r)?, ahol a € R3, és uy(r) = In ||7||.
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