
Kalkulus 2, 7. hét

Differenciálható függvények

IGy . Differenciálhatók-e az alábbi R2 → R függvények a (0, 0) pontban?

1. f(x, y) =







x3 + y3

x2 + y2
, ha (x, y) 6= (0, 0);

0, ha (x, y) = (0, 0).

2. f(x, y) =







x2y2 arctg

(

1

x

)

, ha x 6= 0;

0, ha x = 0.

3. f(x, y)







(x+ 3)y2

x2 + 2y2
, ha (x, y) 6= (0, 0);

1, ha (x, y) = (0, 0).

4. f(x, y) =
√

2x2 + 3y2

Gradiens, divergencia és rotáció

IGy . Vizsgáljuk az f, g : R2 → R

f(x, y) = 3y + exy
2 −2y arctg

x

y2 + 1
g(x, y) = (3x2 + 1)2y

3

függvényeket az a = (0, 1) pontban.

1. Számoljuk ki az
(

(D f)(a)
)

(x, y) és a
(

(D g)(a)
)

(x, y) értéket!

2. Adjuk meg a (grad f)(a) és a (grad g)(a) vektort.

3. Legyen e ∈ R
2 olyan egységvektor, mely párhuzamos a (2,−7) vektorral. Számoljuk ki az f és

g függvény e iránymenti deriváltját az a pontban.

IIGy . Határozzuk meg, hogy mely irányhoz tartozik az f : R2 → R függvény legnagyobb iránymenti
deriváltja a a ∈ R

2 pontban, ha

1. f(x, y) =
y3

e2x+1
és a =

(

−1

2
, 1

)

;

2. f(x, y) = x2 − xy + y2 és a = (1, 1).

IIIA . Legyen

f : R3 → R (x1, x2, x3) 7→ x1x
2
2x

3
3.

1. Számoljuk ki az f függvény gradiensét az a = (3, 2, 1) ∈ R
3 pontban.

2. Adjuk meg a gradf : R3 → R
3 függvényt.

3. Számoljuk ki az ∆f függvényt.
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IVA . Igazoljuk, hogy az

u : R3 \ {(0, 0, 0)} → R (x, y, z) 7→ 1
√

x2 + y2 + z2

függvényre ∆u = 0 teljesül!

VGy . Számoljuk ki az alábbi mennyiségeket, ahol r az R
3 → R

3 identitásfüggvény, ‖·‖ az euklidészi
norma az R

3 téren és f ∈ C2(R,R).

1. grad log ‖r‖3 2. grad ‖r‖5 3. gradf(‖r‖)
4. div(‖r‖ · grad log ‖r‖3) 5. div grad ‖r‖5 6. div gradf(‖r‖)

VIA . Igazoljuk az alábbi azonosságokat!

1. Ha U1, U2 ∈ C2(R3,R) és c ∈ R akkor

grad(U1 + U2) = gradU1 + gradU2

grad(cU1) = c gradU1

grad(U1U2) = U1 gradU2 + U2 gradU1.

2. Ha U ∈ C2(R3,R), V1, V2 ∈ C2(R3,R3) és c ∈ R akkor

div(V1 + V2) = div V1 + divV2

div(cV1) = c div V1

div(UV1) = U div V1 + 〈V1, gradU〉 .

3. Ha U ∈ C2(R3,R), V1, V2 ∈ C2(R3,R3) és c ∈ R akkor

rot(V1 + V2) = rotV1 + rotV2

rot(cV1) = c rotV1

rot(UV1) = U rotV1 + (gradU)× V1.

VIIA . Legyen U ∈ C2(R3,R), V ∈ C2(R3,R3). Mutassuk meg, hogy div rotV = 0 és rot gradU = 0.

VIIIA . Legyen V ∈ C2(R3,R3), a V = (V1, V2, V3) komponensekkel és legyen ∆V = (∆V1,∆V2,∆V3).
Mutassuk meg, hogy

rot rotV = graddiv V −∆V

teljesül.

Láncszabály

IGy . Legyen f(t) =

(

t2 − t,
1

1 + t2
, et
)

, g(x, y, z) = x2y − z és t0 = 1. Határozzuk meg a g ◦ f és

a f ◦ g függvény deriváltját a t0 pontban a közvetett függvény deriválási szabálya alapján, valamint
közvetlen számolással.
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IIA . Legyen f : R3 → R és x, y, z : R → R differenciálható függvény. Mutassuk meg, hogy

d f(x(t), y(t), z(t))

d t
=

∂f(x, y, z)

∂x
· dx(t)

d t
+

∂f(x, y, z)

∂y
· d y(t)

d t
+

∂f(x, y, z)

∂z
· d z(t)

d t

teljesül.

IIIA . Laplace-operátor polárkoordinátákkal.
Legyen G = R

2 \
{

(x, 0) ∈ R
2| x ≤ 0

}

és H = R
+ × ]−π, π[, valamint a polárkoordinátázás legyen

P : H → G, P (r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

1. Igazoljuk, hogy P differenciálható.

2. Mutassuk meg, hogy Q : G → H , Q(x, y) =

(

√

x2 + y2, (sgn y) arccos x√
x2+y2

)

a P inverze,

valamint, hogy Q differenciálható.

3. Mutassuk meg, hogy ha f ∈ C2(H,R), akkor

∂(f ◦Q)(x, y)

∂x
= cosϕ

∂f(r, ϕ)

∂r
− sinϕ

r

∂f(r, ϕ)

∂ϕ

∂(f ◦Q)(x, y)

∂y
= sinϕ

∂f(r, ϕ)

∂r
+

cosϕ

r

∂f(r, ϕ)

∂ϕ
.

4. Mutassuk meg, hogy ha f ∈ C2(H,R), akkor

(∆f)(r, ϕ) =

[

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

]

f(r, φ).

IVA . Laplace-operátor gömbi koordinátákkal.
Legyen G = R

3 \
{

(x, 0, z) ∈ R
3| x ≤ 0

}

és H = R
+× ]0, π[× ]−π, π[, valamint a gömbi koordinátázás

legyen P : H → G, P (r, ϑ, ϕ) = (r sinϑ cosϕ, r sinϑ sinϕ, r cosϑ).

1. Igazoljuk, hogy P differenciálható.

2. Mutassuk meg, hogy Q : G → H ,

Q(x, y) =

(

√

x2 + y2 + z2, arccos
z

√

x2 + y2 + z2
, (sgn y) arccos

x
√

x2 + y2

)

a P inverze, valamint, hogy Q differenciálható.

3. Mutassuk meg, hogy ha f ∈ C2(H,R), akkor

∂(f ◦Q)(x, y, z)

∂x
= sinϑ cosϕ

∂f(r, ϑ, ϕ)

∂r
+

cosϑ cosϕ

r

∂f(r, ϕ, ϕ)

∂ϑ
− sinϕ

r sinϑ

∂f(r, ϕ, ϕ)

∂ϕ

∂(f ◦Q)(x, y, z)

∂y
= sinϑ sinϕ

∂f(r, ϑ, ϕ)

∂r
+

cosϑ sinϕ

r

∂f(r, ϕ, ϕ)

∂ϑ
+

cosϕ

r sinϑ

∂f(r, ϕ, ϕ)

∂ϕ

∂(f ◦Q)(x, y, z)

∂z
= cosϑ

∂f(r, ϑ, ϕ)

∂r
− sinϑ

r

∂f(r, ϕ, ϕ)

∂ϑ
.

4. Mutassuk meg, hogy ha f ∈ C2(H,R), akkor

(∆f)(r, ϑ, ϕ) =

[

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2

(

∂2

∂ϑ2
+ ctg ϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)]

f(r, ϑ, ϕ).
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VA . Mutassuk meg, hogy a Laplace-egyenlet invariáns az inverzióra. Legyen Φ ∈ C2(R3 \
{(0, 0, 0)} ,R), amit gömbi koordinátarendszerben Φ(r, ϑ, ϕ) alakban ı́runk fel. Igazoljuk, hogy ha

∆Φ = 0, akkor a Ψ(r, ϑ, ϕ) =
R

r
Φ

(

R2

r
, ϑ, ϕ

)

függvényre is teljesül a ∆Ψ = 0 egyenlet, tetszőleges

R ∈ R
+ paraméter mellett.
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