Kalkulus 2, 7. hét
Differencialhaté fiiggvények

16y . Differencidlhaték-e az alabbi R? — R fiiggvények a (0,0) pontban?

23 +y )
m7 ha  (z,y) # (0,0);
0, ha (z,y) = (0,0).
1
=%y arctg< >, ha x # 0;
ha z=0.
(z +3)y*

3. f(:c y) $2 +2y ha (SC,y) 7£ (0,0),
L ha (z,y) = (0,0).

4. f(x,y) = V222 + 3y2

Gradiens, divergencia és rotacio

Y . Vizsgéljuk az f,g: R? = R
f(xv y) = 3y + exyz —2y a,I‘Ctg ﬁ g(:c7 y) — (31.2 + 1)2'9

fiiggvényeket az a = (0, 1) pontban.
1. Szémoljuk ki az ((D f)(a))(z,y) és a ((Dg)(a))(z,y) értéket!
2. Adjuk meg a (grad f)(a) és a (grad g)(a) vektort.

3. Legyen e € R? olyan egységvektor, mely parhuzamos a (2, —7) vektorral. Szamoljuk ki az f és
g figgvény e irdanymenti derivaltjit az a pontban.

Iy . Hatarozzuk meg, hogy mely irdnyhoz tartozik az f : R? — R fiiggvény legnagyobb irdnymenti
derivaltja a a € R? pontban, ha

3

~ Y ka1

L. f(x,y)—mesa— (_531)7
2. f(z,y) =2 —ay+y* ésa=(1,1).

IIIA . Legyen
fR*=R (z1, T2, 73) > 117575,

1. Szamoljuk ki az f fiiggvény gradiensét az a = (3,2,1) € R® pontban.
2. Adjuk meg a grad f : R® — R? fiiggvényt.
3. Szamoljuk ki az Af fliggvényt.
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IVA | Igazoljuk, hogy az
1

u:R? 0,0,0)} = R T,Y,2) » —
\ {( )} (2,9, 2) Rttt
fiiggvényre Au = 0 teljesiil!

V& . Szamoljuk ki az aldbbi mennyiségeket, ahol r az R? — R? identitasfiiggvény, ||-|| az euklidészi
norma az R3 téren és f € C?(R, R).

1. gradlog |r|? 2. grad|lr| 3. grad f(|r])
4. div(||r]| - gradlog||r|?) 5. divgrad|r|® 6. divgrad f(||r])

VI# . Igazoljuk az aldbbi azonossigokat!
1. Ha Uy, Us € C%(R3,R) és ¢ € R akkor

grad(U; + Us) = grad Uy + grad Us
grad(cUy) = cgrad Uy
grad(UlUg) = U1 grad UQ + UQ grad Ul.
2. Ha U € C?(R3,R), V1, Va € C?(R3,R3) és ¢ € R akkor

div(Vi + V) =divVy + div Vs
div(cVy) = edivVy
div(UV1) = Udiv Vi + (Vi, grad U).
3. HaU € C*(R3 R), Vi, Vo € C*(R?,R?) és ¢ € R akkor

rot(Vq + Vo) = rot Vi +rot Vs
rot(cV1) = crot V3
rot(UV1) = Urot Vi + (gradU) x V4.

VIIA | Legyen U € C%(R3 R), V € C?(R3,R3). Mutassuk meg, hogy divrot V = 0 és rot grad U = 0.

VIII? . Legyen V € C%(R3,R3),a V = (V1, Vi, V3) komponensekkel és legyen AV = (AVy, AV,, AV3).
Mutassuk meg, hogy
rotrot V = graddivV — AV

teljesiil.

Lancszabaly

1
IV .| Legyen f(t) = <t2 —t, 1—|——t2’et)’ g(w,y,2) = 2%y — 2 és tg = 1. Hatdrozzuk meg a go f és

a f o g fuggvény derivéltjat a ¢ty pontban a kozvetett fiiggvény derivédlasi szabalya alapjan, valamint
kozvetlen szamoldssal.
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II* . Legyen f:R?> — R és x,7, 2 : R — R differencialhaté fiiggvény. Mutassuk meg, hogy
df(t),y(t),2(t)) _ 0f(x.y.z) dat)  Of(x.y.2) dylt) & Of(z.y,2) da(t)

dt ox dt oy dt 0z dt

teljesiil.

IITA . Laplace-operéator polarkoordinatakkal.
Legyen G = R? \ {(z,0) € R?| 2 <0} és H = R x |—m, x|, valamint a poldrkoordindtdzds legyen
P:H — G, P(r,p) = (rcosp,rsing).

1. Igazoljuk, hogy P differencidlhaté.

2. Mutassuk meg, hogy @ : G — H, Q(z,y) = <\/z2 + y2, (sgny) arccos \/xny?) a P inverze,
valamint, hogy @ differencidlhato.
3. Mutassuk meg, hogy ha f € C?(H,R), akkor

IfoQ)(z,y) of(r,p)  sinp df(r,¢)
or Ty o r dy

ofoQ)x,y) . Of(r,p)  cospdf(r,e)

T Sy or + r dp

4. Mutassuk meg, hogy ha f € C?(H,R), akkor

2 10 1 02

(Af)(r, ) = ﬁ—’—;a—’—ﬁa—wg f(r, ).

IVA . Laplace-operator gombi koordinatékkal.
Legyen G = R3\ {(z,0,2) € R?| 2 <0} és H = RT x]0, 7[ x |-, 7], valamint a gémbi koordindtazas
legyen P: H — G, P(r,9, ) = (rsin® cos p, r sin ¥ sin ¢, r cos ).

1. Igazoljuk, hogy P differencidlhato.

2. Mutassuk meg, hogy Q : G — H,

Q(z,y) = | Va2 + y? + 22, arccos ;, (sgny) arccos N
/x2+y2+22 /x2+y2

a P inverze, valamint, hogy @ differencidlhaté.
3. Mutassuk meg, hogy ha f € C?(H,R), akkor

foQ)(x,y,2)

f(r,9,p) n coscos Of(r,p,0)  sinp Af(r, ¢, )

ox = sindcosp or r o " rsind dy
fo@)(wy,2) . . Of(r,d,p) cosdsingdf(r,p,p)  cosp If(r, e, )

dy = sindsing or + r o rsin ¢ Oy
ofoQry) _ 0f(r0.0)  sind 9f(r,0.9)

0z or T oy

4. Mutassuk meg, hogy ha f € C?(H,R), akkor

9% 290 1((’)2 0 1 02

AN ) = |+ 28 (L etg L L 9, ¢).
@000 = |+ 250+ 5 (g + ey + g )| 10 00)
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VA . Mutassuk meg, hogy a Laplace-egyenlet invaridns az inverziéra. Legyen ® € C2(R?\
{(0,0,0)},R), amit gémbi koordindtarendszerben ®(r, 9, ¢) alakban frunk fel. Igazoljuk, hogy ha

R_ [ R?
A® =0, akkor a U(r,d,¢) = —® (—, 9, ga) fiiggvényre is teljesiil a AW = 0 egyenlet, tetszbleges
r r

R € R™ paraméter mellett.
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