
Kalkulus 2, 4. hét

Függvénysorozatok és függvénysorok egyenletes konvergenciája

IGy . Vizsgáljuk meg, hogy az alábbi függvénysorok egyenletesen konvergensek-e a konvergenciatar-
tományon.
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IIA . Legyen a, b ∈ R, a < b és minden n ∈ N esetén legyen fn : [a, b] → R olyan monoton függvény,

melyre a
∑
n∈N
|fn(a)| és a

∑
n∈N
|fn(b)| sor konvergens. Igazoljuk, hogy ekkor a

∑
n∈N

fn függvénysor

abszolút- és egyenletesen konvergens.

IIIA . Minden n ∈ N esetén legyen fn ∈ C(R,R). Mutassuk meg, hogy az (fn)n∈N függvénysorozat
egyenletesen konvergens a Q halmazon, akkor egyenletesen konvergens az egész R halmazon is.

IVGy . Legyen f ∈ C([0, 1] ,R), valamint minden n ∈ N esetén legyen

fn : [0, 1]→ R x 7→ 1
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Határozzuk meg a lim
n→∞

fn pontokénti határfüggvényt és mutassuk meg, hogy az (fn)n∈N egyenletesen

konvergál a pontokénti határfüggvényhez.

VA . Legyen I ⊆ R és minden n ∈ N esetén legyen fn ∈ C(I,R) olyan, melyre a

∞∑
n=1

fn függvénysor

egyenletesen konvergens az I halmazon. Igazoljuk, hogy ekkor az (fn)n∈N függvénysorozat egyenlete-
sen konvergens.

VIH ∗∗. Legyen I ⊆ R és minden n ∈ N esetén legyen fn ∈ C(I,R). Mutassuk meg, hogy a

∞∑
n=1

|fn|

függvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens a I halmazon, ha a

∞∑
n=1

fn függvénysor minden

átrendezettje egyenletesen konvergens a I halmazon.
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Függvénysorozatok, függvénysorok és hatványsorok integrálása és deriválása

IGy . Igazoljuk, hogy

1. a

∞∑
n=1
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xn hatványsor egyenletesen konvergens a [−8, 9] halmazon;

2. a
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x2n hatványsor egyenletesen konvergens a [−3, 3] halmazon.

IIGy . Igazoljuk a függvénysorok deriváltjára kapott kifejezéseket!
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IIIGy . Minden n ∈ N és x ∈ R esetén legyen

fn(x) =

n∑
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arctg(kx)

2k−1
és gn(x) =
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arctg 1−x
k
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.

Legyen f = lim
n→∞

fn és g = lim
n→∞

gn. Határozzuk meg az f ′(0) és a g′(1) értékét.

IVGy . Határozzuk meg az alábbi határértékeket.
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VA . Tekintsük a
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2n+ 1
hatványsort.

1. Mutassuk meg, hogy a hatványsor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon.

2. Igazoljuk, hogy
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3. Igazoljuk, hogy
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VIH . Mutassuk meg, hogy minden n, k ∈ N természetes számra∫ 1
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teljesül, vagyis speciálisan minden n ∈ N esetén
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