Kalkulus 2, 4. hét
Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok egyenletes konvergenciaja

IS | Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi fiiggvénysorok egyenletesen konvergensek-e a konvergenciatar-
tomanyon.

LY ate 2. Y (7) 3.3~
n=1 n=1 n n:ln
= nx ad 2z > T
4. one 5. Z arctg PR 6. Z sin (ﬁ + mr)
n=1 n=1 n=1

I . Legyen a,b € R, a < b és minden n € N esetén legyen f, : [a,b] — R olyan monoton fiiggvény,

melyre a Z |fn(a)] és a Z | fn(b)] sor konvergens. Igazoljuk, hogy ekkor a Z fn figgvénysor

neN neN neN
abszolut- és egyenletesen konvergens.

114 . Minden n € N esetén legyen f,, € C(R,R). Mutassuk meg, hogy az (f,)nen fiiggvénysorozat
egyenletesen konvergens a Q halmazon, akkor egyenletesen konvergens az egész R halmazon is.

IVYY . Legyen f € C([0,1],R), valamint minden n € N esetén legyen

1 < r+k
n s ]0,1 R .
fn:[0,1] — :E'_}n—i—lkz_()f(n—i—l)

Hatarozzuk meg a lim f,, pontokénti hatérfiiggvényt és mutassuk meg, hogy az (f,,)nen egyenletesen
n—oo

konvergal a pontokénti hatarfiiggvényhez.

VA | Legyen I C R és minden n € N esetén legyen f,, € C(I,R) olyan, melyre a Z fn fliggvénysor
n=1

egyenletesen konvergens az I halmazon. Igazoljuk, hogy ekkor az (f,,)nen fliggvénysorozat egyenlete-

sen konvergens.

VI? ** Legyen I C R és minden n € N esetén legyen f,, € C(I,R). Mutassuk meg, hogy a Z | fnl

n=1
[eS)

fliggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens a I halmazon, ha a Z frn figgvénysor minden

n=1
atrendezettje egyenletesen konvergens a I halmazon.
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Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok és hatvanysorok integralasa és derivalasa

IGY | Igazoljuk, hogy
="
n9”

(_1)77,

n9n
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2" hatvénysor egyenletesen konvergens a [—8, 9] halmazon;

n=1

N
V]
hE

22" hatvénysor egyenletesen konvergens a [—3, 3] halmazon.
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1S | Igazoljuk a fiiggvénysorok derivaltjara kapott kifejezéseket!
d s x = k2
qz (Z arctg kz) =) g
k=1 k=1
d 2.1 ha? <1 ke
— —e "t =2 —e
dw ( 3 ! kz_:l 2

k=1

II1SY . Minden n € N és = € R esetén legyen

n

arctg(kx) " arctg 17
fale) = Z o1 gn(z) = le .
k=0 k=0

Legyen f = nh_)ngo fnés g= nh_}rr;o gn- Hatdrozzuk meg az f'(0) és a ¢'(1) értékét.

IVSY | Hatarozzuk meg az aldbbi hatérértékeket.

27 1
. arctg n®x? . x"
lim ——— dx lim — dzx
n— o0 x + \/ﬁ n— 00 enc
0 0
A s l.2n+1
V& . Tekintsiik a 1" hatvanysort.
nz_:o( ) g1 hatvény

1. Mutassuk meg, hogy a hatvénysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon.

oo
_1)n
2. Igazoljuk, hogy Z 2(71 _’_) 1= 1 (Segitség: % = arctan1.)
n=0
: - 1) 7 —1In4 ., m—1In4 !
3. Igazoljuk, hogy Z on +(1)()2n 5 = T (Segitség: 1 = /0 arctan.)
n=0

VIH | Mutassuk meg, hogy minden n, k € N természetes szdmra

1
k!
n k . k
/0 2" log"x dx = (1) Ay

1 !
n!
teljesiil, vagyis specidlisan minden n € N esetén / (—zlogz)" dx = (
0

igazoljuk, hogy

o0

/1 1 1 1
— dz = .
0 IT* n"

n=1
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. Majd ezek alapjan



