Kalkulus 2, 1. hét

Nyilt, zart és kompakt halmazok metrikus téren
I . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen A, B C M. Mutassuk meg, hogy ekkor AU B = AU B és
Int (AN B) = (Int A) N (Int B) teljesiil.

A . Legyen (M,d) metrikus tér és legyen (E;);c; az M részhalmazainak tetszOleges rendszere.
Bizonyitsuk be a kévetkezoket.
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IITA . Legyen f : R — R szigoriian monoton fiiggvény. Igazoljuk, hogy ekkor
GRXRSRE (0,9) - /(@) - f()]
metrika.
IVSY | Tekintsiik a valés szamok halmazén a
d:RxR— R} (z,y) — |27 — 2Y|
metrikdt. Adjuk meg a B;1(0) és a B2(1) halmaz elemeit.

VA | Tekintsiik az M halmazon a d diszkrét metrikét, azaz

1, ha z#y;

d: M x M —Rf (x,y)|—>{0 ha z—y.

1. Mutassuk meg, hogy az M minden részhalmaza nyilt és zért halmaz.
2. Adjuk meg az M tér kompakt részhalmazait.

VI®Y . Definidljuk az alabbi leképezéseket.

di:RxR—R (x,y) — |arctgxz — arctgy|
dy:RxR—R (x,y) — |e® — €Y

Mutassuk meg, hogy (R,d;) és (R, d3) nem teljes metrikus terek.

VITA . Legyen n € Nt és py,py € [0,00]. Mutassuk meg, hogy az R™ téren a dp, és dp, metrikdk
ekvivalensek.
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VIII* . Legyen (M,d) metrikus tér. Igazoljuk, hogy az aldbbi d; : M x M — Rt (i = 1,2,3)
fliggvények is metrikat hataroznak meg.

d(z,y)

m d3(z,y) = log(d(z,y) + 1)

dy(x,y) = min(d(z,y),1)  da(z,y) =

IXA . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen f: RT — R* olyan fiiggvény, melyre
1. f(0) =0 és minden z > 0 esetén f(x) > 0;
2. f monoton névo;
3. minden z,y € R esetén f(z +y) < f(z) + f(y).

Mutassuk meg, hogy ekkor (M, f o d) is metrikus tér.

XA . Legyen M a sakktabla mezdinek halmaza. Az z,y € M mez8k kézotti d(x,y) tavolsag legyen
az a legkisebb n természetes szam, melyre igaz, hogy az x mez6rdl indulva n lépésben el tudunk jutni
az y mezore 161épésben.

1. Adjuk meg a d(Al, B1), d(Al, B2) és d(D4, E5) tévolsigokat.

2. Mik lesznek a By(C3) és a B3(H8) halmaz elemei?

XIS . Igazoljuk, hogy metrikus téren véges sok kompakt halmaz uniéja kompakt, valamint, hogy
kompakt halmazok tetszéleges rendszerének a metszete is kompakt.

XIITA . Mutassuk meg, hogy teljes metrikus tér minden zart részhalmaza teljes.
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R™ topoldgidja

1Y . Adjuk meg az aldbbi halmazok belsé, torlédasi, hatér és izolalt pontjait, valamint a lezartjat és
a belsejét.

1. {(1 1>| neN+}u]3,4]x{o}
2. {(z,y) eR?|0<z, 0<y<2a?}

1
3. {(z,y) ER}0<xz <1, y=sin— }
x

1
4. {zy )ER?| 0 <z, y<sin— }
x

5 {(z,y) eR?| 2® +4y> < 16, 0 <z, 0 <y}

IISY | Legyen n € NT és k € NT, k < n. Bizonyitsuk be, hogy
a.) aprg:R" = R, pry(z1,...,z,) =z projekcid fliggvény folytonos;
b.) minden U C R™ nyilt halmaz esetén pr;(U) C R nyilt halmaz.

IIISY . A folytonossag topologikus jellemzésével igazoljuk, hogy
a.) a {(z,y) € R?*| 0 <y, 2* +y* < 1} halmaz nyil;
b.) a {(z, y, JER? | 0<z, 0<y, 0<z<e"¥} halmaz zdrt;
c.) a {(z,2%) € R?| z € R} halmaz zdrt;
d.) a{(z,y) JER 1<z +y<3, —1 < 2 < 2} halmaz nyilt.

IVSY | Legyen Ki, Ko C R kompakt halmaz. Mutassuk meg, hogy ekkor K; x Ky C R? is kompakt
halmaz.

V& | Igazoljuk, hogy Q x Q = R2,

R™ értékii sorozat hatarérték

IGY . Tekintsiik az R? teret az euklidészi (dy) metrikdval. Hatarozzuk meg az alabbi hatéarértékeket
ebben a térben, ha azok léteznek.

22 —1 1
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