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Komplex függvénytan

A vastag betűvel szedett tételek bizonýıtását tudni kell!

1. Komplex függvény deriváltja. Komplex függvény differenciálhatósága és komplex
függvény deriváltja. A differenciálhatóság jellemzése a Cauchy–Riemann-egyen-
letekkel. Holomorf, reguláris és harmonikus függvény. Szakaszonként folytonosan dif-
ferenciálható görbe és folytonos komplex függvény görbementi integrálja. A görbementi
integrál tulajdonságai.

2. Elemi integráltételek és az indexfüggvény. Newton–Leibniz-tétel. Goursat-lemma.
Függvény primit́ıv függvénye. Görbe indexfüggvénye. A körvonal indexfüggvénye. Az
indexfüggvény tulajdonságai.

3. Cauchy-tételei. Kontúrhomotóp görbék. A komplex számśık egyszeresen összefüggő
részhalmazai. Cauchy-integráltétele és integrálformulái. Folytonos függvény görbe
szerinti Cauchy-transzformáltja.

4. Taylor-sorfejtés. A Cauchy-transzformált tulajdonságai. Holomorf függvény
Taylor-sora. Magasabbrendű deriváltakra vonatkozó Cauchy-formulák. Megszüntethető
szingularitások tétele. Morera-tétel. Cauchy-egyenlőtlenség. Liouville-tétel.

5. Laurent-sorfejtés. Holomorf függvénysorozat határfüggvényének tulajdonsága. Holo-
morf függvény zérushelyeinek tulajdonsága. Lokális maximum elve. Schwarz-lemma.
Laurent-sorfejtés. Szingularitás, lényeges szingularitás, n-ed rendű szingularitás.

6. Reziduum-tétek és következményei. Reziduum-tétel. Casoratti–Weierstrass-tétel.
Argumentum-elv. Rouché-tétel. Nýılt leképezés tétele. Hurwitz-tétel.
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Mértékelmélet

A vastag bet¶vel szedett tételek bizonyítását tudni kell!

1. Halmazrendszerek.
Halmazok algebrája, σ-algebra, mérhet® tér. Halmazrendszer által generált σ-
algebra, Borel σ-algebra, halmaz, amely nem Borel. Gδ és Fσ halmazok, példa
halmazra, ami nem Gδ illetve nem Fσ. Monoton növ® illetve monoton fogyó hal-
mazsorozatok, limeszük. Halmazsorozat lim sup-ja és lim inf-je. Gy¶r¶, félgy¶r¶,
σ-gy¶r¶.

2. Mértékek.
Mérték, mértéktér. Mérték alaptulajdonságai. Nullmérték¶ halmaz, valamely
tulajdonság m.m. teljesülése, teljes mérték. Küls® mérték. Halmaz mérhet®sége,
Carathéodory-tétel. Halmazfüggvény által generált küls® mérték, premérték.

3. Lebesgue-mérték a számegyenesen.
Lebesgue-mérték konstrukciója, tulajdonságai, összehasonlítása a Jordan-mér-
tékkel. Minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhet®. Mérték és topológia, nyílt
halmazok struktúratétele R-ben, Radon-mértékek. Approximációs-tétel. Cantor-
halmaz illetve Smith-Volterra-Cantor (kövér Cantor) halmaz tulajdonsá-
gai. Példa nem Lebesgue-mérhet® halmazra. A Lebesgue-Stjieltjes mérték,
mérték eloszlásfüggvénye. A Lebesgue-mérték Rn-en.

4. Mérhet® függvények alaptulajdonságai.
Mérhet® függvények, Borel-függvények. Mérhet® függvények karakterizációja,
tulajdonságai. Mérhet®ség és folytonosság kapcsolata, Luzin-tétel. Cantor-féle
szinguláris függvény, példa nem Borel-mérhet® halmazra.

5. Mérhet® függvények sorozatai.
Mérhet® függvények sorozatának pontonkénti határértéke mérhet® füg-
gvény. Mértékben való konvergencia. A µ-m.m. illetve a mértékben való kon-
vergencia kapcsolata, Lebesgue-tétel. A µ-m.m. és az egyenletes konvergencia
kapcsolata, Jegorov-tétel, Riesz kiválasztási tétele. Egyszer¶ függvények, ap-
proximációs lemma.



6. Az integrál.
A nemnegatív mérhet® függvények integrálja. Monoton konvergencia tétel
(Beppo-Levi). Az integrál és a szumma, illetve az integrál és a limesz
felcserélhet®sége. Fatou-lemma. Valós és komplex érték¶ függvények inte-
grálja. A L1(X,µ) tér és tulajdonságai. Dominált konvergencia tétel (Nagy
Lebesgue). Az integrál σ-additívitása és abszolút folytonossága. Paraméteres in-
tegrálok deriválása. A Lebesgue-integrál és a Riemann-integrál kapcsolata. Fubini-
tétel.

7. Lp-terek.
Az Lp és az Lp terek. Hölder-egyenl®tlenség. Minkowski-egyenl®tlenség. Az
Lp tér teljessége (Riesz-Fischer tétel). Az Lp terek �furcsaságai� 0 < p < 1
esetén (nem tartalmaz valódi konvex nyílt halmazt, duális tere, stb).
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