Vizsgakovetelmény

Normdlt algebrdak elemes

Alapfogalmak
Algebra, egységelemes algebra, standard egységelemesités.
Idedl, reguléris idedl.
Spektrum.
Karakter, Gelfand-transzformacié, Gelfand-topolégia a karaktertéren.
Normaélt algebra, Banach-algebra.
Spektralsugar.
Az involicio.
x-algebra, normalt x-algebra, Banach *-algebra, pre-C*-algebra, C*-algebra.
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Projektorok, valamint normalis, 6nadjungalt és pozitiv elemek x-algebraban.
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A < relaci6 az onadjungalt elemek halmazan a x-algebraban.
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Unitér elemek egységelemes x-algebraban.
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Approximativ egységelemes normalt algebrak.
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x-algebran értelmezett funkciondl; pozitiv, onadjungalt, regularis funkcional.
Hal6 definicidja a < rendezéssel illetve a A,V miivelettel.
Ortokomplementacié halon.

Korlatos, disztributiv és ortomodularis hal6 fogalma.
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Alaptételek
Algebra egységelemesitésének unvierzalitasa.
Jacobson-lemma.
Gelfand—Mazur-tétel.
A spektrum tulajdonsagai egységelemes Banach-algebraban.
A C*-norma egyértelmiisége.
Gelfand—Naimark 1. tétele.
A folytonos fliggvényszamitas tétele.
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Pozitiv elemek jellemzése egységelemes C*-algebraban.



Az alaptételek

Forras: Kristof Janos: A matematikai analizis elemei IV

Algebra egységelemesitésének unvierzalitdsa.
Legyen A algebra a K test felett.

— Létezik olyan B egységelemes algebra K felett, és olyan j : A — B algebra-morfizmus,
amelyre teljesiil az, hogy minden C' egységelemes algebrdhoz, és minden 7 : A — C
algebra-morfizmushoz egyértelmtien létezik olyan 7 : B — C' egységelem-tarté algebra-
morfizmus, hogy 7o j = 7.

— Legyenek (By,j1) és (Ba, j2) olyan parok, hogy B; és B, egységelemes algebrék a K
test felett, 71 : A — By és jo : A — By algebra-morfizmusok, és minden C' egységelemes
algebrdhoz, valamint minden m : A — C és my : A — (' algebra-morfizmushoz
egyértelmiien 1étezik olyan 7 : By — C és 7y : By — C egységelem-tarto algebra-
morfizmusok, hogy 7107, = m; és M0y = my. Ekkor 1étezik egyetlen olyan 7 : By — By
algebra-morfizmus, amelyre 7 o j; = j, és ez a leképezés algebra-izomorfizmus.

Jacobson-lemma.
— Ha A egységelemes algebra, akkor a,b € A esetén {0} U Spy4(ab) = {0} U Sp,(ba).
~ Ha A algebra a K test felett, akkor a,b € A esetén Sp’y(ab) = Sp',(ba).

Gelfand—Mazur-tétel.
Ha A olyan egységelemes komplex normalt algebra, amelyben minden nem nulla elem in-
vertalhaté, akkor A = C - 1.

A spektrum tulajdonsdgai eqységelemes Banach-algebrdban.
Legyen A egységelemes Banach-algebra K-felett és a € A.
~ Az Spy(a) halmaz kompakt K-ban és Sp,(a) C B, (0;K). Tovabbd, az a elem
rezolvens-fliggvénye végtelenben eltiing és K-analitikus.
— Ha K = C, akkor p(a) = min{r € R*|Sp,(a) C B,(0;C)} (ez a spektralsugar mini-
malitdsi tulajdonsdga), és ha A # {0}, akkor Sp4(a) # 0.

A C*-norma egyértelmisége.
Ha A *-algebra, akkor legfeljebb egy olyan norma létezik A felett, amellyel A C*-algebra.

Gelfand—Naimark-tétel.
— (Els6 Gelfand-Naimark-tétel.) Ha A kommutativ C*-algebra, akkor a

Ga: A — Co(X(A);0)
Gelfand-reprezentécié *-izomorfizmus.

A folytonos fiigguényszamitds tétele.
Legyen A egységelemes C*-algebra és a € A normalis elem. Ekkor 1étezik egyetlen olyan

Co: C(Spy(a);C) — A

egységelem-tarté *-algebra-morfizmus, amelyre C,(idsp ,(a)) = a. A C, leképezés izometria
és Im(C,) megegyezik az {a, 1} halmaz altal generélt zart *-részalgebréaval.



Pozitiv elemek jellemzése egységelemes C*-algebraban.
Legyen A egységelemes C*-algebra és x € A 6nadjungélt elem. A kovetkezd allitasok ekvi-

valensek.
— Spu(x) C Ry, vagyis az x elem pozitiv spektrumai.
— Létezik olyan y € A 6nadjungdlt elem, amelyre z = 2.
— Létezik olyan a € A, amelyre x = a*a.
— x € Ay, vagyis az x elem pozitiv.
Tovébbd, az A, halmaz zart a C*-norma szerint, és A, N (—A;) = {0} teljesiil.



