Kalkulus 1, 2. hét

Relaciok

I. Legyen R C X x X relacid. Bizonyitsuk be a kovetkezoket.

1.

2
3
4.
5

Az R relacié pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.

. Az R relacié pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.

-1
. Az R reldcié pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.

-1
Az R relcié pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R Cidy.

. Pontosan akkor teljesiil, hogy R~'o R =0, ha R= 0.

I1. Az alébbi relacidk koziil melyik reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus, szimmetrikus, rendezés, illetve
ekvivalenciareldcié? Az ekvivalenciareldciéknal adjuk meg az ekvivalenciaosztdlyokat és a faktorhal-
mazokat.

1.
2.
3.

{(x,y) ERXR|2%2+9y2 < 1}
{(z,y) e R xR| 2y =1}
{((z1,91), (x2,92)) € R? x R?| Jc € R((x1 — x2 = 2¢) A (y1 — y2 = 3¢)) }

III. Mutassuk meg, hogy a relaciok kompozicidja asszociativ miivelet. Vagyis minden Ry C X x Y,
Ry CY x Z és Ry C Z x V reldciéra

(R3oRz)o Ry = Rzo(RyoRy)

teljesiil.

IV. Mutassuk meg, hogy egy haromelemii halmazon

© 0N U W=

10.
. az antiszimmetrikus és tranzitiv reldciok szama 152;
12.
13.
14.
15.
16.

a relaciok szama 512;

a reflexiv relacidk szdama 64;

a szimmetrikus reldcidék szdma 64;

az antiszimmetrikus reldcidk szama 216;

a tranzitiv reldcidk szdama 171;

a reflexiv és szimmetrikus relaciok szama 8;

a reflexiv és antiszimmetrikus relacidk szama 27;

a reflexiv és tranzitiv relacidk szama 29;

a szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciék szama 8;

a szimmetrikus és tranzitiv relaciék szama 15;

a reflexiv, szimmetrikus és antiszimmetrikus reldcidk szama 1;

a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldcidk szdama 5;

a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relacidk szama 19;

a szimmetrikus, antiszimmetriukus és tranzitiv relacidk szama 8;

a reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciék szdma 1.
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Fiiggvények

I. Legyen f : A — B fiiggvény (azaz Dom f = A nem feltétlenill teljesiil). Igazoljuk az

alabbiakat.
1L f0)=0
2. Ha X; C X5 C A, akkor f(X1) C f(X3).
3. Ha valamely I indexhalmazra minden i € I esetén X; C A, akkor

f(U&)—Uﬂ&)

il iel
f(ﬂ&)gﬂﬂ&)
icl iel
teljesiil.
IT. Legyen f : A — B fiiggvény (azaz Dom f = A nem feltétleniil teljesiil). Igazoljuk az
aldbbiakat.
—1
1. f(0)=0

—1 -1 -1
2. Ha Xl,XQ g B7 akkor f (XQ \ Xl) = f (XQ) \ f (Xl)
—1 —1
3. Ha X1 g X2 Q B7 akkor f (Xl) Q f (XQ)
Ha valamely I indexhalmazra minden i € I esetén X; C B, akkor

f(U&>:Ufa»

icl i€l
I (ﬂ Xi) =N }I(Xi)
iel i€l

teljesiil.

ITI. Legyen A és B tetszOleges halmaz, és legyen H C F(A, B) olyan részhalmaza az A halmazbdl B
halmazba képez6 fiiggvények halmazanak, melyre teljesiil, hogy minden hq,ho € H esetén hy C ho

vagy hQ g hl.

1. Mutassuk meg, hogy f = |J H fiiggvény.
2. Mutassuk meg, hogy ha minden h € H fliggvény injektiv, akkor az f = | J H fliggvény is injektiv.
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Vegyes, haladébb feladatok

I. Mutassuk meg, hogy a kivalasztasi axiéma ekvivalens azzal, hogy minden fliggvénynek létezik
jobbinverze. Azaz minden f fliggvényhez létezik olyan g : Ran f — Dom f fliggvény, hogy fog =

idran f-

II. Legyen n € N\ {0}. Mutassuk meg, hogy egy n elemii halmazon
. a relacidk szdma 2(”2);

. a reflexiv reldciék szdma 27("—1);
. . ;s . n(n+1)

. a szimmetrikus relaciék szama 27 z ;
.. . Ly ‘ n(n—1)
. az antiszimmetrikus reldcidék szama 2”37 2z
1.

b
. a reflexiv és szimmetrikus relaciék szama 27 2 ;
. . . , n(n=1)
. a reflexiv és antiszimmetrikus relacidk szama 3=z

1.
)

1

2

3

4

5. probléma: a tranzitiv reldcidk szama
6

7

8. probléma: a reflexiv és tranzitiv reldciok szdma
9. a szimmetrikus és antiszimmetrikus reldcidk szama 27;
10. a szimmetrikus és tranzitiv relaciok szama

n
o =3 () 70,
k=0 &
ahol T'(k) a 13. alfeladatban van definidlva;

11. probléma: az antiszimmetrikus és tranzitiv reldciék szdma';
12. a reflexiv, szimmetrikus és antiszimmetrikus relaciok szama 1;

13. a reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldciék szama T,,, ahol az T,, sorozatot a T =1, T1 =1
kezdeti értékekkel és n > 2 esetén a

n—1
n—1
T =
k=0

rekurziéval definidlhatjuk;
14. probléma: a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldcidk szdma';
15. a szimmetrikus, antiszimmetriukus és tranzitiv reldciok szama 2";

16. a reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciok szama 1.

III. Legyen (A;); olyan halmazrendszer, melynek minden A; halmaza egyelemii. Vagyis
VieI((3x(xe A)ANVr,y((xedinye ) »x=y))).

A kivalasztdsi axioméra valé hivatkozéas nélkiil mutassuk meg, hogy H A; #£ 0.
icl

LA szerzé ismerete szerint megoldatlan probléma.
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