Integralszamitas
Integralok

I. Legyen v : R — R™ olyan fliggvény, mely folytonosan differencidlhaté az [a,b] intervallumon.

Ekkor I' := v ([a, b]) egy gorbe, v pedig egy paraméterezése.

b
AT gorbe tvhossza: [(T) ::/ |7 ()] dt.

Ha f : R™ — R olyan folytonos fiiggvény, hogy I' C Dom f, akkor az f figguény I' gorbementi

integrdlja: ,
/ f o= / F®) - 15l dt.

Ha v : R® — R" olyan folytonos fiiggvény, hogy I' C Dom f, akkor az f fiiggvény I' gorbementi

integrdlja: \
[o=[ @) ar
I

II. Legyen p : R? — R3 olyan fiiggvény, mely injektiv, az inverze folytonos, folytonosan differen-
cidlhaté az [a1, b1] X [az, b2] halmazon és minden = € [ay, b1] X [az, b2] pontban (D p)(x) injektiv linearis
leképezés.

Ekkor F := p([a1,b1] X [ag, b)) egy feliilet, p pedig egy paraméterezése.

Az F felilet normdlisa:

n: [al,b1] X [az,bg] — R3 (1‘1,372) — (81p)($1,$2) X (82]?)(1‘1,;62).

by bo
Az F feliilet felszine: A(F) ::/ / In(u, v)|| dvdu.

Ha f : R? — R olyan folytonos fiiggvény, hogy F C Dom f, akkor az f fiigguény F feliiletmenti
integrdlja:

by bo
/ f= / F(plu, ) - [n(u,0) | dvdu.
F 1 a2

Ha v : R® — R? olyan folytonos fiiggvény, hogy F' C Dom f, akkor az f figguény F feliletmenti

integrdlja:
by bo
/v::/ / (v(p(u,v)),n(u,v)) dvdu.
a a
F
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III. Legyen P : R?® — R3 olyan fiiggvény, mely injektiv, az inverze folytonos, folytonosan diffe-
rencidlhaté az [a1,b1] X [ag, ba] X [ag, b3] halmazon és minden x € [a1,b1] X [ag, ba] X [as, bs] pontban
det((D P)(z)) > 0.

Ekkor Q := P([a1,b1] X [az2,b2]) X [as,b3]) egy tartomdny, P pedig egy paraméterezése.

A P paraméterezéshez tartozé Jacobi-determindns:

Jp : la1,b1] X [ag, ba]) X [az,b3] = R (u,v,w) — det((D P)(u, v, w)).

by pba  pbs
Az Q tartomdny térfogata: V(Q) := / / / Jp(u,v,w)dwdvdu.
al a as

Ha f : R3 — R olyan folytonos fiiggvény, hogy Q2 C Dom f, akkor az f fiigguény Q tartomdnyon
vett térfogati integrdlja:

by bo bs
f= F(P(u,v,w)) - Jp(u,v,w)dwdvdu.
! /al \/(;2 as

Potencial

A v : R® - R3 vektormezd potencidlos, ha létezik olyan U : R? — R differencidlhaté fiiggvény
melyre Domv C DomU és minden x € Domv esetén v(z) = (gradU)(x) teljesiil. Ekkor U a v
skaldrpotencidlja.

Ha v : R? — R3 folytonosan differencidlhaté, Domv csillagszeri halmaz és minden x € Domwv

pontban (rotv)(z) = 0, akkor v potenciélos.

A v R® — R3 vektormezd vektorpotencidlos, ha létezik olyan A : R® — R3 differencidlhaté
vektormezé melyre Dom v C Dom A és minden z € Dom v esetén v(z) = (rot A)(x) teljesiil. Ekkor A
a v vektorpotencidlja.

Ha v : R? — R3 folytonosan differencidlhaté, Dom v csillagszerti halmaz és minden z € Domwv
pontban (divv)(z) = 0, akkor v vektorpotencidlos.

Integralszamitas segédlet, Andai Attila



Integral formulak

Legyen v : R — R3 olyan fiiggvény, mely folytonosan differencialhaté az [a,b] intervallumon.
Legyen v : R? — R3 olyan potencidlos vektormez8, melyre v([a,b]) € Domuwv teljesiil és legyen U :
R3 — R a v vektormezd potencidlja. Ekkor

[ e=vte) - v
v([ab])

Gauss—Osztrogradszkij-tétel. Legyen az 0 C R3 tartomdny, valamint legyen v : R? — R? olyan
vektormezd, mely kétszer folytonosan differencidlhaté az €2 halmazon. Ekkor

/divv:/ v,
Q o0

ahol 0N feliiletet gy kell irdnyitani, hogy a normalvektora kifele mutasson az € tartoménybdl.

Stokes-tétel. Legyen az F C R3 feliilet, valamint legyen v : R — R3 olyan vektormezd, mely kétszer
folytonosan differencialhaté az F' halmazon. Ekkor

/rotv:/ v,
F OF

ahol OF gorbét gy kell iranyitani, hogy az F' felillet normalvektordval jobbsodrési rendszert alkosson.
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