Kalkulus 2, 8. hét
Fizikai alkalmazasok

1. Tegyiik fel, hogy a Fold egy végtelen kiterjedésii d vastagsagi korong, melynek siirisége p = 5500
%. Mekkora d esetén tapasztaljuk kozel a Foldhoz az a = 9,81 SQQ gravitdcids gyorsuldst?

Utmutatés: A korong legyen a
V ={(z,y,2) eR?| h<z<h+d}

tartomany, és az m tomegl test legyen az origéban. Ekkor a testre haté gravitaciés gyorsulds
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II. Tegyiik fel, hogy egy R € RT sugarti gomb, melynek siirtisége a kozéppontjétél r € [0, R] tavolsdgra
p(r), ahol p € C([0,R],R"). Mekkora a gravitdcids gyorsulds a gomb felszinétél h € ]—R,oo|
tdvolsdgban (ahol a negativ tdvolsidg azt jelenti, hogy a gdmb belsejében van a test)?

Utmutatés: Olyan koordindtdzast valasztunk, melyben az integrdldsi hatérok egyszeriibbek, viszont
ilyenkor az integralandé fiiggvények bonyolultabbak. A gémb kézéppontja legyen az origéban, és az m tomegil
test legyen a (0,0, R + h) pontban. Ekkor a testre haté gravitaciés gyorsulds (gémbi koordindtarendszerben)
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integrél felhaszndlasdval
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A h > 0 esetben azt kapjuk, hogy
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ami masképp kifejezve
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ahol M a gomb 6ssztomege. Tehat ekkor is ugyanakkora a gravitiacids gyorsulds, mintha a gémb Gsszes tomege
a kozéppontjaban lenne.
A —R < h < 0 esetben azt kapjuk, hogy

G 2w R+h =
a:m/ / /p(r)r2sin19d19drd(p,
0 0 0
ami masképp kifejezve
o= GM,,
C(R+ )Y

ahol M), a test alatt 1évé gomb Ossztomege. Tehat ebben az esetben nem szdmit, hogy a test felett még
mekkora gombhéj talalhato.

II1. Tegyiik fel, hogy a kétdimenzids térben egymdstol r tavolsagra 1évé my és my tomegii pontszeri

testek kozotti gravitdcids erd

F= Gm1m2 .
r

A kétdimenziés térben legyen egy R € RT sugard korlap sfirlisége a kozéppontjétél r € [0, R]
tavolsagra p(r), ahol p € C([0, R] ,RT). Mekkora a graviticiés gyorsulds a korlap szélétél b € |—R, oo|
téavolsdgban (ahol a negativ tavolsag azt jelenti, hogy a korlap belsejében van a test)?

Utmutatds: A h > 0 esetben azt kapjuk, hogy

L GM
 R+h’

ahol M a korlap 6ssztomege. Tehat ekkor is ugyanakkora a graviticids gyorsulds, mintha a korlap Gsszes
tomege a kozéppontjaban lenne.
A —R < h < 0 esetben azt kapjuk, hogy
o GMy,
R+h’

ahol M), a prébatest alatt 1év korlap dssztomege.

IV. Tekintsiink a hdromdimenzids térben egy p € R stirliségli R € R* sugart
:102—i-y2—i-z2:RQ7 z>0

félgémbot. Hol nagyobb a gravitcids gyorsulds, a (0,0,0) vagy a (0,0, R) pontban?

Utmutatés: A (0,0,0) pontban a gravtidciés gyorsulds legyen a1, a (0,0, R) pontban pedig a2. Az els§
esetben legyen a )
V =A{(z,y,2) eR |2’ + >+ 22 =R? 2> 0}

halmaz a félgomb. Ekkor az origéban 1év6 m tomegii testre hatd gravitdcids er6
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vagyis a gravitdcids gyorsulds a (0, 0,0) pontban
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ahol M a félgbmb Gssztomege.
A miésodik esetben legyen a

V={(z,y,2) €R’ | 2> +y* + ( — R)>=R’, < R}
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halmaz a félgémb. Ekkor az origéban 1évé m tomegi testre haté gravitacids erd

E cogﬁ 27 5 2Rcos® 2m \/»
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ma:/ / /GmpSiHﬁCOSﬁd@deﬂ—l-/ /Gmpsinﬂcosﬂdtpdrdﬂ:27erpR (1_T)’
o 0 0 = 0 0

vagyis a gravitdcids gyorsulds a (0,0,0) pontban

GM
R

a2 = (3 — \/i) .
Tehat a2 > a;.

V. Mekkora szdgsebességgel kell forognia a kétdimenzids térben egy p € RT vonalstirliségii R sugari
kornek ahhoz, hogy alakja ne véltozzon a sajat gravitdcids tere miatt?
Utmutatés: A korfv legyen a

V={(z,y) € R | 2® 4+ 4% = RQ}
halmaz. Vizsgdljuk meg, hogy mekkora a graviticiés gyorsuldsa az (R, 0,0) pontban. Az egyenstly feltétele

mRw? = 2/% dy = n7Gmp,

0
vagyis
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VI. Az M € R" tomegii homogén (egyenletes siirliségll) test tehetetlenségi nyomatékdt egy rogzitett

tengely koriil a
. /]/ f($7 y’ Z) d
v
M

kifejezés adja, ahol p a test stirlisége (p = —) és f(x,y,2) a test (z,vy, z) koordindtdji pontjdnak a
forgastengelytol vett tavolsdgdnak a négyzete. Igazoljuk, hogy
1. az M tomegl R sugari gémbnél a kozépponton atmend tengely esetén

2
O = -MR?
5
és a gombot érinté tengely esetén
7

2. az M tomegl h magassagu R alapsugaru egyenes kipnal a kip szimmetriatengelye mentén fekvo

forgastengely esetén
3

0=_-MR?
10
a kip cstcsan atmené tengely esetén

3 (R,

a kip egy alkotdegyenese mint tengely esetén
3 R?
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