Kalkulus 2, 8. hét
Potencialszamitas

I. Potencidlszamitas.
Az alabbi v : R? — R3 vektormezéknek 1étezik-e (skaldr)potencidlja az adott V tartomdnyban, és ha
igen, hatarozzuk meg a potencialt.
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7. v(z,y,z) = (C : ,C : ,2zln(xy)-shz2> V =R?
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8. wv(z,y,z) = (2ze¥* —zsin(zz), 22° eV 4y, ya® ¥ —z cos(x2)) V=R3
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9. v(z,y,2) = —M,M,()) V =R\ {0}

Ivhosszszamitas és vonalmenti integral

I. Ivhosszszamitas.
1. Mekkora a I' = {(3cost,2¢t,3sint) € R®| t € [0,2n]} gorbe ivhossza?

2. Mekkora a T’ = {(z,y) eR?’ze(1,9], y= x%} gorbe {vhossza?

3. Mekkor az r : [0,27] = R, r(¢) = ¢ esetén az (r(p),p) poldrkoordindtdkkal adott gérbe
fvhossza, ha ¢ € [0, 27]?

II. Vonalmenti integral.
Hatdrozzuk meg az f : R3 — R3 fiiggvény « : I — R3 gorbe menti integraljat, ahol
1. f(x,y,2) = (y?> — 2%, 2yz, —2?), I = [0, 7] és ~(t) = (sint,cost, t);
2. f(z,y,2) = (y+ 22,2+ 2,0 +vy) és vyaz A = (0,0,0), B = (0,1,0), C = (1,1,1) hdromszog
oldala az A - B — C' — A bejaréssal;

3. f(z,y,2) = (

2 2 2 2 2 2,2
e y’ — x3y ) és v1 az x2 + 22 = 1 és y = 2 feliiletek metszésvonala,
z
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valamint v az 22 + y2 = 1 és z = 1 feliiletek metszésvonala;

4. f(x,y,2) = 2yz + 2%, 2x2 + %, 22y + 22) és 7 tetszbleges folytonosan differencidlhaté gorbe a
(2,1,3) és a (—1,3,—2) pontok kozott;

5. f(x,y,2) = (vy,y*, x2), I =[0,1] és y(t) = (¢,t% + 1,exp(t));

6. f(z,y,2) = (zy,y,0), I =[0,7] és y(t) = (t —sint, 1 — cost,0) (ciklois);

7. f(z,y,2) = (—y,2,0) és y1 az A = (0,1,0) és a B = (1,0,0) pontokat 6sszekotd egyenesvonal,

valamint v2 a z = 0 sikban 1év$ origé kézépponti kor negyedive az A = (0,1) és a B = (1,0)
pontok kozott.

Gauss—Osztrogradszkij-tétel és Stokes-tétel

I. Az ismert integraltételek segitségével oldjuk meg az alabbi feladatokat.
1. Legyen F a z = 4 — 22 — y? feliillet 2 > 0 része, és az n normdlis vektorara teljesiiljon az
(n,(0,0,1)) > 0 egyenlet. Tovabbd legyen

v:R3 5 R3 (z,y,2) — (222, 2%, ya?)
Hatarozzuk meg az / / rotv d F' integrél értékét.
F

2. Szamoljuk ki a
v:R? 5 R3 (x,y,2) — ($3;y3723)

vektormezé fluxusat a 922 = 22 + y?, z = 1 egyenletek 4ltal meghatdrozott kipfeliileten, ha a
feliilet normélisat kifele irdnyitjuk.
3. Legyen
U:RSHRB (IvyaZ)H(xa%*ZZ),
és legyen F az y = 22 + 422 paraboloid 0 < y < 4 része (n, (0,1,0))) > 0 irdnyfitdssal, ahol n a
feliilet normalvektora. Hatarozzuk meg az v d F integral értékét.

F

I1. Keressiik meg a hibat az alabbi gondolatmenetekben.
1. Legyen v egy nyugvo ponttoltés elektromos tere, vagyis

U:R3\{0}—>R3 r»—>—||r||3.
T

Mivel divv = 0 ezért az R sugarti nulla kézépponti gémbre integralva a div v fliggvényt nullat
kapunk. Az R sugart gdmbhéjra vett integrédlja a v vektormezének viszont 47. Azonban 0 # 47!

2. Legyen v egy egyenarammal atjart végtelen hosszi egyenes vezetd magneses tere, vagyis

1
— = (—72,71,0).
\x]+ x5

Ekkor rotv = 0, vagyis az x3 = 0 sikban a nulla kézépponti R sugaru korlapra integralva a
rot v fliggvényt nullat kapunk. Az el6bbi kor hatdran vett integralja a v vektormezdnek viszont
2m. Azonban 0 # 27!

v:R3\ ((0,0) x R) = R® (21,29, 73) >
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III. Green-formulak.
Legyen V C R3 kompakt, reguldris hatérd halmaz és uy,us € C%(V,R). Ekkor

/// upAug + (grad uy, grad us) d py = //u1 grad us d oy
\4 ov

/// ur Aug — us Auy d py = // uy grad ug — ug grad uy d pay
v ov

teljestl, amit aszimmetrikus, illetve szimmetrikus Green-formuldnak neveziink.
Szamoljuk ki a Green-formulak jobb illetve bal oldalan all6 mennyiségeket az aldbbi esetekben.
1. Legyen V az origé koriili R sugard gémb, uq(r) = ||7]|” és ua(r) =In|r|.

2. Legyen V az origé kériili R sugart gomb, u; (r) = (a,7)?, ahol a € R3, és uy(r) = In|r|.
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