Kalkulus 2, 7. hét
Integralasok sorrendjének felcserélése

1. Hatarozzuk meg az aldbbi integrdlok értékét az integralds sorrendjének a felcserélésével!

1 1 1,1
1. / /2 ycos(z?) dx dy 2. / / V14+y3 dy dz,
0 Jys 0 Jyvz

1,1 1,1
3. / / ye_xzda? dy 4. / / ysin(z?)dz dy
0 Jy2 0 Jy2
II. Legyen f : R? — R folytonos, korldtos fiiggvény. Cseréljiik fel az integralds sorrendjét!

. /Ol/omf(x,y)dy d:c+/01/01_xf(fc,y)dy d

1
2. /Oﬁ/oif(%y)dy dx+/;/02f<x,y>dy dx+/24/04_wf(x,y)dy dz
3. /0\/5/; f(z,y)dy da:Jr/\;/OQf(ﬂf,y)dy dx

Teriiletszamitas és kettds integral

I. Teriiletszamitas.
1. Legyen ¢ € RT. Mekkora az xy = 1, xy = 4, y = 22 és az y = ca? gorbék altal meghatdrozott
korlatos tartomdany teriilete?
2. Legyen R € RT, d € [0,2R]. Mekkora a T = {(z,y) € R*| 2° +¢y?> < R?, (z — d)? + y? < R?}

tartomany teriilete?

2 2
3. Legyen a,b € RT. Mekkora a T' = {(x, y) € R?| :% + % < 1} tartomény teriilete?
a

4. Mekkora a T = {(x,y) ER?2?+92 <1, 2% < y} tartomény teriilete?

II. Kett6s integral.
Adott T C R? halmaz és f : T — R folytonos fiiggvény esetén szamoljuk ki a / / f integralt!
T

1. Legyen T = {(z,y) e R?* | (z — 1)2 + 3> > 1, (x —2)* +¢* < 4} és f(z,y) = zy.

2. Legyen a € RT és T = {(z,y) € R? | 3t € [0,27] : z = a(t —sint), 0 <y < a(l — cost)}, vala-
mint f(z,y) = y*.

3. A T halmaz a (0,0), (3,0), (2,1) és (1,1) pontok altal meghatérozott trapéz és f(x,y) = 3z — y>.

1 2
4. AThalmazazz = 2,y = v ésazy = — gbrbék dltal hatdrolt korlatos tartomdny és f(z,y) = —.
T Yy
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1
6. Legyen T = {(:c,y) ER? |22 4942 <1, x> 0} és f(x,y) = eV,
7. Legyen T = {(x,y) ER? [4<a?+42<9,0<x, 0 gy} és f(z,y) = 2?y.
2r +y
1

1+\/9x2+%

5. Legyen T' = {(z,y) € R* | 2> +¢y* < 1/2} és f(z,y) =

8. Legyen T = {(z,y) ER? |1 <4a®+9% <09, 0<az}és flz,y) =

2
9. Legyen T = {(x,y) € R? | 9.1'24—% <1, xZO} és f(x,y) =

Felszinszamitas és feliileti integral

I. Felszinszamitas.

Hatarozzuk meg az aldabbi feliiletek felszinét.
1. Az origé kozépponti R € RT sugari gémb.
2. Csavarfeliilet, melynek paraméterezése

P:0,27] x [0,1] — R? (u,v) — (cosu —vsinu,sinu + v cos u, u + v).
3. Térusz, ahol a,b € RT, b < a és a paraméterezés
P:[0,27] x [0,27] — R? (9, ¢) — ((a+ beos ) cos ¥, (a+ beos ) sind, bsin ).
4. Ellipszis, melynek féltengelyei a,a,b (a,b € RT).
II. Feliileti integral.

Hatarozzuk meg az adott fliggvények integraljat a megadott I felilleteken.
1. Legyen f(x,y,z) = xyz és F az a feliilet, melynek paraméterezése

P:[0,1] x [0,27] — R3 (u,v) = (ucosv,usinv, u?).
1 1 1 , .. . .
2. Legyen v(z,y,2) = | —,—, — | és F az a feliilet, melynek paraméterezése
xzz’ yz' xy
™
4’2

P [ } x [0,27] — R3 (u,v) > (cos® u cos v, cos® usin v, sin® u).

3. Legyen v(z,y,2) = (:8 +ev sinz cosxshz + 42, 0) és F az 22 +y% + 22 = R? gémb z > 0 része.

4. Legyen v(z,y, z) = (x +e¥’sinz cosashz + v, z) és F az 2% +y? + 22 = R? gémb 2z > 0 része.
. Legyen v(r) = ||7’H3 < (rx(0,0,1)) és F a z = 0 stk 22 + y? < 1 része, valamint a feliilet n
normélvektordra n(0,0,1) > 0 teljesiiljon.

. Legyen v(x,y, z) = (x, 3z, —22), és legyen F annak a kippaldstnak a csicspont és a vezérgorbe
kozotti része, amelynek csiicspontja (1,2, 3), vezérgorbéje pedig a z = 1 stkban (z — 2)2 + (y —
1)2 =4, an(0,0,1) > 0 irdnyitassal.

. Legyen v(z,y, 2) = (z,y, 2), és legyen F' az

r:[0,7] x [0,27] — R3 (u,v) — (cosv(3 + cosu),sinv(3 + cosu),sinu)

paraméterezésii téruszdarab befele vett irdnyitdssal (vagyis mutasson az n normalvektor a feliilet
altal kortilzart korlatos térrész felé).
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Térfogatszamitds és harmas integral

I. Térfogatszamitas.
Hatarozzuk meg az alabbi V' C R? halmazok térfogatst!

1.

9.

Legyen V az 2 + y? = 1 egyenlet(i hengernek a z = 0 és az 2 = 2 — x — y egyenleti sikok kozé
esd része.

Legyen V az a gdmbhéjcikk, melyet a gombi koordinatakkal adott r = 1 és r = 2 sugaru gébmbok
és a ) =m/4 és a ) = 7/3 sikok hatdrolnak.

Legyen V a z = /22 + y2? és a z = 6 — 22 — 32 feliiletek kozé es6 rész.

Legyen V a z = 2% + y? paraboloid, a z = 0 sik és az (z — 2)? + y? = 4 henger hatérolt korldtos
térrész.

Legyen Vaz=0,2=2y>+8z,y=1—2x, y =x és az x = 0 feliiletekkel hatdrolt korldtos
tartomany.
Legyen V az R € R* kozépsugari és r € |0, R| gyfirisugari térusz.

R R

2 2
LegyenR€R+ ébv:{(mayvz)eR3| $2+y2+22§R2, <$—2) +y2§ <2> }

R 2
Legyen R € R* ésvz{(x,y,z)eﬂ@l Py P2 <R (r- R 4yt 42 < (2) }

Legyen R € R* és V = {(z,y,2) € R?*| 2° +y* < R?, y* + 2> < R*}.

10. Legyen R € Rt és V = {(z,y,2) € R*| 2® +y* < R?, y* +2* < R?, 2+ 2* < R*}.
11. Legyen R € RT és V = {(z,y,2) € R®| 22° + 3y* + 42° — 2wy + 22y — dyz < R*}.

II. Harmas integral.

Adott T'C R? halmaz és f : T — R folytonos fiiggvény esetén szédmoljuk ki a / / f integralt!
T

1.

Legyen T a z=xy, y =x, z =1 és a z = 0 egyenletek altal meghatdrozott korlatos tartomany,
és flz,y,2) = zy*2°.

. Legyen T a z = y/22 +y? és a z = 1 feliiletekkel hatdrolt korldtos tartomdny és f(z,y,z) =

Va2 + 2.

. Legyen T ax>0,y>0,2>06és az 22 +y> + 22 < 1 egyenlStlenségekkel adott tartomany és

f(@,y,2) = wyz.

4. Legyen T a z > 2 és a z < 3— \/x? + y? egyenlbtlenségekkel adott tartomany és f(z,y, z) = 2z.
5. Legyen T a 2% + 9% + 22 < 9 és a 2z > /322 + 3y? egyenlStlenségekkel adott tartomany és

[y, 2) = 2y®2°.
Legyen T a z2 + y2 + 22 < 4 és a 3z > /a2 + y? egyenlStlenségekkel adott tartomédny és
[y, 2) = 2%z

2 2 2
Adott a,b,c € RT paraméterek esetén legyen T = {(m, y,2) €R? ! % + % + % < 1} és
a ¢
22 42 22
f(l”y»z):\/l—aQ—bQ— 2
Legyen T = {(,y, 2) € R®| 52% 4 5y? + 1022 + 6wy — dyz — 4wz < 1} és f(z,y,2) = 1.
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