Kalkulus 2, 6. hét

Inverzfiiggvény-tétel

I. Legyen f: R = R, f(z) = x + 3.
1. Mutassuk meg, hogy az f fliggvény invertalhato.

1
2. Legyen g = f~1. Igazoljuk, hogy ¢’(0) = 1 és ¢/(10) = 3

II. Legyen
f:R} 5 R? (x,y,2) = (By + 222, 2% + 22 —yz, 2% + 2% — zy2).

1. Mutassuk meg, hogy az f fliggvény invertalhaté az (1,1,1) pont egy U kdrnyezetében.
2. Legyen g = (f|v)”". Hatdrozzuk meg a (D ¢)(2,1,1) lineéris leképezést.

Implicitfiiggvény-tétel

I. Igazoljuk hogy az y2x + y* = 1 egyenlet egy y(x) fiiggvénykapcsolatot hatdroz meg az x¢ = 0 pont
egy kornyezetében! Szamoljuk ki ¢'(0) értékét!
II. Igazoljuk, hogy az

02 2y —
T Cosy —&-m—&—y—Zx

egyenletnek 1étezik olyan x — y(z) implicit fiiggvénye, mely dthalad a (0,0) ponton, valamint irjuk
fel ennek az x — y(z) fiiggvénynek a (0,0) pontbeli érintéegyenesének az egyenletét!

III. Igazoljuk, hogy az
y+x?siny +sinz =1
egyenletnek létezik olyan z — y(z) implicit fiiggvénye, mely dthalad a (g, 0) ponton. Milyen lokalis

tulajdonsdga van az implicit médon adott x — y(x) fiiggvénynek a (g, 0) pontban?

IV. Igazoljuk hogy az xy —2e*~¥ —2z + e* = 0 egyenlet egy z(z,y) fiiggvénykapcsolatot hatdroz meg
az (1,1) pont egy kérnyezetében! Szamoljuk ki z;(1,1) és 2z, (1,1) értékét!
V. Tekintsiik az
2u+yiul 4+ 22ud+v=4
40 + y?Puww = —4
egyenletrendszert. Legyen a = (1,2, —1) és b = (1,0). (Ekkor az o =1, yo = 2, 20 = —1, up = 1 és
vo = 0 szdmokra teljesiil a fenti egyenletrendszer.) Mutassuk meg, hogy létezik olyan @ C R3 nyilt

kérnyezete az a pontnak és olyan ¢ : Q — R? fiiggvény, melyre p(a) = b és minden (z,y, 2) € Q esetén
az u = @1(x,y,2) és a v = pa(x,y, 2) szdmokra teljesiil a fenti egyenletrendszer. Igazoljuk tovdbbd,

hogy
oo@=(3 & 9)
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teljestl.

VI. Termodinamikdban allapotegyenletnek nevezziik valamely anyag nyomdsa p, térfogata V és
hémérséklete kozott fenndlls f(p, V,T) = all Osszefiiggést. Tegyiik fel, hogy allapotegyenletet leird
f: R? — R fiiggvény folytonosan differencialhaté, és legyen a = (po, Vo, To) € Int Dom f olyan pont,
melyre (9, f)(a), (Ov f)(a), (O f)(a) # 0.

1. Mutassuk meg, hogy létezik olyan U C Dom f nyilt halmaz, hogy minden v € U elemre

(@ )(v), (Ov f)(v), (O f)(v) # 0.
2. Mutassuk meg, hogy létezik olyan

piR2 SR (V1) p(V,T)
V:RZSR  (p,T)— V(p,T)
T:R? SR (p,V) = T(p,V)
fliggvény, hogy
(Vo,To) € Domp, p(Vo,To) = po, Y(V,T) € Domp: f(p(V,T),V,T) = f(a)
(po,To) € DomV,  V(po,Tp) = Vb, V(p,T) € DomV : f(p,V(p,T),T) = f(a)
(p07 Vb) € DOIDT7 T(po, VO) = TOa V(p, V) € Dom T : (pa V T(p, )) f(CL)
teljesiil.

3. Igazoljuk, hogy az el6z6 pontban szerepld fiiggvényekre

ap(V,T) oV (p,T) T (p,V) _ 1
oV Nvn-very T lem-wery P lev)—@on)
op(V,T) oV (p,T) aT(p,V) _ 1
O Nyr—ery % lom=wor O lov)i=ev)
teljestl.
Az aldbbi fiiggvények példak allapotegyenletekre.
14
flp,V,T) = pT ) (idedlis gdz)
V-0
f(p,V,T) = (p + ;2> T a,beRT (Van der Waals-egyenlet)
_ p(V —nb) an " L
flp,V,T) = 7 eXP (RTV> , a,b,n,R € R (Dieterici-egyenlet)
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