Kalkulus 2, 4. hét
Gradiens, divergencia és rotacio
I. Legyen E; = R3 és Fy = R2. Hatdrozzuk meg az

2
. 2 - 2
f:EixE; »R ((z,y,2), (u,v)) = (mw’vz )

fiiggvény parcialis derivaltjait az a = ((17 -1,2), (-2, 3)) pontban.

II. Legyen
f : RS — R (I’l,l'g,{tg) — (1311’350%

1. Szamoljuk ki az f fiiggvény gradiensét az a = (3,2,1) € R? pontban.
2. Adjuk meg a grad f : R? — R3 fiiggvényt.
3. Szamoljuk ki az Af fliggvényt.

III. Legyen f(t) = <t2 —t t>, g(z,y,2) = 2%y — 2z és ty = 1. Hatdrozzuk meg a go f és a

1
) 1 + tQ ,€
f o g fiiggvény derivéltjat a tg pontban a kozvetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan, valamint
kozvetlen szamolassal.
IV. Igazoljuk, hogy az
1

u:R3\ {(0,0,0)} - R (x,y,2) = ——ox
Va2 +y? 4+ 22
fiiggvényre Au = 0 teljesiil!
V. Szamoljuk ki az alabbi mennyiségeket, ahol r az R® — R? identitasfiiggvény és f € C?(R,R).
1. gradlog|r|® 2. grad|r|’ 3. grad f(||r]])
4. div(|r| - gradIn |r|*) 5. divgrad|r|® 6. divgrad f(|r])

VI. Igazoljuk az alabbi azonossagokat!
1. Ha Uy,Us € C?(R3,R) és ¢ € R akkor

grad(U; + Us) = grad Uy + grad Us
grad(cUy) = cgrad Uy
grad(U,Us) = Uy grad Uy + Us grad Uy .

2. Ha U € C2(R3,R), Vi, V, € C%(R3,R3) és ¢ € R akkor

div(Vy + V) =divVy + div 14
diV(CVl) = cdiv Vl
div(UW) = U div Vi + (Vi, grad U) .
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3. Ha U € C2(R3,R), V4, Vs € C2(R3,R3) és ¢ € R akkor

rot(V1 + Vo) = rot Vi +rot V3
rot(cV7) = crot V3
rot(UVy) = Urot Vi + (grad U) x V4.

VIL Legyen U € C?(R3 R), V € C?(R?,R?). Mutassuk meg, hogy divrot V = 0 és rot grad U = 0.

VIIL Legyen V € C%(R3,R3), a V = (V4, Vo, V3) komponensekkel és legyen AV = (AVy, AV,, AV3).
Mutassuk meg, hogy
rotrot V = graddivV — AV

teljestil.

IX. Laplace-operator polar- és gémbi-koordinatarendszerekben.
1. Legyen H = {(ac, 0) eR? z < 0}, G =R?\ H, és a polarkoordinatézés legyen

P:RY x]-mn[— G (r,p) = (rcosp,rsing).
Mutassuk meg, hogy ha f € C?(G,R), akkor
1 1
Af = aaca:f"’ayyf :3M(foP) + ;(%(foP) + ﬁaww(fop)
teljesiil, vagyis ha a G sikrészben az (r, ) polarkoordindtdkat hasznaljuk az f € C?(G,R)
fliggvény megaddasara, akkor

9?2 10 1 02

A =or e T e

fr,¢).

2. Legyen H = {(ac, 0,2) Rz < 0}, G =R?\ H, és a gémbi koordinitazas legyen
P:R" x]0,7[ x |-m,7[ = G (r,9,¢) = (rsind cos ¢, rsind sin @, r cos ).
Mutassuk meg, hogy ha f € C?(G,R), akkor
Af = Opuf+0yyf+0..f=

=0 (o P+ 20,0 P)+ 7 (000l 0 P) + (c0)00(7 0 P) 4 st (£ )

sin® 9

teljesiil, vagyis ha a G térrészben az (1,9, ¢) gémbi koordindtdkat hasznaljuk az f € C?(G,R)
fliggvény megaddasara, akkor

9 20 1 (& o, 1 &
a1=gm+ 2 (o o055+ )| S0

X. Mutassuk meg, hogy a Laplace-egyenlet invaridns az inverziéra. Legyen ® € C?(R3 R), amit
gombi koordindtarendszerben ®(r,9, ) alakban frunk fel. Igazoljuk, hogy ha A® = 0, akkor a

R R?

U(r,d,p) = — <,19, ga) fiiggvényre is teljesiil a AV = 0 egyenlet, tetszileges R € R paraméter
r r

mellett.
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