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1. Bevezetés

A legegyszeriibb szamkozepek az ékor ota ismertek. Ilyenek példaul a szamtani és ge-
ometriai kozép. Masokat csak késoébb fedeztek fel, mint példaul a logaritmikus koze-
pet, és sokukrél még ma is csak keveset tudunk, annak ellenére, hogy a gyakorlat-
ban azért taldlkozhatunk velitk. Régdta probaljak a hagyoményos kétvaltozds koze-
peket kiterjeszteni tobbvaltozora, ami tobb-kevesebb sikerrel megy is. A tobb valtozoéra
valé altalanositas az egyik f6 kérdés a kozepek elméletében. Kozepek egy masik fajta
altalanositdsa a matrixokra vald kiterjesztés. FEzzel csak a XX. szazadban kezdtek el
foglalkozni. Pozitiv matrixok szamtani és harmonikus kozepét eloszor csupan a 60-as
évek végén vezette be Anderson és Duffin fizikai indittatas nyoman Madtrizok soros és
pdrhuzamos osszeaddsa cimi 1969-es munkajaban. Csupan hat évre ra, 1975-ben is-
merték fel, hogy Hilbert terek operatoraira is definidlhaték ezek a kozepek, és hogy
milyen elméleti fontossaga van az operatorelméletben. Még ebben az évben Pusz és Wo-
ronowicz bevezette két pozitiv operdtor geometriai kozepét. Nem sokkal kés6bb, mint-
egy Ot év mulva operatorok kétvaltozos kozepeire igen jo karakterizaciét talalt Kubo és
Ando. Minden ké6zépnek megfelel egy normalizalt operatormonoton valés fiiggvény. Ez
igen nagy eredmény. Mivel gy gondoljuk, hogy a valés fiiggvényeket jol ismerjiik, ugy
jol ismerjiik a kétvaltozos kozepeket is.

Na de mi a helyzet tobb véaltozoban? Vagy akarcsak mi a helyzet harom valtozéban?
To6bb mint hisz év telt el a kétvaltozds kozepek nagy eredménye éta, de még azdta sem
tudtak semmi altalanosat mondani harom valtozoban. Kisebb, specidlis eredmények is
csak mostanaban latnak napvildgot, mint példaul a geometriai kozép egy n valtozos
altalanositdsa 2004-ben. A kozepek nagyrészérdl viszont semmit sem tudunk.

Ebben a dolgozatban egy tetszoleges kétvaltozos kozepet kiterjesztiink harom val-
tozdéra bizonyos specialis esetben, amikor az argumentumok rendezhetoek. Kzt a ki-
terjesztést hasznalja a geometriai kozépre 2004-es cikkében Ando, Li és Mathias is [1].
Megmutatjak, hogy az irodalomban egyediil ez teljesiti a feltételeket, amit egy geo-
metriai kozéptol elvarhatunk. Réadésul a kiterjesztés nem igényli a rendezhetdséget.
Kutatasunk targya ezért az, hogy vajon més kozepekre mit ad a kiterjesztés. Ebben a
dolgozatban azt vizsgaljuk, hogy specialisan a logaritmikus kozép esetében egyaltalan
értelmes-e a kiterjesztés, ha a matrixok nem rendezettek. Szamitogépi kisérlet tutjan
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sejtést fogalmazunk meg, miszerint tetszoleges harom pozitiv matrixnak értelmezheto a
kiterjesztés segitségével a logaritmikus kozepe.

2. Szamok kozepei

A szamok kozepeit axiomatikusan tekintve a kovetkezOket mondhatjuk. Eloszor is
szamokon, a valés szamokat értjiik. A valds szamokon van rendezés, és ez fontos, amikor
kozepekrdl akarunk beszélni. S6t leginkabb pozitiv valds szamok kozepeivel foglalkozunk,
hiszen mér a geometriai kozép is csak a pozitiv valésokon értelmes.

Két szam kozepét egy kétvaltozos fiiggvénnyel tudjuk megadni:

M(z,y): Ry x Ry = Ry

Itt M a kozép angol elnevezésének a mean szénak a kezdobetiije. Egy kozéptol a kovet-
kez6 tulajdonsagokat varjuk el. Azonos szdmok kozepe legyen azonos, egy kozép legyen
szimmetrikus, killonb6zo szamok kozepe essen a két szam kozé, ezért kozép, legyen mo-
noton, és egy kozép legyen folytonos, mint kétvaltozos fiiggvény. Képlettel:

(1) Ve e Ry M(x,z)=x

(2) Vz,y e Ry M(z,y) = M(y,z)

(3) Vx,y € R, ha z <y, akkor x < M(z,y) <y
(4) hax <2’ ésy <y, akkor M(z,y) < M(z',y)
(5) M(z,y) folytonos

Ezen kiviil a legtobb kozép még rendelkezik egy extra tulajdonsaggal is, mégpedig a
homogenitassal, azaz:

(6) Vt e Ry M(tx,ty) =t M(x,y)

Homogén az aritmetikai:

T4y
Ale,y) = ——
geometriai:
G(r,y) = Ty,
harmonikus: 5
H(l’, y) =7 1
e Ty

és a logaritmikus kozép is:

T—y
L(z,y) = { logz—logy ha z #y )
x hax =y

Persze mindegyikrél kénnyen beldthat6 az is, hogy teljesitik az (1)—(5) tulajdonsagokat
is.

A haromvaéltozos kozepekre is hasonlé tulajdonsagokat kovetelhetiink meg, mint a
kétvaltozésakra. Egy hdromvaltozés kozép egy  M(z,y,z) : R3S — R,  fiiggvény,
ami kielégiti az alabbi tulajdonsigokat:



(I') Ve e Ry M(z,z,2)=x
2") Vr,y,z € Ry és x,y,z minden P permutacidjara
( y + y j

M(P(x), P(y), P(2)) = M(z,y, 2)

(3") hax <y <z akkor x < M(x,y,2) < z
(4) haz <2,y <y, z<z, akkor M(z,y,z) < M(2',y,2)
(5) M(x,y,z) folytonos
A legtobb haromvaltozds kozépre is igaz a homogenitas:
(6") Vt e Ry Mtz ty,tz) =t M(x,y, z)

A hidromvaltozds aritmetikai:

rT+y+=z
A(l‘,y,Z) = Ta

geometriai:

G(z,y,2) = Jxryz,

3
1 1 1
sty T3

illetve harmonikus kozép:
H(x,y,z) =

kielégiti ezeket a tulajdonsdgokat. A logaritmikus kozép haromvaltozés kiterjesztésére
tobb lehetdség is adodik:

Li(z,y,2) = ’ + J
W&y " (logz —logy)(logz —logz)  (logy — logz)(logy — log 2)
2

log z — log ) (log 2 — logy)’

+
(
vagy

1 (z—y)(z—2)(y—2)
L = '
2(2, 9, 2) 2 zy(logx — logy) + xz(log z — log z) + yz(logy — log z)

Ha z,y, z koziil valamelyek azonosak, akkor megfelel6 hatarértéket kell venni a képlet
értelmezéséhez. Mindkét képlet a kétvaltozos logaritmikus kozép képletének egy kiter-
jesztése egyfajta logika szerint, és mindketté haszndlatos [5], [6]. Ezért nem is tud-
juk, hogy melyiket tekintsiik az ”igazi” kiterjesztésnek. Addédik egy altaldnos moédszer
kétvaltozos kozepek haromvéltozds kiterjesztésére. A kétvéltozds M (x,y) kozépbél meg-
kaphatunk egy haromvéltozds M(z,y, z) kozepet. Rendezziik névekvé sorozatba az
x, Y, z, szamokat, és jelolje xg a legkisebbet, 1 a kozépsot, és zy a legnagyobbat, azaz

To < Yo < 2p.



1=1,2,3,... esetén legyen
zp =M1, Y1), yi = M(2i,2i1), 20 = M(yic1, zi1)-
(1), (3) és (4) miatt n =0,1,2,3,.. .-ra fennall
Tpo1 < Tn < Yn < 20 < Zpot

Ebbol kovetkezik, hogy x, sorozat monoton novo és korldtos, valamint z, sorozat mo-
noton csokkend és szintén korlatos. Azaz létezik a hatarértékiik, amit jeloljiink X-szel
és Z-vel. Az

Yn = M(xn—la Zn—l)

egyenldséghil és (5)-bél kovetkezik, hogy v, is konvergens és hatérértéke Y = M (X, 7).
X < Z,de X = Z is fenndll, mert ha X < Z lenne, akkor (3) miatt X <Y < Z is
teljesiilne, de

Zn = M(yn—1> Zn—l)

egyenldséghdl és (5)-bél Z = M(Y, Z)-t kapnank, de ez Y < Z-vel egyiitt ellentmond
(3)-nak. Tehdt X = Z és (1) miatt X =Y = Z is igaz. Legyen M (x,y, z) ez a k6z0s
hatarérték.

gy M(x,y,2) tényleg kozép. (1), (27) trividlisan igaz, (3') és (4)) (3) és (4) segit-
ségével és indukcidval kénnyen beldthat6, (57) pedig abbdl kovetkezik, hogy ., y, és
zp tart M(z,y, z)-hez és x,y, z folytonos fliggvénye, ami indukciéval kévetkezik (5)-bél.
M (z,y, z) homogén is, ami M (z,y) homogenitdsabdl kovetkezik.

Ez az algoritmus a kétvéltozos szamtani kozéphdl elballitja a haromvaltozdsat. Ennek
bizonyitasara konnyl geometriai interpretaciét is talalni.

By

Co

Legyen most xg < 19 < 2o, hogy ne legyenek elfajult esetek. xq, zo-t abrazoljuk az x,y
koordinatarendszer z tengelyén: Ay = (x9,0),Co = (20,0). yo-t pedig dbrazoljuk az x
tengelyen kiviil: By = (yo,1). Ezek egy haromszoget hatdroznak meg. Ekkor Ag, By, Cy
x tengelyre vett vetiilete rendre xg, yo, 20. Ekkor z1,y1, 21 rendre az [xg, yol, [To, 20] és
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[Y0, 20| szakaszok felezOpontjai. Mivel valéjaban csak a vetiiletekre vagyunk kivéncsiak,
ezért ezeknek megfeleltethetjik rendre pont Ag, By, Ag, Coy és By, Cy oldal szakaszok
felezOpontjait. fgy kapunk egy jabb haromszoget a kiindulasi haromszog stlyvonalaibdl.
Az igy kapott haromszognek is a sulyvonalait véve folytathatjuk az eljardast. Az n.
haromszog csucsainak a vetiillete az = tengelyre pont x,,y,, z,. Viszont geometriabol
tudjuk, hogy egy haromszognek és a sulyvonalaibdl alkotott haromszognek azonos a
silypontja. A sulypont vetiilete viszont mindig az eredeti harom szam haromvaltozos
aritmetikai kozepe. A haromszogek oldalhosszai felezédnek, igy a csticsok tartanak a
sulyponthoz, a vetilletek pedig az aritmetikai kozéphez.

Tetszoleges x,y, z esetén a szamtani kozéppel végzett algoritmusbdl log x, log vy, log z be-
helyettesitésével log(¥/zyz) addédik. e” folytonossdga miatt a sorozatok tagjaira e™-et
alkalmazva, azt latjuk, hogy az x,y, 2-vel kezd6dd sorozatok /xyz-hoz tartanak. De
ezeknek a sorozatoknak a tagjai pont azok, mint amelyeket z,y, 2-b6l indulva geometriai
kozép vételével kapnank, hiszen e S = VeV, Ami azt mutatja, hogy az algoritmus a
kétvaltozos geometriai kozépbdl kiindulva a haromvaltozdsat adja.

Hasonléan
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< =
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T, 1,1  1,1.,1
5_'_5_'_; z+§+z

miatt a kétvaltozos harmonikus kozépbdl is megkaphatd a haromvaltozos harmonikus
kozepet.

A logaritmikus kozéppel viszont nem ez a helyzet. Az algoritmus a kétvaltozos lo-
garitmikus kozép felhasznaldsaval a két haromvéltozos logaritmikus kozéptdl kiillonbozd
haromvaltozos logaritmikus kozepet ad. Ehhez azt a tényt kell felhasznélni, hogy az algo-
ritmus ugyan azt a hatarértéket adja fiiggetlentl attdl, hogy g, yo, 20-bdl, vagy n > 1-re
Ty Yn, 2p-bOl indulunk ki. fgy példaul az is igaz, hogy

M(%’yo,zo) = M(M(iUo’yo)a M(ﬂfo’ZO)a M(?Jo’Zo))

Példaul atirhatjuk Li-et és Lo-t kettes alapu logaritmusra , ekkor zg = 1,y9 = 2,29 = 4
esetén a fenti egyenléség nem teljesiil.

3. Matrixok kozepei

Kozepekre az élet szamtalan teriiletén van sziikség. Az n valtozos szamtani kozép, atlag
néven sok helyen elébukkan. El6fordul példaul a statisztikaban, ahol fiiggetlen azonos el-
oszlasu valészintliségi valtozok atlaga majdnem biztosan tart a kozos varhaté értékiikhoz.
Igaz ez akkor is, ha a valdszintiségi valtozok tobb dimenzids valdszintiségi vektor valtozok.
Els6k kozott azonban mindenki altalanos iskolaban taldlkozik az atlaggal, amikor ki
kell szamolnia a tanulményi atlagat. Az egyetemen hasznélatos silyozott tanulmanyi



atlag viszont szigoru értelemben véve mar nem kozép, mert nem feltétleniil szimmet-
rikus, illetve tobb valtozéban nem feltétleniil permutacié invarians. Viszont bele tar-
tozik egy tagabb fogalomkorbe, azt mondhatjuk ra, hogy kapcsolds az angol connec-
tion sz6 forditdsaval. Itt a kapcsolas szd jogos, hiszen példaul a harmonikus kozép
fele, ami szintén kapcsolas, megadja a fizikaban két parhuzamosan kapcsolt ellenéllas
eredo ellenallasat. Lattuk, hogy példaul a statisztikaban vektorok, de altaldnosabban
akar matrixok kozepe is elOkeriil, nem csak szamoké. A fizikdban sincs ez masképp.
Tekintsiink egy olyan eszkozt, "ellenallast”, amelynek n ki- és n bemenete van. Egy
ilyen ”ellenallds” sarkain mérhet6 fesziiltségeknek a bemeneti aramerdsségekkel aranyos
valtozdsat egy n x n-es matrixszal lehet leirni. Két ilyen aramkori elem példaul par-
huzamos kapcsoldsat pedig a két megfelel6 matrix harmonikus kozepének felével lehet
megadni [4]. A mdtrixok harmonikus kdzepe ezen a ponton az egyesitett aramkori
elemek matrixat jelenti. Azonban beldthaté, hogy ez az Osszefliggés a szamok koze-
peihez hasonlé matrixokra vonatkoz6 axiémakat elégit ki. Vagyis hasonld értelemben
kozép, mint a szamokra alkalmazhato valtozata. Matrixok kétvaltozos kozepeire Kubo
és Ando alkotott elméletet [2]. Pontosabban szélva végtelen dimenziés Hilbert tereken
haté operatorok kétvaltozos kozepeit targyaltak axiomatikusan. Itt azonban operator
helyett mindig matrixot frunk. Minden itt szereplé matrix n x n-es 6nadjungalt, de foleg
valés elemil pozitiv matrix lesz. A és B n x n es 6nadjungalt matrixok esetén akkor
mondjuk, hogy A > B, ha A— B > 0, azaz a A — B sajatértékei nemnegativak. Kubo és
Ando el6szor bevezették a kapcsolas fogalmat. M (A, B) kétvaltozés matrixfliggvény ak-
kor kapcsolas, ha monoton, folytonos és kielégiti az in. transzformator egyenlotlenséget:

CM(A,B)C < M(CAC,CBC),

ami a homogenitas egy erésebb valtozata. Egy kapcsolast akkor neveznek kozépnek, ha
normalizalt: M (I, 1) = I, ahol I az identitdas. Nem kovetelik meg a szimmetrikussagot,
de mi ezt is elvarjuk.

Kovetkezik, hogy egy kozépre fennalnak az alabbiak, ha a monotonitasnal szigoru
egyenlotlenséget koveteliink meg.

(I
(I
(ITI) ha A < B, akkor A < M(A,B) < B

M(A, 4) = A
M(A, B) = M(B, )

(V

)
)
)
(IV) ha A< A" és B < B, akkor M(A,B) < M(A’, B')
) M(A, B) folytonos

)

(VI) CM(A,B)C < M(CAC,CBC)

Ezeket az axiomakat kielégiti a természetes modon értelmezett aritmetikai és harmo-
nikus kozép:

A+ B

A(A,B) = Jilletve H(A,B) = 2 (A" + B H™!
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Elvarhato, hogy az igy kapott kozepek kiterjesztései legyenek a szamok megfeleld koze-
peinek. Ezzel nincs gond, mivel 1 x 1-es matrixok esetén visszakapjuk az eredeti kozepet.
A harmonikus kozépnél mar nem megfelel6 a szokasos tort irasmaéd, inverzet kell alkal-
mazni. Még bonyolultabb a helyzet a geometriai kozéppel. A /Ty képlet értelmes ugyan
matrixokra is, de nem szimmetrikus, és példaul

11 2 1
A‘<1 1) < B_(1 2)
esetén koénnyen lathatd, hogy (II1) sem teljesiil. Egy méasik méd a kiterjesztésre azon
alapul, hogy minden kapcsolashoz bijektiven hozzarendelhet6 egy m : (0, 00) — (0, 00)

méatrixmonoton fliggvény,amelyre m(z) = M(1,x), ahol 1,z € R,. A szdmok geometriai
kozepének g(x) = /x felel meg. Ez matrixmonoton, és a hozza tartozé kozép

G(A, B) — A1/2(A_1/2BA_1/2)1/2A1/2.

Ez is matrixkozép és kiterjesztése a geometriai kozép skalar valtozatanak, csakigy, mint
az aritmetikai és harmonikus kozép. Lathaté, hogy nem magatdl értetédd, hogy egy
megszokott szamkozepet ki lehet terjeszteni matrixokra is. A kozéphez tartozd valos
fliggvényt meg kell vizsgalni, hogy matrixmonoton-e, ami sokszor nehéz feladat. A
kétvaltozos logaritmikus kozépnél az

_:17—1

l(x)

~ logx

fliggvény métrixmonotonitasat kell eldonteni. Szerencsére ennek a fliggvénynek létezik
egy integral alakja éspedig

Tudjuk, hogy z® mdatrixmonoton pontosan akkor, ha « € [0,1], de ilyenek &sszege is
az és ilyenek limesze is az, tehat az integral is matrixmonoton. Vagyis a kétvaltozos
logaritmikus matrixkozép tényleg méatrixkozép. Szimmetrikus pozitiv definit A matrix
logaritmusat, illetve mas f fliggvényét is ugy vessziik, hogy a matrixot

A=U"DU

alakba frjuk, ahol U unitér, D = diag(\1, ..., A,), ahol A, ... A, az A matrix sajatértékei,
majd a sajatértékeket helyettesitjiik a logaritmus illetve a tetszoleges f fiiggvénybe, és
visszaszorzunk az unitérekkel, azaz

f(A) =U"f(D)U = U diag (f (M), .-, f(Aa)) U-
A matrixmonoton fiiggvénybdl az alabbi képlettel kaphatjuk vissza a kozepet:

M(A,B) = AY2f(A™V2BATY2) A2,



4. Matrixkozepek harom valtozéban

Léteznek tobbvaltozos matrix kozepek is. Az aritmetikai és harmonikus koézép egyszeriien
kiterjesztheto tetszolegesen sok valtozora, és ezeknek a kiterjesztéseknek a jogossagat
senki sem kérdojelezi meg, mert olyan sok helyen haszndltak, rdadasul végteleniil egy-
szertiek. A tobbi kozéppel azonban mar harom véltozéban is rengeteg probléma akad.
A geometriai kozéptél harom valtozoban tobb ésszerti tulajdonsigot is elvarhatunk.
Ando, Li és Mathias egy 2004-es cikkében 10 ilyen tulajdonsagot nevez meg. Talan azt
varnank, hogy tobb véltozora nem is nagyon lehet talalni olyan kozepeket, amik tobbé
kevésbé kielégitik ezeket a tulajdnosdgokat, ezzel szemben meglep6 modon a valdsig
az, hogy tobb ilyen kozép is van. Mint a haromvaltozdés szamokra vonatkozd logarit-
mikus kozépnél a matrixok haromvaltozds geometriai kozepénél is az a helyzet, hogy
tobb jelolt is akad. Ezek koziil az egyik az elsé részben ismertetett végtelen algorit-
mus matrixos valtozataval all el6 paronkénti geometriai matrixkozép vételével. Szamok
kozott mindig van rendezés, matrixok kozott viszont csak kivételes esetben. Az algorit-
mus bizonyosan miikodik matrixokra is abban az esetben, amikor a harom matrix kozott
van rendezés. Legyen M(A, B) egy tetszoleges matrixkozép. Ha A < B < C, akkor
legyen Ag = A, By = B, Cy = C. Valamint rekurzive n = 1,2, 3, .. -ra legyen

An+1 - M(Ana Bn)> Bn+1 - M(Ana Cn)> Cn-i—l - M(Brw Cn)

A harom matrixsorozat ebben az esetben is konvergens, ami ugyan gy lathaté be, mint a
skalar esetben, az analdog matrixokrol szdlo tételek felhasznédlasdaval. Az igy kapott k6zos
hatérérték M (A, B, C') haromvéltozdés métrixkozép, ami hasonléan bizonyithaté, mint
szamokra. Ezzel az algoritmussal a kétvaltozos aritmetikai matrixkozépbdl megkapjuk
a haromvaltozdsat, és emiatt a kétvaltozds harmonikus matrixkézépbdl megkapjuk a
haromvaltozosat, mint a skaldar esetben. SOt a konvergencia akkor is miikodik, amikor
a harom matrix nincs rendezve, és ezt nem nehezebb belatni, mint a szamok esetében.
A geometriai kozéppel mar kicsit mas a helyzet. Ennél a nem rendezett esetben a
konvergenciat csak 2004-ben lattédk be [1]. Azdta sziiletett ra egyszertibb megoldas is [3],
felhasznalva , hogy A-hoz létezik A > 0 és p > 0, hogy

A< AB < uC
és a geometriai kozép azon specidlis tulajdonsagat, hogy

G(MA, uB) = \/A\uG(A, B).

Mas kozepekre még nem tudjuk, hogy nem rendezett esetben van-e konvergencia. Az
itt targyalt negyedik kozép esetében, a logaritmikus kozépnél szintén nem tudjuk, hogy
a nem rendezett esetben konvergél-e az iteracio. Végeztiink szamitogépes kisérletet erre
vonatkozolag. Ez persze nem bizonyitds, mivel numerikus eljarasrol van szo, de legalabb
sejtés megfogalmazdsara alkalmas. A program octave-ban késziilt, ami a Matlab sza-
bad valtozata. Az octave jél alkalmazhaté numerikus matrixmiiveletek végzésére, ezért
ebben irédott a program. A program a kisérletek soran Linux operaciés rendszeren fu-
tott, és a futtatd shell bash volt. Az octave egyik elénye, hogy a programot tartalmazo
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fajl parancssorbdl is futtathatd. Az algoritmust természetesen véges sok 1épésig lehe-
tett csak elvégezni. Fontos informéciét nytjtanak a kiindulé matrixok, melyek véletlen
szimmetrikus pozitiv definit matrixok voltak, és szintén fontos informaciét nyuijtanak
az iteracio megszakitasakor tapasztalt eltérések a kapott matrixok kozott. Ezeket az
adatokat célszert volt fajlba menteni, hogy késobb is lehessen azokat elemezni. Ugyan-
akkor a kisérlet futdsa soran kényelmes volt latni, hogy éppen hol tart a program futésa,
ami viszont nem egy fajlban, hanem a képernyon kellett, hogy megjelenjen. Tehat a
program outputjat két helyre is kellett iranyitani, ami nem latszott megoldhatonak csak
az octave segitségével. Ezért készilt egy shell szkript, ami feliigyelte az octave program
futasat. A mellékletekben kozoljiik az octave programot kommentekkel kiegészitve, vala-
mint a shell szkriptet minimalis kommentezéssel. A futtatas soran a program sztenderd
normalis eloszlas szerint készitett harom diagonalis matrixot, majd ezeket megszorozta
harom sztenderd normalis eloszlasu elemeket tartalmazé szimmetrikus matrixszal, majd
ha rendezhetoek voltak djra prébalkozott, amig nem rendezhetoek lettek. Ezekkel 100
1épést végzett az iteraciobdl paronkénti logaritmikus matrixkozép vételével. A kapott
matrixok paronkénti 2-es normabeli eltérésének maximumat vette. Az egész eljarast
szazszor megismételte a shell szkript, és a szaz alkalommal kapott maximalis 2-es nor-
mabeli eltérések maximumat vette, és megjelolte azt a helyet, ahol az a harom matrix
volt talalhato, amlyekkel indulva ez el6szor elofordult.

fgy azt kaptuk, hogy a maximalis eltérés a fenti paraméterekkel 3 x 3-as matrixokkal
10~* nagysdgrendii volt és elészor a 92. kisérletnél fordult eld. Atlagosan azonban a
maximalis eltérés 10~7 nagysagrendii volt. Ebbél arra a sejtésre kovetkeztetiink, hogy
az algoritmus konvergenciat ad a logaritmikus matrix kozépre is a nem rendezett esetben.

Ellenorzés képpen a kisérletet elvégeztiik a geometriai kozépre is hasonlé paraméte-
rekkel rendezett és nem rendezett 3 x 3-as matrixokkal, valamint elvégeztiik a kisérletet a
logaritmikus kozéppel 3 x 3-as matrixokkal a rendezett esetben is, és papirforma szerint
konvergenciat tapasztaltunk numerikus szinten.

5. Konklizié, tervek

Egy érdekes és izgalmas kérdés kutatasa kozben vagyunk éppen. Egyfeldl azt tapasztal-
juk, hogy két kitiintetett kozép van, amire sok tulajdonsiag automatikusan teljesiil, ezek
az aritmetikai és harmonikus kozép. Van egy harmadik kozép is, ami rokon veliik, ez a
geometriai kozép, amely ugyan kis késéssel, de igazodik hozzajuk, vagyis ami konnyen
belathato az els6 kettore, az idovel belathato a harmadikra is. Mésfelol van a tobbi kozép,
mint példaul a logaritmikus kozép, amelyek nehezebben megismerhetoek. Ugyanakkor a
szamitogépes szimulacio egyeldre affelé hajlik, hogy ezekre a kozepekre is lehetnek igazak
azok a tulajdonsigok, ami az els6 haromra. Nagy kérdés, hogy mitol olyan jol kezelheto
az els6 harom kozép, mi teszi ket kiemelkeddvé. Részleges vélasz két valtozéra mar van.
Ando és Kubo elmélete arra is ramutat példaul hogy a kozepek kozott az aritmetikai a
legnagyobb, és a harmonikus a legkisebb. Azaz kielégitenek egyfajta extremalitasi tulaj-
donsagot. De ez csak a kétvaltozos eset, szeretnénk valamit tudni tébb valtozéban is. A
vizsgalodas tovabbi 1épcsoi kozott szerepelhet a fenti iteracio szamitogépes szimulacidja
nagyobb dimenzidés matrixokra, mas eloszldsokra. Vagy més kozepekre, ami magaban
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foglalja fiiggvények matrixmonotonitdsanak vizsgalatat is. Talan bizonyos kozepekre
sikeriil majd bebizonyitani a nem rendezett esetben a konvergenciat hagyoményos és
korrekt matematikai modszerrel.

6. Melléklet A

Az octave program:

#! /usr/bin/octave -qf

#A fenti sor azt teszi lehetdvé,

#hogy a program parancssorbél futtathaté legyen,

#de nem minden géptermi gépen miikodik ezzel a path-szal.

#Ez a program harom szimmetrikus pozitiv definit matrixbdél, készit
#masik harmat, paronkénti logaritmikus matrixkozép vételével.
#Ezt iterdlja, és megnézi az eredményiil kapott mitrixok normabeli eltérését.

#itt lehet valasztani, hogy milyen m&trixokkal kezdjik az iteraciét
#kiindulomxvalasztas nevii valtozé, értelemszerlli jelentéssel, lehet:
#"eloreadott", "veletlen" és '"veletlenrendezett"

kiindulomxvalasztas = "veletlen";

#itt lehet megadni harom matrixot kezddértéknek
#kiindulomxvalasztas="eloreadott" esetén

A = [[50,3];[3,50]];

B = [[78,5];[5,78]];

C = [[100,1];[1,100]7;

#itt lehet megadni a hasznilt véletlen matrixok méretét, és az iterdcidk szamat
#n akkor szamit, ha kiindulomxvalasztas="veletlen" vagy '"veletlenrendezett"
n = 3; iteracioszam = 50;

#az alabbi filggvény

#egy véletlen szimmetrikus nxn-es matrixot készit

#N(0,1) eloszlas szerint

function kapottmx = szimmvlmx ( n );
#egy teljesen véletlen matrix, amit szimmetrikussa teszek majd
A = randn( n, n );
#rand parancs E(0,1) eloszlds szerint csindlnd

#a f64tl6 alatti rész transzpondltjat
#a fd4tlés alsSharomszog matrixhoz adja
A=trilC A, -1 )’ + tril( A );
kapottmx = A;

10



endfunction

#az alabbi filuggvény
# egy véletlen szimmmetrikus pozitiv definit nxn-es matrixot készit
#N(0,1) eloszlas szerint
function kapottmx = posszimmvlmx ( n );
#egy véletlen nemnegativ diagondlis
D=diag( abs(randn( 1, n )) );
#bazistranszformaciét hajt végre D-n
A = szimmvlmx( n );
kapottmx = A *x D x A’;
endfunction

#az alabbi filiggvény
#készit harom szimmetrikus pozitiv definit nxn-es matrixot egy nagy matrixban
#egymds mellé rendezve, kiindulomxvalasztas valtoz6 értéke szerint
function [retA,retB,retC] = posszimmvlimxek ( n , kiindulomxvalasztas );
if (strcmp(kiindulomxvalasztas,"eloreadott"));
#az eldreadott matrixok
retA=A;retB=B;retC=C;
elseif (strcmp(kiindulomxvalasztas,'"veletlen"));
#harom véletlen mdtrix, hogy egyik kettd sem Osszehasonlithaté
do;
retA=posszimmvlimx(n) ;
retB=posszimmvlmx(n) ;
retC=posszimmvlmx(n) ;
until (rem(sum(eig(retA)<eig(retB)) ,n)<>0&&
rem(sum(eig(retA)<eig(retC)) ,n)<>0&&
rem(sum(eig(retB)<eig(retC)),n)<>0);
#kiindulomxvalasztas = "veletlenrendezett"
else
#egy véletlen pozitiv n-es sorvektor
dl=abs(randn(1l,n));
#egy dl diagonalisi és egy szimmetrikus véletlen matrix
Di=diag(dl) ;Ul=szimmvlmx( n );
#egy d1-nél elemenként nagyobb sorvektor
d2=d1+abs(randn(l,n));
#egy d2 diagonalisi és egy szimmetrikus véletlen matrix
D2=diag(d2) ;U2=szimmvlmx( n );
#egy d3-nadl is elemenként nagyobb sorvektor
d3=d2+abs(randn(l,n));
#egy d3 diagonalisi és egy szimmetrikus véletlen matrix
D3=diag(d3) ;U3=szimmvlmx( n );

#a rendezett matrixok
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retA=U1*D1xU1;
retB=U2*D2x*xU2;
retC=U3*D3%*U3;
endif;
endfunction;

#az alabbi filggvény
#kiszamolja egy négyzetes szimmetrikus matrix (x-1)/log(x) fiiggvényét,
#ami a kétvaltozés logaritmikus kozéphez tartozd egyvaltozés filiggvény
function matrix = logkozfje( A );
#u-ba teszi az A-t diagonalizdldé unitért,
#és a d matrixba a sajitértékekbdl &llé diagondlis matrixot
[u,d] = eig(A);
#A mérete-szer csindlja
for i = 1:size(d)(1,1);
#d i-edik f&atlobeli elemének veszi (x-1)/log(x) fiiggvényét
d(i,i) = ( d(i,i)-1 )/( log(d(i,i)) );
endfor;
#a visszaadandd matrixot késziti el; u’ az u transzponaltja
matrix = wkxd*u’;
endfunction

#itt megkapom a harom kivant matrixot
[A,B,C] = posszimmvlmxek( n , kiindulomxvalasztas );

#ékezetes sztringre konvertdlja kiindulomxvalasztas valtozé értékét
if (strcmp(kiindulomxvalasztas,"eloreadott"))

kiindulomxvalasztas = " eldreadott";
elseif (strcmp(kiindulomxvalasztas,"veletlen"))

kiindulomxvalasztas = " véletlen";
else

kiindulomxvalasztas = " véletlen rendezett";
endif

#kiirja a harom kiindulé matrixot
printf (’\nA kiindulé’%s matrixok: \n\n’,kiindulomxvalasztas);
A, B, C

#ez végzi az iterdlast iterdcidészamszor
for i = 1:iteracioszam;

#logm a matrixgyokvonas
#a, b, c jelenti a megfeleld logaritmikus kozepeket

a=sqrtm(A) * logkozfje( sqrtm(inv(A))* B *sqrtm(inv(A)) ) * sqrtm(A);
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b=sqrtm(A) * logkozfje( sqrtm(inv(A))* C *sqrtm(inv(A)) ) * sqrtm(A);
c=sqrtm(B) * logkozfje( sqrtm(inv(B))* C *sqrtm(inv(B)) ) * sqrtm(B);

#az eredeti matrixokat lecserélem a logaritmikus kozép matrixokra
A =a; B=b; C=c;
endfor;

#itt veszem az iterdcié végén kapott matrixok

#eltéréseik kettesnormdjinak maximumit

printf (’\nAz eltérések 2-es normdban 7%d 1lépés utdn:\n’,iteracioszam);
printf(’eltérés = J%g’,max( [ norm( B - A), norm( C - A ), norm( C - B ) ] ));
printf (’\n\n’);

7. Melléklet B

A shell szkript:

# Ez a shell program torli eredm fajlt,
# majd lefuttatja $1l-szer $2-t es az eredmenyt beleirja
# $3-ba vagy eredm-be, azutan megjeleniti $3 fil-et less-ben
rm -f eredm;
if [[ $1 = "" ]];
then echo hasznalat: ismetel.sh [hanyszor] mit [hoval; exit;
fi;

if [[$1 1= "" && $2 == "" 1]
then hanyszor=1;
mit=$1;
fi;
if [[ $2 = "" 1]
then hanyszor=$1;
mit=$2
fi;
if [[ $3 == "" 11;

then hova=eredm;
else hova=$3;
fi;
echo $hanyszor-szer végezve $mit-t kaptuk: > S$hova;
for iteracio in $(seq $hanyszor);
do echo -e "\n$iteracio. kisérlet:" >> $hova;
echo -en "\rFolyamatban $iteracio. kisérlet";
$mit >> $hova;
done;
echo -en "\r";
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awk ’BEGIN {max=-1000; szamolo=0; elofordulas=0} #

/"elt/ { #

split($3,elteres,"e"); #

if (elteres[2] !=""){ #

exponent=elteres[2] #

Yelse{ #

if (log(elteres[1])/log(10)>=0){ #

exponent=int (log(elteres[1])/log(10)) #

Yelse{ #

exponent=int (log(elteres[1])/log(10))-1 #

I #

s #

szamolo++; #

if (exponent>max){ #

max=exponent; elofordulas=szamolo #

} #

3 #
END {printf("\nA maximilis eltérés az Osszes kisérlet soran

10"%d nagysadgrendu,\nés %d. kisérletnél fordult elo
eloszor" ,max,elofordulas) #
} #

> $hova>>$hova;
less $hova;
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