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Valés valtozés valds értékii fliggvények

Hatvanyfiiggvények: f(x)=x" ahol k pozitiv egész szam
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Paros gyokfiiggvények
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Trigonometrikus fiiggvények (sinx, , tanx)
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Hiperbolikus fiiggvények

Koszinusz-hiperbolikusz fiiggvény

e +e”
Definicié: Chx = szokdsos jelolés még Yy = cosh X
f(x)=cosh(x)
_ X _ X f(x)=e"x
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Tangens-hiperbolikusz fliiggvény

Definicio:

shx _e*-e” o ala
thx =——=———szokasos jelolés még y = tanh X
chx e*‘+e
1 y f(x)=tanh(x)
f(x)=sinh(x)
351 f(x)=cosh(x)
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Inverz fliggvények

Definicié:inverz fliggvény

Az f fuggvény inverz fiiggvényének nevezziik és f ' -el jeldljik azt a figgvényt, mely
minden valds aszamhoz (mely az f fliggvény az értékkészletéhez tartozik), azt a

b szamot rendeli, melyhez az f az a-t rendelte, vagyis:
Ha f(b)=a , akkor f™'(a)=b
Innen kovetkezik, hogy f ( f! (a)) =a és ( f (b)) =b

Innen kdvetkezik, hogy az f 'értelmezési tartomanya az f értékkészlete, és '
értékkészlete az f értelmezési tartomanya.

Jelben: D(f"1)= R(f), és R(f‘1)= D(f)
Tehat csak kélcsondsen egyértelmd fliggvénynek van inverze, hiszen sziikséges, hogy
b egyértelm( legyen.
Tétel: invertalhatdsag elégséges feltétele

A figgvény invertalhatosaganak elégséges feltétele a fiiggvény szigord monotonitasa,
hiszen szig. monoton fiiggvény esetén ha X, # X, , akkor f(x )= f(x,)
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Egyvaltozos fliiggvények

Az f'fiiggvény és az f fiiggvény grafikonja egymasnak az y = X egyenesre vett

tikorképe

A képen az y=X fliggvény

és inverze az - lathato
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Az y =sin X figgvény nem invertdlhato a (—oo,+oo) intervallumon, mert nem kdélcsondsen

egyertelmu. Invertalhato a {—5,5} tartomanyon, itt szigoruan monoton né.

Az inverz fuggvényét arkusz-szinusz fliggvénynek nevezziik, jele arcsinx
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Az _ ertelmezési tartomanya a[—l,l] intervallum ,értékkeszlete [—E,E}

Hasonldan abrazolhatjuk a trigonometrikus fliggvények inverzeit a szigoridan monoton
szakaszokon.
Példa

Adjuk meg, hogy az y = 1fl'.'lggvény hol invertalhatd és ott adjuk meg az inverzét.

2

Megoldas: A fliggvény nem koélcsénésen egyértelmd,

ity Lmine 3.1
L.y

L

De felbonthaté két szigordan monoton (kélcséndsen egyértelmii) szakaszra:

1. y= ha x>0 2. y= 11, hax<0
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A flggvénykapcsolatbdl x-et kifejezve adddik az inverz fliggvénykapcsolat, ezutdn x és y
szerepét felcserélve kapjuk az inverz fliggvényt az [X, y]koordinéta-rendszerben.

y l:xz—l, l+1=x2,
X = y y

X= /l+1,az X>0 &agra, illetve x=— /l+1 a X<0 agra.
y y

Felcserélve x és y szerepét kapjuk,hogy:

Az- (x>0) inverze

Vagyis y =

/
r

Az- (x<0) inverze

10
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Természetes alapu logaritmus fiiggvény: f(x)=Inx

A fliggvény szigoran monoton, tehat mindenhol létezik az inverze, ezt a fliggvényt

nevezzik természetes alapu logaritmus fiiggvénynek
y =InX

M)mleals
M)

s
.
[re

A tovabbiakban az eddig felsorolt fliggvenyekbdl ,6sszeallitott” figgvényeket fogjuk
vizsgalni. Osszedllitas jelenti a fenti figgvények konstans szorosat, 6sszegét,
kilénbségét, szorzatat, hanyadosat, 6sszetett fliggvényét, inverz fliggvényét fogjuk

vizsgalni. Megvizsgaljuk a kilonb6z6 x helyeken és a végtelenben a hatarértékeiket. A
célunk az, hogy minél pontosabban fel tudjuk vazolni a grafikonjukat.

11
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Nevezetes hatarértékek

. sinX . sinX . s « o
lim ——=0]|, lim =0 bizonyitds rendérelv segitségével
X—>+0 X X——00 X

. 1 sinx 1 , 1 1 sin X
Mivel ——< <—¢-——>>0¢8 —>0 = -0

X X X X X X

. sinX . (s "

lim =1, bizonyitas renddrelvvel
X=>0 X

fvmértekkel mérve az x széget
sin X < X < tan X, innen sinx-el osztva

e X1

~sinX  cosX

Mivel lim =1 ezért a rendorelv szerint lim—— =
x>0 cos X x=0 g1n X
. sinX . 1
lim =lim =1
x=0 X x=0 X
sin X
lim(1+ ! j" =e
e\ X g
. . s _ 1 1
A fliggvény csak ott van értelmezve, ahol'gz alap pozitiv, vagyis 1+—>0, —> -1, azaz
X X

x<-1 vagy x>0

o
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11m(1+—j =€, bizonyitas vazlat. Belatjuk, hogy ha X — 400, akkor van a fliggvenynek

X—0 X

hatarértéke. Ez nem lehet mas, mint az egész helyeken véve a hatarértéket ami

lim (l + lj =e
n—oo n

13
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Hatarozatlan hatarértékii alakok 6sszefoglalo tablazata.

Hatarozatlan hatarértékd alakok:

g (X) X=X X=X

f(x
akkor a lim (%} nem egyértelmiien meghatarozott (hatarozatlan alaku).
X—>Xy g X

A hatarérték az f(x) és g(x) fliggvénytdl fligg.

Ha egy fliggvény { f (X)] alaki és lim f (x)=lim g(x)=o0 szimbolikusan(fj
o0

Hasonldan kell érteni az alabbi tablazatban szerepld szimbolumokat.

A hatarozatlan alakokat hatarozott alakava kell alakitani gy, hogy mar ismert
hatarérték fliggvénye legyen.

Ismertnek tételezzliik a kovetkez6 hatarértékeket:

lim >0 = (QJ
x>0 ¥ 0
. 1Y o0
hm(1+—j =e [1 j (a o lehet akdr +owo vagy —w)
X—>00 X
1 ) 1 0
valamint — helyettesitéssel 11n3(1+x)X —e (1 ](a 0 lehet akar +0 vagy —0)
X X—>
Szimbolikusan 1. példa .
példa
(ooj 34 4 1
=z 5 ~ R
0 hm3X +4X2 lzllm X X :_é
X—>00 1-2X X—>00 L_
2
(9} lim sin/x lim sinv/x —lim sinv/x 1
0 x>0 X X0 \/7 Jx o o0 f \/7

(w_wj lim(x* - v/X )—hm(f ()_hm(r */_)

o o o I+ Ix (\/XT+\/;):°O

( 0 ] lxil%(smx'%jﬂxigg(sinx.\/z_x_‘/j;] HO(smx 2\/—j

lim(H—Xj :lim(1+lj _e
X—00 X X—0o0 X

0] |t =t =

il ey
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Hatarozott hatarértéki alakok, konvergencia kritériumok

Szimbolikusan A szimbélum tartalma Példa
(Cj Ha a szamlalé konstanshoz tart 3Ix% +4x—1
L]~ |=© (C#0) és a nevezd 0.hoz, akkor >
0 a tort - oo hez tart 11_{5105)(_—7)(” =0
sin —
X
C Ha a szamlal6 konstanshoz tart 32 +4x—1
2.|—1|=0 és a nevezd «.hez, akkor a tort S —7x 1l
x -0 hoz tart lim=2X =X+ _¢
X—>00 lnX
0 Ha a szamlal6 végtelenhez tart 32 44x—1
3. = |=» és a nevezd 0.hoz, akkor a tort - | lim—————=
0 X—0 .
o hez tart sin —
X
0 Ha a szamlalé 0.hoz tart és a . arcsin X
4. - =0 nevezd végtelenhez, akkor a tort lxl_r>%_x—1 =0

- 0 hoz tart

X2

Ha egy fliggvény alapja egynél
nagyobb konstanshoz tart és a
kitevGje oo -hez, akkor a tort oo-
hez tart

(3 +4x—-1Y
lim ——— | =
x—=0 | 2XT —TX+1

0 Ha egy fliggvény alapja egynél 5 +ax—1)
6.|C =0 kisebb pozitiv konstanshoz tart lim : =
és a kitevdje o -hez, akkor a tort | x> | 3X™ =7X+1
(0<C<1) 0-hoz tart
C Ha egy fliggvény alapja «-hez X x1
7.0 |=0 (c>0) tart és a kitevdje konstanshoz lim 2X7+4x—1 )3 cw
ami nagyobb mint 0, akkor a tort | x5e | 3x2 —7x+1/)
0 -hez tart
0 Ha egy fliggvény alapja pozitiv \ 1
8./C [=1 (c>0) konstanshoz tart és a kitevdje lim 2X 4Ax—1 P
0 -hoz, akkor a tort 1-hez tart x>o | 3x2 —Tx+1
o0 Ha egy fliggvény alapja 0-hoz 5 + 4% —1 3x
9./]0 |=0 tart és a kitevdje oo-hez, akkor a | lim : =1
tort 0-hoz tart x>o |\ 3XT —TX+1
10 (0.kor|a’_t05) —(0 | Ha egy szorzat egyik tényezdje _ sinX
korlatos a masik pedig 0-hoz 11%) X =0

tart, akkor a szorzat 0.hoz tart.
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Gyakorlé feladatok megoldassal:

3
. X' +3 , . [ C ,
1. lim =? hatdrozott alakil | =~ |behelyettesitve x=1 et
x=>12x—1 C,
X’+3 4
m =—
x>12x—-1 1
3
. X —=2X+3 , C , .
2. lim —————— =? Hatarozott | — |=0 alakl, de pontosabban a kérdés azaz,
x_)+% 2X_1 0

o : . 1
hogy mennyi a hataréerték ha x jobbrdl tart az E-hez.

f(x)=(x"3-2x+3)/(2x-1)

Ekkor azt kell megvizsgalni, hogy +o
vagy —o hez tart a figgvény. A
figgvény grafikonjan lathatd, hogy a
valasz az, hogy a fiiggvény +o

401

=50+

601

Az abra ismerete nélkill a fliggvény elGjelébdl lehet megallapitani ugyanezt. Azt kell
mondani, hogy végtelenhez tart és ha X >5 akkor a fliiggveny elGjele pozitiv (ugy
allapithatom meg, hogy behelyettesitek egy 1-nél nagyobb szamot pl. x=1- t).
2
. X =2x+1
3. lim———=
Xx—1 X —X

2 _1)? _1)? _
im X _32X+1=lim (x-1) . (x—1) i (x-1) 0,
ol X =X o x(xz—l) oL X(X+1)(x=1) = x(x+1) 2

0
? (6) hatarozatlan alaku

2
4. lim3x+—4lez? ad hatarozatlan alaku
xo ] =2X o0
1] L4
3 +ax-1 2 | L T T 3
li TR =lim - _ =
x| 1=2X 1 x> 1 2
X X

C
—=3 hatarozott alakd (C—lj

2

16
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5. lim

x3+3x—10_‘7 (oo
oo X -X=2

—j hatarozatlan alaku, a szamlalét és a nevezét a leg
o0

,gyorsabban” o -hez tartéval azaz x’-el osztva:

142 10
X +3x-10 2 X , C , et
lim ——————= lim —=—=-- mar hatdrozott | — | =00 alaku, mert a szamlalé
X>t0 X° —X—2 x—t0 | 1 2 0
X x X

konstanshoz a nevezd pedig 0-hoz tart. Az el6jel pedig + behelyettesitéssel lathatjuk

. X +3x-10
11m2—2+00
X+ X° — X —2

3
6.  lim>—>X=Y j3x 10_
X0 XT—X—=2
x> +3x—-10 =10
m =

C
?  hatarozott alaku {C_lj

2

li 5 =5
x>0 X7 —X—2 -2
2
7. limX2+3X =9 (gj hatarozatlan alaku
x=0 X7 —X 0
2 X(x+3 X+3
im X 3K gy XXH3) e (x3)

X—0 X2—X Xx—0 X(X—l) X—0 (X—l)

(x+3) -9 0y, . ’
AT T 9 6 hatarozatlan alaku

1X1L%(X+3)2 _9 :lxii%((x+3)_3)((x+3)_3) =1}fgx((x+3)+3) =1Xi23((x+3)+3) i

2
o, limw:? (E)hatérozatlan alaku
x> XT—X—=2 0
1+3 10
2 2 -
lim X X0y gy X AXTI0 - x x
X=X _X_2 X=X _X_2 X—)wl_l_l
X X

. 3x-10 0 , ,
10. 11m2—=? [—) hatarozatlan alaku
x2m X7 —X =2 0

A leggyorsabban o -hez tartéval x*el osztva a szamlalot és a nevezét

17
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3 10
. X—1 . x—1
lim :2)) 0 = lim X X’ mar hatarozott (Oj 0 alaku, azaz llmu—o
x—m X© — X —2 x»ool_l_i 0 XﬁooX —X=2
X X
. NI+ —\/1+x
11. lim ( ]hatarozatlan alaku
o0 1 x -1 0
A (OJsagét Uugy meg lehet sziintetni, hogy mind a szamlalé, mind a nevez6
konjugaltjaval szorozzuk a szamlalét is és a nevezét is:
lim N1+ —\/1+x \/1+ —\1+ X \/1+x+\/1+x \/1+x+1
0 JI+x-1 =i Jix—1  Taxadiaxt Sex+l
—lim(1+x_(l+xz)) I+ x+1 _hmx—x2 VI+x+1 —lim(l_x) VI+Xx+1
=0 1+ x-1 Jrx 41+ 20 X JTex+dlex2 0 1 T+ X +~1+ X2

2_
12, Lim=> Jx

0 X ,
m =7 (—] hatarozatlan alaku
x—1 X—1 0

XA =x —1+1-+/x .. 1—/X . 1—/X
hnlq e 11 — =lim| Xx+1+ :hnlq X+1+ h
X— X— X— X— X_

x—1 X—1

. 1-x
=lim| X+1+

lim| x4+ 14— |=2-123
Xl (ﬁ—l)(ﬁﬂ) ol (\/;+1) 2 2
. sin5X 0 , .
13. lim SO ? (—j hatarozatlan alaku
x—0 X 0
. sin5X . sin5X . sin5X
lim S =lim S -5=5, mert lim S =1,
x=0 X x=>0  §x x=0  §X
, Y , .. sina
(precizen a=5X helyettesitéssel ha x » o akkor a - o és hrr(} =1)
a—>! a
. sin5X . , ‘e .
14. lim =7 Korlatos fliggvény szorozva 0-hoz tart6 fliggvénnyel 0-hoz
X—00 X
tart!
. sin5x . . 1
lim SO _ hm(sm 5X -—j =0
X—00 X X—00 X

, " 1 sin5x 1 _ ) ,
(precizen rendérelvvel ——< <— mivel mindkét oldal 0-hoz tart
X X X

18
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in 5X 0
15. 1mSln =7 — |hatarozatlan alaku
-0 tg10X 0
sin5X .. sin5x 10x 1 .. sin5x 10X coslOx 1
1m = lim . —=]im -— . =
=0tglOx  x>0tglOx 5x 2 x>0 5x  sinlOX 2 2
. 1= X 0 , ,
16. hm$ =7=7 (—j hatarozatlan alaku
x—0 X 0
2 . 2
l-cosx .. 1-cosx l+cosx .. l—(cosx) 1 . sin” X 1
lim > =lim — =lim 5 . =lim — =
x=0 X x=0 X 1+cosx x>0 X I+cosx x>0 X 1+ cos X
o (sinxY’ 1 1
=lim . =—
x>0 X l+cosx 2
. 1- X 0 X ,
17. hm&:? (—j hatarozatlan alaku
x—0 X 0
A 16. példa eredményét felhasznalva
l1-cosXx .. 1-cosX . l—cosx .. 1
hm—:hm—z-X=hm—2-th:—-O:O
x—0 X X—0 X x—0 X x—0 2
. tgx—sin X 0 i i
18. hmg—3:?:? —j hatarozatlan alaku
x—0 X 0
I 1
. tgx—sinx . |sinx B ) sinX) 1—cosX ) sinX) 1—-cosx 1
hmg—3=hm —-% =lim = =lim . —
x=0 X x—0 X X x=0 X X" cos X x—=0 X X Ccos X
x ) o , ,
19 lim| — | =? 1 hatarozatlan alaku
x| 1+ X

1+l
X

lim
X—00 X—00

_(2x+1Y .
20. hm( 1 j =7 Az alap tart 2-h6z a kitevd pedig w-hez, ez nem
X—00 + X

e0]
hatarozatlan alaku, ez tart végtelenhez (C jahol C>1,

2X+1
1+x

2X
precizen: ha ( j—) 2, akkor ha x elég nagy, akkor ( i
+

+1j>1,9 igy
X

19
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és 1im(1,9)" = +oo, tehat 1im(2x+1j = o0
X—>0 x—o\ 14X

2X+1jx
1+ X

(1,9) <(

o 2x Y 2 , , .
21. hrn(1 3 j =7 Az aIapE -hoz, egynél kisebb szamhoz tart, a kitevd pedig
X—00 + X

o -hez, ez nem hatarozatlan alak, hanem ez mindig 0-hoz tart (hatarozott alakok
tablazata 6. sor)

precizen rendér elvvel: 0< 2x < 2 és lim % =0
1+3x 3

34 x ) 0
22. lim l—j =9 (1 j hatarozatlan alaku
X—00 +X
Y e 33X L (3
lim| —— =lm|—| | — | =lm|—| -llm| —
x>\ 1+ X x| 14X I+X x>o\ 1+ X ) e 1+X
X X X
. 3+x lim(mj lim(1+3j .
. (34X . X x| X X0 X e 2 .
lim| — | =lim = = =—=2¢", valamint
x—o| 14+ X x—w| 14X . 1+ X . 1 e
— lim| —— lim| 1+—
X X X—>00 X
X—>00
1
C3ex ) 34 x ) B
Iim|——| =lim||—— rendorelvvel
x-o 1+ X ool \ 14X
L ((3+x) W L . (3+x)"
(7)x <|| — <(8)vx mivel lim| =—— | =e’ a feladat elsd része
1+ X x>n| T+ X
1 1
alapjan és e’ ~7,3441 és lim (7)¥ =lim (8)V =1, ezért a kézépsé is
1-hez tart..
34 x )
Tehat lim(—j =e’.1=¢’
x> T4+ X

. lim In(100x +50)—In 50 _
X—0 2X

0
? (6] hatarozatlan alaku

- In(2x+1 €
fjm MO00X+50) 1050 _ o IN2XHD) o 1 1) fimtn (2x+ 1) =
x>0 2X X—0 2X x—0 QX X—0

1

=1In {lxiir&(2x+1)2q =In(e) =1
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x—0

25.

26.

27.

28.

lim

X—>00

29.

(x—ﬁ)znm

1 . a
lim(2x+1)2x =e precizen 2i: a helyettesitéssel lim(2x+1)2x = lim(1+lj =e
X

X—0 a—ow

a

lim( Sin X j =7 (%)hatérozatlan alaku

=0\ VJ16+x -4

lim( sin X J B lim(sm X X j lim sin X lim X

U NI6+X—4) 00 X J16+x—-4) 0 X  2016+Xx—-4
ST T

X—0 X X—0 16+X_4

. X . X V16+x+4 . XV16+ X +4
lim =lim =lim >
016+ x -4 016+ x -4 16+ x +4 HO(\/@) _16

x\/16+x+4_hmx\/16+x+4 V16 +Xx+4

im =1lim 8=
x->0 16+X—16 x—0 X x—0 1

. sinX , s
lim =1, tehat a szorzat hatarértéke 8.

Xx—0 X

. sinv/X 0 i ,
lim =9 (—j hatarozatlan alaku

X—0 X 0

. sinWX .. sinWXx 1
lim =lim =1-0=0

X—0 X x—0 \/; ' ﬁ

lim(x2 —\/;) =9 (S hatarozatlan alaku
o0
(-

(X2+\/;)=lim =00
(x2 +\/;) H°‘7(x2+\/§)

(X_m)(X+m)=lim(xz_(xz+2))=lim (-2)
o 1 (x+\/m> s (xm/ﬁ) H°°(x+ x> +

2):0

. thx . thx | .
Iim—=7? lim— =0, mert \thx\ <1lés lim—=0 2. tdbldzat 10. sor,

X—>00 X X—>0 X XA)OOX
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Adam Katalin: Epitész matematika gyakorlat kidolgozott feladatokkal Egyvaltozos fliggvények

Fiiggvények abrazolasa a , kritikus” helyeken vett hatarértékek segitségével

Kritikus helynek nevezziik a +oo -t valamint azokat a helyeket ahol valamelyik figgvény
nevezGje nulla.

L, sinX| . ) 1 1
Abrazoljuk a |y = figgvényt y=— y=—-
X X X
T flx)=1ix
flx)=-1/x
BT fla)=sin(xie
5|
el o
i
1514
051
e R e~ | . ; I I ) ) I ; | e ——— e
= -, N T 2 i i 2 E R R S —

Vegylk észre, hogy ha az y = f(X) flggvényt megszorozzuk az y =sin X -el, akkor ahol

a szinusz fliggvény nulla volt ott a szorzat fliggvény is nulla, ahol a szinusz figgvény 1
értéket vett fel ott a szorzat figgvény f(X) értékét veszi fel, ahol pedig a szinusz

fliggvény -1 értéket vett fel ott a szorzat figgvény - f(X) értékét veszi fel. Ezért a
szorzat figgvény az f(x) és a - f(X) goérbéje kozott ,hulldmzik”

Ebbd| kévetkezik, hogy az f(X)-sinx fiiggvénynek a végtelenben akkor és csak akkor
lehet hatarértéke ha lim f(x) =0

X—>00 +*
¥y

Abrézoljuk a |y =€ *sin X sl
Allapitsuk meg a hatarértékét a végtelenben (£ )

31

* y =sin X 254

y=-¢

y=¢

[=2%
A
oS
L
[ S

051

ca—l



Adam Katalin: Epitész matematika gyakorlat kidolgozott feladatokkal Egyvaltozos fliggvények

fa)=e(-x)
fa)=-e"x])
flx)=sinx)
£ %)= ﬂ 3 )Het -3

x

T Onll en3 13m0

g |
g1

i i :
B T w10 T w2 B I T —

2
Abrazoljuk az y =(x+2)-x* fliggvényt (ezt a fiiggvényt késébb, mikor mar tudunk

derivalni, meg fogjuk részletesen vizsgalni)
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Egyvaltozos fliiggvények

f(x)=x+2

f(x)=x"(2/3)
—_—

4.5

FX)=(x+2)*x"(2/3)

f(x)=x+2
(x)=x"(2/3)

w X

-0.5

o

25

w
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Adam Katalin: Epitész matematika gyakorlat kidolgozott feladatokkal Egyvaltozos fliggvények

Reciprokfliiggvények abrazolasa, hatarértékek a , kritikus” helyeken

Kritikus helynek nevezziik a oo -t valamint azokat a helyeket ahol a nevez6 nulla.

1
Vegylk észre, hogy ha az y =—— fliggvény gorbéje ugy keletkezik az f(X)
"0

gorbéjébdl, hogy ahol f(x)az 1 értéket vett fel ott a reciproka is az 1 értéket veszi fel,
ahol f(Xx) a -1 értéket vette fel ott a reciproka is a -1 értéket veszi fel, ahol f(X)=0

értékét vette fel, ott a reciprokanak végtelen a hatarértéke (+o vagy —o,fliggéen attdl,
hogy pozitiv vagy negativ értékeken keresztiil vette fel a 0 értéket. Ahol pedig a
fliggvénynek +oo vagy —oo volt a hatarértéke, ott a reciprokanak 0 a hatarértéke.

3

i

-3 -2 -1 2 3
i ¥
_2;
3]
I T T T T T T T T T LI T T D_ T 1 T T 1 T T 1 T T 1 T T 1 1
-3 -2 -1 ] 1 2 3
] x
_1:
2
5
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Adam Katalin: Epitész matematika gyakorlat kidolgozott feladatokkal Egyvaltozos fliggvények

Racionalis tortfiiggvények

Definicio

R.(¥)
Qn (%)

Két polinom hanyadosat racionalis tortfuggvénynek nevezzik, jelben:

Racionalis tortfiiggvények abrazolasa, hatarértékek a , kritikus” helyeken
»Kritikus” helynek nevezziik a oo -t valamint azokat a helyeket ahol a nevez6 nulla.

Vegylik észre, hogy ahol a racionalis tortfliggvény nevezdje nulla, és a szamlaldéja nem

nulla, ott a figgvenynek o a hatarerteke (szimbolikusan 6:00 ). Ahol a nevez0 is és a

szamlal¢ is nulla, ott ki kell szamolni a hatarertéket (szimbolikusan 6 hatarozatlan alak)

A végtelenben vett hatarértékét az donti el, hogy a szamlalé foka nagyobb-e mint a
nevezd foka, vagy forditva, vagy egyenl6.
P.(X) _

P.(x) ]
Ha esetén ha n>m, akkor lim
Qm (X) xaoo X

X
ha m>n, akkor lim ) =0,

Qn(
P (
"0, (x
ha n>m, akkor lim——= (X)
x> Q (X)
ha

legmagasabb foku tagja egyutthatoinak hanyadosa.

=C, ahol C a két polinomok

Példa:
Abrazoljuk és allapitsuk meg a hatarértékeket a ,kritikus” helyeken ha
P.(x) X(X2 —4)(X—4) _ Xt —4x’ —4x? +16X

n

- - —4 és m=3
Qu(x) (X -9)(x-2) X' =2x*-9x+18 e

1 4 16
fim X' =4 —4x* +16x fim X—d-" 7 .
x>+e x> —2x* —9x+18 L_H*‘“l_z_i 18
x? x x* x
1 w4 4 1
fim X' =4 —4x* +16x lim X L
x> X —2x>—9x+18 1 x> 2 9 18
] ==+
X X X X

Nézziik meg, hogy ahol a nevez6 =0, azaz x=3, x=-3, és x=2 helyeken, , van-e
hatarértéke

. X(X* —4)(x—4)
=3 (X =9)(x-2)

szamlaléba az x=3 értéket), a nevezd pedig tart nulldhoz. Szimbolikusan: (Ej

=7 Ha x -3 akkor a szamlalé tart -15 hoz (behelyettesitjik a

Ez nem hatarozatlan alak, ez mindig «. A kérdés csak az, hogy +o vagy —x.

26



Adam Katalin: Epitész matematika gyakorlat kidolgozott feladatokkal Egyvaltozos fliggvények

Ha az x=3 helyhez kézelitiink jobbrol, azaz 3-nal nagyobb értékeket helyettesitiink a
tortbe, akkor a kapott tort értéke negativ, egyre kisebb szam, azaz
2
X|x"—4)(x—4
lim ( )( ) =—0

o (X -9)(x-2)

Ha az x=3 helyhez kozelitiink balrél, azaz 3-nal kisebb értékeket helyettesitiink a tortbe,

_x(—4)(x-4)
akkor a kapott tort értéke pozitiv, egyre nagyobb szam, azaz lim > = +o0
=3 (X =9)(x-2)

A x=2 ben mind a szamlalé mind a nevez6 nulla.

x(x2—4)(x—4)_li x(x=2)(x+2)(x-4) ,mx(x+2)(x—4):2-4-(—2) 16

= (x2—9)(x—2)_Xilg (x*=9)(x-2) =1 (X =9) -5 5

Azaz itt véges hatarértéke van fliggvénynek. Tovabba a zérushelyek, ahol az x-tengelyt
elmetszi a gbrbe: -2, 0, 4

Ty | A= (-2 eH 2 e -3 3 -2 |

204

-0t
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Allapitsuk meg a , kritikus” helyeken a hatarértékét a kovetkezé fiiggvényeknek:

ol Y x)=((x"2- 1) (x+3))((x+1)"2* (x+4)* (x+2))
|

Megoldas:
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Egyvaltozos fliiggvények

i

| s

L D L)

254

T

Megoldas:

.

[ R

=R

ot
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Osszetett fiiggvények abrazolas a hatarértékek alapjan

x -y v\ 4
lim(1+lj =1im(1+ij = lim (1_1J =(1) e
X—>—0 X y—>+0 -y y—>+o0 y e

Az X=0 helyen balrél a hatarértéke:

X 1 1
lil’(l)’l (1+1J = lim (1+y)y . Tekintve, hogy In(1+y)y :lln(1+ y), limlln(1+ y)=1
X—0+ X y—>+00 y x>0\

Ezt késGbb mutatjuk meg.
Jobbrdl kozelitve a 0-hoz nincs értelmezve a fliggvény, hiszen x<-1 vagy x>0

lim (1+ x)i =e

X—>00

X—»00 Z—0 Z

1 A
lim (1+x)x = lim[1+1] =e

[
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X
y e" —1
X e
y
X 6t
. oe -1
lim =1
X—0+ X
a4
X
.oe -1
lim =1 AL
X—0— X
8
3__
’J/Il/‘.."r
X
5 0.3 45 4 0 335 3 23 a2 3 1 05 s | 15 % 23 3 35 4 45 5 5%
it
34
44
E
¥ s S 0RO 2+ 110
f LY ]
144+
124
mib
[
4
I“\
[ 16 [4 12 0 ) i 4 1 H ] f ] 1n 12 14 16 13 m
21
)
i
a4

31



