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1. Alapfogalmak

Ebben az elSkészitd fejezethen a vektorfiiggvények, (azaz R” valamely részhalmazabl R™-be képezd
fuggvények) integralidnak {pontosabban :5bb killonhdzs integrdijinak) fogalmat definialjuk a t&bbvaltozas
figgvények integralfogalmanak altaldnositasdval. Eidszér azonban az dltaldnos definicihoz szitkséges
alapfogalmakat vezetjiik be. Az elsé paragrafusban az "irdnyfiott nagysdg” fogalmat definidljuk, mig a
masodikban megadjuk azokat 2 speciiis alakzatokat, melyeken integralni fogunk.

1.1 Vektoridlis szorzat sitalinositdsa

A t6bbvaltozds fiiggvények integralfogalmét gy szeretnénk altaldnosftani, hogy az integral az in-
tegraldsi tartomdny térbeli efhelyezkedésére is érzékeny legyen. Ehhez a tartoméanyt iranyitott elemekre
kell felosztanunk, tehst sziikségiink lesz egy "irdnyitott nagysdg (teriilet, térfogat stb.)” fogalomra,
melyet a vektoridlis szorzatb6l fogunk szdrmaztatni. Mivel egy olyan integralfogalmat akarunk kapni,
mely nem csak hiromdimenziés térre alkalmazhats {hanem — t&bbek kozbtt — a sikra is), a vektorislis
szorzat fogalmat minden egynél nagyobb véges dimenziéra altaldnositjuk. Emlékeztetiink arra, hogy
a hdromdimenzids a és b vektorok vektorialis szorzata az ¢ vektor, mely meréleges mind a-ra mind
b—re, hossza az a és b 4ltal kifeszitett paralelogramma teriilete és irdnya olyan, hogy a,b és ¢ jobbrend-
szert alkot. Az ebben a definiciéban szerepls fogalmak kiterjesztése tetsz6leges egynél nagyobb véges
dimenzidra kozvetleniil fogja szolgdltatni a vektoridlis szorzatnak megfelel6 altalinos fogalmat. Ennek
definicidja utdn kiszdmitdsinak modszerével foglalkozunk (kiilon kitérve a két— és haromdimenzids esetre)
és megadjuk legfontosabb tulajdonsigait.

A paralelogramma teriiletének altaldnositisa n-dimenzids térben tetszdleges n darab vektor 4ltal
kifeszitett paralelotop térfogata, melyet a vektorok &ltal meghatdrozott determindns abszolit értéke ad
meg. Ennek a fogalomnak mddositdsdval juthatunk az n—dimenzids térben valamely 1 < k < n darab
vektor dltal kifeszitett paralelotop térfogatdnak fogalmahosz.

1.1 Definicié (Paralelepipedon térfogatanak dltaldnositdsa)
Legyvenn,k e N, 1< k<n,a= (e1,a2,...,a;), a; € R™ minden 1 < i <n—re. Legyen
e = (ej,€2,...,6,) R™ olyan orthonormalt bizisa, melyre fennall, hogy a elemei benne vannak
az €' = (e1,es,...,e;) ltal kifeszitett altérben. Az a altal kifeszitett paraleletop k-dimenzids
térfogatin, melyet V(a) -val jelsliink, azon métrix determindnsénak abszolit értékét értjiik, mely o
elemeinek e'-beli oszlopvektoraibsi all.

1.2 Megjegyzések
(1) A fenti defivicid értelmes, mindig van .a feltételeknek megfeleld e bizis.
(2} A determindns tulajdonsigaibél kévetkezden: .
(a) a fent definidit k—dimenziés térfogat csak a—tél fiigg, a vélasztott e bazistdl nem.

(b) a paralelotop k--dimenziés térfogatdnak fogalma a szakasz hosszanak, a paralelogramma teriiletének
¢és a paralelepipedon térfogatanak sitaldnositésa,

1.3 Példa
Legyenn =3,k =2, a = (a;,a3) , ahol a3 = (2,0,0) , ay = (1,3,’0). Ha e = {i,5,k) R3 szokdsos
bézisa, azaz i = (1,0,0), j = (0.1,0) 4 k = (0,0, 1), akkor ¢’ = (4,7). lgy

vo | @) a2
Vei=10,0) a@




1.4 Definicié (Jobbcsavar szabdly dltalanositdsa)

Legyen e R” szokdsos bazisa és legyen f tetszOleges n plemtl linedrisan fiiggetlen vektorrendszere
R"-nek. f jobbsodrasvi vektorrendszer, ha detT o 0. (T of 22 e—r8l az f-re vald dttérés
matrixa.)

1.5 Definicié (Vektorislis szorzat dltaldnositdsa)
Legyenn € N,n>1,a,09,...,an-1 ER" . .

CROSS(wy,as,- .., tg—i) &% az egyértelmiten meghatdrozoit R™-beli vektor, mely
(1) merdleges az £(a1.asg,..-.r—1) altérre
(2) hossza az a;,as. ... en—1 altal kifeszitett paraleletop n -- 1 dimenziés térfogata

(3) irdnya olyan, hogy az a1, a2, ..., 4,1, CROSS{a1,a2.. .. ,2n_1) vektorrendszer jobbsodrasi.

1.6 Allitas (Vektorislis szorzat kiszdmitdsdnak dltalanositsa)

Legyenn € N, n > 1 éslegyenekar, a0, ..., Qn-1, tetszdleges R —beli vektorok. Legyene = (e1,€2,...,€xn)
R" valamely jobbsodrdsv orthonormdlt bdzisa. Ekkor

"CROSS(a1,a2,. .., 0n-1) = (=1)"1 - {141 + e2da + ... + endy)

ahol A; (i = 1,2,...,n) bdrmely olyan n x n —es mdtriz elsd sordénak i.-edik eleméhez tartozd eldjeles
aldetermindnsa, melynek j. sora (j = 2,...,n) a;_, e-beli sorvektora.

1.7 Megjegyzés

Mivel a fenti allitds miatt CROSS kiszamitdsa analog egy determindnsnak elsd sora szerinti kifejtésével,
gyakran fogjuk hasznilni az aldbbi mnemotechnikailag hasznos jeldlést :

€1 €3 e €n—1 €n
a1 (1) a{2) ... a(n-1) a1(n)
az{1) as(2) ... aafn-1) asz(n)
CROSS(ay,as,...,an 1) = (=1} . : . . ,
Gn-1(1} en1(2} ... gp-i{n—1) ap-1(n)
ahol persze a i. sor (i = 2,...,n) a;_; e-beli sorvektora.

Specidlisan

(1) han =2, akkor v = {v1,v2) € R? , i = (1.0}, j = (0,1) jel6lésekkel :

CROSS(wi = —1 & 7 |=(~wi+uj) = {~va,m)

v

vagyis CROSS(u) v-nek +m/2-el valé elicrgatottja. EbbiSl nyilvén
| CROSS(CROSS(v)) = ~v

(2) han = 3 , akkor a v = {v;,03,%3) , w = (wy,w2,ws) € R* , 4= (1,00}, j = (0,1,0), k = (0,0, 1)
jeldléseket haszndlva :

ik
CROSS{v,w) =| v1 vy w3 |
E Wy Wg Ua

1.8 Allitss (CROSS orokli a vektoridlis szorzat tulajdonsdgait)

(1) CROSS(CL],GQ,...,CL,‘, vy ..,G-n_;) = —GROSS(GI,GQ,...,GJ,. PP 7 ¥ P .,(Ln._l)
(2) CROSS((M,CLQ,...,b,...._b,...,(l.n_,l) ={



{3) CROSS(Ln +b,aq,..., On—1) == CROGSS ey, ag, ... ,a,am1}+CROSS(b, G2,. . ln_1)}
(4) CROSS(A fy, 02, ... ,aﬁ_l'} = )\CROSS(G;{,O;, e ,ﬂn__§‘ li)\ € R)

)

1.2 Gorbék és feliiletek véges dimenzids linedris normalt tereken

Rétériink R™ azon részhalmazainak definidldséra és legfontosabh jellemzdik megaddsira, melyek in-
tegrildsi tartomédnyként szerepelhetnek. A tdrgyalds sordn néhdny példdval illusztréljuk az djonnan
bevezetett fogalmakat.

Az alédbbi definicié annak a szemléletes felilletfogalomnak az egzakt megfeleldje és dltalanositisa, mely
szerint " a koriaphol nyijtdssal, csavardssal, Sszenyomdssal szakitds és belsd pontban vald ragasztés nélkiil
kapott alakzatck a feliiletek”.

1.9 Definicid (Feliiletek)
Tegyitk fel, hogy ne N, n> 1.

(1) Legyen H C R™ tetszGleges halmaz. Bérmely f fiigyvény szakaszonként folytonosan de-
rivdlhaté H-n (jelben f € C1(H)), ha f folytonos H-n és H elésll véges sok olyan mérhetd paronként
kéz6s belsd pont nélkiili részhalmazdnak unidjaként, melyek mindegyikének belsejében folytonosan de-
rivathats és itt a derivéltja korlatos.

(2) Legyen H C R tetszéleges. H lezdrtjanak nevezziik azt a H halmazt, melynek elemei H elemei
és H torlédési pontjai. H Gsszefiiggd, ha nincs 4, B C H, hogy AU B = HAnNnB=BndA=4g

(3) Legyen m € N, 1 < n <m és legyen A C R™ zdrt, korldtos, Osszefliggd, mérhetd és nem iires
belsejil halmaz. Legyen r = r{u) 4-n értelmezett, A-n szakaszonként folytonosan derivalhaté és 4
belsejében invertdlhaté R™-be képezd fiiggvény, melynek parcidlis derivaltjai, az

Ty = (T‘T-l’i =TU2! e ’Tun)

vektor komponensei {melyek maguk is R®-beli vektorok} — ahol léteznek — linedrisan fliggetlenek. A
Rg r halmazt az r dltal definidit {( dimenzids) (m dimenzidbeli) felilletnek és r - et a feliilet
(explicit) egyenletének neverziik.

(4) Ha a feliilet dimenziéja azonos annak a térnek dimenzidjaval, melynek részhalmaza, azaz n = m,
térrésznek, ha eggyel kisebb anndl, azaz n = m — 1, akkor valédi (hiper) feliiletnek nevezziik. Ha
egy valddi hiperfeliilet linedris altér eltéltja, akkor hipersiknak nevezziik. Az egydimenzids feliileteket
gorbéknek nevezziik.

(5) R™ kolcsonésen egyértelmii inverzeivel egylitt folytonos leképezéseit homeomorfizmuscknak
nevezzitk. Az n-dimenzids zdrt gombdk homeomorf képeiként eléallé felileteket elemi héjaknak,
mig az egydimenzids elemi héjakat, azaz azokat a gorbéket, melyek zdrt intervallumok homeomorf
képei elemi iveknek nevezzik. Szakasznak nevezzitk az r(t) = ro + te, ¢ € I alakii figgvények altal
definidlt gorbéket, ha I C R valamely intervallum és ry, e € R™, e # 0. Egy n-dimenzids feliilet
belsd pontjai azok a pontok, melyek el3allnak valamely n—dimenzics nyilt egységgdmb egy pontjanak
olyan homeomerfizmus szerinti képeként, melynél az egész egységgdmb képe a feliiletre esik. A feliilet
belsé pontjainak halmazdt a feliilet belsejének nevezziik és Int F - el jelsljiik, a tobbi pontokat a
feliilet hatdrpontjainak nevezziik, ezek a felillet hatéarst alkotjak. Egy feliiletet zdrtnak neveziink,
ha minden pontja belsd pont.

1.10 Megjegyzés

Vegytk észre, hogy a fenti definiciéban nem minden jelz6 nélkiil csak feliilet, hanem valamely v fligguény
dital definidlt felillet szerepel. Tehst feliileten nem RM valamely részhalmazdt Snmagsban, hanem ezt
a részhalmazt mint egy (a fenti feltételeknek eleget tevd) r fiiggvény értékkészletét értjitk, magdval az
T fiiggvénnyel egyiitt. Pountosabb volna tehdt. ha azt mondanank, hogy felilleten egy olyan (F,r) pdrt




értiik, melyre F' = Rgr, ez azonban nincs dsszhangban kdznapi feliilet képiinkkel, tovdbb4 a jelslést és
a terminologiat is tilsdgosan etbonyolitand. Masszéval, ahogy az aldbbiakban ldtni fogjuk, kiildnbséget
tesziink két olyan felillet kézttt, melyeknek egyenletel R™ ugyanazon részhalmazdt hatdrozzik meg. Azt
is latni fogjuk, hogy, bar sokszor ennek a killdnbségtevésnek nines jelentSsége, vannak esetek, amikor
lényeges elvi kivetkezményskkel jar. Mindenesetre fontos, hogy a tovdbbiakban:

ha mdst nem mondunk, akkor felileten mindig valemely r figguénnyel
definiait felilletet é5 egyenleién mindig ezt az v fligguényt értjik.

Az aldbbi példdkban és a tovdbbiakbar is -- ha mast nem mondunk - a felilletek egyenleteiben szerepls
konstansok, melyek a feliiletek méreteit rogzitik (sugdr: R, magassag: h, stb.) mindig pozitivak.

1.11 Példak :
(1)(a) a, b € R™. a és bt Ssszekits szakasz @ 7{f) =a+t{b~a), t€[0,1]
(b) R sugart origékdzépponti kérvonal a sikban : r(f) = (Rcost, Rsint), t € {0, 2x]

{c) R sugarl z tengely( origéesiicst n/4 félnyildsszégdd kippaldstra frt egyenictes menetemelkedésii
csavarvonal:

r(t) = (tcost,tsint,t), t € [0, K]

(2)(a) R sugard origékozéppontii gombfeliilet:
m{u,v) = (Rcosusinv, Asinusine, Reosv) ,u € {0,2%] , v € [0,7]
{(b) B sﬁgarﬁ z tengelyl h magas hengerpaldst:
7'(-11,1-) = (Rcosu,Rsinu,v), u € 0,27}, v € [0,h]
{c) R sugaru = tengelyil origéesicsi 7 /4 félnyildsszogti kippaldst:
r{u,v) = (ucosv,usinv,u), u € {0, R}, v € [0, 2n]

(3)('3,) Alulrdl és feliilrél is lezart R sugani z tengelyli h magas hengerfeliilet:

({¢ —H)cosu,(w—h)sinu,h) hah<u<E+h,0<u<2
r(u,v) = (Reosu, Rsinu,v) hal<v<h,0<u<2r

(lv+ R)cosu, (v + R)sinu,0) ha~R<v<0,0<u<2rn
{b) R sugaru origékdzéppontt kdrlap:
- mint kétdimenzids térrész:

r{u,v) = {ucosv,usinv), u € {0, R], v € [0, 2]
- mint kétdimenziés (haromdimenzidbeli) valodi feliilet:
r(u,v) = (ucosw,usiny, 0}, u € [0, R}, v € [0, 27]
(c) Az y = 2% és az y = /T dltal hatarolt kétdimenzids térrész:
r{u,v) = (u,v), u € [0,1], v € [u®, /4]

{4)(a) Négydimenzidbeli R sugari w tengelyti h magassigi hdromdimenzis gombhenger:
7(u,v,w) = (Rcosu sinv, Rsinw sinv, Reosv,w), u € [0,2%], v € [0,7], w € [0, A

{(b) Négydimenzidheli R sugari w tengelyi h magassdgl négydimenzids gombhenger(test):

r(s,u,,w) = (scosu sinv,ssinu sinv,cosv,w), ¢ € [0,R], v € [0,27], v € [0,7], w € [0, A]



1.12 Megjegyzések -

(1) Az elnevezések egybeesése zavard lehet, de a két fogalomesoport, egy feliilet belsé- iil. hatdrpontja
és zértsdga egyfeldl, a feliiletnek, mint halmamak belsé- ill. hatdrpontia és zartsdga masfeldl, lényegesen
eltér egyméstSl. Specidlisan azorban. nyilvan, térrész hatdrdhoz tartond pontjai ill. belsd pontjai éppen
a térrésznek, mint az R™ normélt tér egy részhalmazdnak belsd- i, hatar pontjai.

(2} A sikban a valédi feliiletek a girbék.
(3) Definidlhatjuk a nulla dimenzids teliileteket is, ezek persze az egyelemii ponthalmazok.

(4) Vegyiik észre, hogy latszdlagos bonyelultsiga ellenére, a feliilet definicidja nagyon természetes fel-
tételeket tartalmaz. Vegyilk sorra ezeket. A definidlé fiiggvény értelmezési tartoménya zart, korldtos,
Osszefiiggd, mérhetd és nem: tives belsejil. A zartsdg feltétele azt jelenti, hogy egy-egy feliilet "kontirjat™,
"szélét” is a feliilethez tartozénak tekintjiik, a korlatossag azt, hogy csak véges alakzatokat tekintiink
feliiletnek, az Osszefliggdség pedig ayilvdn annak a természetes kivetelménynek form4lis megjelenése,
hogy csak “egy darabbél 4ll6” alakzatolkat tekintsiink felilletnek. A mérhetéségre azért van sziikséglink,
mert felilleteken integralni is akarunk. Végiil az uiclsé feltétel az aldbb térgyalt masik, a fliggvényre
vonatkozé kikotéssel egyiitt kizdrja az elfajuls eseteket, biztositja azt, hogy példdul egy gorbe "valéban”
gorbe legyen, ne pedig egy pont, mint abban az esetben, ha megengednénk iires belsejil, azaz egy ponthél
allé intervallumokat is, mint gorbéket definidlé fiiggvénvek értelmerési tartomdnyait. Magéra a definialé
fiiggvényre harom megkdtés vonatkozik : szakaszonkénti folytonos derivathatSsig, a hatdroktdl eltekint-
ve vald invertdlhatdsdg és végiil a parcidlisok linedris fiiggetiensége. Az elst feltétel azt jelenti, hogy
pl. egy kétdimenzids felileten csak giirbe mentén lehetnek "tdrésvonalak” és csak “kevés cstcs lehet
rajta”, a nagyon ”Gsszetfirt” alakzatok nem feliitetek. Az invertslhatésagi feltétel lényegében azt je-
lenti, hogy a feliilet belsejében nincsenek “eldgazdsok”, kiilénbdzd részeit nem "ragasztjuk Gssze® il
sokszor”. Végiil az utolso feltétel & felitlet ”j6” megaddsdnak kévetelménye, biztositja, hogy a feliiletek
bizonyos aldbb definidlandé jellemzGit kiszdmithassuk az egyenletiikb8l. Igy példaul az r(t) = (L,¢t)
t € [-1,1] sikbeli 45°-0s egyenes szakasz érinté irdnyvektora nyilvdn mindenitt az
#(t) = (1,1). Am, ha ugyanezt a szakaszt az s{t) = (5,¢%), ¢ € [-1,1] egyenletével definidljuk, akkor
3(0) = (0,0} nem adja meg az origéban is létezd érintét.

(5) Kénnyen megmutathatd, hogy a valds egyenes dsszefiiggé részhalmazai az intervallumok (lasd a 1.26
(2)(a) feladatot), tehdt a gorbeék egyentctes mindig intervallumokon értelmezett figgvények.

(6) Az a tény, hogy halmazok belsejér és feliiletek belsejét azonos szimbdlummal (Int) jeldljuk, nem okoz
zavart, mert feliiletekre mindig csak az vidbbit alkalmazzuk.

1.13 Definfcid (Feliiletek jellemati}
(1) Legyenn > 1 és F az r = r(u} , v € 4 C R™ dltal definiak n-dimenzids valédi feliilet.
(a) Az F felszine :

JF :/ [CROSS(r,; )} du =] ICROSS(7uy, Tons v oo )] duty duty ... duy,
A A

(b) A CROSS(r,) vektorfiiggvenyt £ irdnyitdsdnak, CROSS(r,) ill. CROSS(ry,) /ICROSS(r,)| egy
adott pontbeli értékét F' adott pontbeli (feliileti) normilisanak ill. egységnormadlisinak nevezziik.

(c) Legyen F az r = r{uj, uy, ..., wy), (W1, u2,...,u,) € A dltal definidlt n-dimenzids valédi feliilet
A= {{ur,u, . un) € R (w0, .., un) € A) és
&= 3(ui)u'2: O 'u'ﬁJ - Ir{—ul'l?'t’ZI e :uﬂ-} H (ul:uzv e }uﬂ-) € A’ .
~F—el jeloljiik és az el ellentétes irdnyitdsi felilletnek neveszilk az s 4ltal definialt valddi feliiletet.
Ha az F feliilet egy V térrész hatardnak részhalmaza, skkor F irdnyitdsdt (V-bsl nézve) kifeld

iranyitasnak és F-et (1-b6l néuve} kifeld irdnyftottnak neverzilk, ha minden v € Dor, esetén van
olyan € > 0, hogy

r{u) + 6-CROSS(ry{u)) € V minden 0 < § < ¢ esetén.



(d) Legyen ro = r{up) € F . A CROSS{r,(ug)) normélvektori ro—on atfektetett hipersikot F
ro—beli érintd (hiper)sikjanak nevezzik.

(2) Legyen L az r = r{u) . u € 4 C R altal definidlt gbrhe.

U= [ fral o
A

(b) Az r, vektorfiiggvényt L irdnyitdsanak, r, ill. r,/iry| egy adott pontbeli értékét L adott
pontbeli érint8vektorinak ill. érintbegységvektorinak nevezziik.

(a) L ivhossza:

{(c) Legyen L az r = r(u) , u € A altal definidlt girbe. —L-el jeldljitk és az L-el ellentétes
iranyitasih gorbének nevezzik az

s=s{u)=r{-u),uec A ={ueR:—ue A} 4ital definidlt gbrbét.
Ha az L gorbe a kétdimenzids térben valamely V térrész hatdrdnak részhalmaza, akkor L irdnyitdsdt

(V-bél nézve) pozitiv irdnyitasnak és L-et (V-bdl nézve) pozitivan irdnyitottnak neveziink, ha
az F' = —L {valédi) feliilet kifelé irdnyivott:

p, -CROSS(r)

(d) Legyen rg = r{up) € L. Az r,{ug) irdnyvektord ro—on dtmond egyenest L rp-beli érint8jének
(érintd egyenesének) neverziik.

N Legyvenn>1ésVazr=rin), ue ACR" dltal definidli n—dimenzids térrész.
} EY A =
V térfogata:

[V} =f |detr,| du
A

ahol detr, r =r(1) Jacobi determindnsa.

1.14 Megjegyzések

(1) A fenti definfciéban szereplé integrélok nyilvan léteznek, hiszen az adott feltételek esetén az in-
tegrandus folytonos fiiggvénye véliczdinak. Beldthatd tovabbd, hogy ha F és F/ az r-el ill. +'-vel
definiélt feliiletek és Rgr =Rgs' akkor I és F' {vhossza, felszine ill. térfogata megegyezik (v6 az 1.20 (1)
megjegyzéssel). Masrészt haromdimenzios esetben bizonyos természetes megkdtéseknek eleget tevd egye-
nesszakaszokbaél (siklapokbél) allé {ill. sikiapokkal hatérolt) alakzatokkal valé kizelités esetén a kozelitd
alakzatok fvhosszanak (felszinének ill. térfogatdnak) sorozata a fent definidlt ivhosszhoz (felszinhez ill.
térfogathoz) konvergal. Ez azért van {gy, mert példdul az ivhossz esetén — nagyon leegyszeriisitve — az
adott girbe egy felosztdsakor az i. felosztdselem hossza megkdzelitden a két végpontjat dsszekdtd hir



|Ar;| & |#(t:)] - At; hossza, tehdt a 37 1#(4;)] - At; 6sszeg az {vhossz egy kozelitése, ez pedig az [, [r,| du
egy integralkozelits Osszege. (A felszinre és térfogatra vonatkozdan analég gondolatmenetek érvényesek.)
Mivel tovdbbd mindhdrom mennyiség nemnegativ additiv halmazfiiggvény és a haromdimenzids térben
egyenesszakaszokbdl (siklapokbdl) 5116 {ili. stklapokkal hatdrolt) alakzatok esetén az eredeti {vhosszt
(felszint il}. térfogatot) adia meg. iogosas tekinthetdek az ivhossz {felszin ill. térfogat) klasszikus fogalma
altaldnositdsainak,

(2) Ami az irdnyitdssal kapcsolazos mennyiségek geometriai jelentését illeti, a gorbe adott pontbeli érintdje
a ponton atmend szelék hatdrhelyzete, mig az érintdsik a ponton 4tmend és a feliilet 4ltal tartalmazott
gorbék érintdjének sikja (vo. (26 {6)). a feliileti normalis ennek a siknak a normélisa.

(3) A tovdbbiakban a gbrbék egyenletében a véltozot dltaldban u helyett t-vel jeldljiik, hangsilyozandé,
hogy egydimenzids viltozdrdl van sz6. Tovabbd térténelmi okokbdl a ¢ szerinti derivaltat ltaldban - —al
jeloljik.
{4) Nulla dimenzids felitletek eseién:

a) felszintikon elemszdmukat értjiik, azaz felsziniiket 1-nek tekintjiik

b) irényitasukon olyan e fiiggvényeket értiink, melyek elemeikhez egydimenzids egységvektorokat, azaz a
+1, -1 szdmok valamelyikét rendelik, cllentétes irdnyitdsd alakzatnak nevezziik azt az alakzatot, melynek
irdnyitdsa az eredeti {—1)-szerese és az egydimenzids térrész hatéraként adéds nulla dimenzids feliilet
kifelé irdnyitasdnak definicijst az Altaldnos definiciébél vigy kapjuk, hogy abban a CROSS helyett az et
szerepeltetjiik.

(4) A kétdimenzids rérben valamely V térrész hatdranak részeként adédé L gorbe ry irdnyitisa (V-bél
nézve) pontosan akkor pozitiv ha L barmely 7 pontjdra, melyben létezik az 7, érintSvektor és V egy
tetszbleges s bels6 pontjara igaez, hogy az v — 5 és az r,, vektor jobbsodrist vektorrendszert alkot. {Ez
azt jelenti, hogy a gbrbét az éramutaté jardsdval ellenkezs irdnyban jirjuk be.)

1.15 Példa Az R sugart z tengelyi origéestesd = /4 félnyilasszOgt R magassagi F kiippaldst felszinének
kiszdmitisa.
F egyenlete : r{u,v) = (ucosv,usinv, 1)}, 0 < u < R,0 < u < 2n. Ezzel 1y, = (cosv,sinv, 1) és
Ty = {—usinv,ucosw,0); gy vy x ry = {~ucosv, —usinv,u), ry x 7.} = +/2u, tehdt

I >3 [-R

WFl = J( ity X vy dudyv = j v2u dudv = V2R?r .
4 o o

1.16 Definicié .
Legyen F valddi feliitet. Ha ;' = f{rj olyan tébbviltozés Kiggvény melyre igaz, hogy
reF Mt reDofés fir)=0, ’

akkor az f(r) = 0 egyenletet £ egy implicit egyenletének nevezziik.

1.17 Példak Kilénbozo feliiletek explicit egyenletei.

{1) Sikban
(2) R sugart origokdzéppontii gdmbfolitlet : 2% + y? = R? ,
(b) R sugari y tengelyi h magassagi félhengerpaldst: 22 = R2, 0 <y <h, 2>0
{c) R sugard y tengelyli h magassdgd origéestesi w/4 félnyilasszogi kiappaldst :

$3=y2,0525h

(2) Haromdimenzids térben
(a) R sugart origékézéppontt gdmbfelilet: z° + y? + 22 = R?
(b) R sugard z tengelyil h magassagit hengerpaldst: > +4* = R?, 0<z2<h
(c) R sugart z tengelyit h magassdgi origbesiicsi # /4 #lnyildsszogl kuppalsst:

4yl =22,0<z2<h

(3) Négydimenzids térben
{a) R sugartd origdkézéppontit gdmbieliiler: 22 + 4% + 22 4 % = R?
L & g PP 8 Y



(b) R sugari w tengelyl h magassagti hengerpalést: 2° + 4 + 22 = R?, 0<w<h
(¢) R sugari w tengelyl h magassagi origbesiesit w4 félnyilésszogi kiuppalast:

2yt =w?, 0<w<h

1.18 Példa A w = xyz felilet P = (1,2,3,6) pontbeli érintd hipersikja egyenletének kiszdmitdsa.

A {eliilet (egy véges részének) explicit egyenlete (alkalmas 4 C R3-al) r{z,y,z) =
= (z,y,2,7y2) ,(z,94,2) € A és r, ={(1,0,0,y2),r, = (0,1.0,zz}, r, =(0.0,1,zy). Ha R* szokdsos
bézisa (1, J, k,1), akkor ezekkel

Ii i j ok 1|
v 11 00 yz . .
—CROSS{r.,ry,7.) = iﬂ L6 zr :y.:—;-z—(~:1:z,-3+my-};ml-iz(yz,mz,:ny,fl).
1000t oy

fgy —CROSS(r. f*y,mz) = (6,3,2,~1). Az érintdsik implicit egyenlete tehdt: 6{z — 1) + 3{y — 2} +
2(z -3} —(w— 6)~0 Vagylsﬁ:t:+3y+2z~w_12 ‘

Nos, a gorbek és valodi feliiletek lesznek R™ azon részhalmazai, melyek majd vizsgélatainkban in-
tegraldsi tartomdnyként szerepelnek. Igy most mar minden rendelkezésre 4ll ahhoz, hogy megadjuk a
t6bbvaltozés fiiggvények integralfogalmanak lehetséges kiterjesztéseit.

1.3 Vonal-—, feliileti és térfogati integralok

Az aldbbiakban megadjuk a tobbviltozds fiiggvények integrilfogalmanak grbékre és valodi feliiletekre
ill. vektorfiiggvényekre vonatkozé dltaldnoaitdsait. Szabadon fogalmazva, a vonal(feliileti) integral olyan
integralkézelitt dsszegek sorozatdinak hatérarértéke, mely Gsszegekben az egyes tagok a gorbe(feliilet) egy
adott felosztasanak valamely elemébe ess valamely reprezentdns pontbeli fliggvényértéknek és egy, az ezen
felosztéselem méretét jellemzd mennyiségnek a szorzata, specidlisan vektorfiiggvény gorbe(felilet)menti
integrlja esetén a felosztdselem irdnyitott ivhosszaval(felszinével) vald skaldris (mds esetben vektoridlis)
szorzata, mig fwhossz(felszin) szerinti integrdija esetén a felosztdselem i{vhosszdval (felszinével), mint
skalarral val6 szorzata.

Az alébbi definiciéban felhasznaijuk vektorérfliggvények t0bbes integraljdnak fogalmét, melyet a kom-
ponenseik integrdljai dltal alkotott vektorként értelmeziink. Nyilvdnvalé azonban, hogy — bédr (amint azt
késébb megmutatjuk) vannak kivételek — az aldbb definidlt fogalmak koziil a legszemléletesebben azok
az integrdlok értelmezhetdek, melyek definicidjdhoz erre nincs sziikség, tehdt azok az integrilok, melyek
tObbvaltozds fliggvények integraljaira vezetnek. Maésszéval, az fvhossz ill. felszin szerinti integralok
tobbvéltozds, azaz skaldrfliggvényekre, a girbe- és feliletmenti integralok pedig vektorfiiggvényekre al-
kalmazhat6ak legtermészetesebbern. A késtbbickben 14tni fogjuk, hogy az aldbb definialt integraltipusok
koziil a legfontosabbak, melyeknek elvi jelentdségitk van, a vektorfiiggvények gorbe— és feliiletmenti
integrdljai. Az ezek &ltal definidlt mennyiségeknek, meiyek segitségével a vektorfliggvényeket nagyon
természetesen és szemléletesen lehet jellernezni, fontos fizikai alkalmazdsai vannak. A térfogati (a térré-
szekre vonatkoz$) integral definiciGja persze nem mdés, mint a tbbvaltozos fliggvények integraljara
vonatkozd integréltranszformacis (hiszen a térrészek egyenletei nyilvanvaléan a tér paramétertranszfor-
maciél).

A definfciét kovetden az integral legfontosabb tulajdonsigait vizsgaljuk és illusatraljuk két rovid
példan, majd kiilén targyaljuk a vonal- és feliileti integralok kdzétti Gsszefiiggést a kétdimenzids eset-
ben, hiszen kés6bbi részletes targyaldsunk szintere a stk lesz; végiil pedig a norméltaromany fogalmanak
dltalanositdsaként egy olyan specidlis, de gyakorlatilag minden lényeges esetet magdban foglalé térrész
tipust definidlunk, melynek hatdrén kéany{ integrani.



1.19 Definicié {Integrilok)

Legyen n € N,n > 1 tetssbleges, H C R és v : H - R™, ahol m = 1 vagy
m = n. (Az aldbbi definicidkban a - jel nyilvdn értelemszertien skaldrral vals Sz0OTZ A4St
ll.  skaldris szorzdst jelent atidl fiiggden. hogy m = 1 (v skaldrértékd) vagy m = n

{v vektorértékl}).) Legyen v & C{&:,
(1) Legyen az L girbe egyenlete r = r(t) e HCR™, te ICR.

v vonalmenti (vagy grbementi) integralja L-en:

f

r
v dr = | e(r{2)) - #(8) d&¢
o Jr
v ivhossz szerinti integralja L-en :
e ldrl = iR
¢ ldr} = j e{r{t)r (! dr

L 1

(2) Legyen az F' valddi feliilet egyenlete r =r{u) € HCR", ue A C R,

v feliletmenti integrilja F-en :

/ vdf = / v(r{u)) - CROSS{r,(u)) du
F A _

v felszin szerinti integralja F-en :

/ v |dft = / v(r())]CROSS (ry (u))] du
F A

{3) Fenti jeldlésekkel ha m = n = 3, akkor

v vektorértékii gbrbementi integralja L-en:
f WU s
joexdr= { o(r(t)) xr{t) dt
Ji I

v vektorértékii feliiletmenti integralia F-en:

f

/ v X df = / vir(u}) x CROSS{r,(u)) du
F A

o

(4) Legyen V térrész egyenlete r = r{u), u € A.

v térfogati integralja V-

/ vdl = [ v{r{u)}det r,{u}j du
Jy A

ahol detr,(u) az r =r{u} Jacohi determindnsa.

A gorbementi és {vhossz szerinti integrdiokat kizds néven vonalintegraloknak, mig a feliiletmenti és
felszin szerinti integralokat feliitet] integrdloknak nevezsiik.

1.20 Megjegyzések

(1) A fenti definfcidban szerepl integeélok nyilvan léteznek, hiszen az adott feltételek esetén az integran-
dus nullmértékd halmaz kivételével folytonos fiiggvénye valtozdinak. Tovibb4, bizonyos feltételek mellett
az integralok fiiggetlenek a felilleteket, d=finidl6 egyenletektdl, csak az dltaluk meghatédrozott halmazil
fiiggenek. Pontosabban, ha F és F' az r—el ill. r'—vel definidlt val6di feliiletek és Rgr =Rgr', akkor
tetszéleges Rgr—en folytonos fiiggvény integraljai F-en és F'-n megegyeznek, amennyiben felilletmenti
integral esetén még azt is feltesszilk, hogy F és F' azonos irdnyitisdak, azez van olyan térrész, hogy
mindketten kifele vannak irdnyitva, ming ezen térrész hatdrdnak részhalmazai. Hasonld tartalmi allitast




lehet megfogalmazni vonalintegralokra vonatkozdan is {v6. az 1.26 (13) feladattal).

(2) Nyilvan nulla dimenzids feiiiietek esetén is értelmezhet8ek a feliileti integralok, ezeken a fiiggvénynek
az adott pontbeli (feliilet vagy vonalmenti integrdlds esetén, melyek ilyenkor persze egybeesnek, ennek
irdnyitdsdval megszorzott) helyettesitési értékét értjitk.

A vonal- és feliileti integrilok egyik leglénvegesebb tulajdonsdga, hogy, mint az eddig megismert dsszes
integraltipusok, additiv intervallumfiiggvények. Ahhoz, hogy ezt a tényt pontosan megfogalmazhassuk,
a felosztds fogalmat altaldnositanunk keil feliletekre.

1.21 Definicié (Feliiletek lefedése és felosztdsa)
{1) Ha véges sok, paronként kozos belsé pont ndlkiili halniaz (feliilet) uni6ja egy H halmaz (F feliilet),
akkor ezt a véges sck halmazt (feliiletet) egyiittesen H (F) egy lefedésének és az egyes halmazokat
{feliileteket) a lefedés elemeinek nevezzilk.
(2) Legyen f tetszdleges fiiggvény , H C Dof. A g fiiggvény f-nek H-ra valé megszoritdsa, ha
Dog = H és minden x € H esetén g{z) = f(z).

(3) Legyen F az r fiiggvény éltal definidlt feliilet. Dor egy lefedése esetén r—nek a lefedés elemeire
valé megszoritdsa altal definidlt feliileteket egvuttesen F egy felosztasdnak nevezzik. Azt, hogy
F,Fy, .. F  F egy felosztdsa, igy jeldljik: Z F=F.

A most kdvetkez& Osszes 4llitds kdzvetlen kévetkezménye a vonal— és felilletmenti integrdl definiciéinak
és a tobbes integralok megfeleld tulajdonsdgainak {Jasd az 1.26 {12){a) feladatot).
1.22 Allitds (Integralok tulajdonsdgai)
(1} Vonal- és feliileti integrdl Grokli az egyvdltozds fiigguények integrdlidnak tulajdonsdgait:
(a) Integrdl linedris homogén operdcid
(b} Integrdl additiv halmezfigguény, vraz

/.Z 1.’dr~Z] és /Z" Et’df=gﬁ‘ivdf

n
_1 i=1

i1

(c)
C ./_Lvd-:":—fcvdr €s jiFUdfz—Lvdf

(d) ham <v(r) < M minden r € L il r € F esctén, akkor
m-}LlE/vdr < ML) il m - 1F| gfvdng-iFl
L P :

(2) Ho v, v-nek L érintdegységuekioriva, e-re esd vetilete, azoz e = ﬁ—el Ve = (v,€) ésv, v-nek F
CROSS{r, {u}}
CROSS(ru{u:))!

/a,. dr :/ve Idr| il /bdf I ——

egységnormdlisdra, n—re 3§ vetilete, azezn = el v, ={v,n), akkor
IELI N

1.23 Példak
{1) Az

kardr_
L

integral kiszdmitdsa ha k = (0.0,1) és L az 7 = r(t) = ! cost,sint, 0}, ¢ & I0,2n] egyenlettel definidlt
[zy]-sikbeli pozitiv irdnyitdsd egységksr. : ‘

(a) k x r(t) = {—sint, cost,0), #(t) = (—s’mi‘,cost,ﬂ)‘ (kx r(t)) - #(t) =sin®t +cos?t =1, fgy
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/erdr:/ exr) M= [ 1dt=2n
L i

41

(b) Felhasznalva a vonalmenti és ivhossz szerinti integrdlok kozotti fenti Gsszefiiggést, tovabbs azt,
hogy L 7 irdnyi e érintd egységvekiora és k X r azonos irdnytiak, tehat (k x 7)., k X r-nek e-re es§
vetiilete éppen [k x r|, valamint figyelembe véve, hogy k és r merdlegesek egymasra (hisz a kdr benne
ven az [zy] stkban) és hogy a kérén il = 1, azt kapjuk, hogy

kardrz/(er)e ldri = / Ik r Idrjzfjké-jri ldr;:/ir}|dr|—:/§dri=}Li=27r. -
L L 4. p2 L L

(2) Az
/F T dr

integrél kiszdmftdsa, ha F az r = r{u,v} = {ucos viusinv,u), 0 S u < R,0< u < 27 egyenlettel
definidlt R sugari z tengelyil /4 félnyflasszogii kippaldst (melyre ~F kifelé irdnyitott),

(a) 7y = (cosu,sinv, 1}, r, = (~u smv,ucosv,0), igy ry X1, = (~ucosv, —usinv, u), r{ryxr,) =
~u?cos? v — u?sin®v + u? = 0, tehat

n n2 R
] e = / / 7o (ry ATy) dudy = 0
F Jo  Jo

(b) A feliileti integral definicija alapjén az integral 0, ha az integrandus a feltilet pontjaiban merdleges
az érint6sik -normalvektordra. Origdesticsi kdp esetén minden feliileti pontban az r helyvektor alkoté
irdnyd és ez merdleges az érintésik normdlisira, tehat a vir) = r fiiggvény integrélja egy ilyen kiap
barmely részén 0.

1.24 Megjegyzés (A kétdimenzids eset)

Mivel a gbrbék az egydimenzids feliletek, n = 2 esetén a gdrbék €s a valédi feliiletek egybeesnek. gy
a sik valamely valédi feliiletén cgyideiileg értelmezett tetszoleges kéidimenzids vektor-vektor figgvény
gorbementi és feliiletmenti integralia is. Az aldbbiakban a fenti definicidk alapjdn megadjuk a kett$
kozotti dsszefiiggést egy (valamely térrészbdl nézve) pozitivan irdnyitott L gorbe és {a pozitiv irdnyitottsag
definicidja alapjan kifelé irdnyitots) F = —~ I esetén:

, £
f vdf = f CROSS(v) dr és [ vdr= - [ CROSS(v) df .
F L Ji F

Valban, legyen a pozitivan irdnyitoit L sikgdrbe egyenlete: 7 = () = (2(t),y(t)}, t € I. Felhasznslva,
hogy kétdimenzids esetben CROSS{!: ) = (~y,=z} (ldsd az 1.7 (1) megjegyzést), azt kapjuk, hogy
F=-L-re:

”

[ vdf = / vdf = -—/ vdf = ~/v(—r(t)) - CROSS(#(1)) dt =
JF S L I

= - f[vl,'z;g) -y db = - /(—vl'g + v} dt = — / (va,~w) - (2,9) dt =
“Jr Ji I

=/{~vz,v1}-f(t} dt = /-(—'Uz,t’g) dr-:[CROSS(v) dr
I G I L
Mésrészt, mivel CROSS{CROSS(~»}) = v é CROSS(~v) = —~CROSS(v), ebbél

/ vdr = f CROSS{CROSS(~v)) dr = / CROSS{~CROSS(v)) dr = ~ / CROSS(v) df
L L L F
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Bér azt, hogy a vonal- és feliileti integralok felosztdsok esetén additiv halmazfiiggvényként viselkednek
kénnyii bizonyitani, az alkalmazdsokban ez 4ltaldiban nem elég, azt kellene tudni, hogy lefedések esetén
is ilyenek. A gyakorlathan elégnck bizonyul csak bizonyos specidlis tartomanyok hatdrai esetén vizsgdlni
ezt a kérdést, melyek kore azért még elég tdg ahhoz, hogy az Osszes "normdlis” térrészeket tartalmazza,
csak a "torzsziilotteket” zdrja ki a tekintetbe veendd holmazok kéziil {v5 az 1.26 (18) feladattal). Ezeket
a specidlis halmazokat néhany rajuk vonatkozd megjegyzést kovetden az aldbbiakban definféljuk.

A kétvaltozds fiiggvények integralszdmitdsa sordn bevezetett norméltartoményt a stk egy olyan rész-
halmazaként definidltuk, meiyet — szabadon fogalmazva — egyvaltozds fliggvények gérbéi hatarolnak. Az
aldbbi definiciéban a koordinatafeliilet a fiiggvény gorbéjének megfeleld dltaldnos fogalom és a reguldris
normdltartomény az ilyenek altal hatarolt térrész. Végiil a normal térrészt a tér egy olyan részhalmazaként
definidljuk, melynek szerkezete biztositja, hogy a hatdrara veti integrilt visszavezethessiik norméltarto-
ményok hatarara, azaz koordinatafeliiletekre valé integréldsra. Ugyanis a definiciéban rogzitett feltételek
fennslldsa esetén bizonyithatd, hogy a norindl térrész feloszthaté normaltartomanyokra olymédon, hogy a
felosztds elemeinek a térrész helsejébe esd hatdrszakaszain vett integralok kiejtik egymast, mig a maradék
hatédrszakaszokon vett integralok &sszege a térrész hatdrdra vett integrilt adja (l4sd az 1.26 (15)(b) és
(17) feladatokat).

1.25 Definicié (Normaltartomany dltaldnositésa)
Legyenn € N, n > 1 és legyen V C R™ egy az identitdsfiiggvénnyel definidlt térrész.
(1)(a) Han = 1 és V nem iires belsejii zart intervallum, akkor V-t (reguldris) normaltartoménynak

nevezzik.

(b) Legyenn > 1,1 <1 <=n. V-t az i. tengelyre vonatkoztatva n dimenziés (reguldris)
normaltartoménynak nevezziik, ha van olyan H C R™® ! reguldris normaltartomany és vannak
olyan f, g H-n értelmezett szakaszonkénl folytonosan derivithato {n — 1)-viltozos fiiggvények,
hogy

minden {13, To,. ., Ti1,Fitls - En) € Int H esetén
g(:l:l,:tg,...,585-1,2:”,1,,..,‘.1?“) <f(.’81,;’f.‘2,...,Ii_l,.'Ei_Q_l,...,.’En),
tovabba minden = = (z,,72,..., 7o) € RP esetén 2€V iff
(_:1‘1..'?]-3,...,xiﬁt,l'i.__],...,ﬂin)EH és
gl o, iy, Biats 0 Tn) S 2 L (21,22, i1, Tig, .-, Ba)

{c) Legyen n > 1. VV~t (reguldris) normaltartomdnynak nevezzilk, ha minden 1 <4 < n esetén
az i. tengelyre vonatkoztatva reguldris normaltartomany.

(2) Az (1)(b)-ben szerepl§ feltételeket kielégitd F norméltartomany és f fiiggvény esetén az

r=r{z) = (21,22, -, Tia1, FT1 B2, o Tim1 . Bid 1y oy En) s Tidkly o En) s
':II:$2:' ' ‘:Ii—l:xi—f’-ls"':r]!) €H
alakid fliggvények dltal definidlt és a veliik ellentétes iranyitdsi feliileteket (n dimenzi6beli} {i. tengely
szerinti) koordindtafelilleteknek nevezziik. (Specidlisan a stkon a koordindtafelilletek az r = r(z) =
(z, f(z)),z € [a,b] és az r = r{y) = (9{y},v), ¥ € [c,d] alaki fiiggvények 4ltal definidlt valddi
felilletek.) Tovdbba koordinatafeliiletnek tekintiink minden nulldimenzids feliletet is.

(3) V-t normal térrésznek nevezzitk, ha V' lefedheté olyan kifelé irdnyitott hatdrd
reguldris normaltartomdnyvokkal, melyek mindegvikének hatdra szintén lefedhetd dgy, hogy ezen
lefedések V hatirara esé elemel V' hatdranak egy koordindtafeliiletekboi all6 lefedését adjik, V-
b&l nézve kifelé vannak irdnyitva és belsejilk pontosan egy normaltartomany hatdrinak része, mig
a hatarok lefedésének minden tébbi elemére fenndll, hogy azok ellentétes irdnyitdssal pontosan két
norméltartomdny hataranak lefedésében szerepelnek elemként {az illusztrdciot lisd a tiloldalon).

Nos, koordindtafeliiletekkel valé lefedésre vonatkozdan, igy normél térrészek hatdrinak bizonyos
lefedéséire vonatkozdan is, az integralok meg6rzik additivitdsukat. Ezt a tényt pontos forméaban az aldbb
kvetkez6 1.26 (15)({b) és (17) feladatokban fogalmazzuk meg.
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1.26 Feladatok

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha a és b jobbsodrdsd rendszert alkot, akkor a-t pozitiv (azaz az dramutatd
jardsaval ellenkezd irdnyii} m-nél kisebb széggel valé elforgatas viszi b-be!

(2){(a) Bizonyitsuk be, hogy R dsszefiiggs részhalmazai az intervallumolk!

(b} Bizonyitsuk be, hogy ha H C R" és minden z,y € H &sszekdthetd H-n beliil elemi fvvel, akkor
H osszefliggd !

(3) Egy halmaz konvex, ha minden pontpdrja Ssszekéthetd a halmazon beliili szakasszal,
(a) Bizonyitsuk be, hogy minden konvex halmaz 6sszefiiggd!

(b) Adjunk példdt R3-beli konvex, tovabba nem konvex, de Osszefiiggt feliiletekre!

(4}{a) Bizonyitsuk be, hogy a feliiletek zart, korldtos halmazok!

(b) Legyen L tetszéleges normalt linearis tér és legyen H C £ korlétos, zart halmaz, Bizonyitsuk be,
hogy tetsz8leges x € £ esetén, ha x ¢ H . akkor van z-nek olyan S(x) kirnyezete, hogy S{z)N H = §.

(c) Legyen £ tetszdleges normalt finséris tér és legyenek Hy, Hy < L diszjunkt korldtos, 24rt halmazok.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan d > 0, hogy minden x € H,. y € H; esetén fix—yll >d. (A d(H,H) =
=inf{liz ~yll iz € Hy,y € Hy} > d > 0 ezdmot Hy és Hy tavolsaganak nevezzik. )

d} Bizonyitsuk be, hogy véges sok zért halmaz uniéja zart! Igaz-e ez végtelen sok halmaz esetén is?
y \ )

{5)(a) Bizonyitsuk be, hogy a konrdinatafeliiletek valéban feliletek!
(b} Bizonyitsuk be, hogy a kosrdindrafeliletek elemi héjak!

(6) Legyen F az ri-dimenzibs valddi felilet egy implicit egvenlste f {r) =0,7r0 € F és grad f(ro) # 0.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor minden ry-on dtmend. a felilet sltal tartalmazott girbe rg-—beli érintéje a
grad f(ro) normalisi rg—-beli érinté hipersikba esik.

»

(7)(a) Bizonyitsuk be, hogy ha F egyeniete r = r{u), u € A', akkor r*IntA Clnt F!

]

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha F és F' az r~ei ill. r'~vel definidlt azonos dimenzids feliiletek és Rgr =
= Rgr' akkor Int F =Int F'!

(8) Bizonyitsuk be, hogy ha az F egydirmenzids feliilet egvenlete r =r(t),t € A és —F egyenlete s = s(t),
t € A', akkor h

{a) Rg r =Rg s

(b) F pontjaiban F és —F iranyitdsa egymds (—1)- szeresei, azaz, ha r(t) = s(t') , valamely ¢t € 4,
t' € A’ esetén, akkor CROSS{3{t")) = — CROSS(#(#))

(9) Legyen F az 7 =r(t) , t € [ = o, b] altal definidlt gorbe.

Kl




(a) Bizonyitsuk be, hogy ha F elemi iv, akkor Int F' = r*Int 7, tehdt F hatdra az {r(a),r(b)} halmaz.
(b} Igaz-e, hogy ha r invertdlhaté Int F-n és r{a} = r(b), akkor F' zart feliilet?

(10) Ha az L gorbe r = r{t:. t & I == [a.b] egyenlete olyan, hogy minden a < ¢ < b esetén az r-nek
mind az [a, cj~re mind a [c, -2 valé megszoritdsa 4ltal definidly gorbe elemi iv, akkor L-et egyszerii
ivnek nevezzik. (Nyilvan minden elemi iv egyszerd fv is.) Legyen az L egyszeri iv egyenlete r = r(f),
t € I = [a,bl. r{a)-t L kezd8pontjinak és r{bj-t L végpontjinak nevezziik. Bizonyftsuk be, hogy

{a) 7 invertdlhaté mind az {e,b]-n, mind az [a, b}-n és folytonosan invertdthaté (a,b)-n,

{b) L akkor és csak akkor zdrt ha r{a) = r(b},

{¢) L akkor és csak akkor elemi {v ha nem zért.

(d) Az r = r(t) = (Rsint, Reost), ¢ € [0,2n] egvenlettek definidlt grbe zdrt.

(11) Legyenck a < b < c tetszdleges valdsok és tegyik fel, hogy 1 = ri(t) , t € [a,b] és r3 = 79(2),
t € [b, c] elemi fveket definidlnak és r1 (b} = ro(b). Legyen

[ r:(t) hate€la,b

r(t) = i ro(t) hate€[b,c

, L€ e,

(Ez az 7y és rp 4ltal definidlt gdrbék egymadshoz csatoldsa.) Bizonyitsuk be, hogy
(a) ha Rgry NRgre = {r(b)}, akkor r elemi {vet definidl és
(b) ha ro(c) = r1{a) és Rgr; N Rgra = {r(a),r(b)}, akkor r egyszerii ivet definial!

(12){a) Bizonyitsuk be a vonal- és felilleti integrdloknak az 1.22 Allitasban felsorolt tulajdonségait !

(b} Bizonyitsuk be a sikbeli (egydimenzids) valédi felliletek esetén a kovetkezbt:
ha F azr = r(t}) t € T altal definidlt felilet, f [-n definidlt szigoriian monoton ndvé derivalhatd
fiiggvény, akkor az s(t) = r(f{t)), ¢t € I' = {f~1)*7 &ltal definidle F’ feliilet esetén Rgr = Rgs és
birmely az F - en folytonos » fliggvény esetén

[Ft:«df: F,vdf.

(13) Legyenek L és L' egyszeril ivek egyenletel r = r{(t), ¢ € [ ill. s = s(t),t € I'. (Az egyszeril
iv definiciéjahoz lasd a (10) feladatot.} Tegyiik fel, hogy L és L’ kezddpontjal egybeesnek, tovabbi
Rgr =Rgs. Legyen G =Rgr. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges » € C(G) esetén v—nek L-en és L'-6n
vett vonalintegraljai megegyeznek!

(14) Legyenek @ < b és ¢ < d tetszbleges valdsok és legvenek Ly és Lo az r1 = ri(t)
t € fa,b] ill. az ry = ro(t), t € {e, dj dltal definidlt elemi fvek. Tegylik fel, hogy
(a) m1(b) =ra{c) és Bgr M Bgry = {r1(b}}

1

vagy
(b) r1(b) = ra(c), mi(a) = ro{d) és Rgri NRegre = {r1(a},r:{(H)}.

Bizonyitsuk be, kogy ha L sz r = r(#), t € I egyenlettel definidlt olyan L gorbe, melyre Rgr = Rgr U
Rgry, akkor minden L-en folytonos v fliggvény esetén

f-vdr:f vdr—l»lr-vdr.
L J

Ji Lz
(15)" (a} Legyen V kétdimenzids normaél térrész és F zért feliled része V hatdrdnak. Bizonyitsuk be,
hogy V hatirdnak minden ¥}, &y, ..., F, lefedésébdl kivilaszthaté F-nek egy Fi, F3, ..., F,, lefedése,

(b} Legyen V tetszileges kétdimenzids térrész. Legyen F V-bol nézve kifele irdnyftott valédi feliilet
része V hatdrinak. Bizonyitsuk be, hogy han > 2 ésaz Fy, Fy, ..., F, olyan V-bdl nézve kifele irdnyftott
koordindtafeliiletekkel valé lefedése F-nek, melyek mindegyike egy V 4ltal tartalmazott reguldris nor-
mdltartomany hatdranak része, akicor barmely F-en folytonos v fliggvény esetén
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(c} Legyenek 11,13 kétdimenzids nermal térrészek és 13 € Intl] . Legyenek 1) és 1% kifelé irdnvitott
hatédrai az F| és Fy felletek. Bizonyitsuk be, hogy ekkor V' = W, \Intl olyan térrész, melynek hatéras
F) és Fy lefedi, tovabba Fy és —F, V-bbi nézve kifelé vannak irdnyitva.

{d) Bizonyitsuk be, hogy ha V' az arigéktzéppontd R sugari kirlap, akkor V' normél térrész melynek
az v = r(t) = (Rsint, Rcost}, 0 <t < 27 egyenlettel definidle F korvonal a hatdra.

{18) Legyenek o < b valdsok, f,g & C?l[a,bj yVi={{z,y) 1o <z < b, g(z) <y < f(z)}. Bizonyitsuk be,
hogy ha az F egydimenzids valdd: felillet egyenlete

() 7 = v{z) = (z, f{z)), z € (a,b), akkor F V-bdl nézve kifelé van irdnyitva,
(b) r= r{m) = (:I:, g{:z:)}, r € [a,b], akkor —F V-bdl nézve kifelé van irdnyitva.

{(17) Legyenek a < btetszGleges valésok és f, g € Ciia, bj olyanok, hogy g{z) < f(z) minden z € (a b)vre
Legyen =

V={(z.9):a<a<b,g(z) <y < i@}
kétdimenzids reguldris norméaltartomény. Legyenek tovabba

Py sz ry(x) = (z, f(z)) 2 € [a,b],

Fy az rp(x) = (z,9(z)), z € [a. b],

FS azZ ( } (a,y},yE {g(a):f(a)} éS
Fy az rq(a) = (b,y), v € [o(b), F(O)]

altal definidlt egydimenzids felilletek, tovabbi legyen F V' kifele iré‘inyl’tott hatdra. {Fz-at és Fy—et
természetesen csak akkor definidljuk ha g{a) < f(a, Hl. g(b) < f(b).) A (15) (b) feladat eredményének
felhaszndldsa nélkiil bizonyitsuk be hogy Iy, Fu, Fy, Fy V hataranak lefedése (ahol g(a} = f(a) esetén
a harmadik, g(b) = f{b}) esetén a negyedik elem hlammk\ és bdrmely F-en folytonos v fiiggvény esetén

F L J Fa v g

R P .
Jodr= | var- [ vdl + / vdf — | vdf

Iry I F S
{ahol g{a) = f{a) esetén a harmadik, g{b} = f(B)) esetén a negyedik tag hidnyzik).

{18) Mutassunk példat olyan sikbeli reguldris normaltartoményokra, melyek nem normdl térrészek!
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2. Vektorfiiggvények jellemzése
integraljaikkal

Szeretnénk a vektorfiiggvények véltozdsdnak jellemzésére az egyvaltozds fliggvények dertvaltjdhoz ha-
sonléan szemléletes jelentéssel biré olyan fogalmakat keresni. melyek pontenként leirjdk a vektorfiiggvény
nagysaginak és irdnydnak viltozdsdt kildn-kiilon, hiszen maga a derivaltoperitor tovabbi elemzés nélkiil
erre nem alkalmas, a vektor irdnvdnak és nagysagdnak valtozdsat egyiitt adja meg. Ehhez természetesen
elészdr is magdnak a vektorfiiggvénynek a szemléltetésére kell eszkdzdket keresniink.

2.1 Vektorfiiggvények szemléltetése

Vizsgéljuk meg tehdt hogyan lehetne szemléltetni a vektorfiiggvényeket! A matematikai fogalmak-
nak altalaban két fajta szemléltetése van. Az egyik tulajdonképpen alkalmazdst jelent, azt, hogy a
matematikai mennyiségekuek konkrét (pl. fizikai) jelentést tulajdonftunk. Bz annak az eljardsnak a meg-
forditdsa, amikor valamely fizikai jelenség matematikai modelljét keressiik. fgy példdul egy haromvaltozos
fiiggvényt mindig tekinthetiink hémérsékleteloszlds fliggvénynek, kezethetjiik gy, mint egy olyan fiigg-
vényt, mely a tér minden pontjihoz az adott pontbeli hémérsékletet rendeli. A masik, a grafikus
szemléltetés sordn a matematikai mennyiségekhez geometriai jelentést rendeliink abbdl a célbél, hogy
geometriai objektumck segitségével dbrdmolhassuk ket és igy a sz6 szoros értelmében szemléletes képet
nyerjiink roluk.

A vektorfiiggvények leggyakoribb két alkalmazdsa kozil az egyik az, amikor a fliggvény értékeit adott
pontbeli erének (pl. elektromos, mégneses, gravitécids erbnek) tekintjiik; ilyen esetben a vektorfiiggvényt
erdtérnek nevezziik. A mésik gyakori alkalmazds esetén a fliggvény értékeit valamilyen dramlé anyag
{pl. folyadék, gaz vagy akar hompdlygd kégorgeteg, felvonulé embertémeg) adott pontbeli sebességének
tekintjiik, azaz a vektorfiiggvény valamely pontbeli értékének irdnya az dramlés irdnydt, mig nagysiga
az egységnyi idd alatt ebben az irdnyban Atdramlé anyagsiirliséget. azaz, egy, erre az irdnyra meréleges,
egysegnyi felszinii g(valédi) felilleten Atdramlé anyag mennyiségét adja meg (haromdimenzids folyadék
dramlds esetén pl. =% - 5;3— an}. Ekkor a fliggvényt dramidsi térnek hivjuk.

Grafikusan egy vektorfiiggvényt olyan gorbesereggel, az fin. erévonalakkal (vagy aramvonalakkal)
abrazolhatunk vézlatosan, melyek esetén egy adott pontban a vektorfiiggvény irdnyst a ponton ithaladé
gbrbe érintdjének irdnya, mig nagysigdt a gbrbesereg adott pontbeli stirlisége, azaz az érintére merdleges
egységnyi felszini felilleten dthalads (azt metszd) erbvonalak szdma adja meg. Az aldbbiakban megadjuk
néhiny egyszerii specidlis sikheli erétér erfvonalas dbrazoldsit. {A késobbiekben is mindig, ha mést
nem mondunk az ervonalas Abrizclasck stkvektorterekre vonatkoznak, az dltaldnos esetet ezen lehet a
legkényelmesebben illusztralni.) Homogén nagysidgih(irdnyd) egy tér ha nagysdga(iranya) allands,
ellenkezd esetben inhomogén nagysagu(irdnyid), homogén ha homogén nagysigi #s irdnyd, végiil

inhomogén ha nem homogén.
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Inhomogén nagysdgn és irdnyi erdtér

Vizsgéljuk meg, hogy milyen fizikai jelentés tulajdonithaié a gorbe- és felilletmenti integraloknak az
dramlési tér terminusaiban, illetve mi felel meg ezeknek az integraloknak erSvonalas dbrézolds esetén!
Mint ldtni fogjuk, a feliiletmenti integrél a vektorfiiggvény nagysagvéltozasdval van kapcsolatban, mig a
vektorfliggvény irdnyvéltozasit a vonalmenti integral jellemzi.

2.2 Feliletmenti integral

A felilletmenti integril szemléletes jelentését elészdr az dramlési tér esetén (rogeftett idSegységre
vonatkoztatva) vizsgdljuk meg. Mivel a vektorfiiggvény ilyenkor egy irdnyitott slirliség és a feliletmenti
integrdl ezen siiriség feliileti normalisra es§ vetiiletének az integralja, a feliiletmenti integrél a feliileten
dtaramlo anyag el8jeles Osszemennyisége, azaz a felilleten keresztiil a feliilet irényitésa altal meghatédrozott
irdnyban és az ellenkez0 irdnyban dramlé anyag mennyiségének kiilénbsége. Példdul nyilvdnvaléan egy
olyan véges siktartomdny rint feliilet esctén, mely mentén az aramlds irdnya allandé, ha a sfk parhuzamos
az dramlds irdnydval, akkor az integrai nulla és az integral akkor maximalis, ha a sfk meréleges az dramlés
irdnyéra. ’

A fentiekb8l kivetkezben egy térrdsz kifelelé iranyitott hatirfeliiiete esetén a feliiletmenti integral
¢éppen a feliilet dital bezdrt térrészbdl kidramld és az oda bedramié anyag mennyiségének kiildnbsége, azaz
a terrészben keletkezd (vagy negativ elijel esetén eltiing) anyag mennyisége, mésszéval az dramld anyag
mennyiségének a tekintett térrészen toriénd megvdltozdsa. Kovetkezésképp, az, hogy egy ilyen feliiletre
vonatkozd feliiletmenti integrél nulia, azt jelenti, hogy amennyi anyag a térrészbe érkezik, ugyanannyi
tavozik is onnan, tehdt nem keletkezik és nem is tiinik el itt anyag, pontosabban, az itt keletkezd és eltiing
anyag mennyisége azonos.

Analég médon grafikus szemiditetés esetén o felilletmenti integrai a a feliileten 4thaladd Osszes
erSvonalak szdma. Valéban, az etStér sgy kicsiny, homogénnak tekinthetd darab Jjat tekintve (az dbrat ldsd
a tuloldalon), ha egy egységnyi felszinii, az erdvonalakra meréleges E felilletdarabon athaladé erSvonalak
szdma k = |v}, akkor a vele a sziget bezdré AF felilletdarabon ugyanezek az erévonalak athaladnak, de

AF felszine mar coim ; {gy rajta az erfvonalak siirdsége

—~— =kocose=j-cosa=von =,

ahol n AF egységnormalisa és v, wv-nek erre esd vetilete. K-t az egész F-en thaladd ervonalak
szdmét, nyilvdn az er6vonalsiiriiség felszin szerinti integralja adja meg. Felhaszndlva az 1.22 (2) allitdst,
azt kapjuk, hogy

i= [ v = [ v

amit meg akartunk mutatni.
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Tehst a feliiletmenti integral a a felilleten athaladd dsszes erévonalak széma. Persze itt is az, hogy
a feliileten dthaladd azt jelenti, hogy a felileti normalis irdnydba és azzal ellentétes irdnyban ‘Athaladd
erévonalak szdmanak elSjeles Osszege. Ebbél kdvetkezlen egy térrészt hatdrold kifele irdnyitott felillet
esetén a feliiletmenti integral a térrészbél ki és oda belépd erévonalak szdmdénak, mdsszéval a feliileten
a két irdnyban 4thaladé Gsszes erévonalak szdménak kiilonbsége, azaz az erévonalszémnak a térrészben
torténd megudltozdsa. Az integral tehdt pontosan akkor nulla, ha a felillet altal bezdrt térrészben az ott
eredd és eltiing erdvonalak szdma megegyezik, vagyis, ahdny er6vonal a térrészbe belép, ugyanannyi ki
is lép onnan. Specidlisan ez a helyzet, ha az erétér erdvonalai mindkét irdnyban végtelenek vagy pedig
zértak. Ekkor sehol nem erednek dj erévonalak és nem is tiinnek el sehol. Azokat a pontokat, ahol 4j
erévonalak keletkeznek forrdsoknak, mig azokat, ahol er6vonalak sziinnek meg, nyeléknek nevezziik.

1

./def>0 Lvdf:ﬁ L’udf<0

2.1 Definicié

Egy v vektorfiiggvénynek az
szamitott) Huxusa.

™

feiiiioten vett felitletmenti integrdlja a v-nek F-re vonatkozd (F-re
Az eddig elmondotiak alapjan a fluxus egy — egy térrészben a vektorfliggvény nagysdgdnak (az altala
leirt anyag dsszemennyiségének) viltozdsat adja ineg.

2.2 Példa A
' v(z,y) = (£(2),0), z€lob],ycled

és a
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w(zy) = (f{¥),0). zeladl, yelcd
vektorfiiggvények (f € C(R} pozitiv é: szigorian monoton névé figevény) fluxusinak kiszémitésa a
V={lryria<y <bo<y<d}

koordindtatengelyekkel parhuzancs élii téglalap, mint kétdimenzids térrész kifelele irdnyftott hatarara
vonatkozdan.

Legyen V kifele irdnyitott hatdra F és legvenek

Fraz r(z)=(z,d),e<a<h,
Fy vz mfzi={r,c,a<2<b,
Fyoaz mlyy={e,y). o<y <d,
Fy az rqly) = (b9}, e<y <d

.....

altal definilt feliiletek. Az integrdlnak a norméltartomanyok hatarain valé additivitasit hasznslva (l4sd
az 1.26 (15) (b) vagy az 1.26 {17) feladatot) adddik, hogy

~

/’vd_f:/ vdf - vdf—}—f vdf - | vdf
J F Fy F3 Fy

E

(Fy és Fy azért szerepelnek negativ elfjellel, mert —F, és —F; vannak V-bél kifele irdnyftva, hiszen
példaul ri(z) = (1,0) miatt F irdnyitasa CROSS(ry} = (0,1).

(1) v(z,y) = {f(2),0), 2z € [aéé YU E {C’d]

A Fy -

df-—- - A -

E 3 I ___:i

) - > T 4
C L -
R —

] )r

Mivel v-nek csak z irdnyu komponenss van, {gy mindeniist meréleges Fy és B, normadlisaira, tehdt

r

.
{ vdf = vdf =0.
lvd=] vd

Valéban, példdul ri{x) = (1,0}, igy CROEE(r!} = (0, 1), kivetkezdésképpen
b
/ [ru[_ (I) G} |0,1)d$=/0dI:0.
@
Mésrészt. ra(y) = (a,y), ¢ <y £ 4, tehat Fy pontjaiban ¢ = a, igy v(rs(y))} = (f(a),0). Tovabbi,
ri(y) = (0, 1), igy CROSS(~,) = {~1,0j. tehat

[- ael ) d‘ i
j vdf = / {ra{y}) - CROSS{rL) dy = / (fle).0)-(-1.0)dy =
Fa Je e
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g d
- [ s s =g [ty = gy -

és pontosan ugyanigy

vdf = —f{B)(d~0),

Ir,
tehét
~ r
i = [F — ~+ : — :d -
L(@ ﬂmﬁ~&vﬂ L;ﬂ’jﬂlf
= ~fla){d ~ ¢} — (= f(bj{d — e}) = (F{b) — F{a))(d—¢) > 0.

A V-ben keletkez6 erbvonalak szdma tehdt (f(b) — f(a}){d — ¢}, ahogy ez vérhaté is, hiszen ez nem m4s
mint az F3—on belépd erévonalak sziménak (d ~ ¢} - f{a)-nak és az Fy—en kilépd erévonalak szdmanak
(d—c)-f(b)-nek a kiilonbsége, mert F3—on az er6vonalak siiriisége [v{z, y)} = f(a), Fi-en pedig |v(z, )] =

= f(b).
(2) w(z,y) = (f(y)’o)l S [aab] 'Y€ [c:d]

F
A #;1

d _____ H

lvwvvv 124

B

Hasonldan az eléz6 esethez, mivel w-nek is csak x irdnyd komponense van, tehdt mindeniitt mer8leges
F; és F, normdlisaira, azaz
/w@:/wﬁ:&
Fy

JFy
A két mésik integralt szintén az eizd esettel analég médon szémithatjuk:

f wdf = [ w(rs(y)) - CROSS(rl) dy = j (F).0) - (~1,0) dy = — [ ) dy
Fs d c
€s ugyanigy

- d :

lfF wdf = - [ flu)dy,

vagyis

fw@ [m# /uq+/wﬂ éw#:Lw#-Eﬁﬂ:m
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amint az persze vdrhaté is voit, hisz az Fy~on belépd minden erévonal Fy—en kilép mert w erévonalai
mindkét irdnyban végtelenek, nincsenek sem forrdsai, sem nveldi.

A fenti példa szépen iilusztralja. hogy a fAuxus csak a vektorfiiggvény, azaz az erdvonalak irdnyaba
es0 nagysdgvaltozdsra érzékeny, az erre wmerdleges véltozdsra nem, poniosabban a valtozdsnak csak az
erévonalak irdnyara vett vetiilerst méri.

Nos, a fentiek szerint a fluxus csak az drdramld anyag mennyiségének ill. az dthaladé Ssszes erévonalak
szémanak egy-egy felillet 4ltal bezdrt térrészen vald megvaliozdsst adja meg, igy elég durva mddon, csak
egy tartomény egészén globdlisan jellemzi a vektorfliggvényt, hasonléan ahhoz, ahogy egy egyvaltozds
fiiggvényt jellemez egy-egy adott intervallum szélein felvetit ériékeinck killdnbsége. Hogyan tudndnk en-
nek segitségével egy lokalis, pontonkénti jellernzdt definidlni? Szembeszdkd az analdgia az egyvaltozds
fiiggvények derivaljanak fogalmaval. Ot is a fiiggvény egy-egy résztartomanyon, specidlisan intervallu-
mon, valé megvaltozasa all rendelkezésre és ezt a megvaltozdst a tartomany mértékével {az intervallum
hosszdval) elosztva kapunk egy, a fiiggvény relativ megviltozasit jellemzé adatot, melybdl aztdn a tar-
tomanyt egy pontra "zsugoritva”, azaz valamely adott pontot tartalmazé intervallumok hosszat nulldhoz
kozelitve kapjuk meg a derivaltat, a fiiggvény viltozdsit az adott pontban jellemzé mennyiséget. Vek-
torfliggvény esetén az ennek megfeleld, a "lokalis luxusvaltozast” megadé fogalom egy adott pontban a
fliggvény nagysdginak valtozdsat jellemzi, szemléletes jelentése az adott pontban a térfogategységre jutd
anyagmennyiség ill. erévonalszdm valtozas, azaz az anyagmennyiség ill. erdvonalszdm vdltozds adott
pontbeli sérisége.

2.3 Definicié
Legyen n tetszdleges pozitiv epész szdm.
(1) Legyen H C R™ tetszoleges korldtos halmaz. A d(H) = sup{llz —y|| : z,y € H} szamot H
atmérdjének nevezzik és d(H)—val jeldljiik.
(2) Legyen ro € R™ tetsz8leges, H, C R"™ minden k € N-re. Azt mondjuk, hogy a {(Hy) sorozat az
ro—ra zsugorodik ha rp € Int Hj minden k € N-ve és d(H) - 0.

2.4 Definicié
Legyen n tetszbleges pozitiv egész szdm.
Legyen ro € G C R" tetszfleges nyilt halmaz. v : G — R" folytenos G \ {rg}-on. Ha a {Vi) ro-ra
zsugorodd R™-beli normdl térrészek tetszGleges olyan sorozatdra, melyre minden k € N esetén Vi cd
hatdra a kifelé irdnyitott £} valddi feliilet, a

lim .“'];‘7‘/ vdf
ko0 ﬂ/k[ B

(véges vagy végtelen) hatdrérték létezik és ugyanaz, akkor ezt a mennyiséget v ro-beli
forrasstiriiségének nevezzitk. Azt a figgvényt, mely megadja v forrdssiiriiségét minden olyan pont-
ban, ahol létezik és véges, s{v)-vel jeloljiik. Ha ro—ban a forrdssiiriiség pozitiv, akkor v-nek forrasa,
ha negativ, akkor pedig nyeldje van rg—-ban.

2.5 Megjegyzés

A definiciéban szerepl6 feltételek természetesek, hiszen v folytonossiga biztositja integralhatésagit, G
nyiltsdga azt, hogy van az adott pontra zsugorodd olyan térrész-sorozat, melynek minden elemén v
folytonos, végiil a tekintetbe veit térrész scrozat mormalitdsa, kizdrva a *til specidlis, furcsa, torz”
térrészeket, garantdlja, hogy a definidlt hatdrérték v—t 4 nem magét a térrész sorozatot jellemszi,

2.6 Példa A 2.2 Példdban szereplé vektorfiiggvények ry = {zo,y0) pontbeli forrassiirliségének megha-
tdrozisa.

Jelenlegi eszkdzeinkkel egveldre nem tudiuk megvizsgilni, hogy btezik—e egy fiiggvény forrsssfiriisége,
csak azt tudjuk megallapitani, hogy mekkora az értéke, feltéve, hogy létezik. Tehst tegyiitk fel, hogy
mindkét esetben létezik a forrdssiirdség. Sziikségiink lesy tovibbé arra a feltevésre is, hogy f folytonosan
derivilhaté »y valamely kdrnyezetsben.

Ha létezik forrdssiiritség, akkor barmely rg-ra zaugorods normal térrész—sorozatra, ugyanannyi lesz a
forrdsstiriiség definicidjdban szerepld hatarérték, tehdt tekinthetiink egy koordindtatengelyekkel parhuza-
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mos éli téglalapokbdl alié (Vi) térrész sorozatot, abot

Vi={(z,0)rar Sz <by,cx Sy < e}, ox Smo<br,er Syo <y

hmfb;\ ~ ) mlm idy —cy =10,

Felhaszndlva a 2.2 Példa eredményét, a v(z,y) = (f(z),0) figgvény esetén

1 1 '
)], = Jim e [ v = im G (00 Fla) k1) =
= lim M = f"zo}.

ko0 bk — L

Tovahba, ugyanigy a w(z,y) = (f{y).0) esetén

Ty koo H’A

s{(w)| = Hm L f wdf =0
Ir £

hiszen a 2.2 Példa alapjan w fluxusa mnden Fj-ra nulia. w rg-beli forrdssiirlisége tehat nulla, amint az
vérhat6 is abbél, hogy w erévonalai mindkét irdnyban végtelenek, igy w-nek nincs sehol forrdsa. (Hol
hasznéltuk azt a feltételt, hogy r valamely kdrnyezetében f folytonosan derivilhaté? A valaszhoz lisd
a 2.14 (1) feladatot.)

Természetesen a forrdssiriiség Ordkli a fluxusnak azt a tulajdonsdgét, hogy csak a vektorfiiggvény,
azaz az erdvonalak irdnydba esd nagysdgvaltozdsra érzékeny, az erre merdleges nagysagvaltozdsra nem.
Ezt tlikrozi eredményiink, melynek alapjdn az sejthetd, hogy a forrdssiiriiségbe a vektorfiiggvény elsd
komponensének csak z—t8l mig (nyilvdn szimmetriaokokbdl) mdsedik komponensének csak y—t6l valé
fiiggése szdl bele méghozzd a megfelelé valtoad szerinti derivélton keresztiil. Kézenfekvs arra gondolni,
hogy az operdcid, mely ezt az evedményt szolgiltaija a megfeleld valtozs szerinti parcialis derivélds, vagyis
ha

v = {f(.r.y),ﬂ} vy = (Osg{m:y);
akkor — egy olyan nyilt halmazon zhol f és g folytonosan derivathatéak —
of ,

\ a
s(v) = 3z és s(vy) = 29

dy

Nos, a pelddban kivetett eljardshoz teljesen hasonldan ez ténvleg kbnnven megmutathatd (lasd a 2.14 (1)
feladatot), igy a sikbeli ditaidnos esetben, ha

v=1u + v = (fz,y), g(z. y),
akkor — felhasznaiva, hogy mind az integrdl, mind pedig a hatérérték linearis operdcié -

.8
sley = 9f Bv

Erre az Osszefiiggésre aldbb még visszatériink, most azonban a masik integral vizsgélatat kezdjik el.
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2.3 Vonalmenti integral

Az dramlési tér esetén a vektorfilggvény egy Irdnyitott siirliség és a vonalmenti integral ezen siirfiség
érintére esd vetiiletének az integrdlja, & vonalmenti integrél tehdt egy egységnyi keresztmetszetll, az
adott irdnyitott gorbével, mint hossztengeliyel adott csiben levé anyag Osszimpulzusa (pl. (ﬁ% ;i—c ‘m o=
= Ly (kg- o )-ban), azaz annak mérészama, hogy ha a csdvén kiviil az anyag dramldsit megsziintetnénk,
akkor a csében milyen irdnyban {elére vagy hatra) és milyen sebességgel mozogna az anyag. Péld4ul
nyilvinvaléan egy olvan egyenes szakasz, mint ghrbe esetén, mely mentén az dramlés iranya dllandé, ha
a szakasz merdleges az dramlds irdnydra, akkor az integra) nulla és az integral akkor maximalis, ha a
szakasz parhuzamos az dramlds irdnysval.

A fentiekbGl kivetkezfen zdrt gorbe esetén a gdrbementi integrdl éppen - el8jeltél fiiggben —~ a
gorbe irdnyédban és azzal ellentétesen egy egységnyi keresztmetszetii csben dramlé anyag impulzusainak
killonbsége és azt mutatja, hogy az dramldst kirnyezetétd) elkilénitve és magira hagyva milyen irdny
és sebességli keringést véges a girbe mentén az anyag.

(1) Homogén nagysigd erbtér:

\____._-—’-/ ,/,._.——_\
<

i — e
T /Lvdr':

vdr >0

{2} Homogén irdnyt erdtér:

7

N

/

< A .. % T.._) A
s

>

W W

/vdr>0 f’ddr:ﬁ /vdr<0 -
L L L

Analég médon grafikus szem!éitetés esetén a gorbementi inteprdl azt méri hogy a gérbe mentén
g = + gY g
iyen stirii erbvonalak mentén azok irdnysdban és ellenkezd irdnyban.

mozogva mekkora utat tetziink meg mi

2.7 Definicié

Egy v vektorfliggvénynek 22 L gOrbén vett vonalmenti integrdlja v-nek L-re vonatkozé (L-re

szdmitott) cirkuldcidja (Grvinyldse’

Az eddig elmondottak azt wnrtatidk és a példak azs illusztréljak, hogy a cirkuldcid hornogén nagysdga
vektorfiiggvény esetén annak irdnysélicztaidsdunl, azaz az erfivonalak gorbiiltségével kapesolatos. Lénye-
ges azonban, hogy homogén irdnvi eréiérnek (melyben az erévonalak nem gorbiilnek) is lehet nem nulla
cirkuldciéja. Ennek oka, hogy - szahsdon fogalmazva - a cirkul4cié a fAluxusnak a vektortér irdnyara
vonatkozd dudlisa, vagyis pontosan forditva viselkedik mint a fluxus: az erdvonalak irdnyéba esd nagy-
sagvaltozdsra nem érzékeiy, de az erve inerdleges nagysdgvaltozdsra igen. Az azonban igaz, hogy homogén
nagysdgu erdtér esetén a cirkuldcid akkor és csakis akkor nulla, ha az erdvonalak nem gorbiilnek, vagyis
ilyenkor a cirkuldcid valdban méii a vektorfiiggvény irdnyviltoztatésat, azaz az er6vonalak gorbiiltségét.

2.8 Példa A 2.2 Példdban szerepld vektorfiiggvények cirkuldcidjanak kiszamitdsa az ott definidlt V
térrész hatdréra, mint egy, a V-bdl nézve pozitivan irdnyitott L gorbére vonatkozdan.
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A gbrbe irdnyitdsdnak definicidia szerint (lisd az 1.13 {(c) definicidt) az L = —F gorbe lesz pozitivan
irdnyftott. Legyen L; = —F;, 1 <1 < 4. Normaltartomdnyok hatdrain az integral additiv (az 1.26 (15)
{b) vagy az 1.26 (17) feladat eredménye az 1.24 Megjegyzés miatt alkalmazhats a vonalmenti integrélokra

is}, igy azt kapjuk, hogy
/-va’-r:/ -au}r—] -ud-r—i—/ vdr—[vdr
L L L2 L Ls

(1) o{z,y) = (F@),0),z€ab,yeled

A L
df---- -

3

-
(%)
-cs
1
-
HeN
] YYYYYY YYVYY

(@]
]
|
l Y
-
o
Yvy o

|/

o
o

Mivel v—nek csak z irdnyt komponense van, {gy mindeniitt meréleges Ly és Ly érintéire, tehat

/ vdr:/ vdr=20.
-Lg Lq

Valéban, példaul r{{y) = (0,1}, igy
r
jf vdr= | wvdr=- [ vdr =
Is J_Fy Jry

~d

5 ok
= - / (i), () {0,1) dz = ——j Gdz=0.
o 15 @

Masrészt, r1(z) = (z,d), a < z < b, tebdt vlr (2)) = (flz),0) és ri(z) = (1,0}, igy
[ 'vd:‘:/ vdr =~ f vdr =
S, -P Jr,

b & b
== [vinte) o= [ @0 00 ds = - [ @) ds
a a

[

és teljesen hasonléan

b
szudr:—fa fle) dx,

fa .
/-vdrzf r:d'r—j z-‘dr+/ vd‘r'—/ vdw‘:/ b’dr—/vdr:
L L, Lo La Ly L JIEa
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B 5
= —-/ flo)de - "—/ flrydey =0,
[ (3

Ez az eredmény egyvbevig szemidietitnkkei, hiszen a girbe memén mozogva ugyanakkora utat tettiink
meg azonos siirfiségli er6vonalak mentén az erévonalak irdnydban (—ZLy-n), mint ellenkezd irdnyban
(Ly-en)}, hiszen - mivel v csak z-t8l fiigg, az erGvonalak siirlisége azonos Ly—n & Li-en, nevezetesen
lv(z,y)] = f(z) minden z € g, }] esetén.

(2) wlz,y) = (f(y),0),z € [a.b].y € {e,d] w-re is igaz, hogy csek z irdnyd komponense van, igy

A L,
i —

Ly |
> ,

mindeniitt merdleges Ly és Ly érintdirve, azaz

/wdr:/ widr=0.
L3 L4

A két mdsik integralt szintén az elfzd esettel snalég méden szamithatjuk.

, - b
/ wdr = / Wdv =~ / wdr = ——f wirg{z)) 1} de =
L] ‘—Fg a

Jr

b

b e
=~jkﬂmﬁ}ﬂﬁww=—[fuw&=—ﬂ@f ds = — f(d){b - o)

]

¢és persze ugyanilyen médou kapjui azt is, hogy

j w dr = —f{c)b —a),

I
fwd*r:[ ‘wdr/—[ "u.-:ir—i»[ wzi?'—~] wdr:f wdr—/ w dr =
L Ll s Ls Ls Ll Lo

= —fldj(h - a) ~ (= f(e}b~a)) = (F(e) — F(d){b-0a) <O.

tehdt végil

Nos, az (1) esethez hasonléan ez az eredmény is vérhatd volt, mert bejdrva a gérbét nagyobb siiriiségi
erévonalak mentén mozgunk az erbvonalakkal ellentétes irdnyban (L mentén, ahol az ervonalak siriisége
lv(z,7)] = f(d)), mint veliik azonos irdnyban {—L; mentén, ahol az erdvonalak stiriisége |v{z,y)| =
= f(¢) < f(d)), mindkét esetben ugyanolyan hosszi utat téve meg. A példa illusztrdlja azt a fent mar
emiitett tényt is, hogy a cirkulacid az erGvonalak irdnydba esd nagysdgvaltozdsra nem érzékeny, de az
erre merdleges nagysagvaltozds:a igen.




Arrdl, hogy a cirkuldciébsl mint globalis fogalombdl hogyan szdrmaziathaté a derivilds analégidjara
egy lokalis fogalom mutatis mutandis {megvaitoztatva a megvaltoztatanddkat) lényegében ugyanazokat
mondhatjuk el, mint a fluxus esetén. Két fontos kiilonbség azonban van.

Az egyik, hogy a haromdimenzids térben a keringésnek, melyet a cirkuldcid mér nemcsak irdnya és
nagysiga, hanem tengelye is van, azon gdrbe sikjinak normaiisa (ha van ilyen sik), melyen a cirkuldciot
szdmitjuk. Egy pont kdrnyezetében azonban a kiilonbozé sikokba est Srvénylés nagymértékben kiildn-
bozhet. Példdul a v(z,y,2) = (f(y).0,0) fiiggvény esetén nyilvdn annak alapjén, amit a 2.8 Példiban
lattunk, az [xy] sikkal parhuzamos stkokban felcvé gorbék esetén a cirkul4cié sohasem nulla, de nyilvén az
[xz] sikkal pArhuzanos sikokban {ameclyek mindegyikében v egy-egy homogén sikvektortérnek tekinthetd,
hiszen ezen sikokban a fiiggvény 4llandé) a cirkuldcié nulla. Kovetkezésképp, a cirkuldcié pontonkénti
véltozatdnak is, ami nyilvan dramidsi tér esetén az anyag adott pontbeli Srvénylését meéri, van tengelye,
tehat nem lehet csupén egy skalir, hanem clyan vektornak keil lennie, melynek egyenese az orvénylés
tengelyét, irAnya annak (jobbcsavar szerinti) irdnyat, nagysdga pedig erdsségét adja meg.

A misik killsnbség a forrassiiriiség és a cirkuldcié pontonkénti véltozata kézott az, hogy az 6rvénylés,
mint valmely tengely koriili elforduiés, alapvetSen kétdimenzids fogalom. Valdban, a tiszta Orvénylés
egy sikbeli elforgatds. A térbeli tengelykorili forgatds is egy, a tengelyre merdleges (tehdt az Osszes
vektorra kozds) sikban valé elforgatds, és a valédi térbeli 6rvénylés, mint pl. valamely csavarvonal
mentén valé mozgds sem s mint egy sikbeli elforgatds és egy rd merdleges tengely mentén valé
eltélas kompozicidja. Tehat az elforgatas kétdimenzids fogalmanak nincs természetes hiromdimenzids
altaldnositésa. Kovetkezésképp a cirkuldcié pontonkénti véltozatat alapvetben csak a kétdimenzids
esetre definialjuk, a haromdimenziés valtozatot erre visszavezetve értelmezziik annak alapjan, hogy
az Srvénysiiriiség linedris operacié és egy hiromdimenzios vektorfiiggvény Srvénysiriiségének barmely
koordindtatengely irdnydba esé komponensét csak a fliggvénynek erre a koordindtatengelyre merdleges
koordinatasikjaba esd vetitletének, mint egy kétdimenzids vektorfiiggvénynek drvénysitrisege hatdrozza
meg (hiszen a harmadik, a sikra meréleges tengelybe es6 komponens nem sz4l bele egyetlen a sikba
est gdrbére vett gbrbementi integralba sem). {Tovabba az egyszerliség kedvéért hiromdimenziéban az
prvénysiirliséget csak folytonossagi pontokban értelmezziik és értékeinek csak véges mennyiségeket en-
gediink meg.} Magasabb dimenzidban egydltaldban nem vizsgéljuk a fogalmat.

2.9 Definicid

Legyen ro € G C R? tetszéleges nyilt halmaz, v : G — R? folytonos G \ {ro}-on. Ha az (Fy) ro-Ta
zsugoroddé R2-beli normdi térrészek tetszdleges olyan sorozatéra, melyre minden k€ Nesetén Fp, CG
hatdra a pozitivan irdnyitott Ly zbrbe, a

1
fim = / v dr
k—o0 ]ng L

(véges vagy végtelen) hatdrérték Iétezik és ugyanaz, akkor ezt a mennyiséget v
ro~beli Srvénystiriiségének nevezziik. Azt a fiiggvényt, mely megadja v Orvénysiriségét minden
olyan pontban, ahol létezik és véges, c(v}-vel jeldijiik.

2.10 Definicié

Legyen G C R? tetszdleges nyfls halmaz, v @+ G — R3,v = (v1,12,v3) folytonos és legyen
e = (e}, e2,e3) R? szokdsos bazisa. Az e, és ey (n,m = 1,2,3, n # m) vektorok altal kifeszitett
koordingtasikkal parhuzamos S sikban a koordindtasikba es§ v/ = vnen + Ve, kétdimenzids vek-
torfiiggvény (S-ben a harmadik valtczd konstans) C(v') drvénysiiriiség vektora az a w vektor,
mely meréleges S—re, hossza a v’ figgvény (mint az e, és e, dltal generdlt kétdimenzids linedris térbeli
vektorfiiggvény) ¢ Srvénysiiriségének abszolGt értéke, irdnya pedig olyan, hogy az e , em, signc’ - w
jobbsodrési rendszert alkotnak.
A ¢(¥) = Clva,va) + Cluz, 1) + Cuy,vp) fiiggvényt v Srvénysiiriiségének nevezzik.
2.11 Példa A 2.2 Példsban szereplé vektorfiiggvények o = (7o, yo) pontbeli Srvénysiiriiségének
meghatarozasa.

Természetesen eljdrdsunk a 2.2 Péidaban alkalmazottal analég. Ha létezik forrdssiiriiség, akkor barmely
ro—ra zsugorod6 normal térrész-sorozatra ugyanannyi lesz a definiciéban szerepld hatdrérték, tehat te-
kinthetiink egy koordinatatengelyekkel parhuzamos élii téglalapokbél 4116 (F}) térrész sorozatot, ahol
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Fe={lz,y) o S Sy <y <y}, ap <o < byon <y < dg

Lm\u- ~ay) = nm[d; ~¢p) = 4.

Felhasznélva a 2.2 Példa eredményét, a v{z,y) = {f(z),0) fiiggvény csetén nyilvin

s . 1 :
clvyl = lm —- [ wdr=0,
T koo iFkI Lk

vagyis az ro-bell cirkuldcidslirliség, ha létezik, akkor nulla és persze ugyanigy a
w(z,y) = (f{y),0) fuggven{ esetén )
c('u,‘|

Lin;e EF:CI b df - klg}t}o {bk - ak){dk -

i Fle) = fld)
k—oo dk — Cj

; (fler) = flde)) (b — ax) =

—f'(yo)

(feltéve, hogy f folytonosan derivalhaté vy valamely kérnyezetében). Ahogy eljardsunk és eredményeink
is mutatjdk, nyilvan a 2.6 Példa utdni, a forrdssiiriiséggel kapcsolatos megjegyzés analogonja igaz a
cirkuldcidsiiriiségre. Az ott elmondottak szellemében abbél kivetkezden hogy — amint azt a példa is
illusztélja — természetesen a cirkuldcidsiiriiség trokli a cirkuldcié azon tulajdonsigat, hogy az erévonalak
irdnyéba es6 nagysigvaltozdsra nem, csak az erre merSleges nagysagvaltozasra érzékeny, kdnnyen meg-
josothaté a

vy = (f(:cyjioj éS Uy = {O,g(l',y)} )

alakd vektorfliggvények cirkuldcidsiiriisége. Valéban, annak alapjan, hogy v cirkuldcidstiriiségét (negativ

elSjellel} csak y-t6l valé fiiggése, va-ét pedig ceak z—t6l val6 fiiggése befolydsolja, azt varjuk (ami a 2.14

(1) példdban alkalmazott eljarassal analdg mddon valdban bizonyithatd is), hogy egy olyan nyilt halmazon

ahol f és g folytonosan dernalhaté‘al\ af _‘ ag
C(’Ul'i = - 5{; (565 (’Ug) 8::

Arrdl is kénnyer meggy6zhetjitk magunkat, hogy a fenti dsszefiiggésekben az el6jelek is helyesek, hiszen,

ahogy dbrdnk is illusztrilja,

=4 = 3 AL Yy

egy pozitiv, novekédd f fliggviny esetén az (fly),0) cirkuldcidja negatw, mig a (0, f(z)) cirkuldcigja
pozitiv, hiszen az el6bbi az dramutatd jdrasdval megenga irdnyd, mig az utdbbi azzal ellenkezd drvénylést
idéz €l8. Ez nem is meglepd, hiszen a két fiigzvény egymas tuKOrkael az y = x egyenesre vonatkozéan,
egymasbol 4z = és y tengelvek feluseréiésve! jdnnek iétre, a tikrozés pedig megforditja a koriiljarast.
(Helyezziik egy tiikrot az dbrdkon az y = x egyenesre a lap sikjdra merdlegesen és a tilkérben a mésik
abrat kapjuk meg.)

Nos, a fentiek alapjan — felhaszndlva, hogy mind az integral, mind pedig a ha,r.arertek linedris homogén
operécié — megadhatunk egy, a a stkbeli ditaldnos esetre vonatkozd allitdst, melybe belefoglaljuk a 2.6
Példa utin megfogalmazott, a forrgssuriségre vonatkozé gondolatmenetiink eredményét is:

2
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2.12 Allitis

Ha a sik egy nvilt részhalmazén létezik a v vektorfliggvény forrdssliviisége, f és g itt folytonosan de-
rivilhatd fiiggvények és

v = 7z ) gl )

akkor itt .8 og ) 8y of

s(v_‘,:a—-i-_—a-!; és c(v)zgz-——a-;.
A kévetkez6 fejezetben ezt az dllitdst iényegesen er8sebb formaban, a forrdssiiriiség 1étezésére vonatkozo
elépgaéges feltétellel kiegészitve fogiuk bizonyitani.

A fent definislt két lokalis, egy-egy pontot jellemzd fogalmat, a forrds- ill. drvénystirliséget globélis
valtozatukbdl a fluxus ill. drvénylés fogalmabdl vezettik le. Természetesen meriil fel a kérdés, hogyan
fordithaté meg ez a viszony, megkaphatdak-e a globalis fogalmak a lokdlisakbél, és ha igen hogyan. A
kérdésre adott valasz két kiilonbozd informélis gondolatmenettel is megsejthetd.

Egyrészt, mivel a lokélis fogalmakat az egyvéltozos fiiggvények derivéltjdnak analdgidjdra mint-
egy "térfogati derivalt”-ként vezettiik be, az analdgiat folytatva, azt vérhatjuk, hogy a megforditas a
térfogati integralds lesz. Masrészt, mivel a szemléletes jelentésiikkel kapcsolatban elmondottak alapjin
mindkét fent definiélt lokalis fogalom, a forréssiiriiség és drvénysiirliség is valéban siirliség—jellegil fogalom,
nyilvdnvaléan adddik a kovetkeztetés, hogy egyfel6t egy adott térrész kifelelé iranyitott hatdrfeliiletére
vonatkozé fluxus, mint a feliilet 4ltal bezért térrészen beliili teljes anyag— ill. erévonalvéltozds nem més,
mint az ezen mennyiség pontonkénti valtozdsanak, azaz vdltozds-striségének (és ez éppen a forréssiiriiség)
integralja erre a térrészre; masfeldl a cirkul4cira nyilvanvaldan az ezzel analdg allitds igaz. Fogalmazzuk
meg tehdt sejtésiinket.

2.13 Sejtés

(1) Legyen G C R™ nyilt é5 v : G — R" tetszéleges. Ha a V' C G n—dimenzids normél térrész hatdra ‘az
F kifele irdnyitott valodi felitlet és VV—n létezik a folytonos s(v) forrdssiriiség, akkor

./'ud_.f: [ s{y) dV.
F v

(2) Legyen G C R? nyilt és v : G — R? tetszéleges. Ha az F C H kétdimenzids normal térrész hatéra
az L pozitivan irdnyitoti girbe és F-en létezik a folvtonos c(v) drvénysiirliség, akkor

/vdr = / e{v) d¥
L F

Nos, a kivetkezd fejezetet fenti sejtésiink helyességének igazoldsaval fogjuk kezdeni. A bizonyitds a
vektoranalizis két kbzponti tételéhez és a 2.12 Allitas egy erGsebb valtozatdhoz vezet majd.

Mieléitt azonban ratérnénk erre, egy lényeges sltaldnos megjegyzést kell tenniink. Viszszatekintve a
fejezetben targyalt fogalmakra, nem lehet nem észrevenni, hogy egy sajitos kettdsség érvenyesiil minden
definiciéban, példdban, allitdsban: valamilyen értelemben mindegyiknek van egy-egy megfeleléje. Ennek
oka az, hogy a két integréltipus, tovabba azon fogalmak, melyeket ezek segitségével definidltunk egy
specialis, a szimmetridhoz hasonlé viszonyban n. dualitdsban vannak egymdssal, dudlisai egymés-
nak. A dualitds azt jelenti, hogv a fogalmakbdi, melyck kizétt fenndll, létrehozhaté egy olyan pérositds,
hogy létezzen egy vagy tSbb igaz &llitds, melyekben kicserélve az dsszes a parositdsban szerepl6 fogalmat
a parjéra, (esetleg a lényeget nem érinté kis valtoztatds utdn) djra igaz 8llitast kapjunk. (Ez utdbbit
allitast az eredeti allitds dudlisdnak szoktuk nevezni.}) Példaul a stkgeometridban ilyen dualitds all fenn
a "pont” és az "egyenes” kizitt a

két (nem azonos) pont egyértelmilen meghatédroz egy egyenest
llitasra vonatkozdlag, hiszen a dualis £ilitas, mely szerint
, két (nem parhuzamos) egyenes egyértelmien meghatiroz egy pontot
is igaz. Hasonléan, a logikdban a "vagy”-"és" logikai konnektivumpér és a "hamis”-"igaz” jelz8pdr is
liyen viszonyban vannak. Valdbar, mindkét aldbbi mondat igaz:

P és nem p mindig hemis és p vagy nem p mindig igaz



Végiil még egy példa az elektromos halézatok elméletébsl, aho! duslis fogalom-parok a kivetkez8k: soros-
parhuzamos, révidzar-szakadds, dram-fesziiltség, tekercs—kondenzdtor. Valéban egyszerre igaz példaul
az, hogy :

rovidzdron es6 fesziltséq nulla és az, hogy szakeddson atfolyd dram nulla,

vagy, hogy e, P \
N fesziiltségen 16v6 kondenzdtor révidadrdsakor végtelen dram folyik
és
dram dltal atfolyt fekcres megszakitdsakor végtelen fesziltség indukalddik.

Nos, a bekezdés elején emlitett kettdsséget pontosabban tigy lehet leirni, hogy a vonalmenti integral-
feliiletmenti integral, fluxus-cirkuldcid, forrdssiiriiség-drvénysiriiség fogalompérok elemei tobb lényeges
osszefiiggésben duslisai egymdsnak Ezekhez tovabbi targyaldsunk sordn még egy dualis fogalompér fog
tarsulni. . _

Miutédn a vektorfiiggvényeket jellemzd Ssszes lényeges alapfogalmat definidltuk és megismerkedtiink
ezek szemléletes jelentésével, a kivetkead fejezetben részletesen megvizsgljuk tuls, Jjdonsagaikat és egymékdzti
viszonyukat. Mindezt a sikban fogjuk végrehajtani (ahogy sejtésiinket is erre vonatkoztatva fogalmaz-
tuk meg), itt ugyanis minden technikailag sokkal egyszeriibb, mint az altaldnos esetben, jol kovethets,
szemléltethetd és illusatralhatd, ugyanakkor a sik a 1ényeget tekintve nem kiilénbézik az altaldnos esettdl.
Ez utéhbit réviden a kovetkezb utdni fejezetben foglaljuk dssze.

2.14 Feladatok

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha a sik egy nyilt részhalmazdn létezik a v = (f(z,¥),0) vektorfiiggvény
forrassiiriisége és f itt folytonosan derivilhaté figgvény, akkor itt

{2) (a) Keressiink a felsoroltakon kivii! més példakat dualitdsra!

(b) Mutassunk az ebben a fejezetben vizsgdlt fogalmakra vonatkozé duslis 4llitds—parokat!
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3. Sikvektoranalizis

- Ebben a fejezetben kizdrdlag o sikro, azez R? -re szorithozve vizsgdljuk az elézd fejezetben definialt fo-
galmainkat és azok Gsszefiiggéseit (rehdr ha semmi egyebet nem mondunk, akkor skaldrfiiggvényen mindig
valamely kétvéltozds fiiggvényt, azaz a stk egy részhalmazén értelmezett valdsértékii fiiggvényt, mig vek-
torfiiggvényen egy v : H — R? H C R? fiiggvényt, azaz a sik egy részhalmazdn értelmezett és a sikba
képezd fiiggvényt értiink). Az eldz6 fejezet 2.12 Allitdssban megjelend mennyiségeket megvizsgélva elju-
tunk a vektoranalizis két kézponti fogalméhoz a divergencidhoz és roticidhoz, melyek a vektorfiiggvényt
jellemzd eddig definidlt fogalmak és a derivaltoperdtor kapcsolatat irjék le, tovédbbg megfogalmazzuk az
ezeket jellemz6 két fundamentalis tételt, a vektoranalizis én. integral- (vagy integralatalakits) tételeit, a
Gauss-Osztrogradszkij és a Stokes tételt. Ezt kdvetben az mutatjuk meg, hogyan lehet a divergenciat és a
rotéciGt kiszémitani, megvizsgdlunk két alapveté fizikai alkalmazést és kitériink az integraltételek néhany
kovetkezményére. Végiil a primitiv fiiggvény fogalmat és a primitiv fiiggvénynek az eredeti fiiggvénnyel
valé kapesolatét leird dsszefliggést dltaldnositjuk vektorfiiggvényekre.

3.1 Divergencia

3.1.1 A derivaltoperator skaldrinvaridnsa

A 2.12 Aliitdsban felbukkand a forrds— ill. Grvénysiirliséget megadd kifejezések a derivdltoperétort
jellemz8 nevezetes mennyiségek. Ebben a pontban az elsével foglalkozunk, mely a derivaltoperitor
szokdsos bézisbeli matrixdnak f84t16jaban levd elemek Ssszege.

3.1 Alitds
Lindris transzformdcid mdtrizdban o fédtls elemeinek osszege figgetlen a bdzistél,

BIZONYITAS. Csak a kétdimenzids esetet vizsgaljuk, az 4ltaldnos eset analég. Legyen e és f R? két bazisa,
A€ L(R? - RY) &

N )
Gy g % Ty Ty 1 7

A = 11 12 ‘,T — il 12 T = Y11 iz .

=e agy g J =St Ta1 By ) =ef Yor Y22

(T L (o 32 €10l az f-re ill. az f-r6l az e~re vald 4itérés mdtrixai.)

igy A [6atldbeli elemeinel dsszege:
s = an{Tain + Taya) + ae{Tayi + Loy} + an (2112 + Tioyes) + 2z (Ta1yie + Tazyoz) -
Maésrészt mivel T T =1, ahol ] az egységmitrix, igy
Tnyn + Zieyn = Zadie b Ty = 1 68 Togyin + Tooyan = Tuvie + Tioyse =0

tehdt

Sf =11 + asg.

3.2 Definicié

Linedris transzformdcidé métrixdban s f34tlsheli elemek Osszegét a transzformicié skaldrinva-
riansinak nevezziik.
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3.3 Definicié

Av: H = R",n > 1 egesz, H C BR" derivilhats vektorfliggvény derivéltoperdtoranak
skaldrinvaridnsat v divergencidjinak nevezzitk és divy—vel jeioljilk, tehdt specidlisan kétdimenzids
esetben, ha H C R? és v : H -+ R derivdihaté vektorfiiggvény. melynek komponensei v; és vs |, azaz
v = (vy,v2), akkor

.,
s

.
2
kel
1o
o
o

Ov v
divy = .5_1 + vz

r 8y
3.1.2 Divergencia és fluxus, divergencia és forrassiiriiség

A divergencia fogalminak segitségével hozzafoghatunk a 2.13 Sejtés bizonyitdsdhoz. Ez a sejiés
felfoghat( Ggy, mint egy, a feliletmenti és térfogati integralok kozotti Osszefiiggdst megadd allitas. Bi-
zonyitdsdhoz eldszor ncrmdltartomanyok esetén vizsgdljuk meg a feliileti és térfogati integral kozotti
kapcsolatot.

3.4 Lemma

Legyen V tetszileges kétdimenzids térréss, melynek hatdra o kifelé irdnyitott F valddi feliilet és h tetszbleges
V-n folytonosan derivilhatd kétvdltozos figguény.

(1) Ha V az z tengelyre vonatkoztatve reguliris normdliartomdny, akkor

o .
0,h) d :/ — dV
/F( B df v dy

(2) Ha V ez y tengelyre vonatkoztatua requldris normdltartomdny, akkor

oh
(h,0) df = / 9 v
~/F‘ ‘ v Oz

BIZONYITAS. Csak (1)-et bizonyitjuk, nyilvan (2} teljeser analég. A reguléris normdltartomanynak az 1.25
(1) definiciéban megadott meghatdrozasa szerint vannak olyan o, b € R, a < b szamok és f.g9€Cla,b]
fliggények, hogy f(z} < glx) minden z € {5, b esetén és V = {{z,y) e < 2 < bg{z) <y < f(z)}.

F
A A ! f(x)

Legyenek
Fy az ri(z) = (z, f(z)) .,z € [a,}].
Fy a2z rafe) = (3,9(2), 7 € [0.8],
By an rs(e) = (a,9), 3 € [o(a), f(a)] és
Fy 2z ry(z) = (b,y) . y € [g(b), £(V)]
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altal definidlt egydimenzids feliiletek, tovdbbd legyen F V kifele irdnyitott hatdra. (Fz-at és Fy—et
természetesen csak akkor definidljuk ha g{a) < f(a) ill. g(b) < F(b}.)

A szokésos médon az integrdlnak a nmorméltartomanyok hatdrain valé additivitdsat haszndlva (ldsd az
1.26 (15) (b) vagy az 1.26 (17) feladatot) adddik, hogy

[(Uh)df J o= " (0, h)df+/(0,h)¢f—L(0,h)df,

rﬂ
ahol g{a) = f(a) esetén a harmadik, g(b) = f{b)) esetén a negyedik tag hidnyzik. (F, és ¥, azért szere-
pelnek negativ elGjellel, mert —F éa —F, vannak V-bé! kifele irdnyitva, ami szernléletesen is jél lithatd,
hiszen példdul (ahol létezik) ri{z} = (1,¢'(x)) miatt a térrész "alsé” hatdrdnak, —Fy-nek irdnyitdsa
~CROSS{(r}) = —(—g'(z), 1}, ammek masodik koponense — lévén negativ - az alsd félsikba, tehat a
térrészbol valéban kifele mutat.}

{0, h}-nak csak y irdny¥l komponense van, igy mindeniitt merdleges F3 és Fy normalisaira, tehat

ngdf:ﬁudf:o.

{Valoban, példaul r4(z) = (0,1), igy CROSS(r}) = (—1,0) amivel
fla) fla)
Jovar=[ "@ne)-10a=[ "oa=0)
Fy gia) gla)

Ami a masik két integralt illeti, a felilletmenti integral definicidjdt alkalmazva kénnyen kiszdmithatodak.
Fethaszndlva, hogy ri(x) = (1, f'{=}), tehat CROSS(r|) = (- f'(x),1), az elsd integrilra a kdvetkezd

adédik:
J

H

(0, k) df :f (0. h(z, f(z))) - CROSS(r}]) dx =

[ . b
= [ Ok @) (-1 @,V da = [ bz, f@)) do

Ugyanigy a mdsodik integral:

L\
/ (G, W) df = lr {El,fiiz,g(:c)}} - CROSS(rp) dz =
F s a

Z

I b
= [ 0hiz.gte) (o' @) D da = [ hizg@) de.

a

Mindezekbdl (felhaszndlva b folytonos derivilhatdsigat) a Newton-Lebniz formula és a kettds integralnak
kétszeres integralld valo dtalakitdsdra vonatkozé Oeszefliggés segitségével azt kapjuk, hogy

[F‘(O,h)df= F(O,h)df—] f (z, f:c))dg-_f h(z, g(z) dz =

~ _ [ o
= j; {h{z, f(2)) — h(z, g{z))} dz */ j; @) hy(2,y) dy) do = v Oy .

A most bizonyitott Gsszefiiggés segiiségavel bebizonyithatjuk a vektoranalizis egyik kézponti tételét, mely
a divergencia és a fluxus viszonyat irja le:

3.5 Tétel ({Sikbeli) Gauss-Osztrogradsekij tétel)

Ha V kétdimenzids normdl iérrésy, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott velddi felilet, V C H C R? és
v: H — R? tetszileges V-n folytonoson derivdlhatd vektorfiigguény, akkor

/ vdf = | divedV
F v
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BIZONYITAS. A V' normdl térrésy lefedhetd a V.V, . W norméltartomanyokkal az

N s 'n
1.25 Definicidéban szereplé médon, tehat a kétszeres integral additivitdsa miatt:
3 n
(1) divedl =% [ dive db .
v ey,

Minden V;-re alkalmazhaté a 3.4 Lemrua, azaz
(2)  minden 1 < i < n-re fenndll, hogy

J,

i

vdf = [ (v7.0) df+f uddi= [ (2082 0y dive dV
J By Fi v, 9T dy v,

ahol F; V; kifele irdnyftott hatdra. Felhaszndlva a feliiletmenti integrdlnak a normaltartomanyok hatérain
valé additivitdsdt (lasd példdul az 1.26 (17) feladatot) kapjuk, hogy

; n{ij
{3) j vdf = Z / vdf minden 1< < n-re,
F; =11 Fi;
ahol Fiy, Fig, .. ., Fin(iy a Vi-t hatérolé kifelé irdnyitott koordinatafeliiletek. {1}, (2) és (3)-bdl
7 n nii} m
(4) divvdV:Zf vdf=ZZ/ vdf:Z/ vdf,
v i=1 v F: i=1 j=1YFij k=1 Cx

ahol Gy, Gy, ..., Gm F-nek V-bél kifele ivanyitott kooordinatafeliilotekbél 4116 lefedése,
hiszen az 1.25 Definicié alapjén azon Fij-n vett integralok, melyek nem esnek F-re, kétszer ellenkezt
elGjellel szerepelnek a fenti Gsszeghen és igy kiesnek, a tébbiek pedig kifele irdnyitva lefedik F-et. Tehst a
felilletmenti integrdlnak a normal térrészek hatdrain valé additivitasat felhasznalva (1.26 (15){b) feladat):
m
/ divvd‘i-’:Z/ z d) ::/va[f,
i E=1 Y Gk F

és ez az, amit bizonyitani akartunk.

Mivel normal térrész hatdrénak nem kell okvetleniil felilletnek lennie, lehet éppen véges sok feliilet
egyesitése is (példduk a korgyiiri ilyer). a a fenti bizonyitds drnyalatnyi médositdsival a fenti tételnek
egy altaldnosabb alakjat nyerhetjiik:

3.8 Tétel (Aitalanositott (stkbeli) Gauss- Oszirogradszkij tétel)

Ha V kétdimenzids normdl térrész és a kifelé wrdnyitott Gy, Gz, ... , G, pdronként diszjunkt zdrt valddi
felilletek V' hatdrdnak egy lefedését alkotidk, tovdbbd vV C H C R? ésv : H — R? tetszdleges V-n
folytonosan derivdihatd vektorfigguény, akkor

Lor
Ve d_f:/ dive dV
é'v/Gi v

BIZONYITAS. A bizonyitds megegyezik a Gauss-Osztogradszkij tétel fenti bizonyitdsdval egészen {4)-ig,
tehat

o m
(4%) / dive dV = 7/ v df ,
Jv k: Fy
ahol Fy, Fy, ..., F, V hatdrdnak V-bél kifele irdnyitott kooordindtafeliiletekbdl vald lefedése. Az
1.26 (15)(a) feladat alapjan Fy, Fy, ..., F,~bél kivdlaszthaté G, egy lefedése az Osszes 1 < ¢ < m
esetén. Minden ilyen lefedésben kildnbdzd elemek szerepelnek, hiszen a lefedett halmazok diszjunk-
tak, tehdt feltehets, hogy 7y, Fy . ..., Fi, gy van felsorolva, hogy G lefedése Fy |, By, ... s Fmy, G

lefedése Fon 11, Fonyt2, - 5 Finyaom, 68 igY tovabb, végiil G, lefedése Fyp_yy, Fo—mat1ser , Fr, tehdt
a szokdsos médon a feliiletmenti integrélnak a normal térrészek hatdrain vald additivitdsit felhasznidlva
(1.26 (15)(b) feladat):

> [ var=3 [ va,
k=1 Fi =1 ¥ Gi
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amibdl (4*)-gal adédik a bizonyitandé allitds.

A Gauss-Osztrogradszkij tétel tulajdonképpen a divergencia és a forrassiiriiség kozti viszony lefrdsdnak
un. integrdlis alakja. Ebbél az integral tulajdonsdgainak felhasznéldsdval megkapjuk a fenti vi-
szony leirdsdnak differencidlis alakjat, mely azon kivill, hogy igazolja a 2.12 Allitdsban szerepls, a
forrdsstiriiséget megadé formula helyességét, elégséges feltétel is ad a forrdsstiriség létezésére:

3.7 Kovetkezmény (Divergencia = forrédssiiriiség)
Legyen G C R? nyilt és v : G — R? tetszbleges G-n folytonosan derivdlhatd vektorfigguény. Ekkor G-n
létexik v-—nek s(v) forrdsstirisége és feandll, hogy

s{v) =divy.

BIZONYITAS. Az integral tulajdonsdgaibdi kdvetkezik az aldbbi egyszerii tény :
(*}  Ha G C R? nyilt, w G-n folytonos kétvéltozds fiiggvény, ro € G és (Vi) ro—ra zsugorodd normal
térrészek tetszbleges olyan sorozata, melyre minden k € N esetén Vj, C G, akkor

lim -1— / w dV = w(re) .
Vit Jw

k200

Valéban, legyen £ € N. Mivel Vi zart (lisd az 1.26 (4){(a) feladatot) és korldtos halmaz, tovdbbs
w € C(Vy), léteznek az

My, = maxwir ésaz my = minw(r
k rey ( ) ° k rev ( )

mennyiségek. Ezekkel egyrészt persze my < w(rg) < My, mdsrészi (az 1.22 {1)(d)-bél adods)

my - {Ve] < / wdV < M, -1V,! miatt < ‘—1,— / wdV < M.
Vi Vel Jv,

igy
1
|Vl

/ w dV —w{Tg)IS My —mp =0, hiszen we C(Vi) és d(Vy) 0.
Vi |

Ezek utén, a Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjdn (*j-ot a w(r) = dive(r) fiiggvényre alkalmazva, a
o P v ) ggveny

forrdssiirliség definicidjdban szerepld feltételek esetén az ottani jeldlésekkel {(most persze n = 2), azt
kapjuk, hogy

s, = fim = [ 0= Jim o [ divedy =divel

ro fawey ] k00 EV,“E Vi g

3.2 Rotacid

3.2.1 A derividltoperitor vektorinvaridnsa

Most ttériink a 2.12 Allitssban megjelend, az drvénysiiriiséget megadé kifejezésnek a derivalttenzor
jellemzésében betdltott szerepéhez.

3.8 Alitss
R? tetszéleges A antiszimmetrikus linedris transzformdcidjdhoz van egyetlen olyan ¢ € R skaldr, hogy
Ar =cCROSS(r)

tetszéleges v € R? esetén. Ez a skaldr A tetszéleges jobbsodrist orthonormdlt bazisbeli mdtrizdban a
mdasodik sor elsd eleme.
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BIZONYITAS. Az egyértelmiiség nyilvinvais. R2 tetszéleges e jobbsodrdsd orthonormalt bazisa és barmely
r € R? esetén valamely valés ¢-ra '

-
P
o]
-}
S

igy, ha r = zey + yeq, akkor

amibdl
A7 =aCROSS(r) minden r € R? esetén.

3.9 Megjegyzés
Az allitds szerint tehat: skaldr erejéig CROSS a sik egyetlen antiszimmetrikus linedris transzformacidja.
A most kdvetkezd definicichan szerepld elneverzés furcsasdgdt — amint azt késébb l4tni fogiuk - a
fogalom hdromdimenzids megfeleldje magyardzza.
3.10 Definicié
Legyen A R? tetszéleges linedris transzformécicja. Azt a 3.8 Allitdsban szerepld a € R skaldrt, mely

A antiszimmetrikus részéhez tartozik, A vektorinvariinsinak nevezziik,

A vektorinvaridns ugyan nem vektor, de a 3.8 Allitas alapjan legaldbb tényleg invaridns, amennyiben
nem fiigg a bdzistdl, hiszen magat a derivaliopertort jeliemzi.
3.11 Definicié
Legyen H C R® és v : H -» R? derivaihatd vektorfiiggvény. A v derivaltoperdtora vektorin-
varidnsdnak kétszeresét v rotdcididnak nevezziik és rot v-vel jeloljik.
3.12 Allitds

Legyen H C R? ésv: H - R? derivdlhatd vektorfiigguény, melynek komponensei v, és vq , azaz v =
(v1,v3). Ekkor

. 5152 601
roto = — — —— .
dx Jy

BIZONYiTAs. R? szokdsos e bazisiban a I} derivéltoperator antiszimetrikus részének métrixa a kévetkezd:

1. 1 f 0 gu _ Zu
5B, -DY=c1 sy, 8y ¥,
2=e =et oy k B " By 0

A rotécié (definicitja alap janj a vektorinvarians kétszerese, ez pedig a 3.8 Allitas alapjsn & fenti matrixban
a mésodik sor elsd eleme, {gy a rot4cié ezen mdtrixban a mésodik sor elsé elemének kétszerese, és pont
ezt akartuk bizonyitani.




3.2.2 Rotdcid és cirkulécid, rotdcid és Orvénysiiriiség

A sikban a felilletmenti- és girhementi integralok kozdtt; Gsszefiiggést felhasznélva a Gauss-Oszt-
rogradszkij tételbél megkaphatjuk annak gorbementi integralra vonatkoz6 megfelel5jét, a vektoranalizis
masik kdzponti tételét, mely a rotdcié és vonalintegral kapcsolatat irja le:

3.13 Tétel ( {Sikbeli) Stokes-tétel)

Ho F kétdimenzids normdl térrész, melynek hatdre o pozitivan irdnyftott L gérbe, FF C H C R? és
v H = R? tetszbleges F—en folytonosan derivdlhatd vektorfiigguény, akkor

/vdr:[rotvd‘."
L JE

BIZONYITAS. Mivel ha v = (w1,v2), akkor

div CROSS{v) = div(~v,, 11} = _%fiz + %%1_’

igy az 1.24 Megjegyzés alapjin a Gauss-Osztrogradszkij tételbdl és a 3.12 Allitssbé! azt kapjuk, hogy

f vdr =~ / CROSS(v) df = — / div CROSS(v) dV =
I L F

81)2 g ‘
o —Z 24V = / rotv dV
_/F Oz Oy F

Nyilvén a tétel egy altalanosabb forméban adddik a Gauss-Osztrogradszkij téte! dltaldnosabb alakjabol.

3.14 Tétel (Altalanositott (sikbeli) Stokes-tétel)

Ha F Eétdimenzids normdl térrész és o pozitivan srdnyitoit Gy, Gy ... ,Gn pdronként diszjunkt zdrt
gorbék V' hatdrdnak egy lefedését alkotjk, tovébhd F C H C B2 és v : H — R? tetszbleges F-n
folytonosan derivdlhatd vektorfigguény, ekkor

n
Z/ vdr:frotv dv
=1 /G F

A vektorfiiggvények jellemzésel kozti, az integralis alakokra vonatkozd analégia fenndll a differ-
encialis alakokra is. A Stokes tétclbdl, a cirkulacié és az Srvénysiirliség kozti viszony integralis alakjébol
megkaphatjuk ennek az osszefiiggésuek a differencidlis alakjat is pontosan ugyanolyan médon, ahogy fent,
a 3.7 Kovetkezményben a divergencia ée forrdasiiriisép esetén tettiik:

3.15 Kévetkezmény {Cirkuldcid = drvénysiiriség)
Legyen G C R? nydlt és v : G —+ R> tetszbleges G-n folyionosan derivilhatd vektorfigguény. Ekkor G-n
létezik v-nek c{v) drvénysirisége és fenndll, hogy

c{v) =rotu.

A Gauss-Osztrogradszkij tétel és a Stokes tételt egyiittesen a vektoranalizis (f8) integraltételeinek
vagy integraldtalakité tételeinek szokds nevezni.

Az alabbi példdban néhdny egyseeri asetre alkalmazzuk az integraltételeket.

3.16 Példa

Tekintsiik a sikban az origékSzépponti R sugart kirvonalat mint egy sikbeli kifele irdnyitott valédi F
felitletet (sikbeli gdmbhéjat) és ugvanezt a kdrvonalat, mint egy L pozitivan irdnyitott gorbét. Szémitsuk
ki az



/ vdf ésaz / vdr
P Jr

integrélokat az aldbbi vektorfiiggwénvebrs:

(a} w(r,y) = (a,9)
by v(z,y) = (z,-y)
(@ oz.y) = {y.1)
{d) wvlz.y) ={y,~z)

Megoldds. A megoldas sordn a Gauss-Osztrogradszkij tételt és a Stokes tételt fogjuk hasznalni, tovdbba
ellendrzésképpen kiszamitjuk az integrdlt a definfcié alapjdn és néhdny esetben a feliiletmenti ill. gorbe-
menti integralt felszin szerinti ill. {vhossz szerinti integralszamitasra visszavezetd, az 1.22 (2) Allitasban
szerepld formula alapjdn is. Az ellendrzéshez szitkségiink lesz F és L egyenleteire is. Jelsljiik az F 4ltal
hatérolt térrészt, az origékdzéppontii A sugans kdrlemest V-vel.
F egyenlete: r =r{t) = (Rsint,Rcost), 0< ¢ < 27
fgy 7)) = (Rcost, - Rsint)
: és  CROSS(#(t)) = (Rsint, Rcost).
(Ha ezzel az egyenlettel definidljuk F-et, akkor valéban kifelé irdnyftott lesz, hisz ha p(6) = r(t) + 4 -
CROSS(#(t)) = (R(1 + &)sint, R(1 + &) cost), akkor [p(6)[?> = R*(1 +6)* > R?, tehat p(8) ¢ V =
= {r € R?: [r|? < R?} minden & > 0 esetén.) _
L egyenlete: s = s(¢) = (Rcost, Rsint),0 < ¢ < 27,
fgy s@) = {~Rsint, Rcost},
és CROSS(5(t)) = — (R cost, Rsint).
(Ha ezzel az egyenlettel definidljuk L-et, akkor valéban pozitivan irdnyitott lesz, mert pontosan ugyanugy,
ahogy az el6bb, beldthatd, hogy ~L V-bbl kifelé irdnyitott, hiszen —~CROSS(5(t)) = (Rcost, Rsint),
igy ha p(3) = s(t) + 8- ~CROSS(5(¢)) = (R(1 + &) cost, R(1 + 4} sin t), akkor [p(8)]* = R*(148)? > R?)

(a) v(z,y) = (z,y)

G 'é)
divvra——k%:lﬂll-—:? és rotﬂ:-a—y-—-—x:U«O:O igy
dr Oy Oy

[ vdf = / dive dV = / 2dV = 2/ dV = 2{V| = 2R’x,
F v Jv v

/vd'r:j rotvdV:/ 04V =0.
IA v \%
ELLENORZES.

() w(r(t)) - CROSS(*(#)) = ()} - CROSS(*(t)) = (Rsint, Rcost) - (Rsint,Rcost) =
= R%(sin®t + cos?t) = R? és u(s{)) - i(t) = s{t) - (1) = (Rsint, Rcost) - (~Rsint, Rcost)
= R%(sin t — cos® 1} = — R cos 2t voh4t

2n 27 2
f vdf = / v(r(t); - CROSS{+{(t)) dt = ][ R*dt = R"’/ dt = R%27 = 2R%r
F 0 Jo ) '

2 21 .
‘ e . sin 2t 27
/ v dr = [ uia{t)) - §(¢) df = - F?cos2t dt = R? ™ =
L 0 0 0
{(2) F minden pontjdban F n normdlisa v(r) = r irdnyd, {gy v n-te esd vetiilete v, = tul = |r}, tovdbba

F-n|r| = R, tehdt F-en v, = R. Igy

/ vdf = j v [dF] = /r o ldf] = / B |df) = 11:/ ldf| = R|F| = R- 2Rr = 2Rz
F F J B F F

Masrészt L minden pontjabar L érintSje mer8leges a v{r} = r fliggvényre, igy v érintbre esd v, vetiilete
nulla, azaz
/ vdr= [ve \dr| =j 0ldrl=0.
L JL L
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(b) v(z,¥) = (z.~y)

. Sy a_ .

Oz 9———!’:1--—1:0 és  roty = - y—d—a:::()—():{) igy
8z Oy

divey = 37 + By

/f vdf = / dive dV = ]p 0dvV =0,

F v
/fudr:f rotv dV =/ 0dvV =0.
L v v
ELLENORZES.
v(r{t})) - CROSS(#(t)) (Rsint,—Rcost) - (Rsint,Reost) = R*(sin®¢ — cos’t) = —R%®cos2t és
(Rcost, —Rsint}-{—Rsint, Rcost) = —R?*(cost sint+sint cost) = —R?sin 2t

v(s(t))-8(t) = s(t) - 5(t)

tehdt
o 1) 2 sin 2127
/ vdf = f v{r(t)) - CROSS(#(t)) dt = — RYcos2tdt = R*Z——] =0,

F 0 0 2 1

o - c0s 2827

[oar=["voy swya=- [ Rsnma= 52" <o,
L o 0 2 g
(c) v(z,y) = (v,%)
6I=D+U:O és rotvzg—iug—zzzl—l:() igy

. Oy
dIVI—EE"&-a—y‘

/'Udf:/ divvdV:/ 0dV =0,
I 74 Vv

r r
j vdr = f rotv dV = 0d¥V =0.
L Y v

ELLENGRZES.
= R%(costsint + sint cost) = R%sin2t és

v(r(t)) - CROSS(7(t)) = (Hcost, Hsin?) - {Rsint, Reost)
v(s(t)) - 8(t) = s(t) - $() = (Rsint, Rcost) - (—Rsint. Reost) = B*(cos? ¢ — sin® ) = R2cos2t tehdt

27 ~27

N 08 24,2
/vdfzf w(r{t)) - CROSS(7(t) dt =  RZsin2tdt = —R* =]
A F o ] 2 3]
Pt 4 ASr B
, s ain 2427
fv dr =/ v(s(t)) - 8(t) dt:] R?cos2t di = R2EAT g
L 0 i} 2 ]

(d) ’b‘(ﬂ’)y) = (ys —-ZI)
L R U

By H-g
y C_040=0 & rotu= oo
Bz By

divey = o2 + =
vy a -+ 5y
/vdf: / dmdvzfodvzo!
F JV Ju

/ vdr = [ rotv dV = f —2dV = ——2[ dV = -2|V| = —2R%x.
L v v

JIV

ELLENORZES.
(1) v(r(t)) - CROSS(#(t)) = (fcost,—Rsint) - (Rsint, Reost) = R*(costsint — sint cost) = 0 és

v(s(t)) - §(t) = s(f) - 4(t) = (Rsint, —Rcost) - (—Rsint, Rcost) = R*(—sin?t - cos? t) = — R? tehét

21 Ax
f vdf = / v(r(t)) - CROSS(#(£)} dt = f 0dt=0,
F A0 0
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ar p2w 2 - )
/ vdr = / v{slt}) 40t} df = —/> Ridt = -—RQ/ dt = ~R*2% = —-2R?x.
I 0 0

Q

(2) Mivel viz,y) - (z.y) = (y,~2) ir.y) = yx — 2y = G, gy ¥(r) -r = 0, azaz a v = v(r) figgvény
mindentitt merdleges az r helyvekrorra. Azonban F minden pontiaban F n normélisa pont r irdny, {gy
v n-re esd vetiilete v, F minden pontjdban nulla, tehat

! [ - —
/de.f:ijn idf|-£0|df}~0.

Mésrészt L minden pontjdban I érintéje pontosan v egyenesébe esik és azzal ellentétes iranyd (s(t) =

- - &Y - , . LAY N » 1 L Haor " a
= (—Rsint, Rcost) = (-y,r)iﬁ L=~y -1 . ~uis(t))}, igy v-nek az L érintéiére esd u, vetiilete:
Sie) e
ve = —|v|, tovdbba L-en mindeniitt v} = R , tehat

fvdr:/ v, ldri = —/ u»um;:-/mm:-;z/ \dr| =
L L L JL L

= -R|L| = -R 2R7 = -2R*r .

3.3 Vektorfiiggvények jellemz6inek szamitisa

Az alédbbiakban, ha mdst nem mondunk, w mindig diffevencidlhaté skaldrfliggvényt, v pedig diffe-
rencidlhaté vektorfiiggvényt jelsl.

a. A nabla operédtor

Ahhoz, hogy bizonyos Gsszefiiggéseket, tomér formaban irhassunk fel, célszertl egy specislis roviditett
frasmddot alkalmazni, melyben a

N
Vs (o, 1)
oz’ Oy
seimbdlum, egy formalis, matematikai jelentés nélkiili ”vektor” szerepel. Fzzel, az 1in. nabla vektorral

(vagy nabla operdtorral} végzett formdlis miiveletek segitségével kinnyen leirhatdk és megjegyezhetbek
bizonyos képletek. Igy

. duvy Hue
divie=V w = —= 4+ =

de  Jy
) . odfhy Ovy | & 2
roty = --¥ . CROSS(v) = == ~ o = i Ge By
dz Oy v v

A

Ou
gradu = Vu = !\5——, -
z Oy

b. Az invaridnsok és a gradiens linedris operatorok

1+ Cz‘t,_g) = div  + C-g(ilv Vg
rot{cy + eatp) = €3 1Oty + Carot Uy

gradicyuy -+ cous) = ¢; graduy + cagradus

Ezek az Osszefiiggések nyilvanvald kivetkezményei annak, hogy a derivalds lineéris operitor,




c. Szorzatfiiggvény invaridnsai és gradiense

div{uv} = udive +v-gradu
rof (u ) = urotv — CROSS(v) - gradu
grad{u; 1e) = u grad ug -+ tagradu,

Valéban,
.. .0 i . d '
div(uv) = —55(71»7;)1 + Eg{u vly = (—9;(_'311:1) + o5 fuve) =
. Ju i 8@'1 Ou Bu . vz
T oz 8y 8y
i
:u(?;;:‘ Bv"} b (1, 02 gai au}—-udn v+ v-gradu
és
a d a 8
rot{uv) = Eg(uvb - 6—y{u.v)1 = '53’;\711-’2) - @(uvl) =
== % Q.?{_}.u?}ig...v .a._’li_u.a_v_l—-
T8 "0z ey oy
:u(%yf~%i§) (—vz,m) - \g“ gu)-—urotL—CROSS(U) gradu.
Végiil
. 3 , \ 8 . BUQ 3'&1 8’&2 3111
grad(i; ua) :( B—mwlegj,ay{_uiug)) :( Ui U e Uy By +u z"a—;) =
Gua Oug) Juy Ouy,
= ul\—?;—fg -55-1 + 312{-5$—1_. '8.1,1) = o gradug + g grad uy

d. Divergencia és rotacid kapcsolata

div v = rot CROSS(v)
rotv = —div CROSS (v}

Valdban,
81)2 51)1 . N . - . ,
rotv = 5 By = div{v;, —w1) = div(~CROSS(¢v)) = —div CROSS(v} és
dive = % + %3;3 = rot(—vg, v;} = rot CROSS(v).
Megjeqyzés.

A fenti &sszefiiggések segitik megvildgitani a sfkban a divergencia és rotécid jelentését és a két fogalom
viszonyat. Az aldbbiakban két példdn itlusztraljuk ezt a kapesolatot.

(1} v = (f{y),0), f pozitiv monoton névé. Ekkor CROSS(v) = (0, f(y}) (ldsd az elsé dbrat a tiloldalon}.
v rotécidjat az okozza, hogy v nagységa irényara merdlegesen viltozik és ugyanezért, ugyanilyen mértékben
CROSS(v) (v-vel megegyezd) nagysdga CROSS(v) irdnydban véltozik, ami CROSS(v) divergencidjat
okozza. Tehat CROSS(v) divergencidjanak aranyosnak kell lennie v rotdcidjdval. Hasonléan indokolhatd
v divergencia- és CROSS(v) roticidmentességének dsszefliggése.

(2) v= % (y, —x}. Ekkor CROSS{v) = ——;\/__2-—1_—_{_—; {z,y) (ldsd a méasodik &brat a tidloldalon).
v erbvonalai koncentrikus kérok, mest v minden v pontban v{r) merdleges r-te hiszen v(r)lj(y, —z),
r = (z,y) é ({y,~z) - (z,y) = 0. Az erbvonalak slirlisége 4llandd, mert v nagysaga 4llandé (Jv| = 1).
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A CROSS(v)

st
L

-

v CROSS(v)

: N2
e Sl
\\\!/ 7 \\\1‘

v rotdcidjanak az az oka, hogy v nagysdga 4llandé és erBvonalai gérbiilnek. Ez pont azt jelenti, hogy
CROSS(v)—nek a v-re merdleges erbvonalai a gorbiilés mértékében széttartanak, igy ahhoz, hogy stirliségiik
nagysaga dllandé lehessen {mert !CROSS(v)| = ju| = 1}, az kell, hogy az erbvonalak irdny4ban a
széttartds mértékével ardnyosan 4j erdvonalak eredjenek, tehat, hogy CROSS(v} divergencidja aranyos
legyen erdvonalai széttartasdnak, azaz v erSvonalai gdrbiiltségének mértékével,

\\

e. Néhany kitlintetett fliggvény

Konstansfiiggvény

Ha ¢ konstans vektor, skkor dive = rote =0 és

ha o tonsians skaldr, akkor grade = 0.
Ugyanis konstans derivaltoperatora nuila, igy invaridnsal is azok 4s konstans gradiense is nulla.

Linedris transzformacid
Legyen A R2%-en értelmezett linedris transzformacié. Ekkor

div A azonos A skalarinvaridnsival és
rot A A vektorinvariinsinak kétszerese.

Ezek az allitdsok az invaridnsok definicidinak és annak nyilvinvalé kovetkezményei, hogy linesris operdtor

deriviltja onmaga.
Az aldbbiakban megadjuk a vizsgalt mennyiségeket két specislis linedris operdtor esetén.
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Identitds: v{r) =r.

7 divr = 2
rote =0

Valéban, nyilvan az identitas matrixa (barmely bézisban} az egységmdtrix, melynek f6auloja két egyesbdl
all, ezek Osszege pedig 2. Mdsrészt, az identitds szimmetrikus operétor, tehat antiszimmetrikus része
nulla, és ennek nyilvdn vektorinvaridnsa is nulla. Persze, kdzvetleniil a definicidkbél is adédik, hogy
v(r) =r = (x,y) esetén

bu  ow e by _
or By 0z oy

Oug om0y do
9r dy  8r Oy

divi =

oty =

CROSS:  v{r) = CROSS(r}.

div CROSS(r) =0
rot CROSS{r}) = 2

Ezt tdobbféleképpen is beldthatjuk.

(1) Egyrészt, felhasznélva azt, amit épp az el8bb az identitdsra bizonyitottunk, valamint a d. pontbeli
Osszefiiggéseket div és rot kizott, azt kapjuk, hogy

div CROSS(r) = —rotr =0 és rotCROSS{r) =divr = 2.
(2) Egy mdsik lehet8ség kozvetlenil a definicick alkalmazasa. Felhaszndlva, hogy
CROSS{r) = (—y,x), adddik, hogy

61)1 8v2#3—y d_JL_ D .
dvaROSSU)- + By £ +8y~0+0-—0 és

rotCROSS(r):%%_%%:%_8393_1_( D=2,

(3) Végiil hasznalhatjuk azt, hogy CROSS linedris transzformécié. Legyen R? szokdsos bazisa e = (1, 7).
CROSS(%) = j, CROSS{j} = —1, tehat CROSS métiixa e-ben:

to -1

S = !
CROSS = 5t

CROSS _ tehdt antiszimmetrikus, f5atiobeli elemeinek Gsszege 0, igy div CROSS(r) = 0. Mésrészt, persze

CROSS(r) = 1.CROSS(7), igy a vekiorinvarians definicigja alapjan CROSS vektorinvaridnsa 1, és ennek
kétszerese a roticid, vagyis rot CROSS{r} = 2.

Skalarszorzds

Legyen u(r) = (e, 7), ahol ¢ valamely régzitett konstansvektor. Ekkor

gradw = grad(e,r) =«¢.

Korszimmetrikus tér
{1) Legyen u{r) = f(ir}), ahol f tetszdieges R* -on derivalhaté egyvéltozds figgvény. Ha » # 0, akkor
gradu = grad f{lr)) = f ([rl) Bk

(2) Legyen v{r) = f(ir|)r, ahol f tetsz8leges R7—on derivdlhats egyviltozds fiiggvény. Ha r # 0, akkor

rotw = rot{f{jr|)r) = 0.
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Az elsd Osszefiiggés a lancszabaly egy alkalmazésa, hiszen ha r # 0, akkor

T Y 3

14 1 . r
=, =] = = {z.y) = .
'V eyt 5/ Va4 y? ]

A mésodik dsszefligés pedig a fenti «. pontbd] adddik:

grad|r| = grad /2% 4 4% =

rotv = rot{ f{|ri)r} = flir{)rotr — CROSS{r} - gradf(|r|) =

. ¥y
= 0+ CROSS{r} - {f{|r]} L%’ = ‘f%lfCROSS( yor) =

hiszen mér lattuk, hogy rot - és, raivel CROSS{r) 45 r mordlegesek egymadsra, CROSS(r) -7 = 0.

f. Két nevezetes Osszefliggés

{1) Legyen u és v kétszer folytonosan derivalhats skaldr— ill. vektorfiiggvény. Ekkor

rot gradu = 0.

Valéban,

Ju Ou 3] {Bu g ,0u

rotgrdd u = I'Ot(a By) 85‘.6_?;) - "é—y'(é;} = Ugy

—Uys =0

a Young- tétel miatt.

(2) Legyen u kétszer folytonosan derivédlhaté skaldrfiiggvény, Vezessiik be a kivetkezd jelolést:

Au = Uge +Uuy; (A-t Laplace operdtornak nevezziik).
Ekkor
divgradu = Aw.

g 8u ad du
.

5 B 55(5@;)

Ugyanis: divgradu = g;(grad u), + *(gradu}h =

3.4 Két fundamentalis fizikal alkalmazas

3.4.1 Ponttiltés elekiromos tere

. . T
Legyen minden r # 0 esetén wir) = —r—{ :




Fz a vektorfliggvény, mint erdtér az egységnyi sikbeli ponttoltés tere, mig mint dramldsi tér a
pontszerii forrds vagy (ellenkezé eldjellel} lefoly6 dramldsi tere. Ez utdbbi akér kisérletileg is viszony-
lag kénnyen igazolhatd: ha egy kéralaki, mélységéhez képest nagy felszind tepsiben levd vizet a tepsi
kizepén vagott viszonylag kis Iyukon keresztiil gy eresztiink le, hogy megakadalyozzuk itt (a Fold ten-
gelyforgdsanak eredményeképpen Itrejové) Srvénylé mozgdst, akkor & viz mozgasanak sebessége, amit
példaul kis papirdarabokkal mérhetiink, nyilvan a lefolyé felé irdnyul és nagysiga |v(r)| = #I—, azaz a
mért tivolsdggal forditva ardnyos.

A fliggvény az origé kivételével mindeniitt folytonosan derivélhaté, az origéban pedig még folytonossé
sem tehetd. Valdbamn,

1 . T Y
'U:’L"rm.)‘—'-"f'—’“—— $'}= e T 5y 5 ol
B Y $z+y2( Y (1.2+y2 Iz+ya)

ami pontosan akkor folytonosan derivathatd, ha koordindtafiiggvényei azok. Nos a koordinatafiiggvények,

x , ¥
Yy = oy 08 T = oo —5
&1:2 + y2 T2 + y.?
egyrészt nyilvan az origén kiviil mindeniitt folytonosan derivalhatéak, hiszen csak az origdban eltiiné
nevezdjii raciondlis tortfliggvények, masrészt az origéban még csak folytonossé sem tehetéek, mert még
hatdrértékiik sincs ott. Példdul

vl(m,0)=%—+oc ha z-—0+, mig vu(0,y)=0—0 ha y-—0.

FORRASSURUSEG ES PLUXUS.
A tér forrdssirilisége az origd kivételével mindeniitt nulia:

S SR S L_ 2 o) =
dive = div W = divr +r - grad PECRRNE +r 21r|3 IT|) =
2 2, 2 2 =0 ha r#0.

= —(rr)= — - —
P R T R T

Az origéban nincs értelmezve a divergencia, hiszen, ahogy lattuk, v még folytonossa sem tehetd ott.

A forréssiirliség tehat az origs kivételével mindeniitt nulla, kivetkezésképpen, a Gauss-Osztrogradszkij
tétel alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy fluxusa minden az origét nem tartalmazé normél térrészt hatirols
F feliiletre vonatkozéan nulla: az Ssszes erfvonal ami az F 4ltal bezart térrészbe belép, ki is 1ép onnan:

Nyilvdn egy az origdt belscjében tartalinazé normél térrészt hatdrold zéart S felillet esetében maés a
helyzet, hiszen a térrészen belill van forrds, 4 erfvonalak keletkeznek. Ahhoz, hogy egy ilyen feliletre
vonatkozéan meghatdrozzuk a fluxust, felhasznaljnk azt a tényt, hogy két killonbozé ilyen felilletre: Si-re
és az 4ltala bezdrt V) térrész belsejébe esd So-re vonatkozd fluxus megegyezik, hiszen a két felillet kozé -
est V' térrészben nem keletkeznek erdvonalak, azok az erdvonalak, melyek az S dital bezért Vs térrészbél
kilépnek, kilépnek V] - bél is:
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Ez persze minden olyan esetben, mikor a V' normil térrész, formélisan is beldthatd, hiszen ekkor (mivel
Sy és —S; kifelé irdnyitott zdrt feliiletek lefedik V' hatarat (1.26 (15)(c) feladat)) alkalmazhaté ra a
Gauss-Osztrogradszkij tétel dltaldnositott valtozata (3.6 Tétel): ’

[ -vdf+/ vdf = / divvdv =0, tehat
8 —8; JI

Jf 1.=df:];2udf.

S

Nos, ezek utdn elég egy vrigbkézéppontii kédimenzidbeli gdmbhéjra (azaz kérvonalra) vonatkozéan kiszé-
mitani a fluxust, hiszen minden, az origét belsejében tartalmazé térrész esetében van teljesen-a térrészbe
esd origékdzéppontd gdmb. Legyen tehdt F az R sugari kétdimenzbeli gémbhéj. F egyenlete: r =
=r(t) = (Rsint, Rcost), 0 < ¢ < 2. Ekkor #(#) = (Rcost, —Rsint), CROSS(#(t)) = (Rsint, Rcost).
{A 3.16 Feladatban mdr lattuk, hogy ez valdban kifelé irdnyiftja F-et, az 1.26 (10)(d) feladat alapjan F
zért feliilet ¢s az 1.26 {15)(d) feladat alapjan F az origét belsejében tartalmazé normsl térrész hatéra.)
Ezekkel
w{(r{t)) = TI%TI;)‘ = 1—%—2— - [Rsint. Rcost) = %(sin t,cost).

Tehdt v(r(t)) - CROSS(#{f}) = 1. Iy

- 2w 27
vdf= | () - CROSS(#(1)) dt = / 1dt = 2.
F .}0 o

Bzt az eredményt megkaphatiuk volna a kivetkezdlképpen ie: F ininden pontjiban annak n normalisa

r irdnyd, igy, mivel vlir, adddik, hogy ajirijv s (mivel F kifele irdnyitoit) n és v irdnya is megegyezik.
Kovetkezésképp v-nek n-te est vetiilete v, = lv], tehdt felhaszndlva, hogy F-n |v| = & =

=R

f "1 1 1 1
s df = . Idf] = 151 1edfi = —[dféz—-. d!:—.‘F':_.Z — .
[me [ ve ] f;' jFR;L RL;f. g \Fi=p-2Rr=2r

v

Azt kaptuk tehdt, hogy minden az origdt belsejében tartalmazé normal térrészt hatdrold kifele
iranyitott zdrt  feliiletre vonatkozd fluxus azonosan 27 . Ebbé] kivetkezden persze az origdbeli forrdssii-
riiség végtelen, hiszen ha (V3 ) az origéra zsugorodo normal térrészek egy olyan sorozata, melyre minden
k € R esetén Vi hatdra a zart kifeié irdnyitott F, feliilet, akkor |Vil +— 0, miatt
'*::' ! 7.-'[.';’:: iTFT em oo,
Vel Jr, iVl k

3
A

l

A fenti, az origdt belsejében tartalmazd normal térrészt hatsrold felileten szémitots fluxusra vonatkozd
eredményiinkkel kapcsolatban érdemes még egy dszrevételt tenni. Lattuk, hogy dive = 0 az origé
kivételével mindeniitt, teht div v egy port kivételével folytonos a sikon és értelmezési tartoményan korlatos
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is. Ebbél az integralszdmitss jol ismert tétele szerint div v integralhaté minden zart, korldtos és mérhetd
halmazon, igy barmely az origét belsejében tartalmazé normal ¥ térrészen is és

[ dive dV =0,
.

amib8] Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjann v—nek V hatdrara, F-re vonatkoz6 fluxusa is nulla, ellent-
monddsban fenti eredményiinkkel, mely szerint ez a fluxus 27 . Ez az érvelés azonban hibés, V-1e a
Gauss-Osztogradszkij tétel nem alkalmazhatd, mert ennek feltétele v-nek egész V -re vonatkozd folytonos
derivalhatéséga, v azonban {amint mAr {attuk) még csak folytonossd sem tehet az origdban.
ORVENYSURUSEG ES CIRKULAGIO.

Az Srvénysiirtiség az origé kivételével minden pontban és igy Stokes-tétellel a cirkulacié minden, az
origét belsejében nem tartalmaz4, normal térrészt hatdrol6 gorbére vonatkozéan nulla, hiszen a 3.3 e.
pontban lattuk, hogy korszimmetrikus tér rotdciéja az origén kiviil nulla, rotv = 0 az origén kiviil
mindeniitt.

Persze ahogy a divergencia, a rotdcié sem érielmezhetd az origéban. Az Orvénystriiséggel azonban
més a helyzet. Pontosan ugyaniigy, ahogy a Gauss-Osztrogradszkij tételre és a divergencianak az origon
kiviil valé eltiinésére tdmaszkodva megmutattuk, hogy minden az origét belsejében tartalmaz6 normal
térrész zart kifele irdnyftott hatardn a fluxus ugyanaz, a rotdcio eltiinését és a Stokes-tételt haszndlva
megmutathaté, hogy az origdt belsejiikben tartalmazd normél térrész pogitivan irdnyitott zért hatarain
vett cirkuldcié is azonos. Kdvetkezésképpen, nem maradt mas hitra, minthogy kiszdmitsuk a cirkuldcidt
egy origékdzéppontid R sugard pozitivan irdnyitott L kérvonalra. Ez azonban igen egyszerti, hiszen L
minden pontjdban L érintdje meréleges az » irdnyd v(r) fiiggvényre, tehat v érintére esd v, vetiilete nulla,
aZaz

['ud'r: [ e gdrgzj 0]dr| =0.
JL 4, L
Kévetkezésképpen, az origét belsejiikben tartalmazé normdl térrészek hatdraira vonatkozd cirkuldcio is
nulla, vagyis a cirkulécié minden normal térrész hatdrdra vonatkoz6an nulla. EbbSI persze régton az
is kévetkezik, hogy az drvénysiiriiség mindenitt, igy az origéban is nulla annak ellenére, hogy a rotacié
az origéban nem létezik! Ez nyilvdn nem mond ellent a 3.15 Kovetkezménynek, hiszen ez csak olyan
pontokban garantalja a két menuyiség azonossdgit, melyekben az adotf fiiggvény folytonosan derivathatd,
ami v-re az origdban nem igaz, ahogy azt mar megmutattuk.

_ Réviden tehdt minden az origot belseiében tartalmaz6 normal térrészt hatdrold kifele irdnyitott zdrt
felietre vonatkozé fluxus 27, az origébeli forrdssiivliség végtelen és minden mds nuila.

Téméren és szemléletesen mindazt, amit eddig elmondtunk a fiiggvényrdl, fenti erévonalas abrazoldsa
foglalja Ossze. Tulajdonképpen amit csindltunk, az éppen ezen dbrézolds korrektségének vizsgdlata volt
formalis eszkozikkel. Egyrésut, o figgvény forrdsslirlisége az origd kivételével mindeniitt nulla, ott pedig
végtelen, {gy csak az origéban van forrdsa, tehdt minden erbvonal az origébdl indul ki és sehol nem tinik
el. Tovabbi persze definiciéjdbdl a fiiggvény mindeniitt r—irdnyil, tehdt az erdvonalak origén dtmend
egyenesck. Masrészt, ami az erévonalak siriiségét iileti, ez egy origkizéppontt R sugari kor keriilete
mentén azonos, mert it |u(r)| = T‘:T = lﬁ allands. Mivel v sugdrirdnyd, ez egyszersmind azt is jelenti,
hogy a fiiggvény nagysaga nem valtozik irdnyara merdlegesen, ez pedig azzal a ténnyel egyiitt, hogy az
erévonalak nem gorbiilnek, a tér mindeniitt valé cirkuldcié és Orvénystirliség mentességét tiikrozi.

3.4.2. Végtelen vezetd magneses tere

CROSS(r)
~TE
Ez a vektorfliggvény, mint erdtér a végtelen magneses vezetd terének sikmetszete, mig, mint dramldsi tér
egy kozéppont koril drvényls folvadék dramlasi tere.

Matematikailag a végtelen vezetd magneses terdt lefrd vekiorfiggvény a pontidltés erdterét leird

eldz6 vektorfiiggvény dudlisa, pontossbban a végtelen vezet migneses tere-ponttdltés erbtere, fluxus—
cirkuldcid, divergencia-roticis, forrassiiriiség-Srvénysiiriiség, v-CROSS(v) duslis fogalompdrok.

Legyen minden r # 0 esetén w(r) = {az erbteret a tiloldalon abrazoltuk).

Legyen v{_'r'):—ﬁ%:. Ekkor w(r) = CROSS{v(r)),
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igy w és v nagysdga mindeniitt megegyezik, valamint erSvonalaik cgymas 1in. orthogondlis tra-
Jjektéridi, azaz mindentiitt merdlegesek egymdsra. Tovabb4, w(r) = CROSS(v(r)) afenti 3.3 d. pontbeli
tsszefliggések felhaszndldsdval a kovetkezékre vezet:

divw = div CROSS{z} = -rotv & rotw = rot CROSS{v) = divv.

fg;y a ponttéltés erbterét leird v = w(r) vektorfiiggvényre kapott fenti eredmények felhasznaldssval
az adédik, hogy div w = 0 (ahogy az erévonalak z4rtségabdl leolvashatd) és rot w = 0 az origd
kivételével mindeniitt. Ezekbél kdvetkezden a forrassiiriiség az origé kivételével mindeniitt és Gauss-
Osztrogradszkij tétellel a fluxus minden az origét belsejében nem tartalmazé normal térrészt hatdrold
felilletre vonatkozéan nulla, Tovabbi az Srvénysiirliség az origd kivételével mindeniitt nulla és min-
den olyan gbrbére vonatkozé cirkuldcié is nulla, mely az origét belsejében nem tartalmazé normil
terrész hatdra. Véglil, mivel CROSS(CROSS(v) = —v, a feliiletmenti és gérbementi integralok kézétti
osszefliggés (1.24 Megjegyzés) és az a. pontbeli eredmény felhaszndlasaval az origss belsejében tartalmazd
normal térrészt hatdrolé kifele irduvitott F felilletre vonatkozé Suxus nulla, hiszen F' = —L—el:

/ wdf = / CROSS(uw) dr = / CROSS(CROSS(v)) dr = / —vdr=20
F L L L

és az origot belsejében tartalmazd normdl térrészt hatérold pozitivan irdnyitott L zért gérbére vonatkozs
cirkuldcié 2 , mert ugvanigy, shogy az el6bb:

/ wdr = — / CROSS{w) df = — / CROSS{CROSS(v)) df = — / —vdf = 2x,
L F F I3

amibél persze (az a. pontban alkalmazott gondolatmencthez hosonlé médon) az is adédik, hogy az
origdban a forrdssiiriiség nulla, az Srvénysiiriiség pedig végtelen,

(")sszefogla]va tdmbren az mondhatd, hogy minden az origdt belsejében tartalmazé normél térrészt
hatdrolé pozitivan irdnyitott zart gdrbére vonatkozé cirkulécié 27, az origébeli érvénysiriség végtelen
és minden mds nulla. S ‘-

Természetesen forditva is csindlhatiuk volna, a w-re vonatkozé eredményeket kdzvetlen szamoldssal
is megkaphattuk volna, ahogyan azt a ¢ eseiében tettiik és aztdn a v-t jellemz® adatokat a dualitdst
hasznélva szdmithattuk velna ki, ahogy azt most a w esetében tettiik.

Még egy tényre érdemes 2 figyelme! felhivni. Ahogy lattuk, w Srvénystirtisége az origd kivételével
mindeniitt nulla, annak ellenére. hugy w sehol sem homogén irdnyi, azaz erbvonalai mindentitt gorbiilnek!
Nos, bar azt mar a 2. fejezetben latenk, hogy az Srvénysiiriiség lehet nulldtél eltérd homogén irdnyt vek-
torfliggvény esetén is (azaz akkor is, ha a2 erSvonalak nem gorbiilnek), a forditott esetre még nem lattunk
példat. A magyardzat az, hogy bér 7 erdvonalal gérbiilnek, w nagysiga azonban irdnydra merdlegesen
véltozik, amir8l mar littuk {éppen azokban a 2. fejezeiben szerepls példdkban, melyekre most hivatkoz-
tunk), hogy szintén cirkuldcidt okoz. Nomdrmost, w esetében a két hatds éppen semlegesiti, kioltja
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egymaést, amekkora pozitiv érvénylést az erdvonalak gdrbiiitsége ckoz, éppen akkora negativ drvénylést
valt ki sugdr irdnyd ritkuldsuk.

3.5 Az integraltételek alkalmazésai

3.5.1. Egyéb integrailtételek

3.17 Tétel (Green-tételek)

Legyen V C R? normadl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott felilet és u, v € Co(V) tetszbleges
kétvdltozds fiigguények, melyeknek az F felileti normdlis irdnyt irdnymenti derivdltjai 3% il

Bv
On an °
Ekkor

{1) (Antiszimmetrikus Green-formulaj

/ (udv + gradu - gradv) dV = / o« 2
v F oon

(2) (Szimmetrikus Green-formula}

. O du
[ = e ey
/V(u/_‘u, vAu) dl F(uﬁn vs) df .

BIZONYITAS. Mivel nyilvin az antiszimmetrikus Green-formuldbdl az eredeti és az u—v szerepcserével

kapott formula kiilonbségeként adodik a szimmetrikus formula, elég az antiszimmetrikus formuldt bi-
zonyitani. Legyen

w=ugradv.
Ekkor

div w = divfu grad«) = udivgrad v + gradu - gradv
Maésrészt w—nek n-re, az F egységnormaélisira esé vatiilete:

v

wy, =w-n = (ugradv) -n = u{gradv - n) = up

gy Gauss-Osztrogradszkij tételiel:

/ (uAv + gradu - grad v) dV :/ dive dV = ] wdf = f Wy, df :[ u@_v df .
1% v F F r On

Erdekes médon azonos alaki integraldtalakité tételek vonatkoznak a derivdltoperdtor mindkét in-
varidnsara és a gradiensre is. Az elsével persze mér taldlkoztunk.

3.18 Tétel (Gauss-Osztrogradszkij tipusd tételek}

Ha V C R? normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott felilet, u: V - R ésv:V — R?,
tovabbd u, v € C1 (V) tetszdlegesek, akkor

(i) (I. Gauss-Osztogradszkij tétel)
/ dive dV =/ v df
Jv F

(2) (IX. Gauss—Osztogradszkij tétel)

[ rotvav = - f CROSSw df
hg F
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(3} (Gradiens tétel)

/ gradu &V = / wdf
v JF

BIZONYITAS. [1)-et mdr bizony{toteuk. ez 2 Ceanss-Osztogradarki) téted (3.5 Tétel). Ami {2)~t illeti az
1.24 Megjegyzésbil Stokes-tételicl a kiveikezs adédik (L =—-F}%

r r -
/ CROSE ¢ df = ~ I! vdr = -/ oty 4V
o 7 JIL 14

Végiil (3) bizonyitdsdhoz legyen ¢ € R tetszdleges konstans vektor. Mivel ekkor

divicu; = awdive+c gradu =¢- gradu,

hiszen dive =0, gy Gauss-Osztogradszkij tétellel:

* c'/udf:/ cu f:/ divicu) dV = [ c-gradudV =c¢- | gradu dV .
F F v v 1%

Es ezzel készen is vagyunk, hiszen

/ udf, / gradu dV ¢ R?
~ v

és (*)-gal R? barmely orthonormélt e = (e1,e2) bazisa esetén
- udf és / grad u dV
v

’d
e-beli oszlopvektorai megegyeznek.

Pontosan ugyanolyan médon, ahogyan a 3.7 Kévetkezményben a az 1. Gauss-Osztrogradszkij tétel
segitségével a divergencidra egy stirliség-jellegli Osszefiiggést bizonyitottunk, kaphatunk a II. Gauss-
Osztogradszkij tétel és a gradiens tétel alapjan a rotécidra és a gradiensre egy—egy hasonlé Gsszefiiggést.
(Erdemes elgondolkodni azon, hogy a gradiens esetén mi ennek a szemléletes tartalma. A divergencia
és a rotacié esetén ez a szemléletes tartalom kévetkezik az eddig elmondottakbdl.) Az aldbbi allitdsba 2
teljesség kedvéért belefoglaltuk a 3.7 K Gvetkezményben mér bizonyitott Osszefiiggést is.

3.19 Kovetkezmény (Ignatcwsky—féle definicick)

Legyen o € G C R™ tetszdleges nydi holmaz, v: G = R2 s G —» 1L folytonosak. Ha a (V;) ro—ra
zsugorodd RE-beli normdl térrészek tetszileges olyan sorozote, melyre minden k € N esetén Vi € G
hatdra a kifelé irdnyitott zdrt F felilet, akkor

. . 1
dive = lim ol v df
irp k—ro0 i"ki F9

) r
wir], == Jim o [ CROSSG)
PP [ andne) e o Fy

: ) 1
grad ul = Hm ot - u df
. £

ro k—roa!-rki

3.5.2. Felillet— és vonalmenti integrilok szamitdsa

Mivel a f§ integraltételek és fent targyalt kévetkezményeik integralok kézdtt sllapitanak meg Sssze-
fiiggéseket, természetesen sok esetben jdl alkalmazhatéak integrilok kiszémitdsdra. Ezt az aldbbiakban
néhany egyszerli példan keresztiil mutatiuk mag.

3.20 Példdk

(1) Legyen v(z,y) = (z,—y) és F az a felsé félsfkba irduyitott felillet, melynek implicit egyenlete:
2

y= —-1,0<z<1;

x+1
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Szamitsuk ki az / v df integralt!

F
MEGOLDAS.
Minthogy dive = g% + %‘l&? =1-1=0, ha F’ az a felllet, melyet dgy kapunk, hogy F'-et kiegészitjiik
a megfelelSen irdnyitott S; = OP, és S, = OP, szakaszokkal, ahol O = (0,0},
Py =(1,0), P, = (0,1), akkor az F' altal hatdrolt V hdromszdglapra és a kifele irdnyftott F'-re alkal-
mazhatd a Gauss-Osztrogradszkij tétel, igy

fvdf+f vdf+fydf: 1)df=/.divvdV———0
F 5 Sa Fod v

r

tehat ]-udf:—-fvdf~ v df .
F 5

S2
Masrészt azonban f vdf = vdf =0, mert S; mentén v = {2, 0), ami z irdnyd, azaz S normélisdra
5 Sz
merdleges, valamint ugyanigy S mentén v = {0,—y), ami y irdnyi, azaz S; normalisira merdleges.
Vagyis

g r
/udf:—-[-vdf— vdf =0.
F % ER

{2) Legyen u(r) = re” és Lazv = r{t] = (acost,bsint}, 0 < ¢ < 27 egyenlietd ellipszis {a, b pozitiv
valds szdmok). Szémitsuk ki ag / v dr integralt!

JL
MEGOLDAS.

Ha r # 0, akkor
rotv = rotr e’ = e’ 1otr — CROSS(r} - grad e’ =0-0=0.

Val6ban, egyrészt rotr == 0. Misrészt persze »? = vl s fgy () = 2 Irly = 27, tehas

T 2
— =2re

il

azaz a grade™ vektor r irdnyid gy (mivel r merdleges CROSS(r)-re) grad e meréleges CROSS(r)-re,
vagyis CROSS{r) - grad e =0.

Ha tehat a Stokes tételt alkalmazzuk L-te és az altala hatdrolt F ellipézisiapra, akkor

fvdr:[rot.vdV:/OdV:O.
L F F
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(3)(a) Legyen V C R? normdi térrész, melynek hatara az F kifelé iranyitott feliilet. Legyen |V]| = V.

[Tdf:?

o B . )
(b) Legyen F' C R? normadi térrész, melynek hatara az L pozitivan iranyitott gorbe. Legyen |F| = Fp.

j CROSS(r) dr =?
I .

MEGOLDAS. ‘
(1) frdf:/ divrd’»'::fzdl":?.f dV =2V =2V,
F v v v
.. _ ’ .
(2) f CROSS(r) dr = j ot CROUSS(M dV = | divedV = / 2dV =2 / dV =2|F|=2F,
L F JF JF F

3.6 Potencidlelmélet elemei

Eddig nyilvanvaldan az egyvaltozds fliggvények hatdrezoit integraljanak fogalmét dltaldnositottuk
vektorfiiggvényekre. Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy az egyvaltozés fiiggvények integralszamitdsa-
ban fontos szerepet jatszé masik két alapfogalom, a primit{v fiiggvény és az integrélfiiggvény altaldnositha-
té-e vektorfiiggvényekre, van-e ezeknek is megfeleldjiik a vektorfliiggvények kozodtt. Ahogyan hamarosan
latni fogjuk, ez az altaldnositds lehetséges és ugyanigy, ahogyan az egyvéltozds fiiggvények esetén, a
vektorfliggvények korében is az integrdlszdmitas és a differencidlszdmitds megforditdsa, azaz a primitiv
fiiggvény keresés kozotii Osszefliiggés analdg az egyvaltozos fiiggvények korében megismert, az integral-
fiiggvény altal 1étesitett kapcsolattal. Az aldbbiakban ezt a viszonyt fogjuk vizsgalni.

A potencidl a primitiv fliggvény fogalmdnak vektorfiiggvényekre valé sltalanositdsa. A pontos
definicid utdn a potencidl létezésének és egydrtelmiiségének feltételeit vizsgaljuk. Ennek a vizsgilatnak
eredményeképpen megfogalmazzuk az egyviltozds integrdlszdmitas alapvet eredményeinek vektorfiiggvé-
nyekre vonatkoz6é megfeleldit, t6bbek kozott a Newton-Leibniz formula egy lehetséges dltalinositdsat,
majd két egyszerli modszert mutatunk arra, hogyan lehet meghatdrozni a potencidlt. Ezutdn a 3.4
pontban szerepld kdzponti jelentdségii vekrorfiggvények lefrasat egészitjiik ki a potencidljukra vonatkozd
eredményekkel, végliil egy, a differencidlegyenletek kirébe esd alkalmazast ismertetiink. Minthogy derival-
hatdsdgot csak belsé pontban, integrélhatdsagot csak Gsszefiiggd halmazon értelmeztiink, természetesen
vizsgdlatainkban nyilt és Osszefliggt halmazokra szoritkozunk. Végiil az integrathatdsigot biztosftands,
a potenciéllal kapesolatos kérdéseket vizsgalatat a folytonos fiiggvények korére korlatozzuk.

3.21 Definicid

Legyen n > 1 egész, G C R" nyilt, dsszefliggd halmaz és v : G — R". Az u: G - R skalarfiiggvényt v

vektorfiiggvény G-heli (skaldrjpotencialjanak nevezziik, ha u derivdlhaté G-n és itt gradu = v.

3.6.1 Egzisztencia és unicitds

Az egyviltozds fliggvények integralszamitasaban a két kbzponti szerepet betdltd fogalmat, a primitiv
fiiggvényt és a hatdrozott integralt az integralfiigevény fogalrma kapcsolja sssze. Kézenfekvs, hogy
az egyvdltozds fliggvények integrilfiiggvénye, "az integrdl, mint a felsé hatdr fliggvénye” fogalmanak
megfelel6jét a vonaiintegralban keressiik, hiszen az egyvditozds integral is tulajdonképpen skalérfiigg-
vénynek a valés szdmegyenes menti vonalintegralja. Az egyvaltozds esettdl eltérden azonban a sikon
— valamely rogzitett kezd6pont esetén is — egy adott végpontba sokféleképpen, sok gérbe mentén in-
tegralhatunk €s ezek az integrilok egymisedl kiildnbozhetnek. Ha fent, a bevezeté megjegyzésekben
megfogalmazott feltevésiink helyes és az integraifiiggvény potencidlt hatdroz meg, akkor azonban az in-
tegral nem fligghet attd!, milyen gorbe rentén integralunk egy adott végpontba, hisz a potencidl csak
ettdl az adott ponttdl fiigg. Nos, az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ez tényleg fgy is van. Ebben




az esetben azt mondjuk, hogy "az integrél nem fiigg az integraldsi Gtt6l”. Ezt a tulajdonsdgot szokss
pontatianul gy dtfogalmawni, hogy "zart gbrbéken a vonalmenti integrdl nulla”. Nyilvdnvald, hogy ez
a két feltétel vaidban Gsszefiigg, s6t bizonyos feltételek esetén ekvivalensek is {ezt rogtén 1atni fogjuk),
azonban ekvivalencidjuk teljes ditalanossigban val$ vizsgilata mindenképpen meghaladja annak a fogalmi
apparatusnak kereteit, mely tdrgyalédsunk alapjat képezi (idsd a 3.25 Megjegyzést és a 3.7.1 pontbeli (1) fe-
ladatot). A zdrt gorbékre vonatkozd Allitdsck esetén csak a nem til bonyoluit szerkezetil, a ” természetes”
gorbefogalomnak leginkabb megfelels egyszerii ivekre szoritkozunk (v3. a 3.7.1 pont (2) feladattal), ezért
megismételjitk az egyszerfi ivnek az 1.26 (10) feladatban szerepl$ definiciéjst. Az egyszerit ivvel kap-
csolatos legfontosabb 4llitdsckat az 1.26 {9),(10),(11),(12) és (14) feladatok tartalmazzsk. Ezek kiziil
szdmunkra a leglényegesebb az, amit - kissé pontatlanul — vigy fogalmazhatunk meg, hogy €gy egyszeril
iv vagy elemi {v vagy a két végén "Osszeforrasstott” elemi iv, azaz formalisan: ha L egy r = r(t), t € [a,}]
egyenletil egyszerd iv, akkor

(1) L csak akkor elemi iv ha nem zart,
(2) L akkor és csak akkor zdrt ha r(a) = r(b).

3.22 Definicid

(1) Ha az L gbrbe r = r(t), t € [a,b] egyenlete olyan, hogy minden a < ¢ < b esetén az r-nek mind
az [a,c)-re mind a [e, b]-re valé megszorftdsa dltal definislt gorbe elemi fv, akkor L-et egyszerii ivnek
nevezziik.
(2) Legyen r = r(t), t € [0,b] az L gbrbe egyenlete. r{a)—t L kezdSpontjénak, r(b)-t L végpontjénak
nevezziik.

3.23 Megjegyzés
(1) Nyilvdn minden elemi iv egyszerfi {v is.
(2) —L kezdépontja L végpontjaval és —L végpontja L kezdépontjaval azonos.

Valdban, legyen L egyenlete r = r(t), t € {a,b]. Ekkor az 1.13 (2){c) definicié alapjdn —L egyenlete
5 = 8(t) = r(~t), t € [~b,—a]. Kovetkezésképp, ~L kezd8pontja s(—b) = r(—(—b)) = r(b), azaz L
végpontja. Masrészt, —L végpontja s(—a} = r{—(—a}) = r(a), vagyis L kezdSpontja.

3.24 Allitss

Legyen G C R? nyilt, dszefiiggé haimaz és v : G — R jolytonos vektorfiigguény. Ha v gérbementi
integrdlje minden G-be esd két pont kizitti G-beli gorbe eseién csak a kezdd- és végpontoktdl figg,
gorbe vdlasztdsdtdl nem, akkor v gorbementi integrdlja minden G-be esé 2drt egyszeri fven nulla.

BIZONYITAS. Legyen L az r = 7(t) . t € [a,b] cgyenlettel definidlt z4rt egyszerii iv és legyen c € (a,b)
tetszleges. Legyenek Ly és Iy az r-nek [o, ¢}-re ill. {c, bj-re valé megszoritdsa dltal definidlt gérbék.

r(c)

r(a)=r(b)

Mivel L zart, r(a) = r(b) (lasd a 1.26 (10)(b) feladatot). Kovetkezésképp, L, és —L; azonos kezdd-
és végpontokkal rendelkeznek, hiszen L, kezd6pontja r(a) = r(b}, ami L, végpontjéval, azaz — L,
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kezd&pontjival esik egybe, mig Iy végpontja r(c) s ez azonos i kezdSpontjival, azaz —~ Ly végpontjaval.
Emiatt a feltétellel az adédik, hogy

. .
/ -r:_:r}r::/ Ud?‘z‘-[ wdr.
fig Sk

i

Ean x

Vagyis, felhasznélva az integréinak felosztasokra nézve additiv voltds (1.22 (1)(b) Allitds),
/vdr:/ vdr%—/wdr:(}.
L L] LQ

A bizonyitds alapjin kénnyen 1ithatd, hogy az 4llitds megforditdsst miért nem lehet olyan kénnyen bi-
zonyitani, mint magét az allitdst. Nem biztos ugyanis, hogy, két azonos pontot dsszekstd gorbe egyméshoz
csatoldsa (ehhez a fogalomhoz l4sd a 1.26 {11} feladatot) gorbei eredményez. Ez még akkor sem igaz, ha
a girbék elemi ivek: :

3.25 Megjegyzés

r{b)=s(c)

r{a)=s(d)

Az aldbbi tétel a Newtea-Leibniz téfel venalintegralokra vald dltaldnositdsa:
3.26 Tétel .
Legyen G C R? tetszbleges nyilt, dsszefiiggd halmaz és v . G — R2 folytonos vektorfiigguény. Tegyiik
fel, hogy v-nek létezik G-n potencidlja. Ekkor v gérbementi integrdlje minden G-be esd két pont kizdtti
G-beli gorbe esetén csok u kezdd- és végpontoktdl fiigg, o girbe vdlasztdsdtdl nem, mégpedig tetszdleges
G-beli p €s q pontok esetén minden G--be esd olyan L girbére, melynek kezdépontja p, végpontja pedig q,
fenndll, hogy

f vdr = ulg) ~uip)
Jr

BIZONYITAS. Legyen v potencidlia G- u es legyen L olyan p kezdé- és ¢ végponti G-beli gorbe, melynek
egyenlete r = r{t), t € [o,bl. Mivel r szakaszonként folytonosan derivdlhaté, [a,b] eléall olyan kézds
belsé pont nélkiili [a;,b], T € ¢ < » zdrt intervallumok uniGjaként, melynek mindegyikének belsején
r folytonosan derivdlhaté. Ezek a részintervaliumok L-uek egy felosztisit definidljsk (lésd az 1.21(3)
definici6t). Vizsgdljuk meg v gdrbementi integraljdt ezen felosztas egy L; elemén. Felhasznilva, hogy a
lincszabdly alkalmazdsival

d ) | . )
—ulr{i}} = grade-r(¢;  minden ¢ € (a;, b)) esetén,
qai .

&

a gérbementi integrdl definicidja és & Newton-Leibniz formuia alapjan (u o r € Cla;, b;1):
B J

f vdr = / radu dr = /b; radu{r(t)) - #{t) df = /bi C—i—u(r(f)) dt = ulr(b;)} — u{r(a:))
L. - L. g = & AUALY PR U o dt - = i i)} -

i 4a,




A bizonyftandé 4llitds ebbot mar kézvetieniil adédik, mert az integrél felosztdsokra nézve additiv (lasd
az 1.22 {1}(b) allitdst) és persze
(L1={7-5b,,=‘-.}) és a—g.;_.l:bi,lg’i-gn—l,

tehat

[var=3 [ =3 () ~ulr(e) = wir@®) - u(r(@) = ue) - ()
L i=1 /L i==1

hiszen a fenti utolsé dsszegber u{r (b)) és u{r{a)} kivéteiével minden tag kétszer szerepel ellenkezd eldiellel.

A tétel kivetkezményeképpen adédik az egyvaltozos fiiggvényekre vonatkozd "az integralfiiggvény
primitiv fiiggvény” és "primitiv fiiggvények nyflt intervallumokon csak konstansban kiilinbozhetnek”
allftasok megfelelsi vektorfiiggvényekre: “a vonalintegrél potencidl” és " potencidlok nyilt dsszefiiggd hal-
mazokon csak konstansban kiillonbbzhetnek”:

3.27 Ké6vetkezmény

Legyen G C R2 tetszileges nyflt, Gsszefiiggd halmaz és v : G — R? folytonos vektorfiigguény.

(1) Ha v-nek van potencidija G-n, akkor v tetszéleges G-beli rogaitett kezddponti gérhére veit
gérbementi integrdlja, mint végpontjdnek figguénye megadje v-nek egy potencialidt G-n.

(2) v potencidljai G-n csak konstansban killénbozheinek.

BIZONYITAS.

Legyen v egy G-beli potencidlja u és p € G tetszlleges roguitett. G nyilt és sszefliggd halmaz, tehdt (a
fejezet végén szerepid).3.7.1 pont (3) feladat alapjan

{*) tetszbleges r € G esetén van p kezdd- és r végpontid G-beli gorbe.

Masrészt, az el6z8 tétel szerint, v-nek barmely G-beli p kezdé— és r végpontii gorbén vett gérbementi
integralia rogzitett p esetén esak r-t6l tiigg. Ha ezt az integrdit, mint r fiiggvényét w = w(r)—el jeldljik,
akkor tehdt (*) miats w értelmezve van az egész G-n. Az el6z6 tétel alapjén w(r) = u(r) - u{p) és (mivel
u(p) nem fligg r—t8l, azaz konstans) u—val egyiitt w is derivilbat6 és gradw = gradu = v. Ezzel (1)-et
belattuk. Ami {2)-t illeti, ha az u* is v potencidija G-n, akkor {*) alapjén az el6z0 tételbdl az adddik,
hogy barmely r € G esetén

wir)—u'(p) = ]L vdr = ulr) —ulp),

vagyis

utir) —u{r) = «"(p) ~ u(p) = const.

Az alabbi tétel eddigi eredményelnket foglalja dssze a potencidl létezésére vonatkozd sziikséges
feltételek megadasaval:

3.28 Tétel
Legyen G C R? tetszéleges myilt, Gsszefiiged halmaz és v : G — R? folytonos vektorfigguény. Ekkor az
aldbbi dilitdsck mindegyike kdvetkezik az elsdbol:

(1} v—nek van potencidlja S—cn.

(2) v gérbementi integrdlja minden G-be cs6 két pont kozotti G-beli gorbe esetén csak a kezd6- és

végpontoktol fligg, a girbe vdlaszidsdidl nem
(3) v gorbementi integrdlja minden G-be esd zdrt egyszerd fven nulla.
(4) rotv =0 az egész G-n amennyiben v € C1{G).

BIZONYITAS.
(1) = (2): 3.26 Tétel.



(2) == (3): 3.24 Allités.
(1) = (4): rotv =rotgradu = § G-= {ldsd a 3.3 {. pontbeli (1} Ssszefiggést).

A kérdés mostmdr természetesen az., hogy vajon a 3.28 Tétel megfordithaté-e, pontosabban a potencidl
létezésére vonatkozd, a tételben maglogalmarott seiikséges faliételek koziil melyek és milyen feltételek
esetén elégségesek is egyben. Mivel a 3.27 Kovetkezmény szerint ha étezik potencidl, akkor (konstans
erejéig) a potencidl vonalintegral, tehdt ha potencidlt akarunk taldlni, mindenképpen valahogyan a vo-
nalintegral segitségével kell definidlnunk egy skalarfiiggvényt. Ez nyilvén csak akkor tehetd meg, ha az
integrdl nem fiigg a gorbe vélasastdsitol. Ekkor azonban elég a legegyszeriibben kezelhetd gbrbék, azaz
az egyenes szakaszok mentén integrdlni Mdésrészt, ha csak az adott pontokat Ssszekotd szakaszokra
szaritkozunk, akkor az igy kapott szdmok valéban csak a a kezd8- és végpontoktdl fiiggenek, tehét
rogzitett kezdGpont esetén az egyenasszakaszmenti integral minden ponthoz egyértelmiien hozzérendel
egy skaldrt. Az igy definidlt fiiggvénynek a fentiek szerint potencidlnak kell lennie - ha 1étezik egyaltaldn
potencidl. Azt kell tehdt megmutatnunk, hogy ha a gorbementi integra! fliggetlen a gdrbe vilasztasatdl,
akkor az egyencs szakasz menti integrdl, mint végpontjinak fliggvénye potencidl. Ezt az egyvaltozds
esettel analég médon lehet beldtni. {Erdekes médon, a gorbétdl vald fiiggetlenség felt{elében nem is
kell az Osszes lehetséges gGrbe menti integrilt figyelembe venni, hanem - ahogy majd az alabbi tétel
bizonyitdsaban latni fogjuk — elég csak a haromsz6gek édlel mentén vald integraldsra szoritkozni.) Mivel
egyenes szakaszok mentén vett integrallal definidlt fiiggvényt természetesen csak olyan halmazon lehet
értelmezni, ahol taldlhaté olyan régzitett pont, melybol minden halmazbeli pontba vezet a halmazon beliil
egyenes szakasz, azaz ahonnan minden halmazbeli pont "lithatd”, a bizonyitdsban ilyen tulajdonsigi
nyilt halmazokra, Un. csillagszerii tartomdnyokra szoritkezunk:

Most ‘megadjuk a fent vazolr bizonvitashos szitkséges fugalmak pontos meshatirozasat:
& 2 2

3.29 Definicié

Legyen n tetszbleges pozitiv egész.

(1) Legyenek p, ¢ € R™ tetsziegesek. p# g, Az r = r(t) = p+t{g—p). ¢t € [0,1] egyenlettel definislt
gbrbét a p—t és g-t Osszekdié seakasznak nevezziik, és [p, g]-val jeloljiik. Egy ponthirmasrdl azt
mondjuk, hogy egy egyenesbe esnek, ha van olyan szakasz, sely mindhdrmat tartalmazza.

(2) AT C R” gorbét haromszognek nevezziik, ha vannak olyan nem egy egyenesbe esh p1, po, p3 € R®
pontok, hogy a {pi,p21, [p2.ps] €5 {p3, ;] szakaszok T egy lefedését adjsk. p;, p; és p3 a hiromszég
csticsal, a lefedd szakaszok pedig a harcmszig oldalal.

(3} Az § C R™ nyilt halmazt csillagszerli tartomdnynak nevesziik, ha van olyan s € S, hogy minden
z € S esetén [s,2] C 5. Egy ilyen s pontot § csillagpontjinak neveziink.

Csillagszerii tartomény példdul az egése stk, barmely félsik és kérlap, dltaldban minden konvex halmaz,
de ilyen példaul az a nem konvex halmaz is, melyet dgy kapunk, hogy valamelyik stknegyedet elhagyjuk

o
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a sikbol. M4srészt nem csillagszerii tartomary példaul a kérgyiiri.

3.30 Jelolés

¥ 3 4
/vdr:/ vdr ha p#g ¢&s fvdr:ﬂ.
P {pael P

Most a szakaszoknak, haromszdgeknek és csillagszer(l tartomanyoknak azokat a szemléletesen nyil-
vénvalé és formalisan is definicigjukbél kézvetleniil bizonyithaté elemi tulajdonsigait fogalmazzuk meg,
melyeket a késébbiekben fel fogunk haszndini.

3.31 Megjegyzések
(1){a) Szakasz definiciéja alapjan nyilvdnvaléan minden szakasz elemi fv.
{b) A 3.23 (2) megjegyzésbdl addddan

. . A ¥ q
=[p,q] = lg,p}, igy [vdrrz—/udr.
q r

(2)(a) A normaltartomény definici6jst haszndlva egyszeril analitikus stkgeometria feladat annak ellendr-
zése, hogy minden hdromszog normal térrész (specidlisan norméltartomany) hatédra (ldsd a 3.7.1 pont (6)
feladatot alabb).

(b) Az 1.26 (11) és (10)(b) feladatok kdvetkezményeképpen minden haromszog zdrt egyszerd {v.

(3) Aldbb a 3.7.1 pont (4) feladatban megmutatjuk, hogy minden csillagszer(i tartoméany egy haromszoggel
egylitt tartalmazza az 4ltala hatdrolt normaltartomanyt is.

(4) A definicidkra témaszkodva nagyon konnyil beldtni (ldsd a 3.7 pont (5) feladatot aldbb), hogy
azonos kezdd— és végpontd szakaszok esetén mind az 4ltaluk lefedett halmazok, mind pedig a raj-
tuk vett integrilok azonosak, azaz ha az L; és L, szakaszok egyenletei ry = 71{t),t € [a1,b1] és
Ty =13(t), t € {az,bs], tovabba Ly és Ly kezd6- ill. végpontjai megegyeznek, akkor

Rgry =Rgre
és
/ vdr = / v dr barmely Rgry == Rgro—n folytonos v esetén.
In 4L,
(5) Mivel (3) alapjan tetszdleges bdromszig feloszthatd olyan szakaszokra, melyeken a vonalmenti in-
tegralok azonosak az oldalakon veit vonalmenti integrilokkal és hdrom egy egyenesbe es6 pont esetén a
lefedett szakasz feloszthatd olyan szakaszokra, melyeken az integral megegyezik a felosztds elemein vett

integrallal, igy az 1.22 (1){b) llitds alapjdn hiromszogeken és egy egyenesbe esd szakaszokon az integral
additiv, azaz egyrészt barmely epy egyeneshe esd py , pa, p3 pont esetén '

3 P2 73
/ vdT:f vdr+/ vdr,
4Pt 1 P

maésrészt ha valamely p; , ps . p3 cstcsd hdromszdgdn a vonalmenti integral nulla, akkor
g )

P2 B3 251
/ 'Ud‘!"+/ ?.rdr+f vdr =0,
4 py P2 P

3

P2 D2 D3
/ vd-rxf vd'r+f vdr.
P1 » Pz

{6) Az 1.26 (2){b) és (11) feladatok kdvetkezményeként (1){a} alapjan adddik, hogy csillagszerdl tartomany
Gsszefiiggs halmaz.

tehdt (1){b) miatt ekkor is

Fenti tények birtokéban mdr kénnyen megmutathatd, hogy csillagszer(i tartomanyon a 3.28 Tétel meg-
fordithatoé:
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3.32 Tétel
Legyen S C R? csillagszerii tertomdny és v : G -+ R2 folytenos vektorfigguény. Az aldbbi feltételek
ekvivalensek: ‘ _
(1)} v-nek van potencidlic S-en.
(2) v gorbementi integrdlja minden G-be esd két pont kézitti G—beli gorbe esetén csak a kezdd- és
végpontoktdl figg, a girbe vdlasztdsdtdl nem. '
(3) v gérbementi integrdlje minden S—be esd zdrt egyszert fven nulla.

(4) rotv =0 a2 egész S-en, amennyiben v € C4(G) .

BIZONYITAS.

A bizonyitds azon alapul, hogy megmutatjuk a tételben szerepld feltételek és az aldbbi feltétel ekvivalens
voltat:

(6) v gbrbementi integrslja minden S—beli hiromsz6gbn nulla.

(a) (5) == (1) Tegyiik fel, hogy v gorbementi integrilja minden S-beli hdromsz6gén nulla. Legyen
P1, P2, p3 € R? tetszdleges. Ekkor a 3.31 (5) megjegyzés alapjdn, akdr egy egyenesen vannak ezek a
pontok, akir nem, fenndll, hogy

P3 Pz 23
(*) / vdr—/ vdr:/ v dr
”n 21 P2

Megmutatjuk, hogy amennyiben § csillagpontja s € S, akkor a minden 7 € S esetén értelmezett

u(r):/srudr

fiiggvény potencidlja v-nek S—en. Azt kell tehdt beldtni, hogy tetszbleges ro € S esetén

u(ra + k) — u(ro) — v(ro) - h
|Af

hiszen ez a definicié szerint pont azt jelenti, hogy grad u! = v(rg).
To

—0 ha h-—0,

(*)-bdl
ro+h ro ro+h
u(rg+h)—u(rg)=f 'udr~—/ vdr:f v dr
& 8 To

I‘0+ h

és [ro ,ro + h] egyenlete: r{t) =r¢ +th, t € [0,1], tehdt #(t) = h. Ezért
ro+h 1 1 1
f o(re) dr = [ wlro) - #(£) dt = [ o(ro) - h dt = (v(ro)) -h)f dt = v(ro) - h,
o 0 0 1}

kdvetkezésképp,
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ro+h rog+h re+h )
u{rg + h) — u(rg) = v{rg) - b = f v dr — / v(rg) dr = f (v{r) —v(ro)) dr.

3 ro a
Legyen £ > 0 tetszOleges. Mivel v € (@), igy van § > 0, hogy ivlr} —vw(rg)l < e, ha |r —rg| < 4, ezért
[v(r) —v{re)j < &, har € [rg,70 + k] &s {h] < & (hiszen ekkor r = 7o + t h valamely 0 <t < 1-re, tehdt
|r —ro| = |t h] = {t[1h] < jh] < §). Mindezekkel

rot+h “proth
fulro + ) u(ro) = o) M =1 [ ) =stod drl < [ 1ule) = o) dr] <

4Ty o
l'n+h T',)J,-h
< / fdrj == / {dri = €jh]|, tchat
T To

]Mm+h%wﬁw~vwﬂ4ﬁ=h$n+M—Uﬁﬂ~vmﬂﬁi<Ehaim<5,
]

|h]
amit bizonyitanunk kellett.
(b) (1) = (2) => (3):'3.28 Tétel és 3.24 Allitas.
(c) {3) = (5): 3.31 (2)(b) megjegyzés
Tovabbé, ha v € C({G), akkor
(d) (1) = (4): 3.28 Tétel.
(e) {4) == (5): 3.31 (2)(a) megjegyzés és Stokes tétel.

Ciy

3.6.2 Potenciilkeresés

Az aldbbiakban két egyszerii példan keresztil ismertetiink két modszert, melyek segitségével a po-
tencidl - ha létezik - kinnyen meghatdrozhatd.
a) Parcialis differencidlegyenletrendszer megoldédsa
Legyen
v=v(z,y) = (z(l +y*), (1 + z%)
az a vektorfliiggvény, melynek potencidljit meg akarjuk hatérozni.
Mivel rotv = 2zy — 2zy = [, igy v-nek tényleg van potenciilja az egész sikon. Legyen u ez a potencial.
Ekkor (v1,v2) = v = gradu == (uy, 1) miatt a
(") vy m Uy 68 v = uy
Osszefiiggéseknek fenn kell dliniok. Ezt az egyenietrendszert kell megoldanunk,
Induljunk ki példdul az
Uy = v = z{l +y?)
egyenletbdl. Ekkor x szerint integralva,
(**) w=E(1+y%) +efy)
valamely ¢ = c(y) csak y-tl fliggd differencidlhaté fiiggvényre. Ebbél, v definiciéjabél és (*)-bél
y(1+2?) = v =, = 2%y + '(y),
azaz ¢’ (y) = y, tehat valamely ¢ konstansra

2
ey =% +c,
amit visszahelyettesitve {¥¥)-ba,
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1
T N2 R
1.::—2(3 +z%yt ) e
Ez az eredmény persze ellenérizhets, valdban

. . a ‘ . 2
gradu = {uz, uy} = (& + 1y’ 5 + y2?) = .

Nyilvdn megtehettilk volna, hogy elészér Uy = vy = y(1 + z?) b8l hatdrozzuk meg u—t egy ¢ = ¢(z)
erejéig, majd ebbdl az u-bdl kiszamitoit u, felhaszndlsival, az u, = v, egyenlet segitségével adéds ¢
integréldsa utdn kapjuk meg u végleges formajat,

Végiil természetesen az eljards csak akkor vezethet helyes eredményre, ha tényleg létezik potencial.
(Prébaljuk ki, mi adédik akkor, ha a v = CROSS(r) fiiggvény (rotv = 2 miatt sehol sem 18tezd)
potencidljdt akarndnk meghatérozni igy!) Ugyanez igaz persze barmely, a potencidl meghatdrozassra
szolgdlé eljardsra, igy az aldbb ismertetendd médszerre is.

b) Origdkezd8pontit szakasz menti vonalintegril kiszdmitasa

Legyen n tetszéleges nemnegativ egész és
v o= of{r} = rjr[?

az a vektorfiiggvény, melynek potencidljit meg akarjuk hatdrozni. -

Mivel ha r # 0, akkor gradirj® = nlr|"lgrad jr| = n|rE“”1}{—f = n|r|""%r, azaz grad|r|® || r , igy
CROSS(r) L r [l grad|r|>. Ebbdl adéddan, felhaszndlva, hogy rotr = 0, roty = [r|rot r—~
—CROSS(r} - grad {r|* = 0, Megmutatjuk, hogy v rotécidja az origéban is nulla. Mivel n = { esetén
rotv = rotr = 0 mindeniitt, feltehetjiik, hogy n > 1. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy az origéban v
deriviltoperstora nulla, amibél persze mar kozvetleniil adédik, hogy a deriviltoperdtor antiszimmetrikus

része és vele egyiitt annak vektorinvaridnsa, tehat v rotdcidja is nulla. Definicié szerint a D operdtor a v
vektorfiiggvény ry € Int Dov—beli derivéltoperatora pontosan akkor, ha

v(re +h) —v{rg) — Dh —
Al
A mi esetiinkben, mive] v{0) = (0]"™ = 9, ez annak megmutatdsat jelenti, hogy
v(0+h)~v(0)~0h A} -0-0hr  u(h)
ki - thl © A
Nos, v(h) = R{ki", igy n > 1 miatt

0.

h—=30 esetén

—3 0.

Beldttuk tehdt, hogy rotv = 0 mindentitt, kdvetkezésképpen létezik az u potencidl az egész sikon.
Hatérozzuk meg ezt egy olyan L szakasz mentén vett vonalintegral segitségével, melynek kezd&pontja
az origd, végpontja pedig r !
L egyenlete:

s=s{ty=t¢r,tc[0,1],
igy 3(¢) = r, tehat

P - 1 1 T
u(r) = f vdr = f vis(t)) - 3{t) dt = f s(@)js(}]™ - 5(t) dt = f tritr|* - r dt =
0 i 0 0

1 i |2

B—n+2'

1 n+2
t
tt)* dt = ]r|“+2f "+ dt = [p|nt2
o 7+ 2

1
- f Pl 7) dt = (el o) |
2] Jo

Es valdban, mivel u az origd kivételével derivilhatd fiiggvények Ssszetett fliggvénye, ldncszabéllyal r 3£ 0
esetén '

rad ia i = rad [r[*¥? = ! (n + 2)|r|"gradir] = jr"t = = rir|™
S T2 T m pL n+2 Ir| '
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No de mi a helyzet az origéban? Megmutatjuk, hogy v ott is potencial. v(0) = 0{0" = 0, tehdt azt kell

megmutatnunk, hogy u gradiense az origéban valéban nulla. A gradiens definici6ja szerint a g{rp) vektor

gradiense u-nak valamely ro € R? pontban akkor és csak akkor ha

w(re + A7) — ufre) — g{rg) -
i}

Nomarmost, legyen 79 = 0 és g(ro) = 0. Ekkor u(ro) = u(0) = T_ii_ﬂgl-nfz—‘z =0, igy

h— U esetén —t .

u(ro +h) —ufrg) ~g(ro) - h _uw(@+h) ~u0)-0-h wh)-0-0
{hl - Al oIl

_ulh) _ gl
I |} T n4+2

!h_!n+}
és persze n > 0 miatt tényleg

-~—1———$h|"'+1 — 0 ha h-—0,
n+2

ami fentiekkel pont azt jelenti, hogy

grad ulo =0=(0).

" Hangstilyozni kell, hogy a mddszer csak akkor vezet biztosan helyes ereményre, ha az origd csillagpontja
a tartomanynak, melyen a potencidl létezését garantdlé 3.32 Tétel feltételei fenndllnak (tehat, tSbbek
kozbtt, a vizsgalt fiiggvény folytonos), hiszen az origékezddponti szakaszon vett integral csak azon 7
pontokban adja meg a potencilt, melyhez van olyan r végpontt origékezdpontii szakasz, mely teljesen
a tartomanyba esik. Mdasrészt persze eléfordulhat, hogy ez a feltétel nem &ll fenn és a médszerrel kapott
eredmény mégis helyes. Ezt nyilvan kdzvetlen derivdldssal egyszeriien ellenfrizhetjik.

Természetesen az origdkezdSpontii ezakasz mellett barmely olyan més gorbe tipus, melyen egyszerti in-
tegrdlni felhasznalhaté arra, hogy a rajta vett integral segitségével meghatdrozzuk a potencidlt. Gyakran
példaul a koordinatatengelyekkel parhuzamos gorbék menti integralokat szoktdk potencidlkeresésre hasz-
nélni.

3.6.3 A ponttdltés erdterének és dudlisdnak potencidlja

A 3.4 pontban targyalt két fizikai alkalmazasrdl elmondottakat most kiegészitjilk a potencidlok
megaddasival. A két vektorfligevény a

SS(
vir) = .T,, és  wr) = CRQO,S (r) .
Irl? Iri

Mar lattuk, hogy mindkét fiiggvény rotdcija az origdval kiszirt teljes sikon nulla, igy a 3.32 Téiel
alapidn a sik barmely, az origét nem tartalmazé csillagszerfl tartoményan van potencidljuk. A potencidlok
kiszdmitdsira a fent ismertetettek modszerek kOziil csak az elsd alkalmazhatd, mert a fliggvények az
origéban nem léteznek (és — ahogy mar a 3.4 pontban lattuk — folytonossa sem tehetfek).

a) Ponttoltés erdtere

Ha z® + y* # 0, akkor

v{r) ’ Ay
vamplr) = — = Ly
” . |.‘,.!2 1-2 +y2 % -y.
Ebbél

.=
tehat .
) U= glﬂ($2 +y%) +cly),
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igy

oy = = f—yz + 'y}
amibél
ey = Uy = ———=
. ¢ 2 Tt + .yZ
miatt ¢'(y) = 0, vagyis c{y} konstans, t-hat vilaszthatd O-nak, ezért (*)-gal egy potencial:
I e
u=ulr,yj = 5 iz + ") =ln 22 + % ha 22 4 v #0,

vagyis
w=ulr) =Injr|har£0 .
Nos, ebbdl l4ncszabsliyal ast Espjuk, hogy

1 P r 7 . ,
gradjrl = —— = —  minden r # 0 esetén,
I

dl =
gad =1 il

tehat v—nek nem csak valamely csillagszeri tartomdnyon, hanem az origdval kiszirt teljes stkon, azaz egész
értelmezési tartomsnyan van potencislja, egy ezek kzil az u{r) = In|r fliggvény. Kévetkezésképpen,
a 3.28 Tétel alapjén v gorbementi integrdlja minden G'-be es6 zart egyszerdi iven nulla (igy az origét a
belsejében tartalmazé normal térrész hatéraként adéds 2drt egyszeril ivre is az), amint azt a 3.4 potban
lattuk, legalabbis normal térrészek hatdraiként el6sll6 zart egyszerl fvek esetén.

A tér ekvipotencidlis feliiletei (azaz azon pontok halmaza, melyek mentén a potencisl allandd, tehat
valamely ¢ konstansra 4 = u(r) = ¢) az origkézéppontl korok, hiszen ha R > 0 rogzitett és Irl = R,
akkor u = u(r) = InR 4llandS. Ezck mentén tchét a potencidl nem valtozik, hiszen ezek barmely
szakaszdn a v vonalmenti integrdlja nulia, mert a kor érint6je merileges v—re, vagyis a kérok,
mint kétdimenzidbeli valddi felitletek normalisét adja meg gradu = v. Valéban, v — 1évén sugdrirdnyd -
minden pontban az azon a ponton dthaladé kor érintdjének normalisa. Miésszéval, u a kér6k mentén nem
valtozik, leggyorsabb valtozdsi irdnya pedig éppen az azokra meréleges irdny, a v = grad v irdnya.

b) Pontszerii vezetd magneses tere
L. POTENCIAL A JOBB- ES BALFELSIK BELSEJEBEN
Ha z? + 4 #0, akkor

w0 = wlr) = CROSS{r) _ i (—y. 1)
= i) = o AT (=¥, ).
Ebh6l z # 0 esetén
P T T
r T :J - - Bl ~ ¥
;EZ__{__y? 72 1+(%2
tehat
(**) U= arctgg + e(y),
igy L
oA
Uy = - — .-‘:‘C\y),
| S1t ()
amib6l
T 1 1
Uy = Yy = =

miatt ¢’ (y) = 0, vagyis c(y) konstans, igy vélaszthaté G-unak, ezért (**)-gal (minden olyan nyilt halmazon,
ahol z # 0) egy potencidl:

u = u(z,y) = arctg% .

Es valéban ellenérizhetd, hogy ha & # 0, akkor

ot ¥ 1
gradalc’cg}: = m (—y,;’}:) .
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Igen 4m, de, ha ennyivel megelégednénk, az azt jelentené, hogy w-nek legfeljebb a jobb ill. bal félstk
belsejében van potencidlja, hisz ezeknél bévebb halmazok mér belemetszenek az ¢ = 0 egyenleti y
tengelybe. Ez viszont ellentmond anrak, amit mar vizsgalatunk elején megjegyeztiink, hogy — mivel
mindkét fiiggvény roticiéja az origéval kiszurt teljes stken rulla - a 3.32 Tétel alapjan w-nek a stk
barmely, az origdt nem tartalmazd csillagszerti tartoménydn van potencidljal Péiddul barmely origébdl
indulé, az origét tartalmazé félegyenes pontjaitél megfosztott (a félegyenes mentén felmetszett) stk is
egy, az orig6t nem tartalmazo csillagszerfi tartomény (a félegyencs masik felének barmely pontja csillag-
pontja), igyhogy itt is kell lennie potencislnak, pedig ez nyilvin vagy a bal vagy a jobb nyilt félsiknal
bévebb halmaz, belemetsz az y tengelybe! Masszéval a fenti fiiggvénynek ”folytathaténak”, kiterjeszthe-
tének kell lennie, méghozz4 folytonosan derivalhaté médon a jobb ill. bal félsiknal bévebb halmazokra
is!

2. A POTENCIAL FOLYTONOS KITERIESZTESE A POZITIV FUGGOLEGES FELTENGELYRE

A jobb és bal félsikok belsejében minden konstans c-re
i} arctg % +c
is potencidl, igy nyilvédn az
ut(r) = arctgg

a jobb félstkon, mig az

u(r) = arctg% +7
a bal félsikon potencidlja w—nek. Masrészt, mivel
. ¢ 1 = " " 1 %
i amcte g =gl st ==

miatt a pozitiv y féltengely barmely (0,0} pontjira minden £ > 0 esetén van olyan § > 0, hogy
; ™ P
!u‘+($1y)—' '2‘5 <¢ ha $>0= |(zly)_(05y0}l <0

[w(2,y) = 1 <¢ ha =<0, lz.9) - 0w}l <3,

ami pontosan azt jelenti, hogy az

ut haz>0 arctg % haz >0
u(z,y) = T haz=0,y>0, avazaz u(z,y)= Z haz=0,y>0
u” hazx <0 arctg 2+ 7 haz <0

fiiggvény folytonos a jobb és a hal félsiken kiviil a pozitiv y féltengely pontjaiban is, azaz az egész, a
negativ zdrt y féltengely mentén felmetszett nyile

9~ =R*\{(z.y) € R?: 2 =D és y < 0},
sikon. Ez nyilvan nyilt és dsszefiiggi haimaz. Nos, u nem csak folysonos, de derivalhaté is S™—on és
egész S™-on tényleg potencidl, azaz mindeniitt gradu = v ! Ez megmutathaté a gradiens definicidja
alapjan kdzvetleniil is (13sd a 3.7.1 pont, (7) feladatot), de egyszeriibb annak bizonyitésén keresztiil, hogy
parcidlisai folytonosak, hisz ebbfi kdveikezik a derivilhatésag.

3. A KITERJESZTETT POTENCIAL PARCIALIS DERIVALTJAL A JOBB £S BAL FELSIK BELSEJEBEN

" A nyilt jobb és bal félsikon, azaz az y tengely pontjsitdl kiilonbdz8 pontokban persze u folytonosan
derivalhat6, hiszen ilyen tulajdonségd fliggvényekbdl &l elé alapmiiveletekkel ill. Osszetett fliggvény
képzés segitségével, melyek mindegyike megdrzi a folytonos derivalhatésigot. Ezért a gradiens létezik és
komponensei a parcislis derivéltak, melvek meghatdrozasdhoz felhaszndlhatéak az alapmiiveletek ill. az
Osszetett fiiggvény derivdltjdra vonatkozd dsszefliggések, tehat

Y 1 Y b5 uy(@y) = 1 1 z

T PLe() S

um(a:,‘y) =

ha z #0.

Ezekbd] persze valdban, az y tengely pontjait kivéve, mindeniitt
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_ _ y z —
gradu = (u:nuy) = ("52“(_ y2' z2 +y2) =Y

azaz u potencial a jobb és bal nyflt félsikon.
4. A KITERJESZTETT POTENCIAL PARCIALIS DERIVALTIAI A POZITIV FUGGOLEGES FELTENGELYEN
(a) El8szor u, 16tezését és folytonossdgit vizsgaljuk meg a pozitiv y féltengely pontjaiban. Legyen y > 0

tetszdleges. A parcidlis derivalt definicidja szerint, felhaszndlva a L’Hospital-szabalyt,

z—30

z z—40 z z—0 dz
d - 1 1
= lim —(arctgy-) = lim =2 —~—— = lim e A R
z—0 dz ' z—0 22 (2)" =—0 2?42 y? ¥

Tehat barmely y > 0 esetén létezik u-nak (0,y)-ban = szerinti parcidlis deriv4ltja, mégpedig
1 - -
1 ' . u(0,y) = -~
(1) , (0,9) ”

Megmutatjuk, hogy u, folyféno_s a,pozitiv y féltengely pontjaiban.is. Legyen Py rajta a a pozifiv y
féltengelyen, azaz legyen Po.=-(0sy0) valamely rdgzitett yo > O-ra. Ekkor minden ¢ > 0 esetén van

d > 0, hogy o
e (3,9) - ua(Po)l <€ ha |(z,y) - Pol < &

akdr rajte van (z,y) a pozitiv y féltengelyen, akdr nincs. Valbban, az els6 esetben (1)-bsl kévetkezden

, 1 1
lim  w,(0,9)= lim ~==-~" =gy (B
(z,9)~— Py Z( y) (z)—Py ¥ o z( 0) ’
mig a mdsodikban a félsikok belsejére a fenti 3.~ban kapott
—__Y¥
z = x2 + y2
eredménybdl adéddan
im  wa(ey)= dm Y= ¥ 1 py
(Fg)—P T @y)—ky ZRAy? gg gy ol

(b) Ami u,~t illeti, a pozitiv y tengely mentén valé 1étezése és folytonossiga hasonléan 14thaté be, mert
egyrészt ha y > 0 tetszbleges rogzitett, akkor a parcidlis derivalt definicidja alapjén

d d «
uy(0,y) = Zy‘“(o’y) w2 0,
tehat létezik u-—nak minden y > 0 esetén (0, y)-ban y-szerinti parcidlis derivéltja, mégpedig
{2) uy(0,y) = 0.

Végiil u,—nek a pozitiv y féltengely pontjaiban valé folytonossdgdnak vizsgdlatshoz legyen
Fo = (0,50}, ahol yo > 0O tetszbleges rogzitett. Ekkor u, folytonossiga P;—ban abbél addédik, hogy
minden € > 0 esetén van olyan § > 0, melyre

I{z,y) — Po| < 6-bél kdvetkezik luy(z, y) - uy(Ro)] < &

akdr rajte van (z,y) o pozitiv y féltengelyen, akdr nincs, hiszen ugyaniigy, ahogy elébb, egyrészt persze
(2)~vel ' S

Iim _ u,(0,y) = lim  0=0=u,(PR),

. o Azuy—By ()P,
mésrészt a fenti 3.-bél @ fé}sfqu Belsején érvényes
. . . ien L _ x
WS
Osszefliggéssel
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im  u,(z,v) = =0 = u(Fo).

(2.y)— Pa (zy)—r Py T+ Y

Azt kaptuk tehat, hogy a fenti 2.-ben S™-en, azaz a negativ y zart féltengely mentén felvigott sikon
definidlt u fliggvény folytonosan derwdlhatd az egész S~ -en és itt mindeniitt

g =

gradu = (uz,uy) = (_W’W

masszéval u potencidl az egész S~ —on.

Egyetlen kérdést kell még megvizsgdlnunk, nevezetesen azt, hogy vajon nincs-e S™-nél bévebb nyflt
és Osszefiiggd halmaz, melyen létezik potencidl. Nos, a vélasz az, hogy nincs. Legyen ugyanis R > 0
tetszOleges és vegyiik hozzd S~ -hez a (0, — R} pontot egy barmely £ > 0 sugari S, (0, —R) kérnyezetével
egylitt (ez utébbit azért kell hozzdvenniink (0, R)-el egyiitt, hogy a b8vebb halmaz még mindig nyilt
maradjon), és legyen §* = §7US, (0, ~ R) azilymédon kapott iij halmaz. S* is nyilvén nyilt és Ssszefiiggd
halmaz, de az origékdzéppontit R sugari kér mér benne fekszik $*-ban, tehdt ha volna az S* halmazon
potencidlja v—nek, akkor az ezen k&r mentén vett vonalintegraljdnak a 3.28 Tétel szerint nulldnak kellene
lennie. A 3.4 pontban azonban mar lattuk, hogy ennek az integrilnak az értéke 27 # 0! Vegyiik azt
is észre, hogy ez nem mond ellent anrak a ténynek, amit szintén a 3.4 pontban mutattunk meg, hogy
rotv = 0 még az 4j S* halmaz minden pontjaban is, bar a 3.32 Tétel szerint a rotécié nulla volta maga
utin vonja a potencidl iétezését (nyilvan v € C1(S*), hisz v csak az origéban "romlik el”). Igen dm, de
a tétel csak csillagszerli tartoményokra vonatkozik és, bdr S~ még csillagszerii, de mar nem bévithets
olymédon, hogy az is maradjon. Valéban, S* mér nem csillagszerii tartomany: nyilvan ha Q € S*
nincs az y tengelyen, akkor egyenes szakasszal (J-bdl a Q-1 az origéval dsszek6td egyenes altal definislt
félsikok koziil az egyik pontjai nem érhetBek el szakasszal Q—bé! kivéve azokat, melyek a -t az S.(0, ~R)
valamely pontjdval dsszekétd egyenesen vannak, migha @ az y tengelyen van, akkor S:(0, —R) y tengelyen
fekvd pontjai nern érthetéek el Q-hsl:

A tér ekvipotencialis feliileteit persze az eléz6 példa duslis 4llitdsai irjsk le. Ezek az origbn atmend
egyenesek, hiszen ha ¢ € R régzitett és ¥ = ¢, akkor u = u{r) allandé. Ezen egyenesek mentén tehét a
potencial nem véltozik, mert birmely szakaszukon a v vonalmenti integralja nulla, hisz érint8jiik mersleges
v-re. Ezen egyenesek, mint kétdimenzidbeli valédi feliiletek normalisat adja meg gradu = v. Val6ban
v — 1évén sugdrra merdleges irdnyii- minden pontban az origét a ponttal Ssszekdtd egyenes normaélisa.
Maésszéval, u(r) az egyenesek mentén nem véltozik, leggyorsabb valtozdsi irdnya pedig éppen az azokra
merdleges irdny, a v = grad v irdnya.

Vegyiik észre azt is, hogy az u = u(z,y} potencidl pontosan az (z,y) pontnak a pozitiv z tengeliyel
bezdrt sz6gét adja meg a (—%,3%) tartcmdnyban !
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Végiil érdemes még megemiiteni, hogy az eldzéekkel teljesen analég médon lehet beldtni, hogy bdrmely
az origébol induld, az origét tartalmazs félegyenes mentén felmetszett sfkon van v-nek potencidlia és ennek
a potencidlnak meghatdrozasa pontosan ugyamigy térténik. mint a fenti u kiszdmitdsa {lasd a 3.7.1 pont
{7) feladatot) alabb). Példaui az

J’ arctg 7L ha y <z
uz.y) =4 § hay=2,xz>0
larctgf%%-i-ﬂ' hay>z

fiiggvény potencidl az y = z egyenesnck a harmadik siknegyedbe es fele mentén felmetszett sikon. {u* az
(z,y) pontnak az y = —2 egyenesnek a negyedik siknegyedbe esd felével bezart sz0gét adja meg.} Abbél
azonban, hogy bdrmely origékezddponti {élegvenes mentén felinetszett sfkon van v-nek potencidlja, a
3.28 Tétel miatt az is kvetkezik (amit war mas eszkdzikkel az origdt nem tartalmazé normal térrészek
hataraiként ad6dé zart egyszerit ivekre lattunk}, hogy azon egyszeri fvek esetén, melyekhez van az fvet
nem metsz6 origd kezddpontii félegyenes (az ilyan ivekrol azt mondjuk, hogy *nem takarjdk el az origdt”)
a gorbementi integral nulia.

3.6.4 Az egzakt diﬁ'erenciélegyenlet —_—

A potencidlelmélet egyik alkalmazisaként megmutatjuk, hogy a potencidlkeresés problémaja atfogal-
mazhaté a differencidlegyenletek terminusaiban is. : : ,

3.33 Definicidé

Legyen g = g(z,y) és h = h{z,y) valamelv H C R%-en értelmezett fiiggvények. Azt a H-n értelmezett
F = F(z,y) figgvényt, melyre F, = g(x,y) és ¥y = h(z,y) minden (z,y) € H esetén, a (g, h) fiiggvénypér
H-beli primitfv fiiggvényének nevezziik.

Ez a fogalom nyilvén a potencidl 4tfogaimalmazdsa, vektorfiggvények helyett kétvaltozés fiiggvényekre.
A differencidlegyenletek alibb definidlands tipusinak meghatdrozdsdhoz felelevenitjiik az elsérendii dif-
ferencidlegyenlet és a kétvéltozds implicit fuggvény probléma megeldhatésiginak fogalmat:

3.34 Definicié ‘
{1) Legyen H C R? nyilt, osszefggd halmaz és f(z,y) H-n folytonos kétviltozés fiiggvény. Azt mondjuk,

hogy egy I C R intervallumon értelmezett deridlhatd egyviltozds y = y(z) figgvény az  y' = f(z,y)
differencidlegyenlet megolddsa H-n, ha

¥'(z) = flz,ylx)} 4 (z,y(zx)) € H minden ze€T esetén.
(2} Legyen F(z,y) tetszéleges kétvaltords fuggvény, ¢ € R tetszbleges konstans és H € R?. Azt mondjuk,
hogy egy I C R intervallumon értelmerett egyviltozds y = y(x) fliggvény az F(z,y) = ¢ (kétvaltozis)

implicit fiiggvény probléma megolddsa H -n, ha

Flz,ylz}i=c¢ &  (e,y(@)€H minder z€T esetén.

Nos, a kétvaltozds implicit fiiggvény probléma differencidhaté megoldasal azonosak az egy speciélis
differencidlegyenlet tipus megoiddsaival:

3.35 Definicié
Legyen H C R? tovabbs g = glz,y
hogy h(z,y) # 0 minden (z,y) € &

} és h = h(x,y) folytonos H-n értelmezett fiiggvények. Tegyiik fel,
H 2geidn. A

giz,y) + hlz, )y’ =0



. differencislegyenletet egzaktnak nevezziik, ha a (g, h) fiiggvénypsdrnak van primitiv fiiggvénye H-n.

3.36 Jeldlés

Az egzakt differencidlegyenletet hagvomAnyosan az aldbol alakban szoktdk megadni:

glx,y) de + bz, y)dy = 0.

A kdvetkez$ Allités a 3.35 Definicié és a 3.32 Tétel nyilvdnvalsé kdvetkezménye:

3.37 Allitas

Legyen g = g(z,y) és h = hlz,y) 5 H C R? csillegszeri tarfomdnyon értelmezett folytonosan diffe-
rencidlhatd figguények. A g(z,y)dz + h(z,y)dy = 0 differencidlegyenlet akkor és csak akkor egzakt ha

gy =hz.

3.38 Allitas

Legyen H C R? nyilt, osszefiiggé halmaz, g és h H-n folytonos fiiggvények és legyen F' a (g, h) figguénypdr
egy H-beli primitiv figgvénye. A

g(z,y}dz + h(z,y) dy = 0
egzakt differencidlegyenlet H-beli megolddsai ozonosak ez F(z,y) = ¢, ¢ € RgF implicit figguény
problémdk differencidlhats H -beli megolddsaivel.
BIZONYITAS. Lagrange kozépértéktétellel és lancszaballyal:

Flz,y@)y=c tetsz8leges z € [-re iff Fi(z,y(z)) 1+ Fy(z,y(z))y'(z) =0 tetszbleges = € I-re

it glz,y{z)) + h(z,y(x))y' (£} =0 tetszdleges z € I-te .

Az allitds alapjin egy egzakt differencidlegyenlet megoldésdhoz a differencidlegyenletben szereplé
fiiggvények altal alkotott fliggvénypdr primitiv fliggvényének, azaz azon vektorfliggvény potencidljanak
meghatéirozdsa vezet, melynek komponensei ezek a fiiggvények. Kovetkezésképpen, a differencidlegyeniet
megoldasdhoz a potencidlkeresésnél megismert médszerek alkalmazhatdak.

3.39 Példa
Oldjuk meg az

cdz+ydy=0, y@) =2
kezdeti érték problémét!
El8szor is, a differencidlegyenlet tényleg egzakt: g{z) = z, h(y) =y, igy 9, = 0 = h,. Egy primitiv
fliggvényt, azaz potencidlt a 3.6.2 &) poniban ismertetett eljarissal keresiink meg:

-_'112 y2 372 y2
szg(x):m ~ F=E+C{yj ~ -r:h{y)::Fyzc’(y) ~r c(y)::? ~ F(gf;,y):-—i--iu-—z—,

A differencidlegyenlet dltaldnos megoiddsa tehédt az

+ =c

b0},

| 8,

megoldésai, tehdt az origbkdzépponti félkdrok. A kezdeti érték probléma megolddsshoz pedig

0 2 9 2 2
?'!'E——LM c=2 ~a 3—+?—2 ~ ozt yt =4,



Tehdt a kezdeti érték probléma megolddsa az origékdzépponit R = 2 sugard pozitiv félkor:

p=vi—x?, ~2<a<2.
ELLENORZES Egyreszt. nyilvan v/0 = 4 - 0% = 2. masrészt

AJ‘, - 2;

I

——— miatt z+yy =0,
\/‘2‘71:2 FEEE -

3.40 Példa (A szepardbilis differencidiegyenlet, mint egzakt differencidlegyenlet)
A szepardhilis differencidlegyenlet az aldbhi alaki (g és h folytones fiiggvények, k sehol nem nulla):

¥ = gla) hly) .

Irjuk 4t ezt a kévetkezt formaban:

g{z) - —13' =0.

h( )
Ez valéban egzakt, hiszen g, = 0 = ( My)) Az egyvaltezos [ = f(z) figgvény egy primitiv fiiggvényének
jelolésére az [ f(z) dz jelet haszndlva, meghatdrozzuk azokat az implicit fiiggvény problémékat, melyek
megolddsa szolgdltatja a differenciélegyenlet megoldésat.

' 1

Fy=giz) ~ Fz[y{if) dz + c(y) ~ TR

1 - N
W) = [~ ~ Flaw)= [oe) da [ 5

Vagyis a 3.38 Alitss atapjdn a differencidlegyveniet dltaldncs megolddsdt a szébajohetd valds ¢ szdmokkal

? /
I d$

implicit fliggvény problémak megoldasai adjdk. {Az implicit rugﬂ,s.’*\reny problémékat az eredeti differen-
cidlegyenletbd! formélisan dgy kaphaijuk meg, hogy abban ¥’ helyett dy/dz—et irunk, az z-es és y—os
tagokat (beleértve a dz és dy-t is} egy—eqy nldalra rendezsiik, majd meghatarozzuk mindkét oldal primitiv
fiiggvényeit.)

= Fy = Cf{y) ~

Musztrald példaként megoldjuk az

gL
I'Z
differencidlegyenletet.
vd dy y* dy  dx
”“;E S it R e

ELLENORZES
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- 3.7 Feladatok

3.7.1 Elméleti feladatok
(1) Mutassunk példat olyan két azonos pontot dsszekdtd gdrbékre, melyek nem egy zért gérbe lefedését
adjak!

(2) Mutassunk példét olyan gérbére, mely nem egyszerii iv!

(3) Poligonnak nevezziik azokat a gorbéket, melyek feloszthatbak szakaszokra. Azt mondjuk, hogy egy
gorbe 6sszekoti az a és b pontot ha a gérbe végpontjai a és b. Bizonyitsuk be, hogy sszefliggd halmaz
tetszoleges két pontja sszekdthetd poligonnal s halmazon beliil !

(4) Bizonyf{tsuk be, hogy minden csillagszerti tartomany egy hiromszggel egyiitt tartalmazza az altala
hatdrolt norméltartomanyt is!

(5) Bizonyitsuk be, hogy ha az L, és L; szakaszok egyenietei 1 =711{t), t € [a1, 1] és 1 = 72(t), t € a2, bs),
tovabba L; és Ly kezd6- ill. végpontjai megegyeznek, akkor

Rgry = Rgr
és

f vdr = f v dr bérmely Rgri = Rgry—n folytonos v esetén.
L] Ll

(6) Bizonyitsuk be, hogy minden hiromszég normal térrész (specidlisan norméltartomany) hatéra!

(7) Bizonyitsuk be kézvetleniil a gradiens definiciéja alapjan, hogy az
ulr) = arctg%

fiiggvény derivalhaté médon kiterjeszthetd a negativ y tengely mentén felvigott egész sikra!

(7) Bizonyitsuk be, hogy ha

o) - SIS

akkor minden origbdl indulé, az origdt tartalmazé félegyenes esetén van w-nek potencidlja a félegyenes
mentén felmetszett sikon és hatdrozzunk meg egy potencislt !

3.7.2 Gyakorlé feladatok

(1) Legyen H egy origdcsicst h magassdgii a alapi hiromszdgvonal a sitkon, H-t egy kétdimenzidbeli
valodi felilletnek tekintve hatirozzuk meg az

[raa
H
integral értékét az integral kiszdmitssival és a Gauss-Osztrogradszkij-tétel felhasznalasévall

(2) Legyen N az o sikbeli téglalap, melynek egyik cstcsa az origd, egyik a hosszd oldala az z és egyik b
hosszii oldala az y tengely pozitiv felére esik. Legyen v(z,y) = (z%,0) egy kétdimenzi6s vektorfiiggvény.
Szdmitsuk ki v feliiletmenti integraljét N-en, mint egy kétdimenziébeli valédi feliileten!

(3) Legyenek a és b pozitiv valés szdmok és legyen H az a héromszogvonal, melynek csicsai a {—a, 0}, (0,b),
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(a,0) pontok. Legyen u(z, y) = {z—y.x+y) egy kétdimenzids vektorfiggvény. Szamitsuk ki v vonalmenti
integraljat H-n!

(4) Legyen v = wiz,y) = {xy.z + ¥} az egész sikon Artelmezett vektorfiiggvény és R? szokdsos bazisa
e={ij} Legve

k=3

t+3 -}
=l W
\/“
R? egy mésik (othonormalt) bdzisa. A deuva.itoperato" transzformécidja nélkil hatdrozzuk meg v de-

.

rivaltoperatoranak f-beli matrixit és szdmitsuk ki ebbsl o mdtrizbdl v divergencidjat és rotacidjat!
(5) Legyen K a sikbeli els siknegyedbe esd R sugart korlapnegyed:

K= {{z, ):2:24-92.,3320,1;20}.
Legyen H K hatdrvonala ésv(r) =r-h I"’ egy kétdimenzids vektorfiiggvény. Szémitsuk ki v felitletmenti
integrédljdt H-n, mint egy kétdimenzidbeli valodi felileten a Gauss-Osztrogradszkij tétel felhasznaldsaval

és andikiil!

(6} Ellenérizziik a 3.4 pont utolss elétti bekezdésében jelzett médon a peonttdltés erbterére és a pontszerii
vezetd magneses terére vonatkozd eredményeinket!
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4. Magasabb dimenzios
altalanositasok

Mindaz, amit az elézéekben a sikra vonatkozd vizsgdlataink eredményeképpen kaptunk nagyon
terméazetes médon igen kdnnyen kiterjessthetd, mégpedig — ahogy arrs mér a 2. fejezetben utaltunk -a
cirkuldciéval, Srvénysfirliséggel s rotaciéval kapcsolatos fogalmaink és &liitdsaink a hdromdimenziGs, mig
a fluxussal, forréssiiriséggel és divergencidval dsszefliggdek barmely véges (nulldndl nagyobb) dimenzids
linedris norm4lt térre. Ebben a fejezetben, melyben tehat n mindig tetszdleges, de rogzitett pozitiv egész
szam, réviden dsszefoglaljuk ennek az &ltaldncsitdsnak, a véges— ill. hdromdimenzids vektoranalizisnek
legfontosabb eredményeit.

4.1 Divergencia

A divergencia altalanos meghatdrozdsat mar a 3.3 Definiciéban megadtuk, ez a derivaitoperdtor
skaldrinvaridnsa, azaz

4.1 Definicid
EBgy v = (v1,v2,...,vn) : H =+ R, H C R" derivalhaté vektorfiiggvény divergencidja

_Oup ?vg L. v,

o e L -,
8x Oy "8z

divy

Ami a Gauss-Osztrogradszkij téteit illeti, ennek bizonyitdsa sz értelemszerit valtoztatdsokkal igen
kénnyen &ltaldnosithatd, csupén pontosan ugyanazt kell n komponensre végrehajtani, amit a kétdimenziés
esetben kettdre csinaltunk meg. (A= egyetlen nehézséget egy technikai feltétel, az integrélok normél
térrészek hatdrain mentén valé additivitasinak igazoldsa, az 1 26 (15){b) feladat magasabb dimenzidkra
vald kiterjesztése jelenti.) Maga a téte} szd szerint megegverik & 3.5 Tétellel, kivéve természetesen azt,
hogy kétdimenzié helyeti n dimenzidra vonatkozik:

4.2 Tétel (Gauss-Osztrogradszkij tétel’

Ha V n-dimenzids normdl térrész, melynek hatdra uz F kifelé irdnyitott valddi feliiet, V C H C R" és
v: H — R" tetszdleges V--n folytoncsun derivilhotd vektorfiggoény, akkor

/'u df:f dive dV
Je 15

Természetesen a tétel véges sok hatércid felilletre vonatkozo formdja (3.6 Tétel) is hasonléan, minden
lényeges valtoztatds nélkiil, kiterjeszthetd barmely nulldnd! nagyobb véges dimenziéra. Ezt felhaszndlva
egyébként kiénnyen lathatd, hogy a Gauss-Osztogradszkiy tétel a Newton-Leibniz tétel tdbbdimenzidra
valé Altalanositdsa. Valéban, {felhaszndlva az 1.12 (3), 1.14 {4}{b) és az 1.20 {2) megiegyzéseket) a tételt
az n = 1 esetre alkaimazva azt kapjuk, hogy ha V = [a, bj egydimenzios térrész, azaz intervallum (melynek
kifele irdnyitott hatdrat a +1 —el irdnyftott Fy = {b} ésa —1 el irdnyitott F; = {a} nulldimenzids feliiletek
lefedik), v = v(z) pedig V-n folytonosan derivathaté vektorfiiggvény, akkor

j:u v{z) dz = f!V dive dV = /53 vdf + —/1;'2 v df = (b} —v{a).

Maésrészrol ez az Osszefiiggés megvildgitja a Newton— Leibniz tétel fizikai jelentését: egy csd két végén
be- és kidramld folyadék mennyiségének kiilénbsége a csében keletkezd (eltiing) folyadék mennyiségével
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egyenld, mely utébbi nem mds, mint a hosszegységenként keletkezé (eltiind) folyadékmennyiségnek, azaz
a hosszegységenkénti folyadﬁkme;m\ iség-véltozasnak a cs6 hosszdra vett integrélja.

Végiil a tétel differencialis alakja is 326 szerint a'talanos]thafu tehat a divergencia n dimenzidban is
forrassiiriiséget adja meg: :

4.3 Kovetkezmény

Legyen G C R™ nyilt és 1 1 G — R” tetszdleges G-n folytonosan derivdlhatc vektorfigguény. Ekkor G-n
Iéteztk v-—nek s(v) forrdssiriisége és fenndll, hogy

sly) = dive.

4.2 Rotacid

A rotécidval mér egy kissé komplikaltabb a helyzet, mint a divergencidval. Meg kell taldlnunk a 3.8

Allités megfelel¢jét R3-ra, amivel aztén a 3.10 és 3. 11 Definiciékban a dimenziénak kettérél héromra
valtoztatasdval megkapjuk a kivant fogalmat. :

4.4 Allitds
R? tetszbleges A antiszimmetrikus laedris transzformdcididhoz van egyetlen olyan c € R® vektor, hogy
Ar=ecxr tetszéleges r € RSP csetén

tovdbbd A tetszbleges e orthonormdll bdzisbeli A = {a; j)f’__J:l mdtrizdbdl ¢ leolvashatd :

c= (Gszgals.ﬂzi)-

BIZONYITAS. Az egy érteinn’jség nvilvénvals. A antiszimmetrikus, tehit R3 tetszéleges e = (e, eq,€3)

orthonormalt bazisbeli {a,,j. )i j=1 matrixa is az, vagyis a &1 = aaz, ¢z = @13, ¢y = agy jelolésekkel

' G —L3 22
é_': = C3 G -
T —Cn 4] 0 /

igy barmely r = ze; + yes + ze5 € R? esetén

{ t] el 1 Cy x ‘ —ucs + zcg
(1) Ar=| a 0 -g y | = xey — 264
T - o 0 z _ —xey +ye

Mésrészt az 1.6 Allitas alapjén

i £y €2 E£3 % i
c»r = CROSS(z.v) = i 1 Uz €3 i = (% — o3y)e; — {G12 — csk)ep + (cry — caZ)es,
[} 4 r4 i
tehdt (1)-el
CaZ — C3y
Ar =A r = 2zt egx | =exTr oL
—===e =t =0 =€
\ Gy~ cox

Kovetkezésképpen,

Ar=cxr minden 7€ R? esetén .
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4.5 Definicid

(1) Azt a a fenti dllitdsban szereplé ¢ vektort, melyet R? tetsz8leges linedris transzformdcidjanak anti-
szimmetrikus része egyértelmiien meghatdroz, a transzformicié vektorinvaridnsinak nevezziik.

{2) Legyen H C R® és v : H —+ R?® derivalhaté vektorfiiggvény. v derivaltoperstora vektorinvaridnsinak
kétszeresét v rotdcidjinak nevezziik és rot v—vel jelsljiik.

4.8 Allitds

Legyen H C R® és v : H -» R? derivdlhatd vektorfiigguény, melynek komponensei vy, vy é3 vy, azaz
v = (vy, vz, v3) . Ekkor

4 g éhi
0=y = 2. & &
rotov =V Xu=, 5= 8y 8z |

o vy v |

vagyis
roby = (208 vz Ou du Ouy G
T8y T 8z Bz 0z 8z By

BIZONYITAS. R® szokdsos e bazisdban & D derivéltoperdtor matrixanak i. sora:
(8?)5 @’Ui aU-;)
‘8z’ By’ Bz
és ezen operdtor antiszimetrikus részének A .= (@)% ;. miétrixa a kivetkezd:
. 1 .
A =-(D -D "}
=g 2 '=e =ze

Ezek szerint

=L@ Ouy oo Lfu Ouwy o 10w du,
%2 = 3 Ay gz BT NET T DAY gy’

ami az eldzd dllitas és a rotacid definicidja szerint éppen az, amit bizonyitani akartunk.

Ami a Stokes tétel illeti, wvele méds a helyzet, mint 2 Gauss-Osztogradszkij tétellel.
Ahogy aldbb megmutatjuk, a Stokes tétel hdromdimenziés dltaldnositdsa nem a kétdimenzidés véltozat
haromdimenzids "mésolata”, hanem annak kdvetkezménye. Nyilvénvalé ugyanis, hogy a sikbeli Stokes

tétel kénnyen dtviheté a hdromdimenzids tér sikfeliileteire. Az aldbbi definicié segitségével a térbeli
sikfelitletek és sikgOrbék leirdsat visszavezethetjitk R%-beli térrészek ill. valédi feliiletek definidldséra.

4.7 Definicid

(1) A hiromdimenzids térben valamely F felilletet sikfeliiletnek neveziink ha van olyan sik, melynek
részhalmaza.

(2){a) Legyen P az az R®-b6l R2-be képezé linedris operitor, mely minden vektorhoz az ixy]-sikra valé
vetiiletét rendeli mint R2-beli vektort, azaz

T
/)
P(y “\w)
i z
és legyen béfmely e és f bazisok esetén T of &F e-1dl az f—re vald dttérés matrixa.

(b) Legyen R® szokasos bazisa e. Legyen tovdbbi F az v = rlu) = {(z(u),y(u), z(u)),u € 4,
egyenlettel definidlt n normélist R3-beli sikfelillet és f = {f,, fa, f2) olyan jobbsodrésd orthonormalt
bazis, melyre fsiln és fa-n > 0. Az

rPu)=(P-T Jdr(v), ued

egyenlettel definidlt R*-beli feliletet F {} szerinti vagy f-beli R?-)drnyékanak nevezziik.

72



(3) A hdromdimenzids térben valameiy F valsdi sikfeliiletet norma4l felilletnek neveziink, ha van olyan
bazis, melyben F drnyéka normdl térrész
(4) A hdromdimenziés térben valamels n'normalisd F sikfeliilet hatdraként adédé L girbét { F~bél nézve)

pozitiv irdnyitdstinak mondunk. ha vas olyan bézis, melyben L drnvéka (F &rnyékabdl nézve) pozitiv
iranyitasn.

Nyilvdn a pozitiv irdnyitds szt jelenti, hogy a gorbét a feliileti normalis irdnyabél nézve az Sramutaté
jardsaval ellenkezo irdnyban jarjuk be.

4.8 Megjegyzés

(1) Nyilvan feliilet hatdranak &rnyéka az arnyék hatdra (lasd a 4.18 (1) feladatot alabb).

(2) Konnyen megmutathatdé {ldsd a 4,18 (3} feladatot}, hogy ha egy gdrbe drnyéka valamely bézisban

pozitiv irdnyitdsd, akkor minden b s‘)du az.

A Stokes-tétel bizonyitdsdhoz szitkségiink lesz még egy olyan haromdimenzids térbeli dsszefiiggésre,
melynek nincs sikbeli megfelelsje:
4.9 Allitas
Bdrmely kétszer folytonosan derivilhatd v: H — R}, H C R? derivdlhatd vektorfigguény esetén

divrotv = 0.

BIZONYITAS. A 4.4 Allitassai

8 vy Ouy +5 duvy  Oua . 8 ,0vs 3’01

d1\'rott':5;(a_y’ T8z 8y 8z Az’ 5;:—( gz oy

(v ' zz + (Ul}zy - (1';3}13- + (1}3);; - ('U] )yz = G:

hiszen a Young-tételiel a vegyes parcidlisok egyenlfek, azaz

4.5 Tétel (Stokes tétel)

Legyen V hdromdimenzids normdl térrész, melynek hatdra feloszthatd az F kifelé iranyitott valddi feliletre
és az ugyencsek kifele irdny’»’tr,f‘ -G normdl sikfeliletre. Legyen G hatdra o G-bd! nézve pozitivan
irdnyitolt L gorhe. Hae V C H C R* s v : H - R? tetszdleges V-n folytonosan derivdihatd vek-
torfitgguény, okkor

P
i -vdr:/rottdf
s

Jr

m

BIZONYITAs. (Abra a tiloldalon.} Csak azt az esetet vizsgdljuk, mikor a G egységnormdlisa k (tehadt G az
[xy]-sikkal parhuzamos) és G drnyeka a szokdsos e bdzisban normél térrész. Az 4ltaldnos eset a rotécid
és az integralok bazisfiiggetiensége miatt teljesen analég médon targyalhaté (lasd a 4.18 (6) feladatot).
A bizonyitds azon alapszik, hogy — mivel a 4.9 Altitas alapjdn divrotv = 0 — Gauss-Osztrogradszkij
tétellel :

[rot,vdf+/ retv df = rote df = [divrotvdV:O,
F e F4-G Jv
amibol

*) | / rotw df = — /Gmtv df = / rot v df .

Az eredményiil kapott integral szonban - minthogy G sikfeliliet — egyszeriien atalakithaté G e-beli
arnyékdn, mint kétdimenzids térrészen vett térfogati integralld, melyre alkalmazhatjuk a sikbeli Stokes-
tételt. Val6ban, legyen G egyenlete: r = r(u,v} = (z(u, v}, y{u, v}, 20}, {u,v) € A, L egyenlete pedig:
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p = p(t) = (&{t},n(t),20) ,t € I. (Feltételiink szerint & pontjainak harmadik koordindtaja valamely 2z
éllandé.) Tovabb4, az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a kivetkezd jeldlést tetsz8leges haromvaltozds I
fiiggvény esetén: f(z,y) = f(z,y,20). Végiil legyenek G és L e-beli &rnyékai V* ill. L*. Nos, ekkor

| ik
CROSS(ry, 7)) ={ Tu s O
imu ¥y O

és GG egységnormdlisa k, igy tetszGleges G-n folytonos w = (wy,ws,ws) fliggvény esetén, w-nek az
egységnormalisra esé vetillete w, = w - &k = w3, tehdt a kettds integral transzformdcidjsra vonatkozd
formula felhasznalésdval azt kapjuk. hogy

/Gw df = ];wn idf] = [Gw3 ldf| = ng(m(u,v),y(u,v),ZO) |CROSS(ry, 7o)| dudy =

= [ w3 (2w, ), g, v)) ICROSS (ru, )| duds = / wa(w (s ), y(w, ) |
A A

Ty Yu
v

b

| dudv = -

= -/ ' (Ia y) d‘]:dy = / W3 d‘,)

tehat
/ wdf = wg dV .
a Ve
A kapott Gsszefiiggés w = rot v esetén az drnyékokra vonatkozd sikbeli Stokes tétel alkalmazdsét teszi
lehetdvé, hiszen felhaszndlva a 4.8 Megjegyzést, valamint azt, hogy G normal feliilet és L iranyitdsa G-bél

nézve pozitiv:
. _ sz 6'&.’1 \ o N - . : . _
fG ot df = | (- Ghav = [ (ww) dr= / (o1, 03)(0(8)) - (€00, 0(2)) dt =
= [ omm)e) - €@00.0 @ = ey ar= [ var.
f L

Ez pedig (*)-gal a bizonyitandé allitas.

Erdemes megjegyezni, hogy a Stokes tétel érvényes marad akkor is, ha a vizsgilt feliillet hatardrdl
nem kdtjiik ki, hogy az stkgérbe legyen.

Végiil az érvénystirliségnek a 2.5 Definiciébeli meghatérozésa alapjén a 4.6 Allit4sbél az adddik, hogy
a haromdimenzids térben is az drvénysiiriiséget a rotacié adja meg:
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4.11 Kovetkezmény . _
Legyen G C R nydlt és v : G ~ R* fetazileges G-n folytenwsan derivdlhatd vektorfigguény. Ekkor G-n

Fe

létezik v—nek c(v) drvénysiiriséys s fenndll, hogy
\ Y i E ! JY

cfn) = rote.

4.3 Vektorfiiggvények jellemz8inek szamitasa

A divergencidra, rotcidra és gradiensre vonatkoz6, az elézé fejezetben megismert alapvetd Gsszefiiggések
(esetleges értelemszerit médositdsokkal} érvéuyben maradnak magasabb dimenziékban is, tehdt az alibb
megadott dllitdsok a 3.3 pontban szerepld bizonyitdsokkal analdg médon lathatéak be:

4.12 Allités
(1) A divergencia, rotdcid és gradiens linedris operdtorok.
(2) Konstans vektor divergencidje s rotdcidje, tovdbbd konstans skalér gradiense nulla.

(3) Linedris transzformdcid divergencidja azonos annak skaldrinvaridnsdval, rotdcidja pedig vekiorin-
varidnsdnek kétszeresduel.

(4) Birmely v : H - R™, H C R" derivdlhatd vektorfigguény, u, w1, ua : H— R, H C R™ derivdlhatsd
skaldrfiigguények, f tetszdleges R* -on derivdlhatd egyvdltozds fiigguény és ¢ konstans vektor esetén:

div(uv) =udive + v gradu
grad(u; ua) = u; gradug + ue grad u;
divr =n
gradic.r}y = ¢
divgraciu = MU = Up,z, F Upggy + -+ Uy, g,

o e T
grad () = f(Irih =~ har#£0
|

(5) Bdrmely v : H —+ R*, H C RY derindlhatd wvektorfigguény, v : H - R, H C R3 derivdlhatd
skaldrfigguény és ¢ konstans vektor ssetén:
ot{uy) = urote — v x gradu
divie x v) = —c-rotu
rotr =0
diviexr) =0, rot{e x v} = 2¢

rotgradu = 0

4.4 Két fundamentalis fizikai alkalmazas

4.4.1 n—dimenzids Coulomb torvény

Ha az n-dimenzios térben ineg akarjuk hatdrozni a ponttdliés erdterét, akkor az erétér harom fizikai
tulajdonsigat kell figyelembe venniink. Bzek a kovetkezdk:
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(a) A ponttéltés dltal 1étrehozott erdtér az adott pontot a ponttdltéssel dssszekdtd egyenesen hat.

(b) Nincs kitiintetett irdny: a tér minden irdnyban homogén.

{c) A toltés pontszerfi: a térnek az origd kivételével nincs forrdsa. 7
Nos, ez a harom feltétel - mint ahogy aldbb 14tni fogjuk — (konstans erejéig) egyértelntien meghatdrozza
a ponttoliés 4ltal létrehozott erdtercs.

Az elsb feltétel azt jelenti, hogy a teret lefré v = v(r) vektorfiiggvény origdirdnyd, tehit

{1) v(r) =ulr)r

alaki valamely « = u(r) skalarfiiggvény esetén, a mésodik szerint a vektorfiiggvény gdmbszimmetrikus,
azaz tetszbleges, az origbtdl azonos tévolsighan levd pontra azonos nagyvsigy, tehat a fenti skaldrfliggvény
csak |[r|-t6! fligg:

(2) u(r) = f(ir])
valamely f = f(=z) val6s fliggvényre, mig a harmadik alapjn
(3) dive(r) ={ minden r # 0 esetén.
Mindezekkel
. . r . )
div f(|rl)r = f{|r)divr + 7 - grad f{ir]) = n f(fr]) + 7 f’([ri)m =n f(rl) + f(Ir)ir| =0,
amibél y = f(z)-re az aldbbi differencidlegyenletet adédik:
ny+yz=90.
Ez egy szeparabilis differencidlegyenlet:
g =-n2,
xr

Megoldva a differencidlegyenletet:

‘ ¥ dy y dy 1

Y =N "2 o= = —fl— N = =T N
T dr T Y z
d !
~ —E:-—'nj—d3:+c««> Injyl = —nlnjz| +¢ ~
Yy x
Mlnfl“ln-}w-i-c'w‘n“'{—ln-—c'—-wl’—-—i.« - < 'eR
= liﬂin L& — izin yl‘_smln y~$n> .

(Az utolsé 1épés indokldsdhoz ldsd a 4.18 (4) feladatot.) Tehat a kivdnalmaknak megfeleld f = f(z)
fiiggvény az aldbbi alaki:
i
HETES = valamely ¢/ ¢ R-te.

Visszahelyettesitve a kapott eredményt {1} és (2)-be és a t6ltés egységét gy hatdrozva meg, hogy ¢ = 1
legyen, megkapjuk az az n—dimenzios ponttSltés erbterét megadd vektorfliggvényt, azaz az n—dimenzids
Coulomb torvényt:

Nos, errdl a vektorfiiggvényrSi ~ mutatis mutandis ~ persze ugyanazokat mondhatjuk el, mint
sikbeli rokonér6l. Elbszér is, persze. a fiiggvényt éppen gy definidltuk, hogy az origd kivételével
divo = 0. Ebbdl kdvetkezéen a Gauss-Osztograszkij tétel alapjin minden az origét nem tartalmazé
normaltartoményt hatdrold 24rt feliilet mentén vett integrdl nulla. Mé4srészt, az origét a belsejiikben
tartalmaz6 normaéltartoményt hatirolé zart feliiletmenti integrdl értéke az n-dimenzids egységgdmb
feliiletének nagysiga. Val6ban, egyrészt, ugyanigy lathaté be, ahogy a sikon, hogy minden ilyen feliiletre
vett integrél azonos értékii. Masrészt, ha F az origékdzéppontit egységgdmb, akkor F minden pontjdban
annak n normaélisa r irdnyd, igy, mivel vljr, adddik, hogy nijjrfjv és (mivel F kifele irdnyitott) n és v
irdnya is megegyezik. Kovetkezésképp v—nek n-re es6 vetiilete v, = Jv], tehit felhaszndlva, hogy F-n
I’U1=—RE;'=1,hiSZR=1: ' '
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[

¢ F

[oa = f o 1] =

wlidrh = [ 1ol = 1P,
JF JF
Ami a vonalintegralokat illeti, » 4.6.3 pontban latni fogjuk, hogy v tetszOleges zé4rt egyszerii iven vett
vonalintegralja nulia.
Erdemes még megegyezni, hogy altalanositdsunk nem csak ketténél nagyobb, de az annal kisebb
dimenzidra, tehdt az egyenesre is vonatkozik. A ponttdltés tere az egyenesen, vagy a mésik példankat
alkalmazva, az egyenes lefolyd, vagy "a valyt” sebességtere:

r
Ir]

amibdl — mivel {v(r}| = 1 - leolvashaté, ami szemléletiinkkel és kizvetlen tapasztalatunkkal is egybevig,
hogy egy 4llandé keresztmetszetl (csap és lefolyé nélkiili) csében vagy csatorndban az dramlé folyadék
sebessége dllandd.

vir} =

ha r#0,

4.4.2 Végtelen vezetd mdgneses tere

A sikbeli eset dltaldnositasdhoz legyen e = (e1, ey, . ... e, ) aszokdsos bazis RP-en és L = L(es, eq,...,en)
azaz az [xy]-sikra merSleges altér. A pontszeril vezetd sikbeli magneses terét leird fiiggvény egy lehetséges
n-dimenzids ltaldnositdsa a kdvetkezd vektorfiiggvény:

i CROSS(es, e4,...,€n,7)
wir) = — —— — har &L .
) = CROSS(es, enr- - eI 7
Nos, ez a fiiggvény lényegében nem kiilonbozik a mdr térgyalt kétdimenziés esettél. Valdban, az
1.7 Megjegyzés alapjan

[ €y €3 B4 €n—1 €n

6 0 1 0 0 0

o 0 0 1 0 0
CROSS(ELE-;,...,E,;_Q;T‘)= (__1\)11—-1 ' . . . . :(—xg,xl,0,0,...,O).

0 o ¢ 0 1 0

0 0 0 90 0 1

Iy To Ty T4 ... Tp-1 Tn

Vagyis bevezetve az z, = 2, 29 =y, e; =1 s eg = ) jelSléseket, azt kaptuk, hogy

- Y - . 2 2
w(T Y. Ty, By ) = eyt + 5} haa® + 3% £0,
" kg
ami nyilvdn teljeser analdg a sikbeli esettel. Tehat egyrészt
. 2y Zry X 2., =2
divae = : =0 haz?*+y2+#£0,

P L a2 F g )
#*+1?)" @+
igy a Gauss-Osztogradszkij tétellel minden L-be nem belemetszd, normal térrészeket hatarolé feliileten a

fluxus nulla. Mésrészt, a 4.6.3 pontban majd megmutatjuk, hogy w tetszéleges olyan zdrt egyszerii iven
vett vonalintegrélja nulla, mely nem veszi kbrul L-et (iasd a 4.18 (2) feladatot aldbb).

Specidlisan haromdimenzidhan ez a vektorfiiggvény a koveikezd alakd (k a z tengely irdnyd egység-
vektor):

bxr 3 g
'b{f‘) = ~———— ha reR° é& &k HT '

ik osrj?



bl

2
kxr=1{0 = (-y,2,0), figy, hak }r, akkor
>

L= e BN
N

tehat a z tengely pontjait kivéve

1
) = ————=(-y,2,0
w(z,y) ,———-z2+y2( y,2,0)

2y B 2zy
@A) @)

div w(z,y) = 7z =0

2

- vt —a? |
rotw(z,y) = (0,0, o y2)2 @ +'y2)2

Kavetkezésképpen, a két integraltétel alapjén, a z tengelybe nem belemetszs, normal térrészeket hatérol6
feliileteken a fluxus nulla és nulla a cirkulacié is az olyan sikgorbéken, melyek nem keriilik meg a z tengelyt
(ezek azok a sikgbrbék, melyek drnyéka az origét nem tartalmazé kétdimenziés norméltartomany hatéra).
Végiil, a kétdimenzids esetre val6 visszavezetéssel konnyen beldthatd (14sd a 4.18(3) feladatot aldbb), hogy
a z tengely megkeriild sikgorbéken (melyek drnyéka az origét belsejében tartalmazé norméltartomany
hatdra) a cirkuldcié 2. -

4.5 Az integraltételek tovabbi alkalmazdsai

4.5.1 Egyéb integrdltételek

A 3.17 Tétel bizonyitdsa sz6 szerint minden valtozatas nélkiil alkalmazhatd az aldbbi &ltaldnos vaitozat
igazoldsara:

4.13 Tétel {Green—téielek)

Legyen V C R™ normdl térrész, melynek katdra az F kifelé irdnyitoit felilet ésu, v € Ca(V') tetszdleges
n-vdliozds fiigguények, melyeknek az F felileti normdlis irdnyd irdnymenti derivdltjai gﬁ ill. g—:’; . Ekkor

(1) (Antiszimmetrikus Green-formula)
v
/ (uAv + gradu - gradv) dV = f u—— |df|.
v F 3n

(2) (Szimmetrikus Green-formula)

Ju ou
[V(UAU —vAun) dV = /F(ugﬁ - 'ua—n) |df|.

4.14 Tétel (Gauss—Osztrogradszkij tipusd tételek)

Ha V' C R"™ normdl térrész, melynek hatdra az F kifelé irdnyitott feliilet, w: V 5 R ésv: V = R"
tetszilegesek, tovdbbd u, v € C(V), akkor

fdivvdV=/ vdf
1% F
[gradudV:/ wdf .
v F
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Tovdbbd :
(3) (IL. Gauss-Osztogradszkij tte

Ha V C R® normdl térrész, melynck hatdra nz F kifelé irdnyitett felilet ésv .V — R3 v € Ch{V)

tetszéleges, akkor

BIZONYITAS. Ahogy mar emlitettiik, (1) bizonyitdsa a sikbeli valtozattal analég és ugyanez igaz {2)-re is.
Ami {3)-at illeti, legyen R3 szokdsos bdzisa ¢ = {i,7. k). Azt fogjuk megmutatni, hogy a két oldalon
allé vektorok mindhérom kemponense me SRRy yezik. Mintdn persze a hirom eset teljesen analdg, csak az
egyiket, a k irdnyd komponensek azonossdgdnak igazoldsit részietezziik,

Elészér is, ha v = (v, v2, uz), akkor

| ¢ 3k
vxk=1wv vy wy|={va~11,0),
lo o 1]
amibdl
div(e x k) = Guz _ Ou =k-rotv .
dr By

Nos, a Gauss-Osztrogradszkij tételi. hasznalva fenti eredmény a kdvetkezdre vezet :

/ vxkdf = / diviz x k) dV = f k-rotvdV = k-/ rotu dV
F v v v

A bizonyitas teljessé tételéhez, most mér csak annyit kell bizonyitanunk, hogy

/kadf:—k-[—vxdf.
P I

Azonban a feliiletmenti integralok definicidja és a vegyes szorzat (melvet aldbb szdgletes zaréjellel jelskiink)
ciklikus permutdcidkra vald invariancidja alapjdn ez cgyszert szdmoldssal adédik. Valdban, legyen F
egyenlete rlu,v) = (c(u. v), yle, v), z(nw.v)), (u,v) € A. Ekkor

/ vxkdf = / {v x k)(r{w,v)) CROSS{r,,r.) dudv = jr CROSS(ry,7y) - {v x k) dudv =
F A A

- / [CROSS(r, ro ) v k] dude = [ 5 CROSS(ry, ro ol dudy = — f k- {0 % CROSS(ry, ) dudy =
A A4

Y

= k- jf (v > CROSS(ry, ry)) dudv = —k f v xdf.
J4 A

Mivel a 3.7 Kovetkezmény bizonyisasdban szereplt () aliitds sz6 szerint dtvihetd tetszéleges nem
nulia véges dimenzidra, fenti tételek kizvetlon kivetkezményeiként adédnak az invaridnsok és a gradiens

magasabb dimenzidkra is érvényes stirlisép-jellegii jellemzései :

4.15 Kovetkezmnény {Ignatowsky—{éis definicidk)

’

(1) Legyen rg € G C R™ tetszileges ryilt halmoz, v: G - R" s u: G = R folytonosak. Ha a (V) ro-re
zsugorodd R™—beli normdl iérrészek letszdleges olyan sorozoio, melyre minden k E N esetén Vi, C G
hatdra e kifelé irdnyitott Fy, felilet, akkor .

gradué = hm L / u df

rn k—o0 P‘ki




(2) Legyen vo € G C R3 tetszdleges nyilt halmaz és v : G = R folytonos. Ha a (Vi) ro-re zsugorodd
R3-beli normadl térrészek tetszbleges olyan sorozata, melyre minden k € N esetén Vi, C G hatdra a kifelé
trdnyitott F. felilet, akkor

) 1
10tvr0——k1_1+rr;o“/—,k|—-/pkvxdf

4.5.2 Feliilet— és vonalmenti integralok s'z;gimitééa’

Az integraltételeknek kiilonbdzd integdlok kiszdmitdra vals alkalmazAsét egy olyan példdval iHusztrdljuk,
melyben a fehileti integral kiszdmitdsdra mind a két {6 integraltétel alkalmazhaté.

4.16 Példa

Legyen k a z tengely irdnyd egységvektor és K az [xy}-sikbeli origékézépponti B sugard —k egységnormalisi
kirlap, tovdbbi F tetszOleges olyan felillet, hogy F + K egy normél térrész kifele irdnyitott hatéra.
Szamitsuk ki v(r} = rot(k x r) esetén az
f v df
£

integralt!
1. MEGOLDAS
Gauss-Osztrogradszkij tétellel :

/Udf+fvdf= 'vdfz/divvdV=O,
F K F4i¢ v

mert rot(k x 7) = 2k (lisd az 4.12 (5) Allftdst) és igy divrotv = divrot(k x r) = div2k = 0.
Tehdt :

*) /def:—fxvdf.

Szdmitsuk ki a jobboldali integralt! Mivel K normalisa —k irdnyd, igy k-nak s normélisra esé vetiilete —1,
tehat :

fKUdf=fl(rot(er)df:fxzkdf=2fK—11df|=-2fK[df1=—21K|:—2R2w,

fgy (*)-gal
j?}df:-—f vdf = 2Rx.
F K

Legyen L a K —K-b6l nézve pozitivan irdnyitott hatéra, az [xy]-sikbeli origbkdzépponti R sugard
korvonal és L érinté egységvektora e. Mivel e és k x r azonos irdnydak, tehdt (k x r)., k x r—nek e—te
es vetiilete éppen |k x r|, valamint figyelembe véve, hogy k és r merdlegesek egymésra (hisza kor benne
van az [zy] sikban) és hogy a kéron |r| = R, Stokes tétellel azt kapjuk, hogy

Lvdf:/i?rot(er)df:/l‘erdr:/L(kXT)C]dr]:/Lier[idﬂ:fblkllrl \dr] =

- [ Rldr|=R / \dr| = RIL| = R2Rx = 2R’x.
L L

2. MEGOLDAS
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4.5.3 Egy geometriai alkalmmazas: az n—dimenzids kip térfogata

Legyen F egy olyan n — 2 dimenzids felitlet, mely az n. koordindtatengelyre mersleges 7 — 1 dimenzids
En_1 koordindtaaltér E' = {U.0... i) + E._, eltéitiaban van és tegyiik fel, hogy F a T C E
(n — 1)-dimenziés feliilet hatdra. Legyen F egyenlete s == s(u),u € A C R* 2. Ha az r = r{u,t) =
=t s{u),u € 4,1 € R,0 <t < 1egy (n- 1)-dimenzids K felitletet definial, akkor ezt az
n-dimenziébeli origéesticst T alapii m magassdgu kip{paldst nak nevezziik. Az elnevezés nyilvan
jogos, hiszen hdromdimenzids esetben oz a definicié a » = m sikban fekvé F alapgérbéjit és T alaplapi
origdesticst (kdzonséges) kipot adja. Nos, ha K + T egy n dimenziés V normal térrész kifelé irdnyftott
hatdra, melynek térfogata 15 és T felszine ¢, akkor

. tm
o = —.
n

azaz a kap térfogata: “alapteriler szorozva magassig osztva a dimenzidval®.

/ LIPS |

Valéban, legyen v(r) = r. Mivel r definiriojdbél 7, = s{u), fgy CROSS definicidja alapjan a w = (u,t)
jeloléssel, ha r € K, akkor

no= CROSS{r,) Ly =s{u) jjt-slu) =r =,

[ wap= [ valari=0.
JKE

Jr

Masrészt, T C E miatt T egységnormaliss pontosan e, . az n. koordindtaegységvektor és persze ugyanezért
a T-beli vektorok utolsd kootdindtdja m, igy

ha

]

«T, akkor reT, tehdt r-e,=1m,

vagyis

2) Joar= o= [wciian=[r o= [ miai=m [ ja1=me.
T T ST T 4T T

Most johet a Gauss-Osztrogradszkij tétel. amivel {felhasznalva persze azt. hogy dive = divr = ny):

81




/‘Udf-!-/ vdf = vdf:/ divvdV:/ divv dV :f ndV:n/ dV =nl,.
T K K4T v v v v

Ez pedig mdr a bizonyitandé dllitds, hiszen (1) és (2) alapjdn ebbél

mt:] vdf =nlp.

T
Erdemes a kapott formuldt az elsd uéhany dimenzidban egy par specidlis csetre kiprébdlni: -
(1) n = 1: az m magas szakasz hossza (egydimenzids térfogata) (az alap nulidimenzids felszine az

1.14 {4} megjegyzés szerint 1) ‘

Vi 1-m i1
= ——=1m.
0 1

(2) n =2: az m magas a alaphossziisdgd haromszdg szakasz teriilete (kétdimenzibs térfogata) :

v, = 21
2
vagyis az n~dimenziés kilp térfogatdra kapott Gsszefiiggésiink a haromszog jot ismert teriiletképletének:
"alap szorozva magassdg osztva ketté” altalanositisa, masszéval a haromszdg teriiletképletében a kettes
a dimenzidszam, azért ennyi szerepel itt, mert a hdromszdg sikidom.

b1

(3) n =3: azm magas R sugari kérkip térfogata:

R*rm
T
(4) n =4: az m magas R sugarti gémbkiip térfogata:

V=

iRy

3
L Ream
Vo= 2~ =

4 7 3

4.5.4 Egy fizikai alkalmazds: Archimedes tdrvénye

1. pg kiilsd nyomds esetén nyugvé p siirliségii homogén folyadékban a felszintél szdmitott 1t mélységben
a nyomds, az un. hidrosztatikai nyomads, a kiils6 nyomds és feliletelem felett 16vé fiiggdleges folyadék-
oszlop silydbél szarmaz6 nyomas dsszege, azaz

P=po+ pgh,
amely figgetlen o feliletelem irdnyftdsdtdl (g a gravitdcids dllandd). .
(Maga a p nyomds dltaldban a g feliiletli lapra (vagy Ag feliiletelemre) merSlegesen és egyenletesen hatd
nyoméer$ F (ill. AF) nagysagdnak és a felilletnek hdnyadosa, azaz a kévetkezd skaldris mennyiség:

F AF
== ([l p=2Zy
p=- (il p Aq))

(V8. pl. Bud6 Agoston: Kisérleti Fizika I 224. és 211. old.)

2. Fentiek alapjén valamely folyadékban egy V térrészt kitdltd test esetén, a folyadék hidrosztatikai
nyomasabol szdrmazé, a testre haté erék eredje, azaz a test hatdrat alkotd zart befelé irdnyitott Ip
feliiletre hatd eredd erd (az abrat idsd a taloldaton) :

FP= pdf.

.l "O
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Mivel a folyadék homogén, azaz p 4llandd, tehdt ¢ = p- g konstans, p csak h-tdl fiigg, p = p{h) = p+c-h,
fgy |grad p| = ¢ = sllandé és grad p mindeniitt lefelé mutat {h csak erre véltozik és erre nd), tehdt ha e
a lefelé mutaté egységvektor, akkor S

_ gradp=c-e.

Ebbél, a térrész térfogatat Vo-al jeldlve, gradiens tétellel
F:/ pdf:—-f pdfzvf gradpdV:«/ c-edV:—-c-e/ dV = —cly-e = -gpVy - €.
Fy —Fy Vv v v

Mivel pV; a test térfogatdval megegyezd térfogatd folyadék tomege, tehdt gpV, ennyi folyadék sdlya, azt
kaptuk, hogy a testre haté eredd erd a test térfogatéval megegyezd térfogati folyadék silydval egyenls
nagysagd és azzal ellenkezé irdnyd, vagyis példéul ha a folyadék viz, akkor

egy vizbe mdrtott test a silydbél annyit vesat,
amennyi az altala kiszoritott viz silya.

4.6 Potencidlelemélet elemei

4.6.1 Egzisztencia és unicitas

A potencidl 1étezésére és egyértelmiiségére vonatkozd legfontosabb két eredmény, a 3.28 Tétel és a
3.32 Tétel haromdimenzi6s valtozatanak bizonyitésa a kétdimenzids véltozat bizonyftdsdnak sz6 szerinti
mdsolata, ugyanis egyik bizonyit4dsban sem hasznaltuk ki sehol azt, hogy stkon van. S6t, ez igaz barmely
véges dimenziéra is, természetesen a rotaciéra vonatkoz6 feltétel alkalmas médositasdval, Nevezetesen,
legyen v : V — R™ tetszdleges vektorfiiggvény. Azt mondjuk, hogy v keresztbe vett parcidlis de-
rivaltjai megegyeznek ha (Wi)e; = (vj)z, minden 4,5 = 1,2,...,n esetén. Nos, nyilvan, ez a feltétel
értelmezhetd tetszéleges n pozitiv egész esetén R —re, tovdbba, han = 2 ésn = 3, akkor ekvivalens azzal,
hogy v rotdcidja nulla. A 3.28 és a 3.32 tételek bizonyitdséban a rotdcié eltiinését a keresztbe vett parcislis
deriviltak megegyezésével helyettesitve megkapjuk ezen tételek R™-re vonatkozé altaldnositésat : :

4.17 Tétel

Legyen G C R™ tetszéleges nyilt, sszeftiggd halmaz és v : G — R™ folytonos vektorfiiggvény. FEkkor az
aldbbi dllitdsok mindegyike kévetkezik az elsébél és ha G csillagszeri tartomdny, akkor mindezen dllitdsok
ekvivalensek is: '
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(1) v-nek van potencidlje S-en.

(2) v gorbementi integrdlja minden G-be esd két pont kozétti G-beli gorbe esetén csak a kexdé—- és
végpontokidl
figg, o gorbe vdlasztdsdtdl nem

(3) v gorbementi integrdlia minden G-be esd zdri egyszerti fven nulla.

(4) v keresztbe vett parcidlis deriviitiai megegyeznek oz egész G-n, amennyiben v € Cy (&).

4.8.2 Potencidlkeresés

A sikon alkalmazott mindkét médszer kénnyedén kiterjeszthetd magasabb dimenzidkra. Pontosabban,
mivel az origékezddponti szakasz mentén valé vonalintegral alkalmazésakor egydltaldban nem hasznéltuk
ki, hogy R2-en vagyunk, ennél a médszernél csupén annyi a véltozds, hogy a roticié eltlinése helyett
a keresztben vett parcidlisok megegyezését kell vizsgdlnunk, ha garantdlni akarjuk, hogy a mddszer
helyes eredményt szolgéltat. A parcidlis differencislegyenletrendszer megolddsét hasznélé médszer al-
kalmazdsanak kiterjesztését egy egyszert példan ilusztraljuk.

Legyen
v=v(z,y,z)=(y+z,z+wz+wy+ 2
az a vektorfiiggvény, melynek potencidljat meg akarjuk hatdrozni.
Mivel ('Ul)y =1= (Uz)z s ('Ui)z =1= ("33)2, ('Ul}w = = (‘Ud)a:: ('11‘2)z =0= (Ua)y, ('U2)w =1=

= (v4)y, (v3)w = 1 = (v4},, fgy v-nek tényleg van potencidlja az egész stkon. Legyen u ez a potencidl.
Ekkor (v, vs,v3,v4) = v = grad . = (Ug, Uy, Uz, Uy) Miatt a

*) Dy = g, Vg S Uy, U3 Uz, Vi Uy
osszefiiggéseknek fenn kell dllniok. Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk.

Induljunk ki példéul az
Upg = =Y+ =2

egyenletb8l. Ekkor = szerint integralva
u = (y + z)z + aly, z, w)

valamely a = a(y,z,w) csak y, 2 és w-tdl fliges differencislhaté fiiggvényre. EbbSL, v definicidjébol és
(*)-bél
W=V = Uy =Ty,
W=y =U, =T+ Gy,
Y+ IZ=9 = Uy = Ay,

tehat
(**) ay =W,
Gy =W,
ay =y +=x,

Vegyiik észre, hogy ezzel az u-ra vonatkozé négy egyenletbé] all6 (*) Gsszefiiggést egy, az a~ra vonatkozd
mér csak hdrom egyenletbél 4li¢ Ssszefliggésre redukédltuk. Léthaté tehat, hogy a sikbeli potencidlkeres
ismertetésekor adott algoritmus minden 1épésben eggyel cstkkenti a megoidand6 egyenletrendszerben
szerepld egyenletek szdmsi. Tehdt az eljdrast folytatva az eldz8 Osszefiiggések kozill az elsdbll ay = w,
igy:
a = wy + b(z,w)
valamely b = b{2,w) csak 7 és w-t6 fliggh differencidlhaté fiiggvényre, amibdl (**)-gal
b, =a, =w,
Y+bp=ayw=y+2,
vagyis

84



(**%) by =w,
by =z
tehdt
b=wz+ c(w),
valamely ¢ = c(w) csak wz-tél fiiggs differencidlhatd fiiggvényre, amib8l (***) alapjin
z=b,=z+¢,
tehds
¢ =0, vagyis ¢ konstans.
Visszahelyettesitve a b , @ és u-ra vonatkozé eldzd osszefliggésekbe megkapjuk a keresett potencislt :
b=wztec~ a=wydwzte ~ u= y+2)ztwytwzte=(y+2{z+w)+ec .
Es persze valéban:

uz=y+z=v1,uy=m+w=vz,uz=z+w=v3,uw=y+z=v4.

4.6.3 A ponttoltés er('itei'ének ¢és dudlisanak potencialja

Alapvetd fizikai alkalmazdsainkat a 4.4 pontban dltaldnosftottuk. Most niogmutatjuk, hogy ezen
dltaldnositasok esetén is létezik potancial, ami a 4.4 pontban elmondottakkal egyiitt azt jelenti, hogy
ezek a kiterjesztések megSrzik az erdeti sikbeli fliggvények leglényegesebb vondsait.

a) A ponttdltés erStere

Az n-dimenzids ponttSltés erSterének potencidljdnak meghatirozdsshoz felhaszniljuk azt a 3.6.2
b)-ben kapott eredményt, hogy ha m nemnegaliy egész, akkor

LA
m+2 m+2 fri Tir! (r#0).

Vegylik észre, hogy itt sehol sem haszngliuk a feltételt, tehdt a kapott eredmény igaz minden olyan m
esetén, melyre a baloldal egyéltaldn értelmes, tehat minden m # —2-te. Ezzel készen is vagyunk, hiszen

a 3.6.3 pontban a sikbeli esetre mér meghatéroztuk a potencidlt, tehdt a fenti Ssszefiiggésbsl az m = —n
helyettesitéssel :

1
grad [r|™*? = g+ Al gradlr] = fr|™+

r 5‘_1_—’1 W}.—_g han -75 2
A v{r)= =, (n>1egész) fiiggvény potencidlja wu(r) = {r #0).
Irt In|r| han=2

Ebbdl aztén a 4.17 Tétel alapjan az is kévetkezik, hogy v-nek tetszdleges zart egyszerli fven vett vonalin-
tegrdl nulla. Ami az erévonalakat illeti, a sfkbelihez hasonléan az dltalanos esetben is ezek az origébdl in-
dulé félegyenesek, melyek érintéi az ekvipotencialis feliiletek, azaz az origékdzépponta g6mbdk normélisai.

b) Végtelen vezetd mdgneses tere

EmlékeztetSiil, a teret lefrd, a kétdimenzidssal anal6g fiiggvény (14sd a 4.4.2 pontot):

1 . .
w(T, ¥, 23,...,2,) = ——;\/__:7(~yz+mj) ha 2% + 4?2 £ 0.

A sikbeli esethez hasonléan mutathatd meg, hogy w-nek minden ecsillagszerd tartomédnyon, melynek
elemeire fennall, hogy 2% + 4% # 0 van potencidlja, példéul a negativ y tengellyel felinetszett stkon az

arctg & haz >0
x

w(Z,y, T3, ..., Tn) = 1 has=0,y>0
a.rctg%+rr haz <0

85




fliggvény. Ebbl kdvetkezfen a 4.17 Tétel szerint tetsz8leges olyan zart egyszerdl fven vett vonalintegral
nulla, mely a

L= {{z,4,23,...,2,) e R" : 2% + 4% = 0}
halmazt nem veszi koriil (14sd a 4.18 (2) feladatot).

4.7 Fela&atok

(1) Bizonyitsuk be, hogy hdromdimenziés téren feliilet hatéranak drnyéka az srnyék hatéra !

(2) Fogalmazzuk meg a "kériilveszi a » tengelyt” tulajdonssg sltaldnositdsat a kétdimenzids eset mint4jara
(14sd a 3.6.3 b) pont utolsé mondatét)! .

(3) Bizonyitsuk be, hogy a z tengely megkeriils sfkgorbéken, azaz azokon a sikgbrbéken, melyek 4rnyéka
az origét belsejében tartalmazé norméltartomédny hatéra, a

kxr
w(r):m (T€R3, kW)

héromdimenzids vektorfiiggvény cirkuléciéja 271

(4) Bizonyitsuk be, hogy barmely I intervallum esetén

=
[yt - Im'n

fliggvényegyenlet I-n folytonos megoldésai azonosak a

y=;;

figgvényegyenlet I-n folytonos megoldésaival !

(5) Bizonyftsuk be, hogy ha egy gérbe 4rnyéka valamely bézisban pozitfv irdnyftisi, akkor minden
béazisban az.

(6) Bizonyftsuk be tetsz6leges egységnormalisi sikfeliiletre a a Stokes tételt !
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