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FELADATOK






I. fejezet

KOMPLEX FUGGVENYTAN ELOKESZITESE

1.§ KOMPLEX SZAMOK ES SZAMHALMAZOK

1.1 KOMPLEX SZAMS1X; RIEMANN-FELE SZAMGUMB

Hatdrozzuk meg a

pontcock képeit a Riemann gdmbon!
2. Hatdrozzuk meg a z sik
a) origéra szimmetrikus,

b) valds tengelyre tiikkrés,
c) egységkdrre inverz

pontpdrjdnak képét a Riemann gbmbdn.
3. Hatdrozzuk meg az

o félegyenes,

a) arc z =
= R kor

b) lz|
gombi képét!

4. A Riemann g&mb&n hol helyezkednek el a komplex sik

a) {z| < 1; lzl = 1; fz] > 1,
b) Re z >0; Re z < 0.
c) Im z>0; : Imz < 0O

tsszefliggésekkel jellemzett pontjai?

5. Legyenek z’; ég 2’2‘ a komplex sik z_. &s z, pontjainak

1 2
gbmbi képpontjai; E a z = oo -nek megfeleld északi pdlus.
Igazoljuk, hogy

£ 2% 2% és E z

1 %2 z

1 72

hasonlé hdromszdgek.



C) Hat&rozzuk meg a komplex sik z, kbzépponti, R su-
gard kore gdmbi képének sugarit!

1.2 KOMPLEX SZAMHALMAZOK - STIKBELI PONTHALMAZOK

Szdmftsuk ki

o - i (e

értékét, han = 1,2,3,4 és igazoljuk, hogy
f(n+d) = -fin)

8. Adjuk meg .az aldbbi komplex szdmhalmazok torlddisi
pontjait!

3=

a) + % . (m és n természetes szé&mok)

b) z = 1t + ()

c) jzl < 1,
d) lz| > o,
e} az egységkdr belsejébe esd Ssszes,
z = X + j y nem valds szdmok halmaza,

f) azon z = x + j y sz&mok halmaza, ahaol
X és y racicndlis.

9. Legyen H mindazon a + j b komplex szdmok halmaza
("a" és "b" raciondlis szdm), amelyek a 0;1; 1+7j; j csidcs-
prontd négyzetben vannak.

a) H korldtos halmaz-e?

b} Hatdrozzuk meqg H hatdrpontjainak halmazdt!
c) H z&rt halmaz-e?

d) Hatdrozzuk meg H belsd pontjait!

e} H ny{lt halmaz-e?

f} H &sszefiiggd halmaz-e?

g) H tartomdny-e?

10. Az Im z > 0 féls{k pontjaibw$l hagyjuk el a z = Q
és a z = + % ;ono=1,2,... pontokat.
al A fennmaradé pontok H halmaza tartominy-e?
b) Hatdrozzuk meg H hatdrpontijait!
c) Hatdrpont-e %?
d) Egyszeresen Osszefiliggd tartomdny-e H?



11. Tartomidnyock-e az aldbbi egyenl&tlenségekkel de-
finidlt sikbeli ponthalmazok?

a) z% - 11 <1,

b) cos ¥ < r<2 cos ¢; "%s ‘fs—ﬁg—

{(ez utébbiban r és ¢ poldrkoordindtdk).
12. Ddntsiik el, hogy a komplex sfk
|z} + Re z <1

egyenldtienséggel definidlt ponthalmaza

a) korlitos-e;
b} &6sszefliggb-e;
c} zart-e?

13. Korldtosak-e, nyfltakwe, Ssszefiigglek-e az aldbbi
Osszefliggésekkel jellemzett ponthalmazok?

a) |Rez| <2

b) 1z - 4> 3,

c) 1z -1 +3 3|]<1, °
d) {Imz[>1,

e} Re z > 0, %

f) 0< arc Z<— i 2 # 0.

1.3 GORBEK ES TARTOMANYOK A KOMPLEX S1KON

14. Adjuk meg a komplex si{k aldbbi gbrbeseregeinek
az x és y Descartes-koordindtdkkal kifejezett egyenleteit!

aj) Rel=c, | {- 0° <c<<om)

b) Im —

il
(p]
~
-
—~

c) Re z"= ¢, { - )

d) Im 22= c, { " }

e) arc::1= oy (- Iz-‘ <«LL 32——)
S IR (A > 0)




15. 1Irjuk fel

a} x2

b) x2

c) x2

6sszefliggéseket!

16. A komplex sik mely gorbéit jellemzik az

z és
_y2=1
+ 2x + y2
-4y -4

N

segitségével az

Osszefliggések?
a) |z - z,| = lz - z,0
by |z - z,| = k |z - z,] ;
c) 1z =z, * [z -z, = 2X;
= _ oz +H
E] z = Tz +6 '

k # 1
A>0

aldbbi

ahol z,, Z,, o, B, 7 S rogzitett komplex szémok, k és A

valds konstansock

17. A komplex sik mely tartomdnyait jellemzik az

a) - t-arc z < ¥ ;

b) |2z + 3| >4,

c) 1< |z-2j(< 2,

d} Im 22> 0,

e) Re — < =

1
Z

1
2

-

£) jz - 4| >]z]

tsszefliggések?

lz|> 2,

18. A komplex sik mely ponthalmazait - gOrbéit és
tartomdnyait - jellemzik az

a) |z - 2] - jz+ 2|>3,
b) |z - 2] + ]z + 2| =75,
c) O0<Re jz <1,

z-z,
d} Im =0,

z-2

2



Z"Z_I

Z—Z2

e) Re = 0,

f) |z| * Re z<
dsszefiiggések?

19. Legyen a, b, tetszdleges komplex, ol tetsz8leges
valds dllandé. Hatdrozzuk meg az aldbbi &sszefliggéseket ki-
elégitdé pontok geometriai helyét!

a) Re {az + b) = o

b) |z -—al|+ |z -bl=a
. 7m ﬁ

c} 0_<_arc-z—+—%<a-

d) l2z|>}|1 + 221

20. A komplex sik egy gbrbeserege
@ 2% -1l = (A > 0)
b) ]zz+az+b|=l; (A > 0)

Ssszefliggéssel adott.
Allapitsuk meg, hogy X milyen értékei mellett lesznek

a gdrbesereg elemei Osszefiiggd gbrbék és milyen értékei mel-
lett esnek szét két gbrbére.

L§KOMPLEXSZAMSOROZATOKESSOROK

2.1 SZAMSOROZATOX

E]. Igazoljuk, hogy

n2jn
a) lim 3 = 0,
n-» o Il +1
i __.I_l._ - .j_rl = - 3
b) nllflo(n_'_?’j n+6) 1 J!

, 1+j,n] _
o uin [ (") - o,

d) 1im nj" nem létezik.

n—o=



22. A hatdrérték-miveletek felhaszndldsdval dllapitsuk
meg az '

2 - jn + 1 - 375
(2n + 43-3) (n-3) '

a) 1lim
n - o=

b) 1im |8 * 33} (n-3) l
N—o=|jn"-3n + 4-j

c) lim {n + 25 - yYn + 3),

n—roe "

d) 1lim [n (yn + 23 -¥n +.j)]

n-— ==

hatdrértékeket!

23. Hatdrozzuk meqg az

irin
a) z (ﬁ)
b) z = _..j.n—

n n2 + 1 '
. 2
c) zn=!g—+2—'
n- + j
__ 1
2 .
n“+j
d) z_ = e
n

szdmsorozatok hatdrértékét.
24. Legyen A>0 valds szam.
a) Igazoljuk, hogy

lim zn # -A

nN— oo
létezéséhez szilkséges és elégséges, hogy létezzen a

lim |z | £ 0 és lim arc z
n n

n — oo Nn— oo

(- < arc z < } hatdrérték.

10



Mikor lesz a (zn) sorozat hatdrértéke azonos a
(]zn]) sorozatéval?

_.- Legyen a (zn) komplex elemi szdmsorozat egy tor-
16ddsi pontja z,- Igazolijuk, hogy a (zn) sorozatbdl kivéd-
laszthaté zo—hoz konvergdld (zn ) részsorozat!

k

EE. Igazoljuk, hogy ha (zn)'egy konvergens komplex

szédmsorozat, amelynek hatdrértéke zo} akkor a sorozat elemei-

nek tetszdleges dtrendezésével nyert (zﬁ) sorozat is konver-
gens, és hatdrértéke z . -

. al Igazoljuk, hogy ha

lim =z_ = 2z '
N 0o n o
akkor
Clim |z | = |z I'.
Aoy oo | D fo)

b) Adjunk példdt arra, amikor egy komplex elemfi
(zn) szamsorozat divergens, de az elemek abszolut értékeib8l !

alkotott szdmsorozat konvergens!

28. Legyen (zn) és (zﬁ) két komplex szdmsorozat. Donislk

el, hogy az aldbbi dllitdsok koziil melyek igazak és melyek
hamisak:

a) ha (zn) és (zi} konvergens,

K.
akkor: (zn+zn) is konvergens;

b) ha (zn) és (zi) divergens,

2, .
akkor: (zn+zn) is divergens;

%
c) ha (zn+zn) konvergens,

akkor: (z ) és(ﬁi) is konvergens;

®
d) ha (zn+zn) konvergens,-

akkor: vagy {zn), vagy (zi) konvergens;

11



% .
e} ha (zn+zn) divergens,

akkor: {zn) és (zz} is divergens;

® .
f} ha (zn+zn) divergens,

akkor vagy (zn), vagy (z:) divergens

Az igaz d1llitdsokat bizonyitsuk be, a hamisakra adjunk
ellenpéldat!

. a) Igazoljuk, hogy a komplex eleml (z ) szdmsoro-
zatndl a n

lim z, =2z, {# o= )
n—s o=

feltételbdl kovetkezik, hogy

Z,+Z. t.., .42
1 72 n

lim =z
n o]
- oo
b} Ervényes-e az 4llitds z_ = o= esgetdre is?

o]

30. Igazoljuk, hogy komplex elemi szdmsorozatok esetén

lim 2 =z {# =)

n-— oo

, x X -
lim z, =z (# )

n— oo

feltételekb8l kovetkezik, hogy

% b4 %
Z 2 HZZo ., tT 2
lim 171 “272 nn__ 2 _zx
n o "o

n— o=
31. Igazoljuk, hogy komplex eleml szamsorozat esetén, ha

lim z, = Zo (# =),

n— oo

akkor

12



Cia. Igazolijuk, hogy,

a) lim {1 + %)n = e¥(cos y + j sin y) ,

n-—»o=

ahol z = x + j v;
n
b) lim[n ( Afz~- 1] =1nr+ jg+ 2kTj
n— o= ‘
ahol r = |z|; #=arcz és k =0,1,2,...

2.2 SZAMSOROK

. Allapitsuk meg, hogy konvergensek-e az

a) Z: !

n=1  (1+§ n)?

b) L

My

n=1 1+ 3 n
c) » {1+ 3n)

n=1

- !
a) 2: (V5;+23)

n=1 5

komplex tagli szémsorok!
. Rogzitett z € Z mellett vizsgdljuk meg, hogy a
Oy . 1
) S Y
n=1 n°+ z°

oo

a2rc (z+n)
by 331—1:3—;1

sorok divergensek-e?

53. Legyen z egy tetsz8leges komplex szdm,
amelyre |zo;<:1. Igazoljuk, hogy
z: S o ]
o

k=0 1=z,




. Igazoljuk az aldbbi sorok konvergencidjat és ha-
tdrozzuk meg Gsszegiiket!

a) Z g_]i

k=0 - 2k !
= T
by 3 (-3)7K KT
k=1
-] .. k
a0 Y (1;\%’3) )
k=0 4
i k
d) Z2 2-e 2 .

37. Vizsgdljuk konvergencia és abszoldt konvergencia
szempontjdbdl az aldbbi komplex tagd szdmsorokat!

=, 2h

a) Z -3—7 H
n=1 n )
— .n

b) E: J 2£n n .
n=1 n” + 1

o L (=p™' dnn
n=1

d)

gl
(S

=
Wl +

=
U}
-

™13
™
=

e) Pz <
1 1-2"

=
It

@ Allapitsuk meg, hogy konvergens, abszolut konver-

gens, vagy divergens a Z ag sor, ha:
- n=1

14



b) a = ——— R
n (jn)n
in
c) a, = eJ R
jn
_ e )
d) h T Th !
Gin e
e) 8, " ™m f
in
_ e
£} an——7— r
n
. E
] i n
g) an:%ej '
_ €0s jn
h) an on !

. n sin jn
l)a :—_.__J__

n 30 f
. 1+
) a, =

!Eﬂ. Igazoljuk, hogy ha komplex tagu E: a  sor
n=1

a
konvergens &és |arc a |s «< %

; akkor a sor abszoliit kon-
vergens! - ‘

. Igazoljuk, hogy ha a konvergens Z a, sor tagijai
: n=1

a komplex sik egy 4 -nél hatdrozottan kisebb szdgterébe es-
nek, akkor a sor abszolit konvergens!

s o

4. Legyén E a, és ai két konvergens komplex
n=1 : 1
, . 2
tagd sor. Igazoljuk, hogy ha Re a_ x 0, akkor a > ]an|

sor is konvergens! n=1

15




. Gga. Igazoljuk, hogy ha a E: a, komplex tagd sor kon-
vergens és Osszege S, akkor az n=1

> a, + 2a., t...+ n a
a + 2: 1 2 n
o

n=1%

nin + 1)

sor is konvergens és Osszege S.

43, Igazoljuk, hogy ha a E: a, komplex tagd sor kon-
n=>0
vergens és Osszege S, akkor a

1

n+1

gk

n n n
3 (@ g« ) agreeer (D a]

n
sor is konvergens és Osszege S.

44, Igazoljuk, hogy a komplex tagi

oo

a és z: (bn - b

n n=1

gl

1 n+1)

n
sorck konvergencidjdbsél kovetkezik a

2: (an bg); {g>0 egész szam)
n=1

sor konvergencidja!

45. Legyen 0< a<b, Mutassuk meg, hogy a
I
n=1 n% + jnb

sor akkor és csak akkor konvergens, ha b>1.

G@Q. Legyen

air Byreeer @

F A

n
és

b1, b2,..., bn,...
két tetszédleges szdmsorozat. Alkalmazva az
a, + a2 to..t @, = o8 {n = 0,1,...)»
16



jeltlést, igazoljuk, hogy tetszéleges n>0 ¢&és p=1 egész
szdm esetén

pol ¥ ]
(ab):[' s. (b,-b, )|=-s b .+s_. b . -
k=n+1 k7k k=n+1 k'"k Tkt n n+1 "n+p ntptl

{(Abel transzformdcid).

. Legyen (an) komplex elemi, (bn) valds eleml szdm-
sorozat, bn>- 0 minden n-re. '

Igazolijuk, hogy akkor a Z (an bn) sor konvergencidji-
n=1

nak sziikséges feltétele, hogy a Z a’ komplex tagd sor rész-
. . n=1 .
lettsszegei korldtosak legyenek és a (bn) sorozat monoton
cstkken&leg a 0-hoz tartson.
{(Dirichlet-tétel).

’

. Legyen (an) komplex elemi, (bn) valds elemii szdm-
sorozat. o '

Igazoljuk, hogy ekkor a Z (a

P n bn) sor konvergencid-

Jénak szitkséges feltétele, hogy a Z a, sor konvergens és a
) n=1
(bn) sorozat monoton és korlatos legyen. (Abel-tétel).,

. Tegyiik fel, hogy a Z a, komplex tagi sor S,
. n=1
részletdsszegeibdl képzett

s . .
(——) . (x)
Vo
sorozat korldtos; a pozitiv elemfi (bn) .valés szédmsorozat
monoton cstkkend;

lim (y - b ) = 05 (xx)

N — oo

ng? \/n (b, = b .4} . (xxx)

sor konvergens.

17



Bizonyfitsuk be, hogy ekkor a
n=1 (an bn)

komplex tégﬁ sor konvergens!

‘. Legyen z an egy konvergens vagy Adivergens komp-
n=1

lex tagu végtelen sor, amelynek n-edik részletbsszege Sh!

tovdbba (bn) egy olyan komplex elemii szdmsorczat, hogy az

(sn ) bn+1

)

szdmsorozat és a

)

gl

s (b -Db
n

n n+1

n=1

sor konvergens. Igazoljuk, hogy ekkor a

E: (an - b}
n=1

n

sor is konvergens.

18



I1. fejezet

KOMPLEX VALTOZOS FUGGVENYEK ALAPFOGALMAI

1.§ KOMPLEX FUGGVENY ES RELACIO

OSSZETETT FUGGVENY, INVERZ FUGGVENY

1. Hatdrozzuk meg az aldbbi komplex fliggvények értelme-
zési tartomdnydt: )

a) £(z) = 32_ ; (z =x+ 3 ¥
z”~j
- _.2 ~ n _n X
by f(z) = ¥y [ég% (n-3"-x )] | TTT=9T
o) £z = Y 45 ) el :
n=1 n
a) flz) = —* /2Xt dt +j sin x »_ nl v
(y—4) 2 / L T30 (200

2. Allapitsuk meg, hogy hdny rétd fluggvényt, ill. re-
lécidét értelmeznek az aldbbi Osszefiiggések:

a) flz) = —= .
z  + 1

b) £(z) = \(4-2) (2% + 4) ,
3

c) flz) = AfZ2
22 - 2

a £z) = 3 - 2,
22

&) flz) = —E —

(22 N 4)2

19



3. Hatdrozzuk meg, hogy a

W =z

filggvény mire képezi le az

a}) x = ¢ egyeneseket,

b) v = ¢ "

c) X' =y . "

d) lz| = R kdrdket,

e) arc z = o« félegyeneseket.

és mik a z sikbeli "8sképei" az

£} u
g} v

<,
C,

egyeneseknek (w = u + j v)?

4, Hatdrozzuk meg, hogy a
_ 1
w = —
z

figgvény mire képezi le az

a) x ¢ egyeneseket,

c
c) lz| = R kdrdket,

z = o félegyeneseket,
e) |z - 1| = 1 kért

£} u = ¢,
és
g) v=c¢,

egyeneseknek.

5. Hatdrozzuk meg - amennyiben léteznek - az f o g
és aqgo f Osszetett fiiggvényeket az aldbbi esetekben:

@

b) £

n
[Se]
o+
L
L]

20



Z
c) £ =
4 +722

g = [z| + 2°

6. Irjuk fel - amennyiben léteznek - az aldbbi fliggvé-
nyek inverzét! Allapitsuk meg az inverz fiiggvények értelmezé-
si tartomdnydt és dontsiikk el, hogy ott fiiggvényt, vagy reli-
cidét értelmeznek-e:

(22 - 3)° ,

En £(z)
1

b) g(z) 5(z+—;-) P

1
4z + 3jz-1°

c) hi{z)

2.§ KOMPLEX FUGGVENYEK HATARERTEKE

7. Legyehek b, c és z rogzitett komplex d4llanddk,
Igazoljuk, hogy

a) lim ¢ = ¢ ,
z2—2
o]
b} 1lim =z = Z
Z—32
o
c} lim (b z + ¢c) = b z, * ¢,
Z—Z
o)
d}) 1lim (z2 + c) = zi + c ,
22 .

e} limgz =2 _,
Z-—2Z ©
o)

£} lim Re z = Re Z
z—z

g) 1lim (2x + jyz) = 47,
z--’2j

21



h) lim [x + J (2x +y)] =1+ 3,
z—1-3
22+.1 = 2

i) lim 7=3 J.

CZ2—]

8. Aliapitsuk meg az aldbbi hatdrértékeket:

zz—z+1—j

a) lim 2 ,
z—1+j "z~ - 2z + 2
b) lim 2 =] ,

z —] 23—3j22—3z+j

4
c) lim 22 *1 .

. 4
Z—>oe =3z + 1

9. Igazoljuk, hogy:

z
a) lim lEi_E_ =0,
z—0 2z
b) lim —— = =,
z—1
c) lim lz]| = 1 .
2 -3

o

d) lim [§E§i§i¥l + 3 (y2+1)]

(x+jy)-—>0 X +y
X_. .y
e) 1im e'sin y + j e’ cos x _ __
{(x+jy)—0 Y

(:> lim X{cos ¥y - 1} + J vy sin x _

(x+3jy) —0 XZ . y2

1+ 3



10. A hatdrérték-miveletek felhaszndldsdval dllapitsuk
meg az aldbbi hatdrértékeket:

a) lim z" , (n€N+)
zZ—>2Z
o
b} lim — ; Z 0 {ne N+)
Z—>Z  Z
o
.3
. 1z- - 1
C} llm -—z—+—1— '
Z 7
2
d)  lim 5-—%—1— ,
z—3j j(z"-1)
3
Z- + 8
e) lim .
i& 234422416
Z —2e
£)  lim 13;1211&;11 .
z—~=-23 z -2z + 4

11. Allapitsuk

meg az aldbbi hatdrértékeket:.

a)  1lim (5z% + 322 - 109) ,
z—=27
z2
b) 1lim ’
3 % z4+ z + 1
zZ—+e
c) lim (22_3)(422+ i)
z—3/2 {3 z-1)
z2 + 1
d) lim r
z—3j z + 1
e) lim (315142,
z—+1+j =z -2z+2

Minden egyes esetben ismertessiik a kiszdmitds sordn fel-

haszndlt tételeket!

23



. Igazoljuk, hogy az

1, ‘ha (Re z)2<'Im z < 2(Re z)2 .
£fi{z) =
0 minden mds z-re
fliggvénynek a
{z| Im z = &« Re z} o € R régzitett

halmazra szoritkozva a z = 0 pontban létezik hatdrértéke,
egyébként azonban a

lim f(z)
z—0

hatdrérték nem létezik.

. Vdlasszuk ki az

f(z) = 22 + 3

reldcid azon dgét, amelyen f£(0) = ‘VE, és igazoljuk, hogy
lim YZz +3 -2 _1
z—1 z - 1 2 °

14. Igazoljuk, hogy ha flz) értelmezett a z, pont egy
kdrnyezetében és

lim f(2) = A (A # 0, A #o)
Z-—»ZO

létezik, akkor

lim 2l o,
Z—2 7'_ZO
o

24



3.§ KOMPLEX FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA
ES EGYENLETES FOLYTONOSSAGA

15l Legyen
2
z  + 4 .
E—_—z—'_j' .ha Z # 2:]
fi{z) = : )
3+ 43 fa z = 23

Folytonos-e a fliggvény a z = 2j pontban? Indokoljuk &llitd-
sunkat! '

16. Vizsgdljuk megfaz f{z) = 0 pontban az

f{z) =

il
NN

filggvényt hatdrérték és folytonossdg szempgntidbél!

17. Allapitsuk meg az aldbbi fliggvények hatdrértékét
azokban a pontokban, ahkol azok nem folytonosak!

z - 1
] £(z) = 5—1 ,

z =-z-2
2_
b) £(z) = ’jfi‘é“‘ ,
2z +2z2+2
c) f(z):_z__4_+_4_’
z - 16

. Legyen z # 0 esetén

B2 = TTa
- _ Re z
fz(z} - IZ! r

(Re 2)2

f3(Z) = —EI—-_r
2
Re 2

£f.(z) = '
4 |22

2.2

£ (z) =B 21,
[2¢]
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és legyen z = 0 esetén mind az &t fﬁggvény értéke 0. Az igy
értelmezett filiggvények koziil melyek folytonosak és melyek
nem?

. ﬁelyettesitsﬁnk az elézé feladat mind az 6t fugg-
vényébe Re z helyett Im z-t és vdlaszoljunk az ott feltett
kérdésekre! :

20. Igazoljuk, hogy az

f(z) =—‘r§_

z + 1

fﬁggvéhy a |z|<1 kortartomdnyon 4 pont kivételdvel mindeniitt
folytonos! Hatdrozzuk meq ezeket a pontokat!

21. Igazoljuk, hogy

2
a) f(z) = 2=+ 1
z- + 9
folytonos és korldtos a |z} =<2 tartomdnyon

22+1

b) £(z) = V——
z- = 3z + 2

folytonos a |z|>2 tartomdnyon.
. Igazoljuk, hogy az
f(zj =3z -2
figgvény egyenletesen folytonos a |z|< 10 tartominyon!

23. Igazoljuk, hogy az

£(z) =
z
fiiggvény
a2} nem egyenletesen folytonos a [z| <1
tartomdnyon;
b} egyenletesén folytonos az %:S}Z|f§1
tartomanyon.
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24. Dénfsﬁk el, hogy folytonos, illetve egyenletesen
folytonos-e a |z}« 1 kdrtartomdnyon az

1
1-z

a}) f£(z)

1

'1+z2

b} f(z)

fliggvény!

25. Folytonos, illetve egyenletesen folytonos-e az

1.
ezz, ha z # 0

a) f(z) =
o, ha z = 0

figgvény a |z} < R tartomdnyon;
1

Z2
b) g(z} = e
ks
6
1

26, Igazoljuk, hogy a w = e ‘ fliggvény

fliggvény a 0 <|z|[<R; |arc z| < kSrszektorban?

¥y

a) a 0<|z|=1; |arc z| < -5

félkdrtartomdnyon korldtos, de nem folytonos;
b) az a)-beli félkdrtartomdny belsejében

folytonos, de nem egyenletesen folytonos;

g
c) a 0<|zl<1; jarc z}|< o{<-7

kérszektorban egyenletesen folytonos,
[iﬂ. Legyen f{z) egyenletesen folytonos a |[z|< 1 kdr-
tartomdnyon.

a) Igazoljuk, hogy a |z| = 1 kir bdrmely & pont-
jédban tetszdleges z — £i |zn|<_1 esetén létezik a
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lim f(zn)

n—oo -

hatdrérték. T

b) Igazoljuk, hogy a |z| = 1 k&rdn felvett hatdrértékkel
kiegészitett £ filiggvény folytonos a teljes |z|=< 1 kdrtarto-
minyon. *
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HI. fejezet
KOMPLEX FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

1.§ KOMPLEX FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA

1.1 DIFFERENCIALHATOSAG, CAUCHY-RIEMANN EGYENLETEK

1. A kiilldnbségi hdnyados segitségével hatdrozzuk meg az
aldbbi fliggvények adott pontbeli differencidlhdnyadosdt:

- .3 = . = -
a) f£(z) = z 2z , z = 2.} zq 1
by f(z) = 3z2"+4j3z - 5 + 31 , z, = 2
=2z -3 = -
c) f(z) Z + 23- r ZO ]
a) £(z) = 2—2— : 2 = 1+3
e) ﬂZ)=VE-% z, = 1:  (0=sarc z=w)
£f) £(z) = ! ' z, = i; (0= arc z< T )
3-jz

2, A differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval hatdrozzuk
meg az aldbbi filiggvények differencidlhdnyadosit:

a) w= {2z + 3j) (z - j)

_ 2z =1
PY w = 53

. an 2
c) w= {23z + 1)
d) W‘=____1—§..
(jz-1)

el w = 22+1 (-T<arc z<T)
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3. A differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval hatdrozzuk
meqg az aldbbi fliggvények adott pontbeli differencidlhdnyadosidt:

a) £z) = (2% + 33) (1-332) 5 2o = -3
35
b)f(Z)-_-——l—'—', H Z=1—j
(2-32°%)° °

o lz+23) (G-z) | _

) £(z) 5z - 1 ; z, = 3
2 . 29°

d)f(z):[z+(z+1)]; zo=1+j

4. A differencidlhatdsdg -~ Cauchy-Riemann féle parcidlis
differencidlegyenletekkel megfogalmazott -~ szilikséges és elég-
séges feltétele alapjdn dllapitsuk meg, hogy hol differenci-
dlhatdék az aldbbi figgvények:

a) f(z) = x2 + ] y2
b) f(z) = x3-3xy2 + j(3x2y - y3)
c) f(z) = x3+3xy2 - j(3x2y - y3}
a) flz) = y° - jx - 1)°
2 2

yoex
e} f(z) = e (cos 2xy - j sin 2xy)
£y f(z) = 22 Re z
g £(z) ——

zm + 1

h) £(z) = v— -1 (- < arc 2 < T}
i) f(z) = arc z; z # 0 és (-T < arc z< T )

ahol differencidlhatdk, ott hatdrozzuk meg a derivdltjukat!
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Eﬂ. a) Igazoljuk, hogy ha az f komplex fliggvény diffe~
rencidlhatd a Z pontban, akkor ott folytonos,

b) Adjunk példdt arra, hogy az a) pontbe11 41litas
megforditdsa nem szilkségképpen igaz.

(:) Az aldbbi fiiggvények segitségével illusztrdlijuk,
hogy a folytonossdg a differencidlhatdsdgnak csak szilikséges,
de nem elégséges feltétele: .

a) f(z) = 22 -z

0, haz =20 é&s ha |z} irraciondlis
b) £{z) =

1 _ P , .

g’ ha |z| = raciondlis;

p €s g relativ primek

(:) Az aldbbi fliggvények segitségével illusztrdljuk,
hogy a C.-R. egyenletek teljesiilése (a komplex fliggvény va-
16s és képzetes részének differencidlhatdsdga nélkiil) a dif-
ferencidlhatdsdgnak csak sziikséges, de nem elégséges felté-
tele:

a2
o 24

e p ha z # 0
a) f{z} =

0 R ha z = 0,

6 , ha x y = 0
by f(z) =

1 ha x vy # 0,

. Az alabbi filiggvények segitségével illusztrdljuk,
hogy a C.-R. egyenletek teljesililése esetén a parcidlis deri-
vdltak folytonossdga a dlfferenc1é1hatéségnak elégséges, de
nem szitkséges feltétele:

1
|zl

: e , ha z # 0
a) f(z) =

0 , ha z = 0 ;
: 21? sh w1, haz # 0
b) £(z) = Ha

0o , ha z = 0 .
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9. Ha
£(z) = x° + 3(y=-1> = u'njv
akkor
1 tgt =
u, + Jv,. Ix" .

Indokoljuk, hogy 3x2 miért csak a z = j pontban adja meg
£'(z)-t!

10. Legyen 3 3
+ Jy _ .
x2 5 , haz=x+jy #0
x“ + y
f(z) =
0 , haz =20

a) Mely pontokban teljesiilnek a C.-R. egyenletek?
b} Mely pantokban differencidlhaté a fliggvény?

E:l Legyen

n
-
—}%—# ha Z # & ; n=1,2,..s
fi{z) =
0 ha z =

a) Milyen n értékekre folytonos f a z, =¢ pontban?

b) Milyen n értékekre differencidlhaté f a z = & pontban?é

12. Igazoljuk, hogy az aldbbi fliggvények sehol sem dif-
ferencidlhatdk: '

a) f(z) =2z - z
b} £(z) = 2x + jxy°
c) f£(z) = e {cos vy - Jj sin y)
1
@ f(Z) = 7 _Izl r ha IZI<1
oo ’ ha |z|= 1
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. Igazoljuk, hogy -

2 2
x“ + v

W= 3 2 )
X+ y - x+ Jy

differencidlhaté fliggvénye z = x + jy-nak, és fejezzlk ki a
fliggvényt és differencidlhdnyadosdt a z komplex véltozéval!

Eﬂ. Igazoljuk, hogy ha

_.8u

Uy ey =%
8

u, (6,y) = 5y

akkor

£/(z) = u,(z,0) - ju,lz,0)

15. Hatdrozzuk meg az "a", "b", "c" koustansckat dgy,
hogy az

a) f(z)

X + ay + j{bx + cy)
ill.
b} £(z)

cos x(chy + a shy) + j sin x (chy + b shy)

fliggvény mindeniitt differencidlhatd legyen. irjuk fel a dif-
ferencidlhdnyadosat!

16. Hatdrozzuk meg azt a tartomdnyt, ahol az

2

2 ,
f{z) = [x" - ¥y + 23 |[xy|

fiiggvény differencidlhaté.

17. Konstrudljunk olyan komplex fiiggvényt, amely a |z|<«1
tartomdnyon értelmezett és folytonos, de csak a z = 0 pont-
ban differencidlhatd! |

18. Konstrudljunk olyan komplex fliggvényt, amely egy T-
tartomdnyon folytonos és ott bizonyos egyenesek kivételével
nem differencidlhatd!

Iﬂ. Konstrudljunk olyan komplex filiggvényt, amely égy
T tartoményon értelmezett, T bizonyos "slirin" elhelyezkedd
pontjaiban differencidlhatd, de mds sdrin elhelyezkedd pont-
jaiban nem differencidlhatd.
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20. Igazoljuk, hogy ha a w = £(z} = u + jv komplex
fliggvény a z pontban az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

- a) u és v differenciélhaté,

b) lim [ﬁ—‘:’ létezik,
Az—0

akkor vagy f, vagy £ differencidlhaté a z ponban.

21. Igazoljuk, hogy ha a w = £(2) = u + jv fliggvény a z
pontban az aldbbi tulajdonsdgi: )

a) u és v differencidlhatd, -

b}. lim [arc %%E] létezik,
Az—so z

akkor £ differencidlhaté a z pontban.

22. Igazoljuk w = f(z) komplex fiiggvény esetében az aldb-
bi 411itdsokat!

a) ha a z-pontban létezik

lim [Re ALw ],
Az—0

akkor ott u; és v§ is létezik és megegyezik;

b) ha a z pontban létezik

lim [Im ﬁ—:} ’
Hz—0

akkor ott u’/ és v! is létezik és u' = - v’ ;
vy X Y X

c) ha a z pontbhan u és v differenciélhatélakkor
az a) és b) hatdrértékek egyikének létezése maga utdn vonja
a midsik létezését, kdvetkezésképpen az f filiggvény differen~
cidlhatésdgdt.

23. frjuk fel a (¢ , 7)) gdrbevonald' koordindta-rend-
szerben a C.-R. egyenleteknek megfeleld parcidlis differen-
cidlegyenleteket, ha

1

X e’ chp,

ej sh 7
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24. Irjuk fel r és ¢ polérkoorniddtékkal

a) a C.-R. egyenleteknek megfeleld parcidlis dif-~
ferencidlegyenleteket;
; b) az £’(z) differencidlhdnyadost, r és ¢ fliggvé-
nyében, ha z = red¥ és f(z) = ulr, ¢) + jvir,¢)

25. Hatdrozzuk meg a poldrkoordindtdkkal adott aldbbi
fliggvények differencidlhényadosdt:

-3 - ' 1
a) w= 13 e3¢ | o=
r 'z
b} w = (r+ l) cos (P+'j(r- l) sin ¢ (= z + _T_)
. r_ r \ Z

~

1.2 MAGASABB RENDU DERIVALTAK

. Igazoljuk, hogy az aldbbi fliggvények elsb- és mdsod-
rendfi redivdltja minden z-re létezik és hatdrozzuk meg
£'(z}-t és £"(z)-t! :

a) £(z) = 3-2jz + z°

) £(z) = (3 + 2)°

c) f(z) = cos 4x ch 4y-j sin 4x sh 4y
4) £(z) = (2x-%° + 3xy2)+3(2y + y--3x°y)

27. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények mdsodrendl de-
rivdltjait:

"a) f{z) —— {(-T<arc z<%)
V22-4z+2j'
3 )

b) f(z) = \z + 2\/2 (-fr< arc z<%)

c) f£(z) = 1 {-T<arc z<T}
z Y1 - z‘2
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28. Hat&rozzuk meg az aldbbi fliggvények elsd- és mdsod-
rendi derivdltjait az adott z, pontokban:. '

ca) £(z) = jz + 2 ; : z = 1 +

o J
b) f(z} = X (cos y - J sin y}; z, = 2+ % j
3 ;
o) flz) = z° - 15 z, = 3
z
d) f£(z) = cos x ch y - J sin x sh y; z = %

29. Igazoljuk, hogy_ha f mindeniitt regulérls komplex
fliggvény, amelyre £" = c“, akkor

£ = 02 + Az + B
alakid, ahol A és B tetszdleges komplex 4llandd.

30. Tegyilik fel, hogy az £ fiiggvény (n + 1)-szer diffe-

n+1)

rencidlhatdé a T tartomdnyon és ott f{ = 0. Mutassuk meqg,

hogy f polincm és fokszdma < n.

1.3 DIFFERENCIAL

31. Hatdrozzuk meg az aldbbi fiilggvények z = z_ pontbeli
differencidljat! ©

a) £lz) = }—}';i (z_ # 1)
b) f(z) = L (z0 # 2)
z-2 '
3 .
c) £(z) = ¥z + 1 (z, # 3)

b) és c) esetben -x<arc z=<%
32. Legyen
£(z) = z° - 2z

Hatdrpzzuk meg tetszdéleges z pontban
a) a Af fliggvény megvdltozdst,
b) a df differencidlt, '
c) a (A f-df) kiilénbséget.
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33. Legyen
£(z) = 32° - 4z + 33.
Hatdrczzuk meg a

a) Af fliggvénymegvdltozdst,
b) 4f differencialt,
c) (A f-df) kildnbségét,

a z = 273 pontban.
34, Hatdrozzuk meg

a) a Af fliggvénymegviltozdst,
b} a df differencidlt,

ha 3
f{z) = (22 +. 1)7; 2 = -3; Az=1+j.

35, Igazbljuk, hogy £ és g differencidlhatdsdga esetén

a) dff(z) * g@]=[E(z) -g'(z) + g(2) £7(2)] Az,

£(z) ] _[gtz)£'(z) - £(z)g’(z)
g(z)] [ g(.z)2 | ]AZ

b) d[

1.4 L'HOSPITAL-SZABALY

36. Dontsiik el, hogy alkalmazhatdé-e L'Hospital-szabdly
az aldbbi hatdrértékek meghatdrozdsdra! Amelyiknél alkalmaz-
haté, azt hatdrozzuk is meg!

Z1O+ 1
a) lim —

z—3j =z + 1

22 + 4

b} lim 5
z—=29 227 + (3-4j)lz-63

¢) 1lim 22— 2jz - 1
z—3 44 222 4

%5
d) lim [(z.— e3 ) 22 ]
%j ' z +1
z—e
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37. L'Hospital-szabdly alkalmazdsdval - amennyiben lehet-
séges - igazoljuk, hogy .

sin x ch y + j cos x sh y _ "

“a)  lim .
x+jy -0 xr 0y
X _ . X,
b)  1lim 'e cos yx +1'+ Je _siny _ .
x+jy—,0_ JY )
c) 1lim 1-cos x ¢ch v + 3 sin x sh yv _ 1
2 2 . )
x+jy—0 X' -y *+2]xy ‘
a) lim x-sin x chy + j(y - cos x sh vy} _ 1
° %

X+jy—0 x3 - 3xy2 + j{3x2y - y3)

2.§ KOMPLEX FUGEVENYEK REGULARFTASA

2.1 DIFFERENCIALHATOSAG, REGULARITAS

. Igazoljuk, hogy a
w= |zl

filggvény a z = 0 pontban differenciélhaté, de nem reguldris!

39. Igazoljuk, hogy az aldbbi filiggvények sehol sem re-
guldrisak:

a) £{z) = xy + Jy

b) £(z) = e* (cos x + j sin x)

o) £(2) = 5 + 3 5T
X +y X +y

i40|. Hatdrozzuk meg azokat a pontokat, amelyekben a

w = (1 —'tz!)z

fliggvény differencidlhaté ill, azokat, amelyekben reguldris.
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41. Hol differencidlhatsk és hol reguldrisak az aldbbi
fliggvények:

a) £(z) = %% - j(y% * x)

by £(z) = (x2 - y2) + j(x° + y2),

c) f{z) = sinxschy - j cosx-shy ,
d) f£(z) = e X(x sin v~y COS y)+je_x(y sin v~x cos y)
e) £z} = thx2 + y2 + j arccos——————
: 2 2
x" r ¥
2 2 . Y
£) £{z) = 1n Y(x-1)" + ¥y~ + j arc tg P
P
g) f(z) = z + 3 '
R) £(z) = —
Izl3 ,
‘i) f(z) = _7__3L;L___ ,
z + 2z + 5
jy £(z) = (z - )|z -] {x régzitett komplex szdm)
k) £(z}) = z.Rez + z~1
z-+ 1

{az a)-f) feladatokban x + Jjy = z}.

C}. Igazoljuk, hogy ha az £ = u + j v komplex vdltozds
fliggvény reguldaris egy T tartomdnyon, akkor ott a g = -v + j u
fliiggvény is reguldris!

. I‘gazoljuk,‘hogy az
£(z) és £(z)

filggvények egyidejlileg reguldrisak!

44, Igazoljuk, hogy ha g(7) és £(z) reguldris fliggvé-
nyek, akkor go £ regularis!

. Igazolijuk, hogy ha az £ komplex fiiggvény.egy T tar-
tomdnyon reguldris és ott £’ = 0, akkor f 4llandd a T tar-
tomédnyon!

¢ -

il

gy
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._ Igazoljuk, hogy ha f és g reguldris egy T tartomdnyon -
és ott £’ = g', akkor {f - g} &llandé.

. Igazoljuk, hogy ha £ reguldris egy T tartomdnyon és
ott |E| 4lland$, akkor ott £ is &llandd.

; Igazoljuk, hogy ha f reguldris egy T tartomdnyon
és ott valds része konstans {Re f = konstans}, akkor ott f
d1llandd. ‘ :

. Igazoljuk,.hogy ha a komplex vdltozds f és f figg-
vények regquldrisak egy T tartomdnyon, akkor ott f dllandd.

50. Legyen

reguldris fliggvény. E
Igazoljuk, hogy ha az u, v, e g fliggvények egyike kons- -
tans, akkor £(z) is konstans!’ )

2.2 HARMONIKUS FUGGVENY, HARMONIKUS TARSFUGGVENY

E]. Mutassuk meg, hogy a

8 _ 5 8
(*3; J )

oo
N

I
[T

9 _ 1 3] . O
3z -2 ax * I T

3]

formédlis operdtorok bevezetésével a kétvdltozds fiiggvényre
vonatkozé Laplace-féle parcidlis differencidlegyenlet fel-
irhaté

alakbkan.

C?. Igazoljuk, hogy ha f az r és ¢ poldrkoordindtdkkal
kifejezett fliggvény, akkor a Laplace-féle parcidlis differen- .
cidlegyenlet felirhatd: |

2
f 1 of 1
Af=a + - + —_— :O
arZ r dr r2 8?5

alakban.
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53. Dontsiik el, hogy harmonikusak~-e az aldbbi - derék-
sz6gl koordindtdkkal adott ~ filiggvények:

a) uix,y) = 2x - x3 + 3xy2

b) ui{x,y) = 3(x2—y2) + 2y - 1
y

c) ulx,y) = 4x + e ¥ sin 2x
2,2 o
d) ul(x,y) = e Y scos 2xy _
e) u{x,y) =y - —2}5-7 {y > 0)
. X +y . i '

54. D&ntsiik el, hogy harmonikusak-e az aldbbi - poldr
koordindtdkkal adott - fliggvények: o

) utx, ¢) = & (r # 0)
Iﬂ u(r,rp) =lnr " (x££ 0)
u(r,qw)=_(r—%) sin ¢ ~(r#70)
dy ulr, Q) = r2 cos 2 @

e) ulr, ¢) = ™ sin n @ (n=0,+1,+2,...)

55. Legyen f reguléris komélex fliggvény. Allapitsuk meq,
hogy az aldbbi valés értékill fiiggvények koziil melyek harmoni-
kusak és melyek nem: .

a) w= |f(z)]

b) w = arc f(z)

&) w=1n |£(2)1 C T (£(z) # 0)
. Igazoljuk, hogy az

f(z}) = arc z = arc‘(x + jy)

komplex figgvény elsS és mésodrendd parcidlis derivdltjai
folytonosak és a filiggvény harmonikus a negativ valds tengely
mentén bemetszett komplex sikon!
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Bﬂ. Milyen kapcsolatnak kell fenndllni az a,b,c valds
egylitthatdk kdzétt, hogy az

u{x,y) = ax2 +.bxy + cy2
kétvdltozds valés filiggvény harmonikus legyen?
Eﬂ. Legyen u(x,y) harmonikus filiggvény 7
a) Kovetkezik-e ebbfl, hogy u2(x,y) is harmonikus?

b) Milyen f fiiggvény esetén lesz f{u) is harmenikus?
Allitdsunkat indokoljuk és példdval illusztrdljuk!

59; Hatdrozzuk meg - amennyiben léteznek - az aldbbi
tipusd harmonikus filiggvényeket:

U-=’~f(x)l
b} u = ¢ (ax + by) . ' (a # 0; b # 0)

o) u

d) u=¢ (xy)

¢ {i}

e) u=4¢ (x2 + y2)
x2 -
£) u =9 (=) (x # 0)
g)u=<P(X+Vx2+y2)'
b ou= g (x> y)

60. Igazoljuk, hogy az ui(x,y); i=1,2,...,n harmo-

nikus figgvények linedris kombindcidja:
n
2 ocpuy xy)
i=1

is harmonikus fliggvény!
61. Igazolijuk, hogy ha u(x,y) harmonikus filggvény, akkor
u{x + a, y + b)

z

is harmonikus ("a" és "b" tetsz&leges &1landd).
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Eﬂ. Legyen u(x,y}) = u(z) egy egyszeresen osszefuggo
T tartomdnyon harmonikus fliggvény és legyen z =9(l) egy TX
tartomdnyon reguldris fliggvény, amelynek értékel T-be esnek.
Igazoljuk, hogy ekkor

u(e(2)) = U0(l)
is harmonikus Tx—qn.

. Az X és y véltozdban harmonikus

H=¢e* cos ¥
fliggvényre
b]

[~

=0, ha y-=o0.

e
(9

Az = w2 = (u + jv) transzformacidval bevezetve az u és v
véltozdkat, mutassuk meg, hogy H az u és v.vdltozdknak is
harmonikus fiiggvénye és hogy az y = 0 egyenes képen is 0-4k
a megfeleld parcidlis derivéltak. Azaz:

o H

3 =0, >ha u = 0;
—%% = 0, ha v = 0.

. A harmonikus
H= 2y + e cos v

fiiggvényre

o3}
=

= 2, ha y = 0.

Q)

Y

Az = w2 transzformdciéval bevezetve az u és v vdltozdkat mu-
tassuk meg, hogy H az u és v vdltozdknak is harmonikus fligg-
vénye és hogy az y = 0 egyenes képén a megfeleld parcidlis.
derivdltak egyike sem 2, hanem

P

9H _ -
és

dH _ -

F’-—‘lu, ha v =0 .
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. Igazoljuk, hogy ha u és.v harmonikus egy T tartomd-
nyon, akkor ott az

_ ¢, 0u _ Bv, .
f_,(ay ErAREE L

figgvény reguléris.

C@. Legyen £ = u +jv olyan reguldris komplex fiiggvény,
amely folytonos els6-. és mdsodrendld parcidlis derivdltakkal
rendelkezik.

Igazoljuk, hogy

ACIEI?) = alg7] ?

67.‘Igazoljuk, hogy az aldbbi fliggvények harmonikusak
az adott tartomdnyokon, és ott hatdrozzuk meg harmonikus tdrs-
fliggvényeiket! T

@) uix,y) = x? - y2 4 2 x ;. 0= |z < °
b) ulx,y) = 2y + e = cos y; 0< lz| < o=
c) uix,y) = - ~§X—7 + x : 0<.]z| < ==
x“+y : :

2 9 3/2
d) u(x,y) = 1In (x+y“) 0<|z|< ==

ahol z = x + jJ vy .
. Legyen

ulx,y) = 5x + y - —{— 0<lz|<=

a)} Igazoljuk, hogy u harmonikus
b) Hatdrozzuk meg u Ssszes vix,y,c)
harmonikus t&rsfliggvényét (c tetsz8leges &llandd).

¢) Irjuk fel az adott u fliggvénnyel és ennek v har-
monikus tdrsdval képezett OSsszes

f=u+3jv

alakd requldris komplex fliggvényt.
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69. a) Igazoljuk, hogy minden valds egylitthatdjd
u{x,y} = ax + by + ¢
linedris filggvény harmonikus!

b) Hatdrozzuk meqg a v(x,y,cx) harmonikus tdrsfiligg-
vényeket, és az azokkal képezett

f(z) = u(X.y) + J vix,y)
alakd reguldris komplex fuggvényeket'

70. a) Igazoljuk, hogy a

v=in [(x-12 « (y - 2)2]

fliggvény harmonikus barmely olyantartoményon amely nem tar- -
talmazza az (1,2) pontot.

b) Hatérozzunk meg egy olyan u kétvéltozés fiiggvényt,
amellyel az £ = u + j v reqguldris komplex filiggvény.

71. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi kétvdltozds filggvények
k5ziil melyek harmonikusak! A harmonikusoknak hatdrozzuk meg
harmonikus tdrsfliggvényeit és Iirjuk fel velillk az £ = u + j v
médon képezett reguldris komplex filiggvényeket!

a) u(x,y) = 2x{1-y};

b) ulx,y) = x2 - yzr— 2xy §_2x + 3vy;

c) vix,y) = 3 + x2 - y2 - ———%——5— ; (y>0)
2{x"+y")

d} uix,y) = 2xy + 3xy2 - 2y3:

e) u{x,y} = xe* cosy - ¥y e siny;

£) vix,y) = -e XY gog (x2-y%) ;

g) U(X,Y) = 2 sinx Shy + X3 - 3xy2 + v;

h) vix,y) = x-2y + 1n (x2+y2); {y>0)

72. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi kétvdltozds figgvé-
nyek k&ziil melyekkel képezhetd £ = u + j v alakid reguldris
komplex filiggvény! Amelyekkel képezhetd, azokkal hatdrozzuk
is meg!

{22
a)uz_u__

{1-x} 2+y2
%
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i}
1]

b} u (x>0) -

cy v =y - x2 + arctg % {(x # 0)
(c) esetben az arctg £8értékével szamoljunk!)
73. Hatdrozzuk meg - amennyiben léteznek - mindazon

requldris filiggvényeket, amelyeknek abszolut értéke illetve
arcusa az aldbbi mdédon adott:

a) [E(2)] = (x2 + y?) &F
b) [£(z)] = er? cos 29
c) arc f(z) = x ¥y

d) arc f(z) =¢+ r sin ¢

ahol x és y derékszdgli -, r és ¢ pedig poldrkoordindtdkat
jelsl.

'Eg. a) Vdlasszuk meg a "c" Allanddét dgy, hogy
u{x,y) = x2 + 30y2 - 6 cos ¥ ch vy

egy regqguldris komplex fiiggvény valds része legyen.

b) Hatdrozzuk meg a fiiggvény differenci&lhdnyado-
sdt a o

pontban.

‘ 75. Vdlasszuk meg a "c" szdmot dgy, hogy az alédbbi
fliggvények az egész komplex sikon reguldris £ = ut+jv filigg-
vények képzetes részei legyenek és hatdrozzuk meg ezen f
fliggvények differenci&lhdnyadosait az adott pontokban:

vix,y) = cx? + 2xy - 2y2 z, = -3
b} vix,y) = c(x2y+xy) - 4y3—3 z, = 1+2]
c) vix,y) = x3+cxy2 + ch X cos y z, = % + %j
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Eﬂ. Hatdrozzuk meg ait a regulédris fliggvényt, amelyre

Re £'(z) = 3x° - 4y - 3y2
és
0

£(1 + 3)

, Eﬂ. Hatdrozzuk meg annék a reguldris filiggvénynek a
z. =1 + j pontbeli értékét, amelyre
Im £/(z2) = 6x (2y - 1)
és
£f{1} =6 -5 3
78. a) Milyen kapcsolatnak kell fenndllni az a> 0 és
b> 0 szédmok k&zdtt, hogy az

u(x,y) = e®* cos by

kétvdltozds fliggvény egy f reguldris komplex fliggvény valés
része lehessen? :

b) Hatdrozzuk meg ezt a reguldris komplex fliggvényt!
. Hatdrozzuk meg azokat a mindeniitt reguldris komplex

fliggvényeket, amelyeknek valds része az a,b,c,d valds egytitt-
hatéia

u{x,y) = ax3 + b x2 ¥y + C X y2 + d y3
kétvdltozés fiiggvény!
@@. Legyen
2

ulx,y) = e2x hix) - %—

a) Adjuk meg az Osszes olyan h fiiggvényt, amellyel
u egy f reguldris komplex fiiggvény valds része lehet.

b) Hatdrozzuk meg a kapott f fiiggvénnyel
£701 + )
értékét.

Eﬂ. Legyen f tetszdleges requldris fﬁggvény.

a) Igazoljuk, hogy az x és y vdltozdék bdrmely har-
monikus fiiggvénye az ,

X+ jy = flu + j v)
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transzformdciéval az u és v vdltozdknak is harmonikus figg-
vénye. : ’
' b) Allitdsunkat illusztrdljuk példdval.

. 82. Igazoljuk, hogy az u(x,y) harmonikus fliggvény val-
tozdira alkalmazva az

x=_TE__—2; y=___2_._i
b2 n £%s q
transzformdcidét, a transzformdlt fiiggvény is harmonikus.

83. Igazoljuk, hogy az u{x,y} harmonikus fiiggvény v4l-
tozdira alkalmazva az .

x=¢(t,n) ; y =rth, )

transzforméciét, a transzformélt filiggvény is harmonikus,
amennyiben ¢ és r ‘harmonikus tdrsfiiggvények!

84. Igazoljuk, hogy ha u(x,y} és v(x,y) barmonikus tars-
fligavények, akkor

dV=—§§dy-'?§dX

85. Legyenek az u{x,y} és v{x,y} filiggvények harmonikus
tdrsfiiggvények és legyen a

du 4dv
Tx Ox

dlu,v) =
IR ou dv
gy Ody

Jacobi determindns egy egyszeresen 8sszefiliggé tartomdnyban
zérustdl kiildnbdzé értékf. Igazoljuk, hogy ekkor az x(u,v)
és y(u,v) inverz fliggvények is harmonikus tarsfiiggvények!

86. Legyen £ = u + j v egy T tartomdnyon reguldris filgg-
vénye a z = x + j y vdltozdnak.
Mutassuk meg, hogy ekkor az

eu(x.y)

Ul(x,y) = cos v (X,y)

eu(x,y).

Vix,y) = sin v {x,y)

fiiggvények a T tartomdnyon harmonikusak és térsfiiggvények!
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2.3 KOMPLEX POTENCIAL

87. Igazoljuk, hogy van olyan egyszeresen dsszefiiggd
siktartomdny, amelyben az ‘

a} v(r) = -sin x chyi + cos x shy j
X +ty X +y
c) vix) = (1-e %cos y) i -~ e X siny j
2 _ .2
_ - X . 2X .
JIBR{E I R 1o i Sl S 1 i
(x“ + y°) (x™ + y)

vektormezdknek (sikbeli vektor-vektor flggvényeknek} létezik
komplex potencidljuk és hatdrozzuk meg azokat!

88. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi komplex flggvények
kdziil melyek lehetnek vektormezd komplex potencidljail
Ahol lehet, ott hatdrozzuk meg azt a vektormezdét, amelynek az
adott fliggvény a komplex potencidlja!l )
a) £z} = x5 - 3y’x + 2 + §(3x° ¢ - y° + 5)

b) f{z)

cos x ch y - j(sin x sh y + 4)

c} £i(=) 2+x + ”En(x2 + yz)—j (y~arc tg %)

a) f£(z) = 142y + e Xcos y ~ j (2x-e *sin y)

{2 meghatdrozdsndl £ valds részét tekintsiik a vektormezd
skalédrpotencidl fiiggvényének!)

89. Hatdrozzuk meg a sikbeli &ramlds erdvonalait, az
dramlds irdnydt és sebességvektordt, ha az dramlds komplex
potencidlja: : '

a) F(z) = z
b) F(z) = %
c) Flz) = z + %
d) F(z) = z - %
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90. Hatdrozzuk meg annak a sikvektornak az ekvipoten-
cidlis vonalait, erdvonalait és térerfsségvektordt, amelynek
komplex potencidlija:

a) F{(z) = az + b, - {a # 0)

b) F(z) 2

r

A
¢} Flz) = 1-2-,

1

d) F(z) = 1ln |1 + "EI + j arc (1 + !
Z

_2).-
z
e) F(z} = 1n |é2 - azl + j arc (z2 - a2), {a > 0)

2
2

2
- a

3 -
z + a

2
Zz~ - a Z

£} F(z) = 1n + j arc

z° + a
. Igazoljuk, hogy van olyan £ =.u + j v reguldris
komplex fiiggvény, amelynek valds része

: XZ_ 2
2y + e ¥

a) u{x,y) cos 2xXy

b} ulx,y) = sin (xz—yz) ch 2xy,

c}l ulx,v) = X 5 + % in (X2+y2); 7 v >0

x2+y

A komplex potencidl segitségével hatdrozzuk meg - mind-
hdrom esetben -

£1(3)
értékét.

dllanddét dgy, hogy az

92. Hatdrozzuk meg a "c

C) ulx,y) x2 + cy2 + e—2y cos 2x

.+ ¢ x y2 + sin 3x ch 3y

b) U{XIY)

fliggvény harmonikus legyen és a kapott w fuggvénnyel irjuk
fel a

vi{r} =.grad u
fliggvény komplex potencidljdnak derivdltjdt a) esetben a
z, = 1 + j, b) esetben a z, = j pontban. .
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93. Adjuk meg azon gérbe egyenletét, amely a z sik
(1 + 1) pontjdn megy &t és az

[a)] 2xy + 2x -~ 3y + ¢ = 0,

b) x3y - xy3 = c

c) e X cos y + Xy = ¢C
a) ‘e ® (x sin v -y cos y) =cC

gbrbesereg minden elemét merdlegesen metszil

94. valamely tér ekvipotencidlis wvonalai az x2 + y2 =
= 2ax kdrvonalak. Hatdrozzuk meg a (2a, 0) és (a,a) pontokban
fenndlld térerdsségek nagysdgdnak hdnyadosat!

Eﬂ. Az, = -a és z, = a (ahol "a" valds szdm) pontokban

elhelyezett kiildnbdz8 eldjeld (g és -q) pontszerd téltések 41-
tal Iétesitett erdtér komplex potencidlja:
: zZ-z

1
z—zz"

F(z) = 2q 1ln (z—z1) ~-2q 1n (2—22) = 2q 1ln

Hatdrozzuk meyg és dbrdzoljuk a tér ekvipotencidlis vonalait
és erdvonalait!

. A z, = -a és z, = a {ahol "a" wvalds szam} pontokban
elhelyezett egynemd pontszerd t&ltések dltal létesitett erd-
tér komplex potencidlija:

1
(z—z1)(z-22)

F(z) = 2g 1ln

Hatdrozzuk meg és dbrdzoljuk e tér ekvipotencidlis vonalait!

[Eﬂ. a) Hatdrozzuk meg az (x,y) sikon &1landé vy sebesg-

séggel &ramlé folyadék komplex potenciéljét, ha a sebesség-
vektor az x tengely pozitiv irdnydval &  szdget zdr be!

b) Hatdrozzuk meg ezen erdtér skaldrpotencidlfiigg-
vényét és aramfiiggvényét! )

c¢) Hatdrozzuk meg az ekvipotencidlis vonalakat és
az erdvonalakat!

. Egy dramlé folyadék komplex potencidlia: -

2
Flz) = v, (z + -,

ahol v, és "a" pozitiv 4llandé.
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a) Irjuk fel az erdvonalak és az ekvipotencidlis
vonalak "egyenletét!

b) Abrédzoljuk az erdvonalakat és az ekvipotencidlis
vonalakat!

c) Hatarozzuk meg az dramlds sebességvektordt!

d) Hatédrozzuk meg az dramlds stagndldé pontjait!
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IV. fejezet
;  REGULARIS KOMPLEX FUGGVENYEK LEKEPEZESE

1.§ KOLCSONOSEN EGYERTELMU ES KONFORM
LEKEPEZESEK

EGYSZER( TRANSZFORMACIOK

1. Igazolijuk,; hogy a

£(z) = 22 + 22 + 3
figgvény 4ltal létesitett léképezé; kélcsﬁnésgn egyértelmi a
T={z : |z{<1}
k&rtartomdnyon.
Igazoljuk, hogy az

22 + 1

2z

f£lz) =3 (z+ ] =

fliggvény 4dltal létesitett leképezés kBlcstnbsen egyértelml a
T = {z]|z]>1}
tartomdnyon!
Ei] Igazoljuk, hogy a

4
z-j

W f(z}) =.
fliggvény a

T

{zlz # 3}
tartomdnyt kdlcsdndsen egyértelmiien képezi le a
* = {w |w # 0}
tartomdnyra és hatdrozzuk meg a T -on értelmezett
cz o= £ (w)

inverz leképezést!
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a) Hatdrozzuk meg azt a TX tartomdnyt, amelyre az

figgvény leképezi a
T = {z! Rez < -1}

félsikot. . _
b} Mutassuk meg, hogy az

£ : T

leképezés kblcsdndsen egyértelmi!
€) Hatdrozzuk nieg ezen a tartomdnyon a

z = £ (w)
inverz leképezést!

5. Mely pontokban létesitenek konform leképezést az.
aldbbi filiggvények:

W=Z+'Z2r
&7

c) w

2 - -, (z # -1)
X

X - e cos yr+ j(y—ex sin vy}, {z x+3jy)

d) w = sin 2x ch 2y + j cos 2x sh 2y, (z x+3y)

[EJ Igazoljuk, hogy a

£
—
H
N
(&)
2
S}
]
N
(%)
-~
=
W
[
W
N
=

{(~ %% < arc wy < %;) fliggvény 4ltal létesitett leképezés az

a} z, = 1 ;
bz, = - % !
—c)zo=1+j,
B ozp = =344

pontokban lokdlisan konform és hatdrozzuk meg e pontokban az
elforduldsi szdget és nydjtdsi egylitthatdt!
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7. Keressiik meg a z sik azon pontjait, amelvekben
w =z

dltal létesitett leképezésnek azonos a nydjtdsi egylitthatdja
és azon pontjait, amelyekben azonos az elforduldsi szdge!

8. A z sik melyik része "zsugorodik Sssze" és melyik
"nydlik meg" az aldbbi fliggvények dltal létesitett leképezé-
sek sorén?

a) w = z2

b) w = 22 + 2z

. =1

c) w = Z .

d) w=e" (cos y + j sin y) (x+jy = z)

(El Igazolﬂuk; hogy az aldbbi fliggvények kdlcsdnésen egy- !
értelmd és konform leképezését adjdk az adott tartominyoknak
és hatdrozzuk meg azok w sikbeli képét.

a) w=1z"+1; . Re z>1
b) w= (z + 1)2; Re z >1
c)w=sinxchy+jcosxshy;——g—<x<£2-, y>0

2

d w = % In{x™ + y2) + J arx tg %; v>0.

10. irjuk fel annak a w sikbeli g&rbének az egyenletét,
amelyre az

X +y =
egyenest a
2
a) w =z
=1
b} w = p

figgvény ieképezi!

. frjuk fel - poldrkoordindtdkkal - annak a w sikbeli
gtrbének az egyenletét, amelyre a

== 414
kort a
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w =4z
fﬁggvény leképezi.
12. a) Mutassuk meg, hogy a w = 22 fliggvény az y = ¢
(c # 0) egyeneseket olyan paraboldkra képezi le, amelyeknek
w = 0 a kbzbs fdkuszuk!
b) Mi a képe az y = 0 egyenesnek?

13. irjuk fel azoknak a w sikbeli gdrbéknek a paraméte-
res eayenletét, amelyekre az

a) w=12z2 + 1
b) W =z
fliggvénv leképezi a
vy = 1
egyenest és a
1z - 31 =1
kSrt.
. A w sik mely gbrbéire képezi le a

2

a
W=z {a>0 valds)

fiiggvény a z sik
fz] = R . (R> 0)
kbreit?
15. Mire képezi le a

2

W= —
(1-2)2

fliggvény a z sik
fz] = 1

kbrét?
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. a) irjuk fel azoknak a w sikbeli gdrbéknek az egyen-
letét, amelyekre’

1. w = 3z - 2jz
2. w = 22
3. w = 1

Z

fliggvény leképezi az
y = 2x% és X +y =25

egyeneseket.

k) Hatdrozzuk meg az egyenesek kdzti szbg és a kép-
gbrbék kdzti. szbg kapcsolatdt. Indokoljuk megdllapitdsunkat!

. Hatdrozzuk meg azt a tartomdnyt, amelyre az
B PR TRE B PR T
csicspontid négyzetet leképezi a
a) w= 2z +5 - 3j
b) w =_22

“fliggvény, és igazoljuk kdzvetleniil, hogy a leképezett tarto-
nmény szomszédos hatdrold gbrbéi merdlegesek egymisra.

18. Hatdrozzuk meg a w sik azon tartomdnydt, amelyre a
G 1 -3 1+ 73

csdcspontid hidromszdg belsejét leképezi a

(2 - 13) =z

b) w = z2

a) w

fliggvény!
19. Hatdrozzuk meg a w sik azon tartomdnydt, amelyre
Imz z1 + Re w

félsikot leképezi az
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. Ha-térozz‘uk meg a - polé.rkobrdinétékkal adott -~
| 0<r=<2 cos ¢
o=¢= %
félkor-szektor képét és annak terliletét és keriiletét a
| W=z 7
leképezésnél!
. Hatdrozzuk meg a
0<x <1

'0<y<1

’

négyzet képét és annak terliletét és keriiletét a w = z2 leké-

_pezésnél!

30. Hatdrozzuk meg az aldbbi T tartomdnyok adott
w = f£(z) dltal létesitett képének alakjdt, keriiletét és te-
riiletét: .

a) T : 0

-t

1A

X<

Osy=

IN

a leképezd fliggvény:

X . X .
w=¢e cosy+ je siny ;
b} T ¢« 1=jz|=<2,

a leképezd fliggvény:

w =
z -
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2.§ LINEARIS LEKEPEZESEK

2.1 LINEARIS EGESZ FUGGVENYEK ES LEKEPEZESUK

a) GORBEK £S TARTOMANYOK LEKEPEZESE LINEARIS EGESZ
FUGGVENNYEL

31. Hatdrozzuk meg az aldbbi linedris egész filiggvények
végesben levé fix pontjdt (amennyiben létezik), abban a pont-
ban az altaluk létesitett leképezés elforduldsi szdgét és
nydjtdsi egylitthatdjat:

[a) w =12z +1-3j

b) w= jz + 4
3
¢l w=2+ 1 - 27
d) w= (1-31)z - 2j
En vos oWy = afz - z1) a# 0

32. Elemi transzformdcidk (nydjtds-zsugoritds, elforga-
tds, pdrhuzamos eltolds) egymdsutdnjdval szemléltessilk, és
adjuk meg analitikusan azoknak a w sikbeli gdrbéknek az egyen-
letét, amelyekre az

a) w=3z + 1+ j

b) w=3jz + 3 - 23

cl w

d)y w

- 23z + 4

(1 + 3)z - 53

fliggvények leképezik a z sik

1. vy = x + 2 egyenesét,
2. x2 +y = 4 kérét
3, (x-12 + y% = 1 korét
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33. frjuk fel azoknak a w sikbeli gdrbéknek a paramé-
teres egyenletét, amelyekre a

w=2jz + 1 - 3

linedris egész fiiggvény leképezi a z sik aldbbi - paraméte-
resen adott - g&rbéit:

a) () = eIt

b) l(t) = % v o5t

c) glt) = (% +t) + j-0
a gle) = t &3

Eﬂ. Elemi transzformdcidk egymdsutdnjdval szemléltessiik
és adjuk meg analitikusan azt a tartomdnyt, amelyre a

w = 3z + 1
linedris egésg fliggvény leképezi a z sikbeli
a) x>0 ;V O<y<2
vizszintes félsdvot;
- b) x2 + (y - 1)2< 1
kdrtartomdnyt.

EE. Hatdrozzuk meg és dbrdzolijuk azt a tartomdnyt,
amelyre a

w=1(j—-1) z + 3+ 1
linedris egész fliggvény leképezi az

A(0,0); Bly, 0); C(4 1); D(0,1)

csicspontd téglalapot.
Eﬂ: A z sikbeli T téglalaptartomdny hatdregyenesei
| x = 0; y = 0; X = 2; y =1.
Elemi transzformicidk egymdsutdnjdval szemléltessiik a w

sik azon T" tartomdnydt, amelyre az aldbbi linedris egész
fliggvények a T tartomdnyt leképezik!
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a) w=12z+ 1- 23,
) A
b} w = Mﬁf(a J.Z_ z ,
i &
cl w = VE_e LT {1 - 29

Adjuk meg a hatdregyenesek képeinek egyenletét és a csics-
pontok koordindtdit is!

ai. Legyen T a 2z sik egy hdromszdgtartomdnva, amelynek
csicspontiai:
z1‘= 3 ; Z, = 1-3 ;- zy = 1+ 3 .

Elemi transzformdcidkkal hatdrozzuk megqg ennek w sikbeli ké-
pét, ha a leképezd filiggvény: . :

a) w =3z + 4 - 2j

i

b} w jz + (2 ~ 3})
3 a

se” 3 oz -2+ 43

c) w

Adjuk meg Zyr Zos Zg képpontjait is!

b} ADOTT LEKEPEZESEKET MEGVALGSITG LINEARIS EGESZ
FUGGVENYEK MEGHATAROZASA

. . Hatdrozzuk meg azt a linedris egész fliggvényt, amely-
nek fix pontija: 25 © 1+ 2, és a 2z = j pontot a w = -j pont-
ba képezi le!

. a) Indokolijuk, hogy a z sik 6,1,j} cstcsponti
hdromszoge leképezhetd linedris egész figgvénnyel a w sik
{-1, -3, 3} cstcspontd hédromszigére!

b) Adjunk meg egy ilyen leképezd fiiggvényt!
c) Adjunk feltételt a leképezd fiiggvény egyértelmi-
ségére! ) )

. Hatdrozzunk meg egy olyan linedris egész fliggvényt,

amely a z sik {0,1,j} csidcsponti hdromszdgét a w sik
{0,2,1 + 3} csdcspontd hdromszdgére képezi le!
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41. Hatdrozzunk meg olyan
w = az + b
alakii linedris egész fiiggvényeket, amelyek a z és a w sik

aldbb adott gbrbéi kdzt létesitenek kblcsdnbsen egyértelmi
leképezéseket:

.a)y y = 2x — v = u + 1

b) y+ x =3 =3 u=0

c) x2 +‘y2 = 1 == u2 + 4u + v2'= 5
A lz-3]=1 &= |lw-1-73|=3

42, Hatdrozzunk meg olyan
w=az + b

alakt linedris egész filggvényeket, amelyek a z és a w sik
214bbi tartoményai kdzt létesitenek kilcsbnisen egyértelmd
leképezéseket:

a) Rezz 0 = Im w1

b) Im z2Z Re z —= Imw=-1

c) lz]|<3 = |lw - 1+ jl<1

d) |z +,j]>2 == |w+t 1 - 3j|>4

43. Hatdrozzuk meg azt a linedris egész fliggvényt, amely
a z sik

X = C, x=c+h

(c és h valdés &1landd) egyenesekkel hatérolt sdvjadt a w sik
0 < Rew<1 |

sdvijdra képezi le, dgy hogy
wic} = 0

legyen.
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44, Hatdrozzunk meg egy olyan linedris egész filiggvényt,
amely a :

lz] <1
kértartomdnyt a
lw = w | <R

kbrtartomdnyra képezi le, dgy hogy a z sikbeli kor kdzéppont-
jdnak a képkdr kdzéppontjdt; a z sikbeli kdr vizszintes &t-
méréjének a képkdr azon dtméréjét felelteti meg, amely az

x tengely pozitiv irdnydval « szbget zdr be.

45. Hatdrozzuk meg azt a iegéltalénosabb linedris egész
fliggvényt , amely
a) a felsd félsikoé dnmagédra
b) a felsd félsikot az alsé félsfkra
c} a felsd félsikot a jobb félsikra
d) a jobb félsikot dhmagdra
képezi le. . ’
Mutassuk meg, hogy ezeket a leképezéseket egyértelmien

meghatdrozza 1-1 egymdsnak megfeleltetett belsd pont, vagy
2-2 egymésnak megfeleltetett hatdrpont.

46. Hatdrozzuk meg azt a legdltaldnosabb linedris egész
fliggvényt, amely Onmagdra képezi le az:
a) O<x <1 sdvot
b) -2<y<1 "
c) vy = x és y = x — 1 egyenesek
41ltal hatdrolt savot.
47. Hatdrozzuk meg azt a legdltaldnosabb linedris egész
fiiggvényt, amely: ,

a) a z sik origé kdzéppontd egységsugaru kdrének
belsejét a w sik B kdzéppontd R sugard kdrének belsejére;

b) a z sik « k&zéppontd R sugard kdrének belsejét
a w sik origé kdzéppontd egységsugarud k&rének belseijére;

c) a z sik & kozéppontd R, sugard kdrének belsejét .
a w sik p kozéppontd R, sugari kdrének belsejére képezi le.
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2.2 LINEARIS TORTFUGGVENYEK ES LEKEPEZESUK

a) GURBEK ES TARTOMANYOK LEKEPEZESE LINEARIS
: TORTFUGGVENNYEL

' 48. a) Hatdrozzuk meg, hogy a

N =

w = (z=x+ 3y

figgvény mire képezi le a z sik

(x - 3)2 + y2

I
™

egyenletld korét és a
2x+ 3y =7

egyenletl egyenesét.

b) Mutassuk meg, hogy a képgdrbék ugyanakkora szég-
ben metszik egymdst, mint az eredeti két gdrbe! Allitdsunkat
indokoljuk.

49, Adjunk vadlaszt a 48. feladatbeli kérdésre,
ha a z sikbeli két gbrbe az

(x -3)% 4+ y%2 =5

egyenletd kor és a
2x + 3y = 14
egyenletd egyenes;

50. a) Mutassuk meg, hogy a

figgvény a

lz - 3] =5
egyenletli kért a

|w + é_l = 2
16 16

egyenletl korbe képezi le!
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b) Mire képezi le a fenti fliggvény a
[z - 3l<5
kdrbelsbt?
51. ‘Hatdrozzuk meg, hogy a

W = % (z = x+j’y)

fliggvény mire képezi le az aldbbi gbrbéket!

a) y = 3% ‘egyenest
b) vy + x = 2 egyenest
c) x2 + y2 = 4 kdrt
d) x% + 2x + y2 = 0 kért
&) y = %2 paraboldt

52. Hatdrozzuk meg, hogy a

1
z

fliggvény mire képezi le az aldbbi gdrbéket!

w = {z = x+iy)

a) x2 + y2 = R2 kdr&ket TR £ 0
b) %% 4 y2 = ax " (a # 0)
c) %% 4 y2 =by " | (b # 0)
d) y = mx egyeneseket
e) y =x+5b "
£) z, # 0: ponton dtmend egyeneseket.
53. a) Mutassuk meg, hogy a
figgvény a

|z]| <R (R> 0)

kérbelsét a



lwl> %

kéjr_izﬁlsc‘ﬁre képezi lel
' a) Mutassuk meg, hogy a

fliggvény (ahol ¢ # 0 tetszdleges &llandd), a
[z} > R {R> 0)

kdrkiilsét a

Iwi< R

kdrbelsSre képezi le!
54. Hatdrozzuk meg, hogy a

1

W =
4

(z = x+3y)
figgvény mire képézi le a z sik aldbbi tartomdnyait: '
1 .
al 0<y<% savot;
b) x>1 ; y>0 negyedsikot;
¢} O0<x <1, y>0 félsdvot;
a [z + vl =15z -1 =15 jz - 3| = 42
(egymdst kiviilr6l érinté) kdrtk dltal hatdrolt tartomdnyt.
55. a) Mutassuk meg, hogy a
W = l (z = x+jy)
P

fliggvény az y>c félsikor egy k&r belsejére képezi le, fel-
téve, hogy ¢>¢C.
b) Mi a képtartomdny, ha

c
c) Mi a képtartomdny, ha c <0

P

1l
[l
)

(V]
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56. Hatdrozzuk meg, hogy a’

w=1

z
fliggvény mire képezi le az
x 20; 0=y <1,
vizszintes félsévof!
57. Hatdrozzuk meg, hogy a

W=l + b
(o}

fliggvény mire képezi le a poldrkoordindta vonalakat: a
“lz -z ] = R kbroket és az arc (z - z,) = % -egyeneseket.

58. a) Hatdrozzuk meg, hogy a
z = 1

w o= 2 7 {z = x+3iy)

fliggvény mire képezi le a z sik
Yy = % és X +y =6

egyenletd egyeneseit.

b) Mutassuk meg, hogy a képgdrbék ugyanakkora sz8g-
ben metszik egymdst, mint a z sikbeli egyenesek!

59. Mire képezi le a

1 -z
1 z

w = ] {z = x+jy)
fliggvény az
a) x =0 ,

b) vy

1
o
-

c) x2 + y2

1
-
-

d) x-y=1,
e) x2 - 4x + y2 = 0,

girbéket?
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60. Mire képezi le a

w=§_j:53__- : (z = x+Jy)
fiiggvény az
a) y = X
b) v = 2x + 1 ,
) x2 + y2 =1,

d) x2 +y -2y =0 .
gﬁrbéket?

61. Mely alakzatba viszi &t a

w=gc 21
zZ + 7
fliggvény a z sik képzetes tengelyédt, ha "c¢" valds szdm?

Eﬂ. Igazoljuk, hogy a

fliggvény a z sik origé kdzéppontd egységsugard kGrét, a w sik
origd kdzépponti, egységsugard kdrére képezi lel

63. a) Igazoljuk, hogy a

W=
fliggvény az

Imz =20
félsikot a

jwl=1

kdrtartomdnyra képezi le!

b) Milyen tartomdnyra képezi le az
Imz=< 0

félsikot?
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@. Batdrozzuk meg a ¢ konstans értékét Ugy, hogy a

z - 1
W:
Z c

fliggvény a |z - j] = 1 kbrt egyenesbe képezze le!

65. Hatdrozzuk meg, hogy az aldbbi linedris egész- és
tértfliggvények mire képezik le az adott tartomdnyockat:

a)
b}
c)
a)
e)
)
g)
h)
i)
1)
k)

W

W

W

w

iz + 1
2z + 3 + 1

{1 + 1) =z

N <

66. Hatdrozzuk meg, hogy
nyek mire képezik le az adott tartomdnyokat:

a)

c)
d)

e)

£}

\

W

w

1

-
+
N

e

I
N

N o
Lu
e e

(SN R 3]
wl

N

N

=

N
[
(SR R

(SN (-}
NN NN
L
Clp e bl

e

|z-1]< 2

Re z>Im z

lz + 2|>3

lz =3 <1

Im z>0

lz|<2

1 + Re 2<Im z
Im z>0

|z|> 2

=1 - Re z2>1Im z

Re 2> 0

az aldbbi linedris tortfliggvé-

Re z>1 félsikot
Re z>0; Im z>0 negyedsikot

a (0,j,1) csdcspontd hdrom-
sz0g belsejét

a (0,j,1) cstcspontd hdrom-
sz8g kilsejét

0 <Re z<1; Im z2>0 félsdvot

0<Re z<1; 0<Im z <1 négy-
zetet
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67. Hatérozzuk meg, hogy a

W=E_——l

z -3
leképezésnél mi az "8sképlik" az aldbbi w sikbeli gbrbéknek
a) jw=- (1+ 4] =1
_ : 2 2

b) Im w = Re w

b) LINEARIS TORTFUGGVENYEK NYUJTASI EGYUTTHATOJA,
ELFORGATASI SZOGE ES FIX PONTJAL -

68. Hatdrozzuk meg az

a)w:_zl_-___l
z + j
= —2dz
b) w z + 23
fliggvények &ltal létesitett leképezések nylijtdsi egyltthatd-
jat és elforgatdsi szbgét a z, = -1 és a z, = j pontokban!

69. Hatdrozzuk meg az aldbbi linedris tdrtfliggvények &1~
tal létesitett leképezések fix pontjait:

) w = z = 1

a z 1
b) w = 6z - 9

z
c) w = 2z - 5
, z + 4
. Legyen
w = z = 1
z + ]

a} Hatdrozzuk meg a leképezés fix pontjait!
b) Hatdrozzuk meg € leképezés mellett a

[w - 1] <2
L4

tartomdny &sképét!
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71. Hatdrozzuk meg mindazon linedris tdrtfiiggvényeket,
amelyeknek fix pontjai 2, = 1 és z, = -1

. Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfliggvényt, amely-
nek fix pontjai: ’

z, = 1 és. z, = i,

és amely a z = 0 pontnak a w = -1 pontot felelteti meg!

Eﬂ. Adjuk meg az£ a legdltaldnosabb linedris (egész-
vagy tdrt=) fliggvényt, amelynek fix pontjai z, ég z, feltéve,
hogy '

a) Z ég z

5 egyike sem <=

b) z és z

1 egyike o=

2

ap. Hatdrozzuk meg azt a legdltaldnosabb linedris transz-
formacidt, amelynek .

z = + 3
az egyetlen fix pontja a végesben.

75. Igazoljuk, hogy a legdltaldnosabb linedris transz-
‘formdcid, amelynek fix pontja az origd, é€s minden tdvolsdgot
vdltozatlanul hagy, az vagy forgds, vagy forgds és a valds
tengelyre tilkkrdzés egymdsutdnja.

. 76. Legyen L egy linedris transzformidcié (linedris egész,
vagy tortfliggvény)!
Igazoljuk, hogy

a) ha L-nek z, = 0 és z, === a fix pontjai, akkor
L{z) = a-z

{a # 0 41landd) ;-

b) ha L-nek z = °= az egyetlen fix pontja, akkor
L egy transzldcié (pdrhuzamos eltoléds):

L{z) =z + b

{b # 0 41landd);
¢) ha L-nek z = 0 az egyetlen fix pontja, akkor

2

Llz) = =3 .
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77. Igazoljuk, hogy az

és Liz) = z + 2

Nf—

S(z) =
1eképezések nem kommutativak. Azaz

SoL #L oS

¢) ADOTT LEKEPEZESEKET MEGVALOSITO LINEARIS
TORTFUGCVENYEK MEGHATAROZASA

78. Hatérozzuk~meg azt a linedris t&rtfiliggvényt, amely
a z sik 3 adott pontjdnak a w sik 3 adott pontjit felelteti
meg az aldbbi mdédon:

o] z = {0, -5, -1} —— w

{jl1lo}

b) z = {1, 0, 1} == w = {1,3,-1}
c) z=1{ 1,3, -} == w={0,1,=}
d) z=4{ 0, 1, oo } === w={1,3,-3}
el z ={ 2, 3, 2} == w={1,j,-1}

fl z = { e, J, O}b_:::}W:[Oljr""}

79. Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfliggvény, amely
az aldbbi tulajdonsédgd:

a) a |z] <1 kortartomdnyt az Im w>0 félsikra képe-
zi le dgy, hogy a {-1, 1, j} pontokat a {-, 0, 1} pontok-
ba viszi 4t;

b) a [z[<:R kértartomdnyt a Re w>0 félsikra képezi
le 4gy, hogy az {R, -R, 0} pontokat a {0, e=, 1} pontok-
ba viszi 4t.

80. Adjunk meg olyan linedris tértfliggvényt, amely az

a) (1 +3) z+ (1 -1 z<0
tartomdnyt a

[w]=1

tartomdnyra;
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b) (1 + 23) z + (1 - 2j) z<8
tartomdnyt a
{w|>1
tartomdnyra képezi le.

81. Adjunk meg egy-egy olyan linedris tértfﬁggvényt,
amely az

a) x + y =1
félsikot az
- 22+ (v -23)%<16
k&rtartomdnyra;
b} Re z>5
félsikot a
lw + j[ <3
kértartomdnyra;
cl |z|<4
kortartomdnyt, az
Imw=<0
félsikra képezi le.

82. Legyen z, és vy tetszdleges, a és b, R>0; R1> 0;

R2>>O valds d11andé. Hatdrozzunk meg olyan linedris (egész-
;Zg¥ tért~) fliggvényt, amely az aldbbi leképezést valdsitja
f.Rez>0 —— a) Im w>90

== b) Im w< 0

b= ¢} Im w>Re w

= d) Imw<a Rew+ Db

== e) |W|<R

=== f) |[w|>R

= g) W - wol< R
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II. Im z>a-Re z + b ——a) Im w>0
- - ===b) Im w<0
——>c} Im w>Re w
===d) Im w>C Re w + d
=e) |W|<R
=—=f) |w|>R
Ce=—=3g) |W “'W0|,>R

ITI. iz!.<R1 ety a) Im w>0
= b) Im w>Re w
== ° ¢) Im wg<a Rew+ Db
—p 4ay [WI<R2

iv. |Z-201<R1 —_— a) Im w>0
—_— b) Im w>Re W
) c) Imw<a Rew + b
—_— d) |w] <R,
— f) |w - w01<R2

[83. Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfliggvényt, amely
az _

Im z=0
félsikot a
jw| =<1
kérlemezre képezi le dgy, hogy

z=j=>w=0

Z = oo =.v_gw—-1

{Tehdt adott a z sikbeli tartomdny egy belsd pontjdnak és
egy hatdrpontijdnak a képe.)
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84. Hatdrozzuk meg a linedris tdrtfiggvényt, amely a
|z - 43| <2
kértartomdnyt az
Im w>Re w

félsikra képezi le dgy, hogy a kdr kdzéppontjdnak a w = -4
pont és a kdr z = 2j pontjdnak a w = 0 pont felel meg.

85. Hatdrozzuk meg azt a legdltaldnosabb linedris tdrt-
fliggvényt, amely a :

lz] <1
kértartomdnyt a
Re w> 0
félsikra képezi le dgy, hogy
w(z1) = 0 i w(zz) = o=

legyen. (Itt z, és z, a lzl= 1 kbr olyan pontjai, amelyekre
arc z, < arc 22') -

Eﬂ. Hatdrozzuk meg azt a linedris t&rtfiiggvényt, amely

|zf = 2
kért a
|w+ 1] =1

kérre képezi le ugy, hogy a

w(2) = 0;  w(0) =3
Lagyen.
@ﬂ. Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfiiggvényt, amely

|z] =1
kértartomdnyt a
Tlw e 1] =

kdrtartomdnyra képezi le dgy, hogy
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O-nak w

N
It
(=T N

1-nek = w

N
Hi

feleljen meqg.

. Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfliggvényt, amely
az

fm z2>0
fels8 félsikot a
|[wi<R
kértartomdnyra képezi 1e'ﬁgy1_hogy
Cw(i) =0 és arc w'(§) = 1
legyen.
89. Hatdrozzuk meg azt a lineéris tortfliggvényt, amely az
IngO
félsikot a
[wi <1

kértartomdnyra képezi le dgy, hogy

a) wii) =0 ;arcw (i) =~ ,
b} w(2j}) =0 ; arc w’(23)= o0,
c} w(a+jb) = 0; arc w'{a+tjb) = 0 (b>0)
legyen.
90. Hatdrozzuk meg azt a linedris tOrtfliggvényt, amely
az
Im z>0

félsikot a
|[w - w, ] <R

kGrtartomdnyra képezi le dgy, hogy a j pontnak a k&ér kdzép-
pontja felel meg, és a j pontbeli derivalt pozitiv,
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91. Hatdrozzuk meg azt a linedris tSrtfiliggvényt, amely
|z| < 2
kdrtartomdnyt a
Re w>10

félsikra képezi le tgy, hogy

u%%

w(0) = 1 ; arc w'{0Q) =

legyen.

92, Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfiiggvényt, amely
a felsd félsikot az alsé félsikra képezi le ugy, hogy

wi{a) = a és arc w'(a) = - %} ’
ahol Ima> 0.
93. Hatdrozzuk meg azt a‘lineéris fiiggvényt, amely a
fz| <1
k&rtartomdnyt a
jwl< 1

kértartomdnyba képezi le gy, hogy

a) w{%) = 0 ; arc w'(%) = 0
b) wid) =0 ; are w'(d) = &
c) w(0) =0 ; arc w'(0) = - I-
d) w(a) = a ; arc w'{a) = «

94, Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfiiggvényt, amely

|z -~ 2{<1
kértartomdnyt a

lw - 23fj< 2
kGrtartomdnyba képezi le gy, hogy
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wi{2) =3 és arc w'(2) =0
legyen.

95, Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfliggvényt, amely

1z - 2| <1
kdrtartomdnyt a
|lw = 2j1<2
kdrtartomdnyra képezi le Ugy, hogy
wi2) = j: arc wt(2) =0
legyen.
96. Igazoljuk, hogy a z sfk bérmely 4 killonb&z8 pontja-
nak linedris transzformdcidval megfeleltethetd a w sik
{1, -1, k, -k} pontja {ahol k értéke filigg a z sikbeli pon-
toktsl!}) . Hdny megoldds van és azok hogy hatdrozhatdk meg?

97. Mutassuk meg, hogy ha f linedris tértfliggvény és

£(0) = - 5 £(1) = -3 ; £(3) = -3
akkor wvalds helyeken a fliggvényérték is valéds.

98. Hatdrozzuk meg a felsd félsiknak azon nmagdra vald
konform leképezését, amely a {, 0, 1} pontokat a {0, 1, ¢
pontokba viszi dt!

99. Hatdrozzuk meg azt a linedris tortfiiggvényt, amely
a felsd félsikot 8nmagdra képezi le dgy, hogy

w(a) =b és arc w'{a} = o,
ahol Im a>0, Im b>0.

100]. a) Hatdrozzuk meg azt a linedris tdrtfiggvényt,
amely a

fz] = 1 és |z - 1| = %

k&rvonalak k&zti gyldrliszerd tartomdnyt az

1< ]w|<R

kdrgylrire képezi_le!
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b) Hatdrozzuk meg R értékétl

ﬂﬂﬂ. a) Hatdrozzunk meg egy olyan linedris tortfiggvényt,
amely a

z| =1 és Iz - EI = %
kSriket koncentrikus kdrdkbé képezi lel
b) Hatdrozzuk meg a sugarak ardnydt!
102. Létezik-e olyan linedris toértfiliggvény, amely a
|z| = 2 kdrt '

és az
X = 2 egyenest

koncentrikus kdrdkbe képezi le!
Indokoljuk” 411itdsunkat!

103. Tegyillk fel, hogy egy linedris tortfliggvény a

lz| = R, és |z| = R, kordket koncentrikus kdrdkbe viszi 4t.
R
Igazoljuk, hogy a képkdrdk sugarainak ardnya ﬁl !
2

Iﬂ!. Van—e olyan komplex vdltozds linedris tértfiggvény,
amely két pdrhuzamos {(de nem egybeesd!) egyenes kézti tarto-
mdnyt két koncentrikus kor kdzdtti tartomdnyra képez le.
Indokoljuk 4dllitdsunkat!

3.§ ELEMI FUGGVENYEK ES LEKEPEZESUK

3.1 EXPONENCIALIS FUGGVENY

105. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvényértékeket:
2w .
[a]] =5~ 3
e

¢ .
-—
b} e
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106/. a) Igazoljuk, hogy ha e? valés, akkor Im z = + k¥

b) z milyen értékei mellett lesz e” tiszta képzetes

107. Hatdrozzuk meg mindazon z értékeket, amelyekre

e3z pozitiv valds
2
p) e? valéds
érték!

. Igazoljuk, hogy az xy = 4 hiperbola pontjaiban az

f(z) = e:Jz
fiiggvény &1landé abszolutértéki!

109]. Igazoljuk, hogy

|e-22,<1
akkor és csak akkor, ha z a Re z > 0 félsikon wvan.

110|. Igazoljuk az aldbbiakat:

a) eI%-nek 2% peridédusa
p) |ed?]-= 7Y
c) el? # (&%)
111. Egyszerlsitsiik az
. : .2
Ie22+].! és |ejZ l
kifejezéseket és mutassuk meg, hogy

. 521 -
lezz+3 e P T
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‘Allapitsuk meg, hogy az origébdél kiinduld (arc z =c}
félegyenesek mentén tartva a oo -hez a

. zZ
lim e

AR
hatdrérték melyik irdnyban létezik és melyikben nem!
113. Allapitsuk meg az aldbbi hatdrértékeket:
‘a) lim eIy

W o=
b) lim e2+3y
Y —> oo
114. Igazolijuk, hogy
' z
w = e

sehol sem differencidlhaté.

115. A differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval hatdroz-
zuk meg az aldbbi fiiggvények differencidlhdnyadosdt:

5 -3
al w=2 + e z
by w=A\l1 + %%
- V1+z2
c) w=¢
1
d) w =2 e1—z
o) w - e1—22
T 72 2z
z +e” ",

116, A z = %x + jy helyettesités alkalmazdsdval fejezzik
ki a . .

w = Re e1/z

fliggvényt az x és y valdés vdltozdk segitségével és mutassuk

meg, hogy a kapott valés fliggvény harmonikus minden olyan tar-~
tomanyon, amely nem tartalmazza az origdét.
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m. Hatdrozzunk meg egy olyan sikbeli vektorteret,
amelynek az :

.22
f{z) = e3

fliggvény a komplex potencidljal!l

118. trjuk fel a poldrkoordindtdkkal a w sik azon gbbé-
jének egyenletét, amelyre a :

z
W = e

fliggvény leképezi a z sik

a) ky=x ‘ (k tetsz8leges valds szdm)
b) y = 2x + 1
c) vy = kx + b (k és b tetsz8leges valds)
egyenesét.
. Igazoljuk, hogy a
—322

w=e -1+ 3
komplex fliggvény a z sik
ly[ = [x]

egyenespidrjdt a w sik egyetlen k&rére képezi le. Adjuk meg
a k&r kdzéppontjdt és sugardt.

120. Hatdrozzuk meg és dbrdzoljuk azt a w sikbeli tar-
tomdnyt, amelyre a '

z
w = e
fliggvény leképezi a z sik

E]Osysﬁ; x<0
Eﬂ O=y=1; 1=x=<5

téglalaptartomdnydt.
121. Hatdrozzuk meg azt a w sikbeli tartomdnyt, amelyre

w= g+ ez—2

fiiggvény leképezi a z sik
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"Re z =< 2
félsdvijat!
122. Hatdrozzuk meg, hogy a
z
w=e

fliggvény mire képezi le az aldbbi tartomdnyokat:

a) x < y<fp; O0sax< f=s2% félsdvot;

b) v = x ; y = x + 2% egyenesek kdzti sdvot;
c) x<0; 0<y «oxx=<2® félsdvot;
_d) x>0; OI<y<a<2%® félsdvot

(z = x + jy).

123}. a) Igazoljuk, hogy a

fliggvény d1ltal létesitett leképezésnél a z sik
xy =1

hiperboldjdn 1év8 pontok a w sik egyetlen kdrén helyezkednek

ell
b) Adjuk nmeg a kdr k&zdppontjdt és sugardt!

124. Hatdrozzuk meg a z komplex sik azon ponthalmazdt,
amelyet a

_ 3z-6
w = e

komplex fliggvény a w sik origé kézéppontd egységsugard kdrének
a belsejébe képez le!

125. Hatdrozzuk meg a

és
arc w = «

poldrkoordinidta-vonalak z sikbeli Osképét, ha a lekérezd figg-
vények

1
Z
e ’

ezz.

a) w
b) w
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126.

3.2 LOGARITMUS FUGGVENY

Hatdrozzuk meg az aldbbi reldcid-értékeket és azok

féértékeit:

86

127.

128,

129,

a) ILn (-4)

b) Ln (33)

¢) Ln- (-ej)

da) Ln (1-31)

e) Ln ( Vi-j)

£) In (- —;— - }g 1)
g) tn (3773

Hatdrozzuk meg mindazon z értékeket, amelyekre

a) e? = -2
py 3% = 1,
4z _ .
c} e = J.
a 71y
e) e =1+ jvg
£) e = -1 + 23
g) e* = -1 -3

Hatdrozzuk meg az aldbbi Osszefiiggések Osszes gydkét:

a) 1In z = %—ﬂj
b} 1ln z = j

o) In\2 + z° = T3

Igazoljuk, hogy

a) 1lim (1ln z) nem létezik (-T < arc z< %)
z —0

b) lim (z in z) = 0 ( " )
z—0

c) 1lim ( 4z In z)}) =0 { " }
z—0



130. a) Hatdrozzuk meg a

w = el?
figgvény legkisebb pozitiv periddusdt!

b) Adijunk meg eqgy olyan ponthalmazt, amelyet a fen-
ti fliggvény egy-egy értelmien képez le, és adjuk meg ezen a
ponthalmazon értelmezett inverz fliggvényét!

131. a) Adjunk meg a z sikban egy olvan tartomdnyt,
anelyen a

figgvény invertdlhatd!

b) Hatdrozzuk meg ezen a tartomdnyon az inversz
fliggvényt és annak egy kivdlasztott pontbeli értékét!

132. A differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval hatdroz-
zuk meg az aldbbi fliggvények differencidlhdnyadosdt:

a) w = 1n (z2 + 2z + 2)
b) w=1n (z + % +JVE2 + 3z + 23)
_ 1

c) w = —

In{1+z") ]

2 23

d) w=1n"(1 + 7 )
&) w = ez-ln z

- In {z + 33)
f) w. 5

z
(ln z az Ln z reldcid féértékét jeldli.)
133|. Hatdrozzuk meg a
z(t) = t + jt ; 0st=s e

egyenesszakasz hosszvdltozdsdt kis & esetén, ha a leképez8
fliggvény:

a) w=1In (1 + 2z2)
_ .z 1
by w = e+ ity
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134. Legyen
i®

Z = Y ej? - és z - 1= ge

a) Mutassuk meg, hogy

Re [ln (z—1)] = -;—[_ln {1+r2—2r cos?)]
(z # 1) 4

b) Kielégiti-e ez a fliggvény a Laplace-féle parcid-
lis differencidlegyenletet, ha z # 1?7 Indokoljuk dllitdsunkat! |

135}, Hatdrozzuk meg a w sik azon‘tartoményét, amelyre a

S 1
w = 1ln T2

fliggvény leképezi a z sik
lz]|<1
k3rtartomdnyat.

136. a) Bizonyitsuk be, hogy a felsd félsikon kivdlaszt-
haté a ’

w = Ln cos z

reldcié reguldris d4ga

b} Milyen tartomdnyba wviszi &t az Im z> 0 a felsd
félsikot a fenti reldcid barmelyik kivdlasztott &aga?

135. Hatdrozzuk meg, hogy a

w = 1n 2 (-T < arc z< ™)
fliggvény mire Képezi le az

a}) r = A ek‘p; (A >0) logaritmikus spirdlist;

by O<arc z< w<2® szdgteret;

c) lz| <1, O<arc z <o« <2% kdrszketort;

d} az [r1,r2] szakasz mentén bemetszett r < |z|<r,

gyliritartomdnyt!
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3.3 TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

138. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvényértékeket:

sin 2j

b} sin (-1 + 3])

c} cos j

d} cos (5 + 3)

e} cos (%— - 3}

£} tg (-1 + 23)

g) tg (2 - j}

139. Hatdrozzuk meg mindazon z értékeket, amelyekre

I

a) w sin z
b) w

c) w=1tg z

CCS Z

tiszta valds, vagy tiszta képzetes.

. Igazoljuk, hogy az
f(z) = tg z

fliggvény értelmezési tartomdnydban sehol sem veszi fel a
- +3, vagy -j értéket!

. Hatdrozzuk meg
" cos 2z és cos 3z
értékét, ha cos z = 2.

142, frjuk fel (az exponencidlis fliggvény felhaszndla-
sdval) zdrt alakban az aldbbi Ssszegeket!

1. 1 + ¢cOs X + cos 2X +...+.CcOos n X
2. cos x + cos 3x +...+ cos (2n-1) x
3. sin x + sin 3x +...+ sin (2n-1) x

143. Mutassuk meg, hogy minden z-re fenndllnak az aldb-
bi egyenléségek:

E] sin z

b) cos z = cos z ;

sin z

c) tgz =tgz .

89



144. Mutassuk meg, hogy

cos jz =.(cos jz)
minden z-re, de
sin jz # (sin jz)
kivéve z : + nTj ; n = 0,1,2,...
145. Igazoljuk, hogy ha
| sin z[ <1,
akkor z wvalds!
146. Hatdrozzuk meg mindazon z értékeket, amelyekre
[tg z| = 1

147. Mutassuk meg, hogy

ch2y - cos2 X

fa) [sin,zL2=|sin (x+3y)f?

b) |cos Zf2=[cos (x+jy)|2 ch2y - sin® x
148. Mutassuk meg, hogy

E@ Isin z|=|sin (x+jy)] = |sin x|

b} Jcos z]=|cos(x+jy” = | cos x|

149, Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrértékeket

a) 1lim sin =z

7 — oo

b) lim cos z

Z —r oo

c) lim tg =z

Z — oo

d) lim z cos %

z2—0
e) 1im .‘L—?% P
z—0 z

£f)  1lim 1l -cos z ,

. 2
z—0 sin 2z
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g)' limrz -.8in z
r
z— 0 z3
a1

h) 1lim (cog z)?

z—0 -
i
éin Z 22
i) lim (= )
Z
z—0
. ez
j) lim (z-n® Jj) Tz
z—n T i

150. Allapitsuk meg, hogy hol differencidlhaték és hol
reguldrisak az aldbbi fliggvények '

[a) £(z) = sin jz
b) f(z) = sin z
¢) f(z) = sin 3z
d) £(z) = cos z
e} f(z) = |cos z|2

151. A differencidlédsi szabdlyok alkalmazdsdval hatdroz-
zuk meg az aldbbi fliggvények elsé és mdsodik derivdltjdt:

a) f(z) = sin3(z—j)
os(zz)
b) £(z) = e
) £lz) = ——
(1+tg g)
d) f£(z) = 1ln tg (zz)

152 . Hatdrozzuk meg a w sik azon alakzatait, amelyekre
az aldbbi fiiggvények a z sik adott gbrbéit leképezik:

a) w= 3 cos z ’ x = 0 egyenest
b} w = J sin 3z 7 X = %? egyenest
c} w = cos 3z X = ¢ egyeneseket

Kolcstndsen egyértelmfiek-e a fenti elképezések?
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153. Hatdrozzuk meg azokat a w sikbeli alakzatokat,

amelyekre - a ¥
a) w = sin 2z
b) w = cos z

figgvény leképezi a z sik
Re'z = C i1l. Imz = d
egyeneseit.
154. a} Igazolijuk, hogy a
w = sin z

fliggvény k&lcsbndsen egyértelmien €s konform médon képezi
le a z sik

Osxs%-; 0<y <1
téglalaptartomdnydt.
Abrdzoljuk a képtartomdnyt! N

155. Hatdrozzuk meg azt a tartomdnyt, amelyre a
w = tqg z
fliggvény leképezi a z sik

a}l 0<x<i4r- sdvijat

b} 0<x<®; y>0 félsdvijdt!

156. Hatdrozzuk meg és ébrézoljuk a w sik azon tarto-
minyait, amelyekre a

w = sin 2

fliggvény leképezi a z sik aldbbi tartomdnyait:

iy T
a) ——z—sRe z< 5 Im z>0
b}OSRezs%—; Im z>0
c) -%—sRe zs%; 0<Im z<k
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d -fT<Rez=<%; c,<Imz<c

1 2

=

e) - = <Re 25%; 1<Im z< 2

N

157. Hatdrozzuk meg, hogy a
W = COs 2
figgvény mire képezi le az aldbbi tartomdnyokat:
a) o<x< 1, y< 0 félsdvot;

b) 0<x<%, y>0  félsdvot;
<

c) - -5‘;— x< 2, y>0 félsdvot,
d) 0<x <% " sdvot;

e) 0<x<®, ~-h<y<h (h>0) négyszdgtartomdnyt!

158|. Egyszerlbb transzformdcidk Osszetételeként hatd-
rozzuk meg és dbrdzoljuk a w sik azon tartomdnydt, amelyre a

w = Ysin z
figgvény leképezi a z sik

OSXS—Z'W—; y=0

félsavjdt!
l159]. Egyszerfibb transzformicidk (elemi fiiggvények &ltal
létesitett leképezések) Gsszetételeként hatdrozzuk meg és
dbrdzoljuk a w sik azon tartomdnydt, amelyre a
.2
w = sin” z
filggvény leképezi a z sik

0< XS%; y=>0

félsdviat.

160. Egyszer(bb dranszformdcidk Gsszetételeként hatd-
rozzuk meg és dbrdzoljuk a w sik azon tartomdnydt, amelyre a

w = (sin 2)1/4
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fliiggvény leképezi a z sik

B

SXS%'ﬂ y=0
félsdvijat!

" 3.4 ARCUS-FUGGVENYEK

161. Hatdrozzuk meg az aldbbi értékekeﬁ

a} Arcsin 2

b} Arcsin j

¢) Arctg 23
d) Arctg (1 + 3j)

162, 0l1djuk meg az aldbbi egyenleteket!

a) sin 3z + 2 = 0

b) sin z = 5j
c} cos z =5
d) sin z = ch 4
el tgz =1+ 73

163. Vizsgdljuk meg, hogy van-e megolddsa a komplex
szdmok k&rében az

a) sinjz = j cos jz
cos jz
Em sin z

egyenleteknek!

23 sin jz

j cos =z

164. Igazoljuk, hogy ha —1sa1s1fakkor

a) sin =z a

b) cos z a

minden gydke valés!

165. Allapitsuk meg, amennyiben létezik a

1 arctyg (22 + 1)2
im > 5
z—j sin” (2”7 + 1)
hatdrértéket, ha az Arctg reldcidnak azt az &gdt vessziik,
amelyen arctg (0) = 0
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166. A differencidldsi szabdlyock alkalmazdsival hatiroz-
zuk meg az aldbbi fliggvények differencidlhdnyadosét:

a) f{z) = arcsin %
2

b) f(z}) = arccos (z - 1}
c} fiz) = z arctg'ln‘z
d) £(z) = arctg !

Vz+3j
e) f(z) = arcsin (1 - ezjz)
f} £(z) = arccos (sin z - cos z)

167. Hatdrozzuk meg azt a taftoményt, amelyre a
w = arctg z (-F < arc z< @)
fliggvény leképezi az

2z <1

kOrtartomdnyt!
168. Hatdrozzuk meg, hogy a
w = arcsin z (-T<arc z < 1)

fliggvény mire képezi le az aldbbi tartomdnyokat:
a} a felsé félsikot;

b} a valds tengely (- <,1] és [1,e) szakaszai
mentén bemetszett z sikot:

c¢) az els8 siknegyedet;

d) a valds tengely (-<=, -1] szakasza mentén
bemetszett bal félsikot!

3.5 HIPERBOLIKUS FUGGVENY

169. Hatdrozzuk meg az aldbbi értékeket:

4 sh =1
ch (2 + 1) =3 k=0, +1, +2,...
cth égii



170, Hatdrozzuk meg mindazon z értékeket, amelyekre

al w = sh z.
b) w =ch 2
c) w=+th z

tiszta valds, vagy tiszta képzetes.

171. Igazoljuk; hogy
a) sh (z.+ jg8) = - sh z
b) c¢ch (2 + j*) = - ch z

172. Mutassuk meg; hogy
| sh z]2 = sh®x + sin? y

|ch z[2 = sh®x + cos’ Y

{(z = x + jv}.
173. Mutassuk meg, hogy
sh |x]< |ch zlschlx[
{z = x + 3jy)

174. A differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval hatd-—
rozzuk meg az aldbbi figgvények differencidlhdnyadosdt:

a) £(z) = sh (z + &3%)
1
b) £(z) =
chz(z2 + 1 + 33
c) £(z) = In ch (z + 1)2
d) =(z) = eVCh(Z+3j)

175. Adjuk meg az O&sszes olyan z értéket, amelyre a

w = 223ch 2z - z4 sh 2z

komplex filiggvény &ltal létrehozott leképezés nem konform.
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176. Hatdrozzuk meg a w sik azon gdrbéit, amelyekre a
z sik

X = C ill. y = d

egyeneseit leképezi a
a) w = sh z
b) w = ch z

fliggvény.
177. Mutassuk meg, hogy a
w = ch z

fliggvény

a) a z = jy ; OSyS—g; ponthalmazt a w sik tenge-
lyének O0<u=<1 szakaszdra képezi le;

by az x=0; Osyg% félsdvot a w sik els8 negye-

dére képezi le. Hatdrozzuk meg a félsdv ‘hatdrvonalainak w
sikbeli képét!

178. Hatdrozzuk meg, hogy a
w = ch z
fliggvény mire képezi le az

a) 0<y<* sdvot,

b) x=0; O<y<%w félsdvot!

3.6 AREA-FUGGVENYEK

179. Hatdrozzuk meyg az alébbi reldcié €rtékeket
a} arch j
b} arsh [1n (-1}]
c) arch (-1}
d) arth 0

180. Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletek 8sszes gybkét!

a) ch z =

(ST TR

b) sh =z
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c) ch z

1
d) ShE

I
!
bo

1]
[}

181. 0Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

a) ch z - sh 2 =1
b) sh z -~ ch z = 1

182, Hatdrozzuk meg azt a tartomdnyt, amelyre a

w = arsh =z

figgvény leképezi

a} képzetes tengely 1<y < o= é&s -e<y=< -1 szakasza
mentén bemetszett z sikot;

b) a z sik elsd negyedét!

3.7 ALTALANOS HATVANYFUGGVENY

183. Hatdrozzuk meg az aldbbi értékeket

a)
b)
c)
d)
e)

13
23

jJ

-nd
(-1)23

184. Hatdrozzuk meg az aldbbi &rtékeket:

a)
b)
c)

d})

e)
£)

Re (‘l-j)”jJ

| (=577
(1+5)3

~3 2]
(6_3j)
M

-1

185. Hatdrozzuk meg azokat a z komplex szdmokat, ame-

lyekre
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186]. Milyen feltételek mellett vesz fel

Cz = (a + jb)X+jy

csak valds értékeket.

. Hatdrozzuk meg a

4
w = Z

fliggvény valds és képzetes részét.
188. Hatdrozzuk meg a

_z z 1In z
w =2z =e

(ahol 1n z a logaritmus reldcid féaga) fliggvényértékeit a
Zz = =-c pontban a bemetszés felsd és alsd partjan.

189]. Mutassuk meg, hogy

lzjl . garc z

{ahol arc z az Arcus reldcidé f8iga) és vdzoljuk a
}zj[ = const.
- g8rbéket. 7
190. Differencidljuk a

w = (z - 3j)42 te

figgvényt,
l19ﬂ. Hatdrozzuk meg, hogy az

£(z) = 3°

fliggvény milyen gbrbékre képezi le az

a} Re z = <4
b}y Im z = cy
egyeneseket!
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V. fejezet _
KOMPLEX FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

1.§ KOMPLEX VONALINTEGRAL

E] A komplex vonalintegrdl definicidéja alapjdn szdmit-
suk ki az aldbbi gbrbe menti integrdlok értékétl

b

a) S 1 az

a

tetsz8leges, pozitiv irdnyftdsui rektifik&lhatd gbrbe mentén
integrdlva;

b
b) Jpz dz
a

tetszdleges, pozitiv irdnyftdsd rektifik&lhatd gbrbe mentén
integrédlva;

o J
G %27 %
ha G a pozitiv irdnyitdsd |z - z | =R kor,.

Eﬂ Hatdrozzuk meg az

[ % -1 az

L

integrdl értékét, ha az L gbrbe a P1(0,1) kezdépontot a
P2(1,0) végponttal Ssszekdtd

a) egyenes szakasz

b} v = 1—x2 parabolaiv, ndvekvé Rez = x irdnyban
befutva! o

3. Szdmitsuk ki az

1
JP e? dz
x5

]
integrdl értékét
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9, Hatdrozzuk meg

,Jp|z]dz
L

integrdl értékét, ha
a) L : az origdébdl a z = 2 - j ponthoz vezetd sugdr,

, b} L ; a |z]= 1; 0farc z=< ¢ félkdriv pozitiv irdny-
ban bejirva, ’ :

c) L : a |z]= R kdr pozitiv irdnyba bejédrva.

10. Hatdrozzuk meg az aldbbi vonal menti integrdlok é&r-

tékét!
a) Jpjzl z dz
L

L : a pozitiv irdnyban bejért |z|= 1; Ogarc z < ® félkériv.

b) 2z zf =2
Sz . o3
L //> )
-2 -1 1 2
c) j{ zzdz G : a pozitiv irdnyban bejart
G |z=1] = 1 kdr

11. Hatdrozzuk meg az aldbbi vonal menti integrdlck ér-
tékét az adott {p1, p2,...,pk} csucspontd polinomok mentén,

ha a befutdsi irdny a csidcspontok jelzett sorrendje!l

a)y {({3z-1}dz cstcspontijai: { =3, +3} .

L
b) JW3z—1)dz csdcspontjai: {-3. 3, -1, -3},

L .

c) Jhez dz csicspontjais {=3,-3+1, 3+1, 3}
L

d} [|z|dz cslcspontjai: f=3+1, j+1}
L

. (-2-24/35) pontbhdl a 2, = (-2 + 2y33)

pontba irdnyitott egyenesszakasz, f(z) =\/z pcdig a iz reld-
cié azon egyértékid dga, amelyre Af1 = 1

12 Legyen L a z
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Hatdrozzuk meg az

pr(z) dz
L

vonal mentl integrdl &rtékét!

13. Hatdrozzuk meg az £ = 4 reldcidé aldbbiakban adott
_ z
egyértéki &gdnak az adott gdrbe menti integrdljat! (Az egyér-
tékili 4g kivdlasztdsa a gbrbe egy pontjdhoz tartozd fliggvény-
érték megaddsdval tdrténik):

a) L :[z]=1; y=0 £élkdriv ; Y1

.

i}
—_

b) L :z|= 1 y=>0 " ;A1 =1
e) L :|z|=1; y<O " ;A1 =1
a G :|z|= 1 ; kST ;A1 o= 1
e) G :|lz|=1 ; kor ; V:T =-3

Tttt L nyflt g8rbét, G zAart gbrbét jeldl; az integrdldst a
gbrbék pozitiv irdnyd bejdrdsdval végezziik.

14. Hatdrozzuk meg az

jpln z dz
G

gbrbe menti integrdl &értékét (ahol Ln z egyértékd dgdnak ki-
vdlasztdsa egy pontbeli fiiggvényérték megaddsdval tdrténik),

ha
)] ¢ :]z]= 1 k6r  és In 1 =0
b) G :|z|= 1 " és ILn j = j%i
c} G :jz|l= R . " éds  Ln R = 1ln R
d) G :|z|= R " és In R =1n R + 2 %]
15. Hatdrozzuk meg az
j{ z™ 1n z dz n = +1, +2, ...
jz| =1 " :

vonal menti integrdl értékét, azon az dgon integrdlva, amelyen
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a) In t = 0
b) 1n{(-1} =1xj.

16. Hatdrozzuk meg az

jf z% dz

lz|=1

vonalmentiintégrél'értékét, ha o tetszdkeges komplex szam
s 1% =1,

.17. Batdrozzuk meg az aldbbi integrdlok értékét

: a) dz
lz1=2 22—1
f jz-1 |dz |
lz]=1
c) _ldzl (a # R)

2l =R |z ~ af?
a kortket pozitiv irdnyban bejdrval

18. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények primitiv fiigg-
vényeit!

a) f(z) = z-e
b} f(z) = coszz
c} £(z) = sin"z
d) £(z) = 1ln z
a negativ valds tengely mentén bemetszett sikon
e) f(z) = arctg =z
az x=0 ; |y|>1 félegyenesek mentén bemetszett sikon.
19. Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrozatlan integrdlokat!
a) Jpe-sz dz ‘

b) Jpzzsin 23 dz
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C)f3 dz

+ 3z + 2

d) fsin42z-cos 22 dz

e) fzzth(4z3)dz
£} J’z cos 2z dz
g) fzz
h) fz In z dz
1) fz° sh z dz
j)tfz 42z + 5 dz
az utsbbindl a gybk pozitiv dgdt véve.

20. A Newton-Leibniz-tétel felhaszndldsdval hatdrozzuk
meg az aldbbi vonalmenti integrdlok értékét!

a) fz sin'z dz

L
L : az origébdl a z = 1+j pontba irdnyitott egyenesszakasz;
by Sz + 2 &% az
L

L : az origébdl a z = & + j pontban irdnyftott egyenesszakasz;

fdz

z+4

L : az x + v = 1 egyenesnek az x és y tengelyek kézotti sza-
kasza csBkkend x-ek irdnydban bejdrva.

21. Szdmitsuk ki az aldbbi integrdlok értékét!

a) [(z+sin z+ch22)dz'; L :|zl=1; 0=arc zs%
i negyedkdriv

p) Jisin 27 - Ayaz; L:ozy = -1—z, = 23
L z egyenesszakasz
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cos 2z 4, . Cz. = 1z, = 24 -
c} JP~——E—~ dz ; L : z, 1 z, 23—+z3 1
L e

* tortvonal
d} dri—%—- %) dz; L : a)-beli negyedkdriv
e
L
- . : 2 2
e) “/"Z>51n z coszdz;L : y = Vft -x", .y>0
L

£) jfz(ez + z)dz; G : |z| =1
G

pozitiv befutdssal.

22, Szdmitsuk ki az aldbbi integrdlok értékét!

a)JPez-dz,
L

ha L a P1(-1,0) pontbél a P2(1,0) pontba iranyitott egyenes-
szakasz;

b [ (e? + 2)dz,
L

ha L a P(1,0) pontbdl a P2(1,ﬁ’) pontba irdnyitott egyenes-
szakasz;
c) Jr|zldz,
L

ha L a pozitiv kdriiljdrdsd |z| = 2 kér.
In 2z .
d) JF — dz;
L.

ha L a |z|= 1 k&r jobb fele a -j pontbol a +j pontba ird-
nyitva. '

e} Jf In 2z dz,;
L

ha L. a d)~-beli g&rbe.
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23. Hatérozzuk meg

JP x dz

|z] =R

értékét a kdrt pozitiv irdnyban bejdrva.
a) paraméteres alakban végezve a szdmitdst;
- 1
b) felhaszndlva, hogy x = %(z+z) = 5 (z+ %—).

24. Legyen G a komplex sik tetszlleges zdrt Jordan
gbrbéje, amely T tetszéleges teriiletli tartomdnyt hatdrol.
Igazolijuk, hogy '

$
G

dz

w

iT,
b) fydz=—-r,

c} jﬁ z dz = 2j T.
G
Eﬂ. Legyen a G gdrbe paraméteres egyenlete:

z{t) = R ejt; 0< t< 2 T, Igazolijuk, hogy

a) lim Jflnzz dz = 0,
R— =
b)  lim jf(v; ln z) dz = 0
R—0
G

ahol 1n z az Ln z reldcidé f&&gal

C@. Legyen L a z{t}) = Re’ ; 0=<t<w egyenletd fél-
kdriv.
Igazoljuk, hogy

a) f - ! dz | < LR {R>1)
z° + 1 R -1
L
p)  lim [ —1— &z = o0,
R —» o= L z + 1

109



Egﬂ. Legyen f folytonos a [z - zo|: r, kor kiilsejében,
jelslje M{r) az [f| fﬁggvény maximumdt minden |z - zO[= r>r

k6rdn és legyen lim rM(r) = 0.
X—r oo

Igazoljuk, hogy ekkor

lim ff(z'} dz = 0,
Y — o=
Kr

ha K_ a lz - z = r>r kdriv, vagy annak egy része!

ol

28. Az integrédlok kiszdmitdsa nélkiil mutassuk meg, hogy
fenndllnak-e az aldbbi becslések!

1 w
f dZ é-—
22 + 1 3
L
ha L a lz| = 2 kér elsé siknegyedbeli ive;
b) !f (e - Z)dz | < 60,
L
ha L a z, 0; z, = -4, z, = 33 csdcspontd hdromszog
2y~ Zyr By~ Zgy Zy— Iy irdnyban bejdrva;
in z ] ~ T+ 1In R
cl ‘ JP 22 dz| < 2 ® —s
L

ha I. a pozitiv irdny{tdsd |z|= R koér, ahol R>1.
Eﬂ. Legyen L az origdé kbzéppontid egységsugard kdr «

irdnysz&gl sugara.
Hatdrozzuk meg o é&értékét lgy, hogy létezzen az

f'l
e % dz

L

integral!
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ho. Legyen f{z) = u{x,y) + jvi(x,y) olyvan komplex vdlto-
z6s fliggvény, amelynek valds és képzetes része egy T tarto- .
mdnyon differencidlhaté.

Igazoljuk, hogy ha tetszdleges Le T rektifikdlhatd gor-
bén az

Jqu(x,y) + Jvix,y)] dz
d i

ihtegrdl értéke valds, akkor u(x,y) és vix,y) kielédgiti leg-
aldbb az egyik C.-R. egyenletet!

31. Legyen
ul{x,y) = x + 2xy

és L egy tetszdleges, irdnyitott, rektifikdlhatd gdrbesza-
kasz, amely a P(0,0}) kezdépontot a Q{1,1) végponttal koti
Ossze.
Hatdrozzuk meg, a v{x,y) figgvényt dgy, hogy
Q
. 7
Jf[u(x,y) + jvi{x,y)] dz = 3
P
{L)
legyen!

32. Igazoljuk:
a) ha f(z) folytonos az origd kérnyezetében, akkor

lim ff(rej“’ yd¢ = 2 £(0)

r—0
0
b) ha f£{z} folytonos a z = a pont kdrnyezetdben,
akkor : i
lim Egézg dz = 2% j f(a)
[z-a]—=0 "

. Egn Legyen f reguldris egy T tartomdnyon és ott
[£(z) = 11 <1.
Igazoljuk, hogy tetsz8leges GE€ T z4art gdrbére




2.§ CAUCHY INTEGRAL TETEL £8 NEHANY
ALKALMAZASA

34. Igazoljuk, hogy

f f(z}dz = 0,
G-

ha

£(z) = 25 - §2° + 52 + 23

és a G zdrt gbrbe

, lz| = 1 kor
b) |z-1|= 2 "
c) |z-3j] + |z+33] = 20 ellipszis

pozitiv irdnyban bejdrva.

QE]. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények regularitédsi
tartomdnydt és mutassuk meg, hogy

j{f(z)dz=0,

lz]=1
has

Z2

a) f(Z) = E:—

b) - f£(z) = z°e ?

c) f(z) = -—2_—1__—
zZ2° + 2z + 5

d) £(z) = co; z

e) f(z) = 1In (z + 2)

(36 A. Indokoljuk, hogy az aldbbi z4rt gdrbe menti integ-
rdlok értéke 0 : .

a) fsin z dz
G

b) fzez dz : G : {z]|= R; R>0

c} j{ dz; G :']zl=

z-2]}

~

G : Ez|= R; P>0
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G 1+ 2
e)y@(\tgzdz, G : 4x2+y2=4
G

B. Hatdrozzuk meg a fenti vonalintegrdlok értékét,
ha az adott G gbrbék Im z=>0 felsd ivén integrdlunk pozitiv
iranyban!

@. Legyen G a
0<Rez<3 ; < Imz=<2

téglalap tartomdny hatdra pozitiv 1ranyban bejdrva. Mutas-
suk meg, hogy

dz - .
a) J£‘§:§:7 = 28]
G

dz
b) —L2 =9
g{ (z-2-9)

Legyen G a |zi—4kores az x = + 1, y = + 1 egye-
nesek éltal hatdroclt négyzet kdzti tartom_a’ny hatarvonala,
dgy irdnvitva, hogy befutdsakor a tartomdny bal kéz felé essen.
Indokoljuk, hogy miért lesz

jrf(z} dz = 0,
G

ha

a} flz) = 5 '
3z + 1
b) flz) = u_i ,
sin 5
c) flz) = —F—
1 - e
@ Hatdrozzuk meg az aldbbi {szingularitdsckkal ren-

delkezd) fliggvények integrdljdt az adott gbrbék mentén!

1 G: |z=-3]=1,

a) f(=z) =

b) fiz) _SHI._Z-, G : ]z—1]+[z+1|=4.

(z-53)°

i}
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. Hatdrozzuk meg az

ui{x,y}l = x3 - 3y2X Yy
fliggvényhez olyan v(x,y) fliggvényt, hogy
J{[u(x,y.) + jvix,y)]dz = 0
legyen bédrmely G rektifikdlhatdé zdrt gérbére!A

41. Adjunk az iﬁtegrandusban szerepld k egylitthaténak

egy olyan valds szdmértéket, hogy
z
a) 3e —; dz = 0 7
[z] =2 z -jz" + kz
b) _§_§£§_E__ dz = 0
{z]= 1 z -2z j-kz

legyen!

. A Cauchy-integrdltétel alkalmazdsdval hatdrozzuk

meqg az
J{’ dz
2

G

t+z

integrdl értékét, ha G a pozitiv irdnyban bejdrt:

a) |z - j| = 1;
b) |z + o= 1;
¢ |z| =2

kox!

43L Az integrdlandd fliggvények résztdrtekre bontdsa
utdn a Cauchy=~integrdltétel felhaszndldsdval hatdrozzuk meg
az alabbi integrdlok értékét!

a) V——gg—i ' G : lz]= 4,
pa 9 + =z
b)jf—iz———dz, G: |z - 2| =3,
z(z7-4)
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3z - 1
(z-1) (z2+7z)

dz, G: |z + 3]=4,

a
fmgej

az adott G gdrbéket pozitiv irdnyban bejdrva.

Eﬂ Igazoljuk, hogy a 2z = + j pontokon &t nem mend,
tetsz8leges rektifikdlhatd L gdrbe mentén 1ntegralva

;
dz _

f 7 =3 Y RT

0

1+z
ahol k egész szdm!

45, Az %‘:[z|<f2 ktrgylirliben {ami kétszeresen &sszefiiggd
tartomdny) reguldris w = % fliggvény segitségével illuszt-

rdljuk, hogy t6bbszdrtsen Gsszefiliggd tartomdnyon két porit
kdzti integrdl értéke nem fuggetlen a két pontot Ysszekdtd
gorbétdl!

Eﬂ. Igazoljuk, hogy az origdn &t nem mend, tetszd8leges
rektifikdlhatd gdrbe mentén integrdlva:

Z

f %=lnz+2'ﬁtjk,

1

ahol a k egész szdm, amelynek abszoldt értéke és eldjele azt
mutatja, hogy az integrdcids gdrbe hdnyszor és milyen irdny-
ban keriili meg az origdt.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlok értékét, ha az
integracids it a kezdd és végpontot osszekoto tetszoleges,
szakaszonként sima gdrbe!

j/2
[a) S/
J
T +27]
Z
b) JP cos 3 dz
0
3




. Hatdrozzuk meg - amennyiben lehetséges - a Newton-
Leibniz—~formula segitségével az

: .
f\/;dz (0< arcz< 2 %)
-1

integrdl értékét, ha

a) L : a z, =-1 és Z, = 1 pontot Osszekdtd, tetszd-
leges rektifikdlhatd gdrbe az Im z >0 félsikon;
b) L : a z, = -1, z, = 1 pontot Hsszekdtd tetszdle-

ges rektifikdlhatd gdrbe az Im z< 0 félsikon.

49. a) Igazoljuk, hogy az

.9
j_—
VE=‘\/?e 2 {(r>0; —Tzr—<<p< 373.:)

0

It

f{z)

£(0)

fliggvény folytonos a felsé félsikon!

b) Legyen G az R<1; 0< ¢ < % félkértartomén& tel-
jes hatdra pozitiv irdnyban bejdrva. A f&1kdriv &s az x ten-
gelyen levd két egyenesszakasz menti integrdldssal mutassuk

meg, hogy
jpf(z)dz = 0,
G

Indokoljuk, hogy miért nem alkalmazhatd itt a Cauchy-alapté-
tel!

50. Legyen
Z
Glz) = [ cos37ay
T-jm
Igazoljuk, hogy

a) G(z) fliggetlen a (% ~j=) és z pontot lssze-
kot8 gdrbétdl,

b) G'{2) = cos 3z.
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51. Liegyen
z
Glz) = fsin{zdz.

1+]

Igazoljuk, hogy
a) G reguldris fliggvénye z-nek,

b) G’'(2) = sin 22.

52. a) Igazoljuk, hogy

2
lim jf g A 2; -2 dz = 0 ,
R—*«>G (z7+4) (27+22+2)

ha G a pozitiv irdnyitdsd |z|= R kér!
b) Igazoljuk a) eredményének felhaszndlédsdval, hogy

2
52> g -0,
¢ (z7+4) (27+22+2) .
ha G a pozitiv irdnyitdsu |z-2| = 5 kdr!

c¢) Igaz-e a b)~beli A4llitds, ha G a pozitiv irdnyi-
tdsd |z + 1|{= 1,2 k&r? Indokoljuk &llitdsunkat!

53. Legyen P(x,y) és Q{(x,y} két folytonos és folvtonos
elsérendl parcidlis derivdltakkal rendelkezd fiiggvény a T
tartomdnyban; G egy tetsz8leges zdrt Jordan-gSrbe T-ben, é&s
tételezzilk fel, hogy minden ilyen gdrbére

ﬁp(x,y)dx + Q(x,y)dy] = 0,
G

(ahol a bal oldal az f(z) = P{x,y} + Q({x,y)J komplex vdltozds
fliggvény G gbrbe menti integrédlja.)

a) Igazoljuk, hogy ekkor létezik egy olyan regulédris
f komplex filiggvény, hogy

Re [f(z)dz] = Pdx + Qdy

egy teljes differencidl!



b} Hatdrozzuk meg - a) felhaszndldsdval - p(x,y} és
qix,y) értékét ugy, hogy

Im [f(z)dZ] = p dx + q dy .

teljesliljbn, és igazolijuk, hogy

Jp[p dx + q dy] = 0 .
u

¢} Mutassunk rd a), b) és a Cauchy-tétel kdzti
Osszefliggésre!

54. Tllusztrdljuk az 53, feladat eredményeit pix,y},
gl{x,y) és f(z) meghatdrozdsdval, ha

2
Plx,y) = 2x + y - 2xy; Qlx,y) = x - 2y - x° + y2

" 3.§ CAUCHY INTEGRALFORMULA FUGGVENYRE
IS DIFFERENCIALHANYADOSRA

Eﬂ. Hatdrozzuk meg az

3z
§2

G Z +jz+2
integrdl értékét, ha G a pozitiv irdnyitdss :zl= 3 kor!

Eﬂ. Hatdrozzuk meg a Cauchy-integrdlformula felhaszn&-

lédsdval az
Jp dz
a z.2+9

integrdl értékét, ha

a) z = 3j pont G belsd pontja és z = -33j G kiilsé
pontija;

b) z = -3j pont G belsd pontja és z = 3j G kiils8
pontja; )

¢} z = 3j és z = -3j pontok G belsd pontjai.

Eﬂ. Hatdrozzuk meqg a G zart Jordan-g&rbe elhelyezkedé-
sétﬁf—fﬁggéen a

#ﬂ dz
2
E z(z" - 1)
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integrdl értékét, feltéve, hogy G nem megy &t az integralands
figgvény egyetlen szinguldris pontjdn sem!

58. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlok &rtékét:

. 6
a) \j{’ im_f dz
n

7

G 6
s'nsz
by fosinz g,
(z- -E
G 6
ha G : a |z| = 1 kdr pozitiv irdnyban bejdrva
c) jﬁ —El——— dz
c % ¢ 4
c f(z +4)
ha G : a |z-j| = 2 k&r pozitiv irdnyban bejérva.

59. Hatdrozzuk meqg az

Z

1 e
2% ] kjZPZH - z)3 o
G
ihtegrél értékét, ha

a) z = 0 a G hatdrgdrbe belsejében, z = 1 a kiilse-
jében helyezkedik el,

b) z = 1 a G belsejében, z = 0 a kiilsejében he~
lyezkedik el;

cl z = 0 és z = 1 mindketten G belsejében vannak.
60. Legyen G a Re z = + 2; Im z = + 2 egyenesek 4ltal ha-
tdrolt négyzet hatdrgbrbéje pozitiv irdnyban bejdrva.

A Cauchy-integrdlformula alkalmazdsdval hatdrozzuk meg
az aldbbi integrdlck értékét!
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G z{z" + 8)
2z
c)j?z—z—:—.t' dz
G

2dz [xof<2

]
G)Cej
ot
(e}
HKojnolN

e) jp —E%—— dz
G (z -1}

61. A differencidlhdnyadosra vonatkozd Cauchy-integrdl
formula felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlok
értékét (a G gdrbék pozitiv irdnyd bejdrdsa esetén)!

a) fsnzlzdz, G : |z|= 1,
G 2
b)fJ@z dz, G : gz—1!=;_;-,
p {(z-1)
z-nek azt az d4gdt véve, amelyen - < arc z< 7 ;
C) f_.t_gz_— dz’ G : lz+1l: l—,
2 10
z"+2z+1
G
e22
d)f——————‘ldz, G : Jz|= 3.

62. A Cauchy-integrdlformula. felhaszndldsdval hatdroz-
zuk meg az aldbbi integrdlok értékét, ha G a pozitiv irdnyi-
tédsi |zl= 6 kdr!

oZ
a) J{‘z -2 dz

G
b) § ;h_3§ dz
G

120



4 Tz
Z2 e
c) dz
gp_zz + 4
a) jf' 8L 2 gy
G z{z"+4)
o2
e) L¢ﬂ 5 dz
G (z - 3)
sin 2z
£) dz
AT

63. A Cauchy-integrdltétel vagy a Cauchy-=integrdlfor-
mula alkalmazésdval hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlok érté-
két (az integrdcids g&rbék pozitiv irdnyd bejdrdsa mellett)!

a) Lﬁq L 7 dz
. 2

lz[=10

b) jp sin z 4,

|z]=10 =z +
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h Va4 . (-% <arc z <w)
2 -1

4 Z
IZ"1|= §'

64. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlok értékét (a G
g&rbék pozitiv irdnyd bejédrdsa mellett}) !

. it
Sin T Z
a) J{j———§~—- dz ,
G z -1

[

ahol G : az x2+y2-2x 0 kér;

2
227 -~ z - 2
b) J{\_—_E—:_i—_—'dz

ahol G : x = 1-3; ¥y = + 3 egyenesekkel hatérblt néagyzet;
T

ahol ¢ : a 4x” + y° ~ 4y = 0 ellipszis;

G 2
ahol G : a [z—j] = 2 kor;
e} jp 21 5 dz ,
G (z= + 4)
ahol G : a |z-j| = 2 k&r;
£} Lj{‘ch(}z az ,
G 4
ahol G : az y = 1+x; ¥y = 1-x, y = —1 egyenesekkel hatdrolt

hdromszdg.

65. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlok &rtékét!

1 z
a) 773 fz4_1 dz ,
G
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ha G : |z - a] = aés a>1;

1 ez
b) PR jpzz > dz
. G

+ a
ha G a belsejében tartalmazza a |z|< a kdrtartomdnyt

: V‘I z e
c) %3 Jp (z—a)3 dz ,
G

ha a z = a pont a G gbrbe belsd pontja.

66. A Cauchy—integrdlformula felhaszndldsaval hatdrozzuk
meg az aldbbi integrdlokkal definidlt £(t) filiggvényeket!

+

1 ezt
[a) £6) = 5= J[’Zz - az
G

ha t>0 és G : |z[= 3 kor.

- 1 eZt
by £(t) = 54 jp”‘i‘_"‘z'dz'
G

(z7+1)

ha t>0 és G : |z|= 3 kbr.

67. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan z = a komplex szémot,
amelyre fenndll, hogy

f __.Eh__z_zdzzzgt'jsha
2| =5 {z - a)™ .

. Legyen G a |z}= 3 k&r pozitiv irdnyban bejdrva.
a) Mutassuk meg, hogy ha

£(z_) jpzz ~272 (lz 1< 3),

akkor £(2) = 8 x1].
b) Mi az értéke f(zo) -nak, ha [zO]> 37

. Igazoljuk a Cauchy-integrdltétel megfordltasat az
in. Morea~tételt:
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Ha az f komplex fliggvény egy T tartomdnyon folytonos és
tetszdleges GET zdrt Jordan—gbrbére vett vonalintegrdlijdnak
értéke 0, akkor f reguldris T-ben.

/ \
Eﬂi. Legyen f requldris az origét kérilvevd G Jordan-gdr-
bén és az 4ltala hatdrolt tartomdnyon. Igazoljuk, hogy Ln z
bérmely_reguléris 4gat tekintve: .

1 Ferim - _

TE S pr (?).ln z dz = f(zo) f(Q) ,
G

ahol z, az integréil’ kezdépontija!

ﬂn. Legyen  ¢{(z) folytonos a G ZArt gbrbén. Ekkor

1
£lz) = 333 g H;EZ‘)Z a7
G

.a G gbrbe belsejében reguldris fliggvény.

Feltételezheté-e, hogy az {gy értelmezett f fliggvény
folytonos a G hatdrgbrbén és ott értékei megegyeznek g &ér-
tékeivel? Illusztrdljuk dllitdsunkat a

_ 1
plz) = z

fliggvény és a

gbrbe segitségével!

EE. Legyen f reguldris a G zdrt Jordan-gdrbén és az &1-
tala hatarolt tartomdnyon, és z, ne legyen G-n.
Igazoljuk, hogy

£7(2z) fi{z)
= _dz = —_— dz
z - z0 JF (z - z )2
G G o

aﬂ. Legyen f reguldris a G zdrt Jordan~gdrbén és az 41-
tala hatdrolt tartomdnyon, amelynek z, belsd pontja.
Igazoljuk, hogy -

" Pl
_1 f(z)
[f(zo)] T 273 z -z

G

dz
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74. Az eldz8 feladat felhaszndldsdval igazoljuk, hogy

n n
M

[f(ZO}] < TR o

A

ahol o a z, pontnak a G gbrbétdl vald minimdlis tdvolsdga
és M az |f{z)| valés fiiggvény maximilis értéke a G gdrbén!

. Legyen G egy pozitiv irdnyitdsd rektifikdlhatd zdrt
adrbe és

. 3 .
(F(ZO} - f.z_._+__2_.§.—-3-dz .

s (z-zo)

Igazolijuk, hogy

Lp(zo) 6] =z

o r

ha z, a G gbrbe belsejében van és

LP(ZO} o,

ha z, a G gbrbe dltal hatdrolt tartomdnyon kiviili pont!

. Legyen k valdés szdm és G a z = ed | ; TP
eqgységkdr pozitiv irdnyban bejdrva.

a) Mutassuk meg, hogy

ekz
J{‘——— dz = 237%™
Z

G

) b) frjuk 4t az integrdlt trigbnometrikus alakba és
‘igazoljuk, hogy ; _

k coseg

e cos (k sing)dge=17,

S g

77. Igazoljuk, hogy ha f reguldris %z egész komplex
sfikon és van olyan n, pozitiv egész szdm, hogy elég nagy

lz| -re |f(z}]| <| z|", akkor £ polinom!
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4.§ CAUCHY INTEGRALFORMULA NEHANY
KOVETKEZMENYE

4.1 CAUCHY-EGYENLOTLENSEGEK

'. Igazoljuk, hogy ha f reguldris a |z|= R kdrtarto-
manyon, tovdbbi :

£(0) = 0
és If(z)) <=M ,
akkor:
| £(2)] = 2oLzl

. Igazoljuk, hogy az

If(n) (a)] < M-n!

n
R
Cauchy-egyenlStlenségben az egyenldség akkor és csak akkor
411 fenn, ha

_c M(z—a}n

RI’I

ahol ¢ olyan konstans, amelyre |c|= 1.

f(z)

@. Legyen f reguldris ha [z|«<1 és |f(z)]|< 11'21

Keressiikk meg a Cauchy-egyenl&tlenség dltal nylijtott legjobb
becslést [£7(0)]-ra!

__@. Legyen f reguldris és |£(z)] < M, ha [z|<R. Adjunk
egy felsd korldtot ]f(n) (z)] -re ha fz]<¢ < R.

4.2 LIONVILLE-TETEL

@. a) Legyen f reguldris a T tartomdnyon. Kdvetkezik-e
ebbdl, hogy f korldtos: T-n?

kL) Az a) kérdésre adott vdlasz ismeretében ddntsiik
*el, hogy a Lionville-tétel teljesiilésének sziikséges felté-
tele-e f korlatossdga?

126



- ahol "a

. Igazoljuk a Lionville-tételt az
_ f{=z)
jp (z=-a) (z-b) dz

tipusd integrdl ségitségével, ahol G a pozitiv irdnyitdsd
[z —a| = R k6r és "b" a |z-a|< R tartomdny bels8 pontja.

. Igazoljuk a Lionville-tétel aldbbi kdvetkezményét!
Ha f az egész komplex sikon reguldris fliggvény és minden z-re

[£(z)] = M]z|"

(ahol n nem negativ egész szdm és M pozitiv 41landd), akkor
f vagy n-nél nem magasabb fokszdmd polinom, vagy null-polinom.

. Legyen f egy olyan - nem konstans - komplex filiggvény,
amelyre

f(z + a) = f(z)

f{z + bj) = f(z) r

n

és "b" pozitiv valdés konstansok.
Igazoljuk a Lionville- tétel segitségével, hogy f nem
reguldris a

0<x=<a

0= y<b

négyszogtartomdnyon!

4.3 MAXIMUM-, MINIMUM-TETEL

[é:G]. Hatdrozzuk meg, az

f(.z) = 22 - 2z + 3
fliggvény abszolit értékének maximumédt a lz]= 1 kbrlemezen!
87. Hatdrozzuk meg |f| maximumdt a |z|< 1 kdrlemezen, ha
a) £ = 2% - 3z + 2 |

b) £ = z% - 222 4+ 4
e '
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¢}y £ = cos 3z
_ 2z + 1
d)y £ = =1

Eﬂ._lgaz-e a maximum~tétel tObbszdrdsen &sszefiiggd tar-
tomdnyon? Igazoljuk dllitdsunkat!

89. Mutassuk meg, hogy az

A
2
z

f(z) =
fiiggvényre a |z[=< 1 tartomdnyon nem teljesiil a maximum-tétel!
Indokoljuk az d11litdst!. ’

90. Igazoljuk, hogy a

1.

£(z) = cos Z

fliggvény abszollit értéke a IZ!S’%T tartomdnybeli minimumdt

a tartomdny hatdrgdrbéjén veszi fell

91. Illusztrdljuk a maximum- és minimum-tételt az

2
£{z) = (z + 1)
reguldris fliggvénnyel, ha T a

=0; 2, = 2; 2, = 7]

z 2 3

1

csicspontd hdromszdg belseje! Hatdrozzuk meg a T z4rt tar-
tomdny azon pontjait, ahol £ maximdlis ill. ahol minimalis!

Eﬂ. Mutassuk meg, hogy
a) az

2
£(z) = e-z +22

komplex fuggvényabszolutértekenek létezik maximuma a {z|= 2
z4rt kdrtartomdnyon; -

b) a
glz) = -22 + 2z
komplex fliggvény valés részének létezik maximuma a lz| <2
nyilt kdrtartomdnyon.
Hatdrozzuk meg a fenti maximumokat!
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Eﬂ. Adjunk meg olyan - zdrt halmazon reguléris - komp-
lex flidgvényt, amelynek abszolUtértéke nem a halmaz hatdrdn
veszi fel a minimumdt!

E}L Legyen £ = u + jv reguldris a korldtos T tartomdnyon
és folytonos a T tartomdny hatdrdn.
Igazoljuk, hogy a
¢l{z) = Ref(z) = u(x,y)
harmonikus fliggvény, maximumdt és minimumdt T hatdrdn és nem
a belsejében veszi fel, kivéve, ha n dllandé! (Harmonikus

fiiggvényre vonatkozdé maximum-, minimum-tétel.)

EE. Illusztrdljuk a harmonikus filiggvényre vonatkozd
maximum-, minimum-tételt az

ulx,y) = e® cos ¥
harmonikus fliggvénnyel, ha T a
0<x<1; O<y <%
téglalap belseje és hatdrozzuk meg a téglalap hatdregyenesei-
vel lezdrt tartomdny azon pontjait, ahol u(x,y) értéke a
legnagyobb ill. a legkisebb.
96. Legyen
£ = UIXe¥IH] vix,y)
a T z4&rt tartomdnyon reguldris komplex filiggvény, ahol
ulx,y) és vi{x,y)
harmonikus térsfiliggvények.
Igazoljuk, hogy u(x,y) sem a maximumdt, sem a minimumét

nem veheti fel a T tartomdny belsd pontjdban!

B?L Bizonyitsuk be, hogy ha az f # ¢ komplex fliggvén
| Sty 3 2 y
reguldris valamely egyszeresen Osszefliggd tartomdnyon és

annak peremén |f] konstans, akkor f-nek a tartomdny belse-

jében van zérushelye.
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V1. fejezet
KOMPLEX FUGGVENYSOROK

1.§ ALTALANOS FUGGVENYSOROK

1.1 FUGGVENYSOR KONVERGENCIATARTOMANYA, KOZONSEGES,
ABSZOLUT ES EGYENLETES KONVERGENCIAJA

[E] Allapitsuk meg, hogy hol konvergensek az aldbbi fligg-
vénysorok!

:MB'

a)

%
—_

™13
I
W‘J

b)

o
1l
—

C)Z L

o L

n=1 n+ 2z

Eﬂ Legyen
2. £ (z) = ) 2*P(1-2?)
n=1 n=1

a) Hatdrozzuk meg a sor konvergenciatartomdnydt és
Usszegfliggvényédt! . :

b) Mutassuk meg, hogy a konvergenciatartomdnyon a
sor abszoldt konvergens!

c) Igazeljuk, hogy a sor Osszegfiliggvénye nem foly-
tonos a konvergenciatartomdny z = 1 pontjdban!

3. Hatdrozzuk meg a z sik azon pontjait, ahol az aldb-
bi fliggvénysorok abszolit konvergensek!

C es "
a) E: ' (—1)n
n=1

z +
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™74
N
=

b)
n=1 1 - z"

c) 2: — sin {nz}
n=1 n

I
n=0 z~ - n

o L o1
n=0 (z - n)

Adjuk meg azokat a z értékeket is, ahol a fuggvenysorok egyes ;
tagjai nem értelmezettek!

4. Legyen

X 2 2
anm':z * ¥ oy
n=1 1+ z (1 + z7)

a) Hatdrozzuk meg a sor n-edik részletBsszegét!

b) Hatdrozzuk meg a sor konvergenciatartomdnydt és
Osszegflggvényét! :

¢) Allapitsuk meg, hogy folytonos-e az Osszegfliggvény! .

d) Mutassuk meg, hogy a |z] =38 ; &= 0 tartomdnyon a -
sor nem egyenletesen konvergens!

E Igazoljuk, hogy az

LI R I 5} Ll
1 +lzf 2 +]zl " 3 +|z] **° n +|z] -

figgvénysor
a) sehol nem abszoldt konvergens;
b) minden z-re egyenletesen konvergens!

6. Igazoljuk, hogy az aldbbi filiggvénysorok egyenletesen
keonvergensek az adott tartomdnyon! _

B>

n=1 niyn+1

[z | <1

o) Z —1 1<]z]<2

n=1 n + Z
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z: L [z]= R; 0<R<+o=

c)
n=1 22 + n
hined n
d) E: —5%———— [z]< R; O<R<1
n=0 z + 1
& ) —yt—y 2] > 2
r=0 (z° =1} .
> nz
£) Z en, [z]- =~<Rez<+ 1}

7. Hatdrozzuk meg azon pontok halmazidt, ahol az aldbbi
flggvénysorok abszolit konvergensek, illetve ahol egyenlete-
sen konvergensek!

n=1 (2™ + 1)
-
b Y

Dirichlet-sor
a) divergens, ha Rez =< 1,
b} abszolit konvergens, ha Re z=> 1,

c} egyenletesen konvergens az

1 + < X < R i -R < y < +R

=

£ég1a1aptartoményon, ha 1<R<+eoe,
d) nem egyenletesen konvergens a Re z>1 tartomdnyon.
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[E] Igazoljuk, hogy ha az fn(z) ;n=1,2,,.. fiiggvények

folytonosak T-ben és ott 5: fn(z) egyenletesen konvergal
n=1
S(z)-hez, akkor S(z) folytonos T-ben!

=S

Eﬂ, Legyen a z: fn(z) sor egyenletesen konvergens egy
. : n=1
T tartomdny C hatdrdn! _
a) Igazoljuk, hogy a sor az egész T zdrt tartomdnyon
egyenletesen konvergens!
b} Illusztrdljuk egy példdval, hogy a fenti sor dif-
ferencidldsdval nyert Z:f'n(z) sor nem feltdtleniil egyenlete-

sen konvergens a C hatdrgdrbén!
E]. Igazoljuk, hegy ha a T tartoményon az fn(z);
n=1,2,3,... fliggvények folytonosak, a E:fn(z) fliggvénysor

egyenletesen konvergens és C tetszdleges rektifikdlhatd gér-
- be T-ben, akkor a fiiggvénysor S(z) Osszegfiliggvénye integrdl-
hatd a C gbrbén és:

CfS(z)dz =Cf [n; fn(z)] dz = Zq [Cf £ (z)az)

Eﬂ. Igazoljuk; hogy ha az f(z) reqguldris a |z[< 1 tar-
tomdnyon és f{0) = 0, akkor az

£(z) + £{z%) + £(23) +...+ £(z) + ...

figgvénysor konvergens a |z] <1 tartomdnyon és ott &sszeg-
fliggvénye folytonos!

13. Igazoljuk, hogy ha a két fliggvénysor mindegyike

abszollit és egyenletesen konvergens egy T tartomdnyon, akkor
Cauchy-szorzatuk is abszolit é&s egyenletesen konvergens T-n.
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2.§ HATVANYSOROK.

2.1 HATVANYSOR KONVERGENCIA SUGARA, KDUZUONSEGES,
ABSZOLUT ES EGYENLETES KONVERGENCIAJA

14. Hatdrozzuk meg az aldbbi hatvédnysorok konvergencia-
tartomdnydat!

Bl ¥ ned
n=1

{b) Z niz"
) n=1

gk
e
:[Nb

[c)]

=}
n
—_

d}

=
ol
0
Ub
3|

e
18
~
o
5

o]
1]
(==

&
[~18
=]

o]

o]
B
o]
—

=
H
o
=]
+
—
—
N

8]
[™~1¢
| .
N
+
(=R RN

=

n=1
: > (z-2) "

n=1t n".2
T (n+1) (2-0,5)
EH Z_‘ . nit .

n=1

— -1
Y (z+2) "7
5, tzr2)
] n=1 (n+1)3 - 4"

— n-1 _2n-1

(2n - 1!

o]
It
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1) i __(ze)?
n=0 (n+1) (n+2)

15. Hatdrozzuk meg az aldbbi hatvdnysorok konvergencia-
sugardt!

-1+z+24+zg+...+zn+...
B 1+ 52 2l
1+ =+ =+ ... +t —= + ...
13 23 _ n3

n=1 3 +n
= 2n
z
d) Z {(2n) !

e) Z {2n) ! z2n

Z cosjn ° z"

0 Y, (n+ aMz”
)]

n=_0

@ Konvergencia-kdrilk mely pontjaiban konvergensek az
aldbl.i hatvanysorok?

o

n
n Z
@) 2;2 LR T

C— 2n
by 2. (-1 2

n=2 n-\ﬁ?

136



= 2n+1
c) Z (—1)n -;—ﬂﬁ—
C =1 .

. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi hatvénysorok konver-
genciatartomdnyuk hatdrkdrén konvergensek, vagy abszoldt
konvergensek !

gl
D
—_—
3
N
=]

a)

o]
H
-

gk
N
o
=

b) (p >0, egész}

=
m
—

c}

gk
T
—
=
N
(98]
5

d
]
%}

ni

2
n

d)-

oM
N

—

W. A Z anzn és a Z bnzn hatvédnysor konvergen-—
- n=0 n=0

cia-sugara R, és R,. Mit &11{thatunk az aldbbi hatvanysorok
konvergehcia-sugarérél? '

sk

a) Z, (a_ + b')zn-
n=0 n-—n :
b) Z a ‘b z"
n=0 non
oo a -
o) 2. Rl . b .# 0)
n= n : :

0

19. Legyen a z anzn hatvanysor konvergencia-sugara
n=1
R>0. Mit dllithatunk az aldbbi hatvdnysorok konvergencia-
sugardrdél?

a) Z a nP.z" pGEN+ régzitett
n=1
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b) Z“% z" peNJr rogzitett
¢y ), Znn
d) Z a_ nt z"

. Légyen a Z S, z" hatvédnysor konvergencia-sugara
T . n=0 ) ‘

R; O0<R<ee, . ) '
Hatdrozzuk meg R ismeretdében az alidbbi hatvdnysorok
konvergencia-sugardt!

a) Z nk_c z" - - " (kE€N) rdgzitett
b) Y. (2%-1) c 72"

c)z, € n

n
n=0 ."n 2%
n
d) Z n" ¢ 2"
n=1 n
e) z'cnk zn (ke N+)
n=0
n n
£) nz=0 (1 + zo) ¢, 2

!21[. Hatdrozzuk meg az aldbbi sorok &sszegét, ha |z] < 1!

a) z, nz"

n=1
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n=1
c) Z Z2n+1
n=0 2n+1
> n
a 2, ™ E
n=1

@. Hatdrozzuk meg a z sik azon pontjait, ahol az aldbbi
hatvdnysorck abszolidt konvergensek!

a) Z nP 2" (pé N rogzitett &dllandd)

o in N
§ a1 (z-3)
n=1 tin(n-2+1)5/2

. Hatdrozzuk meg az aldbbi hatvdnysorok egyenletes-
konvergenciatartomdnyét!

<o Zn
aj Z n i

n=1 3 *1

= (Z_.);'Zn
b Y Az

n=1 n

o 1

c)
n=1 (n+1) z"

24. Hatdrozzuk meg, hogy az aldbbi hatvdnysorck hol
abszoldt konvergensek, és hol egyenletesen konvergensek?

oo

al Z —-—————z(3_z)n

n=o 301

139




b) z: a z - "a" rogzitett &4llandd

. Konstrudljunk 6lyan R = 1 konvergenciasugard hat-
védnysort, mely az origdé kdzépponti egység-sugari kor

a) egy eléi '

b) k darab eldirt pontjdban

divergens, minden mds pontjdban konvergensl!

irt pontjdban

C). Igazoijuk, hogy ha egy (an) pozitiv valds szdmsoro-
zat monoton csBkkenve a 0O-hoz tart és a E: a, 2" hatvdny-
n=1

sor konvergenciasugara: R = 1, akkor a sor - legfeljebb a
z = 1 pont kivételével - a |z|= 1 kdrdn mindeniitt konvergens!
- 0
Eﬂ. a) Mutassuk meg, hogy a E: =5 hatvédnysor S(z)
: n=1 n

ssszegfiggvénye kielégiti a

d 25 1
= 23z T 1=
differencidlegyenletet, ha [z|[<1.
b) Mutassuk meg, hogy a 0<|z|<1 tartomdnyon S(z)
primitiv flggvénye a

- In (1-2)

:lln_1_
z b4

1-2

reguldris fﬁggvénynek!

2.2 TAYLOR-SOR

28. frjuk fel az aldbbi fliggvények z, = 0 bdzispontd

Taylor-soridt (Maclaurin-sordt) és hatdrozzuk meg azok kon-
vergencia—sugardt!

@D f(z) = sinzz
b) £z} = chzz

x1ln &
© £(z) = (a+ 27 (a® = e” )
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@ @ =y oF = 129
el flz) = ———— (b # 0)

@) £lz) = 42
@f(z) = 2z -

(z + 1)°
@ fiz)

z __2
@f(z)=fezdz
0

It

In(z? - 3z + 2)

. z .
. sin =z
3y f£(z} (‘)f — dz

[é:é]. frjuk fel az aldbbi fiiggvények z, = 1 bdzispontu

0
Taylor-sordt és hatdrozzuk meg azok konvergencia-sugardt!
_ Z
a) f(z) = zZ + 2
b) £(z) = —5—
z"m -2z + 5
Z2
c) f(z) = >
{z + 1) ,
d) f(z) = 3V{ (3\/7 = LL;_JE)
. 2
e) f(z) = sin (2z - z7)

@. frjuk fel az aldbbi fliggvények adott bdzispontt
Taylor-sordt és hatédrozzuk meg azok konvergenciatartomdnydt!

a) £lz) = 2z° - 3z° + 4z - 2 2z = 2

b) £lz) = — z =1
1 + 2 : o}

_ 1 . U

C) f(Z) - (1+Z) (Z-Bj) 7 ZO J
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dy f(z) = 5" Zo = 1
57

| ) | _x

e) f{(z) = cos z Zo =5

£) £(z) = sin z z, = +_’§_
3 .

-g) f(z} = z ch(z+3) z, =0

_ -z .

h)y f(z} = e z, =3

, _ 2z = -

i) f(z} = z e _ L2y < 1

3 £z = gEay %o 7

-E*-:]. Az f(z} 7 _1_ > fliggvény Maclaurin-sordnak diffe-

rencidlédséval igazoljuk, hogy

142

a) Z

{1- z) n=1

o=

b} ——2—-—3 = Z n(n—1)zn—2
(1 - z) n=2

Igazoljuk, hogy

a) —zli = 1 + i (n+1) (z+1) ", " ha lz+11<1

b) £§=-}+% 2 ™ (n +1)(z—3)n ha [z - 2|<2

c) ez=e+ez_:-£—z;l—})—2, ha Jz|< e

Q) e? = e 72 i —(—z—i——?)—n ha [z|< o=
o1 nb :



E&. Az f{z) = sh z flggvény N ='j®% bézispontd Taylor-
sordnak felhaszndldsdval igazoljuk, hogy ' :

0! 72

_ . A sz4mldld és a nevezd "megfeleld" bidzispontd Taylor-
sordndk felhaszndldsdval igazoljuk, az aldbbi hatdrértdkek
fenndllds4dt!

i
-

a) lim z ctg =z

Z—+0
b) lim l:%ézz 0
z—s0 =
c) lim EI%—E = 1
z—0
) 1 . ,
d} Z{ig sIn s nem létezik.

. (z - ')ez ej
e) lim -2 & . &

. 2
z2—3 1 + z°

35. sorfejtés nélkiil hatdrozzuk meg az aldbbi figgvények
adott bdzispontd Taylor-sordnak konvergenciatartomdnydt!

a) f(z} = _SE_E__ zZ = 0
Z2 ‘o4 . o

b) £(z) = —Z ‘ % = 0
e+ 1

c) f(z) = *Z.F_.B_ z = 2
(z=1) (2-2) %
. _22 .

d) £(z) = e sh{z+2} z, = 0

eZ .
e} f(Z) = Z—(?:ﬁ- _ ZO = 4j

§§9' Hatdrozzuk meq - sorfeijtés nélkil - az aldbbi fligg-
vények™ (ill. reldcié-f84gak) adott bdzispontd Taylor-sordnak
konvergencia-sugardt!

a) f(Z) = —2—- z =1
z° + 1
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b) £(z) = yz z, = 1+]
c) £(z) = yz. zZ, < -1 -]
d) f(z) = e"ctg 2z z,, = %
e} f(z) = e Ctg Z ZO = 3

£} £(z) = In{z + j) z, = -1

Minden esetben indokolijuk, hogy a konvergencia-sugdr miért
nem lehet nagyobb a kapottndl! :

(;P{ Fejtsilik Taylor—sorbé az aldbbi fliggvényeket (reldcis-
dgaka az adott z, pont koriil és hatdrozzuk meg konvergencia-
tartomdnyukat! :

1

a) f(z) = .____.; _ z, = 0
1+ z :
azon az &gon, ahol £(0) = 1;
b) £(z) = ércsin z z, = 0

azon az 4gon, ahol £(0) = 0;

c) £(z) = 1n (3 - jz) N 23
azon az &agon, ahol f£(0) = 1ln 3.

Q) f£lz) = (1 +2) /2 2z, = 0
azon az &gon, ahol £(0} = e,

. Irjuk fel az alébbi fliggvények z_ = 0 bdzispontud
Taylor-sordnak néhdny elsd tagjat! ©

a) £(z) = e

b) f({z} = sin

_ 1 -z
_ In(i+z)
c) f£(z) = T 1 z
_ 2
a) f£lz) = [1n (1 + 2)]
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39. Fejtsiik z hatvdnyai szerint haladd$ sorba - sorok
szorzdsa segitségével - az aldbbi fliggvényeket! .

a) £(z) = [In (1 - z)]2
b) f(z) = [arctg z]z (arctg 0 = 0)
¢} f(z) = [arcsin 2}2 tarcsin d = 0)

40. Fejtsilk z hatvdnyai szerint haladd scorba - a re-
ciprok sor felhaszndldsdval - az aldbbi filiggvényeket!

- _ Z

EI f{z) = EEEEE_E 0 arc =z
_ z

b) £(2) = oy
_ 1

c) £(z) ch 2z

Eﬂ. Igazoljuk, hogy az
sin 2
£(z) =y °

~ 1 " z =0

ha z # 0

fliggvény mindeniiti reguldris!

EE. Igazoljuk, hogy ha f reguldris a z = a pont egy K
k8rnyezetében és z = a az £ fliggvény n-szeres zérushelye,
akkor a

_f_(.z_).._. ha z #a
) (z-a)n ’
glz) = n
£ é?) , u z = a

fliggvény regulédris a z = a pont egy K’C K .kdrnyezetében!

2.3 LAURENT-SOR

EH. Allitsuk eld Laurent~sorral az

- 1
£2) = Ty

figgvényt a z = 0 reguldris pont korili &sszes lehetséges
gyliritartomdnyban!
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Eﬁ. Allitsuk eld Laurent—-sorral az

1

£z = e
fliggudin b a z, = -1 izoldlt szinguldris pont k&riili &sszes
lehetssaes gydritartomdnyban!
3.+, “1litsuk eld Laurent—-sorral az
= Z
£(2) = Ty z=ay

onviinyt az aldbbi gylridtartomdnyokban!
a) |z|<1
b) I<|z|<2
c) |z|>2
a) jz-1I>1
e) O<|z-21<1
46, Allitsuk eld az

2+ 1

£lz) = z-1

fliggvényt.
a) Maclaurih-sorral és adjuk meg ennek konvergen-
~iatartomanydt;

b} Laurent~sorral a [z|>1 tartomdnyon!
47, Allitsuk el8 az

z - 1

2
z

f(z) =

filmgvényt:

a) (z-1) hatvdnyai szerint haladé Taylor-sorral és
ad juk meg annak konvergenciatartomdnydt;

b) Laurent-sorral a |z-1|>1 tartomdnyon!
Eﬂ. Allitsuk el8 az
1

22 + 1

f{z) =
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fliggvényt z

a)
b)

= j bdzispontd hatvdnysorral az

|z + jl<2
|z + j{>2

tartomdnyon,

tartomdnyon,

Eﬂ. Fejtsilik Laurent-sorba az adott szingulédris pcntok
kdrili valamely gylir@tartomdnyon az aldbbi fllggvényeket, és

hatdrozzuk meg minden egyes sor konvergenciatartomdnydt!

50.
az adott

al

b}
c)
d)

e}

f(z)

flz)

f(z}

f{z)

f(z)

1l

e22

(z-ﬂ3

(z-3) sin 2

Z-sin z

3
z

z

T (z+1) (2+2) .

1

22 (z-3)°

1

+

2

b4
o]

Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények Laurent-sorit
konvergenciatartomdny és bdzispont esetén!

a)

b)

c)

d)

e)

£}

a)

£(z)
f(z)
f(é)
f(z)
f(z)

f(z}

fiz)

T -0 (z-3) /

1

v
{z-1) (z-3) '

1

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

lzi<1 és
1<jz]<3 &
jzl<|la| és

|z|>a és
lz~1>0 és
[z=2|>0 és

0<|zl<=és

z

]

o]

z
0

(a # 0 rogzitett)

2

o]

z

4

o}

(e]

z
o}

0

0

0

[}
-

1t
%]

]
o
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h) f(z) = sin z sin % ha 0<|zl<oe és z, = 0

51. frjuk fel {ismert sorok szorzédsdval) az aldbbi fiigg-
vények z, = 0 pont k&riili Laurent-sordt és hatdrozzuk meg

azok konvergenciatartomdny&t!

'a) flz) = i;E%i_E
2
ez
b) £(z) = 3
4
c) £(z) = - ch %
4
a) flz) = z° e 2

52, Hatdrozzuk meg - polinommal, ill. végtelen sorral
vald osztds felhaszndldsdval - az aldbbi fiiggvények adott
hely kérnyezetében érvényes Laurent-sordnak néhdny elsd tagjat
és hatdrozzuk meg a sor konvergenciatartomdanydt!

_ Z + 2 0t . _
E@ f{z} = 5 z, = 1
z° -
b) £lz) = ——. =0
2} T Sh oz %5
—_— 1 =
c) £lz) = 13 (1+z) 25 0
o2
dy f(z) = -5 2, = 0
Z
o7
e) f(z) = ————0 ’ z =0
z(z2 + 1) ©
£) flz) = ———o ' z_ =0
z : o
e’ -1
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Eﬂ. a) Hatdrozzuk meg az

1
zzsh z

f{z) =

fliggvény 0<|zj< & tartomdnybeli Laurent-sordnak néhdny elsé
tagjat!

b) A sorfejtés felhaszndldsdval igazoljuk. hogy

j{ dz_ _ _ 1 4 3
zzshz 3 ’
G

ha G a |z{= 1 k8r!

54. Féjtsﬁk Laurent-sorba a z, = pont kdrnyezetében

az aldbbi fliggvényeket, és dllapitsuk meg konvergenciatarto-
minyukat!

E@ £(z) Tz i 2

. 1

b f(z) = ——=

“_ (z-a) 2

c) flz) = —5—
{27+1)

dy f(z} = cos %

55. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi reldcidknak van-e
olyan egyértékd dga, amely a z = o= -ben Laurent-sorba (ill.
Taylor-sorba) fejthetd.

a) flz) =Az{z-1)

_ z
b) £(2) =\Zoiy ==

e £lz) = f(z=1) (z-2) (z=3)
a) f{z) = 1n {(z-1) (2-2)]

149



56. Allitsuk el8 az aldbbi reldcidk valamely &gdnak a

z, == pont kdrnyezetére érvényes Laurent-soridt!
[a)] £(z) = Af(z-1) (z-2)
_ 3. 2 - a
b} f(z} = 1ln ———
57. Legyen
n . n
Z; a, z és 2: bn Z
n=- n=-

két - ugyanabban a kdrgylrdben konvergens - Laurent-sor.
Hatdrozzuk meg e sorok szorzatdval elddllitott fliggvény
Laurent-sordt!

58. Legyen P(z} egy M-edfokd és Q(z) egy N-edfokd poli-
nom (N =1}.
Igazolijuk, hogy a

a) a g:z; raciondlis tortfiggvény z, = 0 k&rili Laurent-
gordnak a
P(z) _ 'Ei a zP
Q(z) — n
n=
sornak csak véges sok pozitiv kitevéjid tagja van
(an = 0, ha n= M~N+1) ;

b) konvergenciatartomdnya:
T={z[Rs|z| <<}
59. Mutassuk meg, hogy egy regularis f fiiggvény n-edik

derivdltjai n regularitdsi tartomdny egyetlen belsd.pontjdban
sem elégithetik ki minden n-re az

|f(n)(z)|> n! n"

egyenldtlenségeket! (S6t végtelen sok n-re sem teljeslilhet a
fenti egyenl&tlenséqg).
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VII. fejezet
REZIDUUM ELMELET ES NEHANY ALKALMAZASA

1.§ ANALITIKUS FUGGVENYEK IZOLALT SZINGULARIS
PONTBELI REZIDUUMA

1.1 IZOLALT SZINGULARIS HELYEK A VEGESBEN ES A VEGTELENBEN

. Hatdrozzuk meg a hatdrértékes definficid alapjdn és
sorfejtéssel is az aldbbi fliggvények adott pontbeli szingu-
laritdsdnak jellegét!

- sh z
a) f(z)=2—_S0t 2 , 2z = 0
Z3 .o
e22
by £f(z}y = —= , z =1
(z - 1)° o
c) £(z) = (z - 3} sin e A Zo = -2
a) f(z) = z sh\z , z, = 0
- 1 1 _
e} £(z) = ctg {E) - . z, = 0

Igazoljuk, hogy az aldbbi fiiggvényeknek megsziintethe-
t6 szingularitdsuk van az adott pontokban. Allapitsuk meg,
hogy a filiggvények értelmezésének milyen kiegészitésével le-
het azok szingularitdsdt megsziintetni.

2
Z

- 4
a) f(z) = ——— z = =2
322 + 62 ° -
2
b) f(z) = (251)(2 rzr 1) z_ =1
(z - 1) (z + 3) ©
c} fiz) = sh 3z z =0

4z o]
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Z
. L e _
4y £z = 1-cos 4z - 25 7 0

3. Igazoljuk, hogy az aldbbi fliggvényeknek pdlusuk van
2

a z= pontban! Hatdrozzuk meg e pdlusok rendijét!
2
EE flz}) = —§E—Ei~l
z7(z +1}
@ f('z) = z"n”sinjt’z (n6N+}
c) f£(z) = lEL%Qi—EL [1n(1+2) az 1ln(1+z) féégili
. z(e” -1)
z
a flz) = —
(e™-1)

- .
Lél Fejtsiik Laurent~sorba az

£(z) = sin a——

fliggvényt a z = 1 pont kdriil és dllapitsuk meg, hogy milyen
szingularitdsa van ebben a pontban!

ya
ké) Hatdrozzuk meg Laurent-sorfejtés segitségével az
aldbbi fliggvények z = 0 pontbeli szingularitdsdnak jellegét!

a) £lz) = — z
e -1
2
by f(z) = T
Z

c) fl(z) = % ch %

2 -24
d) f{z) = 2" e
A
z2
e} f(z) =z e
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izolé

£y £(=2)

g) f£(z)

h) f£{z)

il

Hatdrozzuk meg az aldbbi filggvények végesben levd

szinguldris helyeit és azok jellegét!

GED £(z)
tl, sz)
@E}f(z)

G@)f(z)

(%D flz)

{ED £(2).

g} f£(2)

h} f£(z)

i) f(z)

It

Z” + 2-jz
.3
z{z - 2})

1 - &2
1 + e
1
ez—3+j
Z2
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. 1
]) f(z) = 3
Z
e +1

7. Hatdrozzuk meg az aldbbi filiggvények szingularitdsdnak
jellegét a végtelenben!

1

@ f(Z‘) e”

@f(z) =c‘:osz - s5in z
V2

@ flz) = sin z+ cos z

@ £(z) = Aflz=1) (2-2) (£(3) = +\{2)

22 + 4
e) £z} = ez
3 -
£) £lz) = 52—
z + z + 1
g) f{z) = sin ]
1 -z
_ 1
h) f(Z) = E'Eé_z
i) f£{z) = cos =z
3 £(z) = 2" en ]
X) £lz) = z sin%
~ 1
L £z) = ooy
m) f(z) = e”

. Z
‘-»DD £(z) = l-e

Z
1 + e

154



8. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények végesben levd
izoldlt szinguldris pontjait és azok jellegét; vizsgdljuk
viselkedésiiket a 2 = == =-ben!

a) f£(z) = —3
Zz - 2
24
b) f(z) =
1 + z
ZS
c) f(z) =
(1 - 22
a £lz) = ——pt—
z(z” + 1)
eZ
e) £{z) =
1+ 22
_ 1 1
B flz) == "%
e’ -~ 1
A
g} f(z) = = e
z{t - e 7)
1 - e
h) f(z}) =
1 e3z
i) £(z) = — z
z

) £(z) = cos (2% + L)
_ i 1 1
k} f(z}) = sin (E) + —

1) f£(z)

e Ccos =
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z8 + 1

m} fl(z) = —
(z2+1) (z-1) %
g
ez—2
n} f£(z) = ﬁ
e’ -1
o) f(z) = z4 e 2

p) f£(z) sin +——

9., Mutassuk meg, hogy létezik olyan pont, amely a

- ]
vz + 1

reldcidénak az egyik 4gon szinguldris; a mdsikon reguldris
pontjal

w

. Vizsg4ljuk az adott pontok kdrnyzetében az aldbbi
reldcidk egyértékli dgainak viselkedését. (Ddntslik el, hogy
az adott pont az egyes egyértékl dgak reguldris-, vagy szin-
guldris pontja; ha szinguldris pontja, ugy hatdrozzuk meg
annak jellegét!)

Z

a) f(z) = ———— z =4
1 +Vz-3 ©
b) f(z) = —g— z =1
vz - Yz , -
c) f(z) = 2z + 3 z, = 1
1 + z - ZVE'
d) f(z) = cos —1 zZ, = 1
1+V?
e) £lz) = ! z, = 4
(2+4z) sin (2-yz)
.f) f{zi = sgin _1 _ z, = o=
1t ZE2
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. Legyen f({z) a z, megsziintethetd szinguldris pont
kivételével reguldris fiiggvény és glz) a z, pontban zérustdél
kiilénbozd &értékii, reguldris fliggvény. Igazoljuk, hogy az

a) hiz)
b} hi(z)

glz) + £(=2)
glz) - f{z)

fliggvénynek ugyanolyan jellegi szingularitdsa van z_=-ban,
mint f-nek. e

(:). Legyen z, & mindeniitt reguldris f1 fliggvény o ren-
dd zérushelye, és a z, pont kivételédvel reguldris f2 figgvény

p rendl pSlushelye (x> 0; $> 0)}. Milyen "jellegd" helye z
az .

Fh

a) + £

1 2

Hh

- £

b) £, 2

Fh
oy

c)

>l
[ %)

h

d)

|
= o

fiiggvényeknek?
) 13. Hatdrozzuk meg az F{z) = f(@(z}) tsszetett fiiggvény
szingularitdsdnak jellegét a z = Z {# =) pontban, ha
¢{z) a Z, pontban reguldris, vagy pélusa van és f{ { ) -nak
a Zo = Ap(zo) pontban

a) megsziintethetd szingularitdsa
b) n-edrendli pdlusa,
¢c) lényeges szinguldris helye van.

14. Igazoljuk, az alédbbi dllitdsokat!

a) Ha h{z) reguldris a z, pontban és h(zo) # 0,
akkor az .

f(z) =

fiiggvénynek a z  pont els8rendl példshelyé}‘
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b) Ha h(z) reguldris a z pontban és h(z ) = 0
akkor az : © ©

£z} =

fliggvénynek a z pont megsziintethetd szinguldris helye.

15. Konstrudljunk egy-egy olyan komplex filiggvényt, amely-
nek a komplex sikon {(a z =eo-t is beleértve) csak az alédbb
megadott szinguldris helyei vannak!

a) egy mdsodrendli pdlusa a végtelenben

b} egy mésodrendl pdélusa a z = 0 pontban és egy
els6rendd pdlusa a z = <= -ben

¢) elsbrendd pdlusai a zZ) = dk pontokban, ahol
2T

x=e ™ ; k=20,1,2,...,n-1

16. Igazoljuk, hogy ha egy fliggvénynek hat 4-edrendd
zérushelye, négy pdélusa (3-ad, 4-ed, 7-ed, és 8-adrendi) van,
és a végesben nincs mds szingularis helye, akkor a z = o -
ben mdsodrendl pdélusa van.

Fogalmazzuk meg dltaldnosabban az Allitdst!

17. Igazoljuk, hogy ha f(z)-nek a z = 1-j és a z = 1+]
pont els8rendd zérushelye; a z = -1 + j és a z = -1-J pont
médsodrendd pdélusa; és a végesben nincs tdbb szinguldris pont-
ja, sem zérushelye, akkor a filiggvény

22 - 2z + 2

fl{z) = k
(22 + 2z + 2)2

alakd, ahol k tetszdleges &llandd.

EE} A Cauchy-integrdlformula kdvetkezménye:
Ha C egy rektifikdlhaté (nyilt vagy zdrt) gbrbe és
¢{z) a gbrbe pontjaiban értelmezett folytonos fliggvény,
akkor egy elég nagy sugary, orlgo kdzéppontli K kér killsejé-

ben az
1 (1)
VI »Jf -z d{
C

fiiggvény reguldris. .
Milyen az £ fuggvény v1selkedése, ha z —= o= 7

f(z)
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19, Legyen £ olyan komplex fliggvény, amelynek csak pdélus
szingularitdsai vannak a T tartomdnyban.
Igazoljuk, hogy az

£'{z)
f(z)-A

fliggvénynek (az [£(z) ~ A] fliggvény logaritmikus differencidl-
hdnyadosdnak) nincs mds szingularitdsa, mint elsérendd pdlu~
sa f pdlushelyein és az A pontban. -

20. Illusztrdljuk a Casorati-Weierstrass—tételt az
o

22
[a) £(z) = e
b) fiz) = sin 1
z
figgvényekkel,

21. a) Mutassuk meg, hogy az

Z+1

£(z) = &%)

fliggvény korldtos a |z[<1 nyilt k&rlapon, és hogy a z = 1
pontban lényeges szingularitdsa van!
b} Igazoljuk, hogy a

z+1
z-1

glz) = (z-1) e

fliggvény folytonos a |zlg1 zdrt k&rlapon, reguldris a |z|<1
ny{lt kbrlapon, és a z = 1 pontban lényeges szingularitdsa
van! .

22. Tegylik fel, hogy az £ : T——r_Tx figgvénynek a HC T
halmaz minden pontjdban izoldlt szingularitdsa van és &
egy T-ben fekvd torldddsi pontja H-nak.

a) Mutassuk meg, hogy ha H minden pontija megsziin-
tethetd szingularitds, akkor f differencidlhatd az = pontban!

b} Igazoljuk, hogy ha H minden pontja lényeges
szingularitds, akkor f nem lehet differencidlhaté o« -ban!
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23, Tegyilik fel, hogy az f raciondlis filiggvény valamennyi
gydkének multiplicitdsa és valamennyi pdlusdnak rendje padros
sz&m. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan g raciondlis figgvény,

amelyre £ = g .

24. Tegylik fel, hogy az £ raciondlis fliggvény valamennyi
gybke egyszeres és valamennyi pélusa elsérendli. Legyenek az

Agg Copeeny qﬁ pontok a gydkdk, az :l— ’ —l—, ..._—l— pontok

ol o2 on
a pélusok és legyen o 5 £ 1 (3J=1,2,...,n)
Igazoljuk, hogy [f| d4llanddé a |z|= 1 k&rvonalon!

1.2 REZIDUUM A VEGESBEN ES A VEGTELENBEN

. Hatdrozzuk meg - Laurent—sorfejtéssel - az aldbbi
fiuggvények adott pontbeli reziduumdt!

ez -1
a} f(z) = - z =0
z (o]
b) f(z) = F—hT"l z_ =0
z Q
c) £(z) = '/® 2, = 0
22+z+3
d} £(z) = v z =1
zm -1 o
e) flz) = s——te =0
1n (1+z2) Zs
£) £lz) = ——0 z =0
sh z lo}

. Hatdrozzuk meg - Laurent—-sorfejtéssel -~ az aldbbi
fliggvények z = o= -beli reziduumdt!

a) f(z)

"
]

It
N
-
3

b) '£(z) = z° 1n 222 . {-7%<arc z<%)
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c) f{z) = cos z - sin z
Q) £(z) = 224
e
e) £(z) = z" sh |
fy f(z) = Vm £(3) = +yf2
g} f{z) = Z%“ 1;){1 + %} {(-T< arc z < T)

. Hatdrozzuk meg - a pdlusbeli reziduumok meghatd-
rozdsara vonatkozd hatdrértékes formuldk felhaszndldsdval -
az aldbbi fliggvények megjeldlt pdlusra vonatkozd rezidummat!

T2
a) f[z) = z =3
22+ 1 o
JE
2
-_— e =
b) f(z) = sin z Z, =¥
2
c) £lz) = 7 2, = 273
e -1
23
d) f(Z) = z = 1
(z-1) 2 °
24
e} flz) = ——vx z =1
(z-1)° °

@. Hatdrozzuk meg - tdbb médszerrel - az

z
f(z) = —

. (2_2)3

fliggvény z = 2 pontbeli reziduumdt!



29. Mutassuk meg, hogy az aldbbi fliggvények minden vé-
gesbeli izoldlt szinguldris helye pélus! Hatdrozzuk meg a
pdélusok rendszdmdt é€s.a hozzdjuk tartozd reziduumokat!

z+ 1

a) f(z)
22—22

b) f{z) = th =z

2z
l-e
c) £{z) = A
Z
- eZZ
d)y f£(z) =
’ (z-1)2
_ z
e) f(z) = cos z
Z
£} f(z) = ;“
z  +1

g) £(z) = ctg z°

30. Hatarozzuk meg az aldbbi fliggvények adott pontbeli
reziduumdt (mindegyiket a legalkalmasabb mdédszerrel}!

1

a) filz) = - z = 1
z%(z-1)
b) f£{z) = —7—1——— z =0
z"{z+]}
1 - &%
c) f£(z) = —————25 zZ = ]
z(z-3)
Z
d)f(z)=t§Z z =0
Z
_ _e =
e) f{z) = tq z z = >
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£)

g)

31. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények reziduumdt
végesben levd Osszes izoldlt szinguldris pontijdban és a

fiz)

fiz)

I}

It

1
lnzz
1

ez—T

a

=eo-ben (feltéve, hogy a o= nem torldddsi pontja a szin-

guldris helyeknek) !

[a)]
B
c)
a)

e)
£)
q)
h)
i)

3)

£f(z)

f£f(z)

fiz)

fiz)

f(z)

fiz)

£f(z)

£f(z)

f(z)

f{z}

1}

Z2n

n
1+z

z2n

(1+z) "

cos z - sin z

2
z(1-2 )

z" + z - 1
22(2—1)

sin 2z
3
(z + 1)

sin z
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k) fi(z}) = cos p—
_ .3 1
1} £(z2) = 27 cos e
m) £(z) = sin zosin L
o z
n) f£{z) = sin P
) flz) = ——
sin -z-
p) flz) = __12;_
sin {fz
r} f(z) = ctg z2

32. Hatdrozzuk meg az aldbbi reldcidk egyértékl dgain a
jelzett pontbeli reziduumot!

- Nz -
a) f£(z} = T -2 z = 1
1
b) f(Z} s = z = 1
VE-z + 1
o) flz) = —2 z = 1
1 -z
a) £lz) = Y(z-a) (z-b) z = o=
e) f(z) = Ln 3 g =
2 Z - a - o
£) £(z) = z"1n PR z =
9) £(z) = 2retg z z =0
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h) £(z) = Arctg z Z = e

z
33. Igazolijuk, hogy az

22° - 4z° + 5

3z° - 8z + 10

f(z) =

fliggvény Osszes pdlusbeli reziduumdnak Ssszege: % -

34. Hatdrozzuk meg

res [f(z)]2

Z:OO
értékét, ha f(z)-nek a o= kdriili sorfejtése:

C

[\

e
f{z} = Cq + Y +

N

4

alaku!
35. Hatédrozzuk meg

res [¢(z)-£f(z)]

z=a
értékét, ha ¢(z) reguldris a z = a pontban és ebben a pont-
ban f{z)-nek
a) elsdrendld pdlusa van A reziduurmal

b) k-adrendld pdlusa van, ahol Laurent-sordnak férésze:

[
1+ 2 +._,+‘k-

(z-a) 2 (z-a)

36. Hatdrozzuk meg

res £ (¢ (z))
z=3

értékét, ha ¢({z) reguldris a z = a pontban, ?’(a) # 0

és f£{ Z)—nak a ¥= ¢{a) pontban elsbérendd pélusa van A re-
ziduummal !
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37. Tegylik fel, hogy az f fliggvénynek o« lényeges szin-
gularitdsa és hogy az « kdriili R sugard kdrlapon f{z) # 0.

Mutassuk meg, hogy & ~ban az % fiiggvénynek is lényeges
szingularitdsa van és ha

f = E a (z -o) 2
-n
n=1

akkor

e

2.§ REZIDUUM-TETEL ES ALKALMAZASA INTEGRALOK
ERTEKENEK MEGHATAROZASARA

2.1 KOMPLEX INTEGRALOK KISZAMITASA REZIDUUM-TETELLEL

38. A G belsejébe esf izoldlt szinguldris pontokbeli
reziduumok ismeretében hatdrozzuk meg az aldbbi - pozitiv
irdnyban bejdrt - G zdrt gdbrbementi integrdlok értékét!

a) ﬁwi—%%J-dz G : jzl= 2
G z
1
z -
b) _gge dz G : |z-1]= 2
G
1 = 1
c) ggmdz G : ]Z|~—2
o TZ
d) ?g-‘z—— G : ]Z—j[ = 1
G z- + 1
Zz
ej 2
e)%sinzdz G : |z -] =2
G
Z2
£) §— G: |z -27j|=1
g - 1
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. A reziduum-tétel felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az
aldbbi - pozitiv irdnyban bejdrt - zdrt gorbementl integrd-
lok értékét!

sin—-&-z ’ _
a)j@f > dz G : |z!—-2
2z -1
G
b)gf ! az G : |z|= 10
G z{1-e”}
3
z =
C)?g(z—i)(z-Z)(z—3) dz G : |z-2|=
G
d)?g ] az G : |z|= 8
sin z ‘
e)jlg Slnzzdz G : Jz|= 4
z- - 3jz
£) §£ 2 G : |z|= 1
-z
1 - e
g) é G IZ _ __1__ = 1

1+z
40. A rez;duum—tetel felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az

aldbbi zdrt ¢drbementi integrdlok értékét, ha G a pozitiv
irdnyitdsd |z |= 2 kor.

’(lftgzdz
G

1
b) 5£ sh 2z dz
G

c,?f_ih__z_dz

z(z"™ +1
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__Cctg z_
d) jg z(z + 3) dz
G

.2
e) S{S:erl zZ 4,
G
41. A reziduum-tétel felhaszndldsdval hatdrozzuk meg

az alédbbi zdrt gdrbe menti integrdlok értékét, ha G a pozitiv
irdnyftdsd lz|= 1 kor.

22
£} #z e dz
G

?{esin A
9) cos 2z dz
G

42. A reziduum-tétel felhaszndldséval hatdrozzuk meg ax
aldbbi - pozitiv irdnyban bejdrt - zdrt gorbementi integra-
lok értékét!
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a) %-—%——— dz

G 2z + 1
b) 35 1 dz
G z + 1
Z
—_—F dz
c) ?€(Z_1)(Z_2)2
a -
d) é dz
] (z-3) (z -1)
e)

f(z +1) (z +2)
G

8
£) 55———5 az
c 1

Z

G : IZ]V=

G :{x2+y2=2x

x=Rez, y=Imz

G :|z-2|= %

G : |z|= 2

G : |z|=

e ‘z-—1-—l=1

43, A reziduum-tétel alkalmazdsdval hatdrozzuk meg az
aldbbi integrdlok értékét, ha G a pozitiv irdnyftdsd |z[= R,

R>1 kér!

G § 5" ae
¢ %2 -~ 1

6§

1+z

] ¢ -2— az;

¢ (1+z)

-

ne N

neN

nenN

nenN
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44. 2 re2§duum—tétel felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az
aldbbi ~ pozitiv irdnyban bejdrt - zdrt adrbementi integr&-
lok értékét!

a5~ az,
c 2 (z + 4}
ha G: |z|= 2 ill. |z + 2[= 3

¢ 323 + 2

b}
(z—1)(zz+3)

dz,
G

ha G: [z - 2[= 2 ill. |z|= 4

2jz
e
c} dz
gﬁz4 + 922
2
ha G: x° + 2y2 - 8y = 12 ill. |z - 3]|= 1
z
9 §5—a,
z + 4z

ha G: |z -1 - 3| =2

G z- + 4z
ha G: |z + il = 2
Z
£) §—u—2 dz,
G z(z” - 2z + 1)
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i 1
ha G: |z}= 2 ill. Jz]= 3

9 f Bt
é (z"+2z+1) (2" -22+1)

1

ha G: |z|= 2 ill. [z|= 3

45, A reziduum-tétel felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az
aldbbi - pozitiv lrényban bejdrt - zdrt gorbementl integrdlok
értékét!

a) ?.EE_EE_ dz ,

G (Z“ ”Z—)z

ha G: 1 + Jj; 2 + J: 2+ 23; 1 + 2j csdcspontd téglalap.

b) ¢2+351n1rz az,

G z (z-1})

ha G: -3-33j; 3-3j; 3+3j; -3+33j cstcspontd téglalap

E)j jﬂctg?dz ’
G

ha G: a -2-2j; 2-23j; 2+2J; -2+2j csdcspontd téglalap

) ?gl__g_z az
G cos 2z

ha G: |z|= %  k&r

z
e) ?Ssin z{1-cos z) dz G: fz|=5
G
z2
f) %sin z{1-cos z) dz G: fz]=5
G
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g} 55 1+24+z° fre?ly o /dz; G: |z]= 3

h) _ﬁ - dz 5 H G: |z-j|+|z+j|=4
G (4z -7 j)~ sh 2z
2 2 2
r z~ + 4 . . X yoo_
1) (z=29) (z=3) sin(z-j) ¢ ¢ 6t 5 * 45 =1
G
3
. z~ + 3 -
3 .¢(Z+j) Sin z oh z 92 E: |z|= 2
G

Ea. Adjunk az integrandusban szerepld c egyiitthatdénak
olyan valds szdmértéket, hogy

eZ -1
a) .ﬁ —5—3—— dz = 0
lz] =2 z -jz +cz
b) é' . sin z dz = 0

2,
1z] =1 z -2z " j-cz

legyen!

47. Legyen G a pozitiv irdnyban bejdrt |z|= 2 ké&r.
Hatdrozzuk meqg azokat az n pozitiv és negativ egész szdamckat,
amelyekre

—<h 2 __ gz =0
G (z- ] jr)

g@. Igazolijuk, hogy

dz

=0 . n 1,244,

n
iz} =R z(z zo)

bdrmely -clyan Rértékre,amelyxelzor<R.
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BS. Legyen

£lz) = 51n25
1+z

Allapitsuk meg, hogyan flgg az £ fliggvény z, = 1 kdzépponti
R sugard kdrbn vett integrdlja a k&r R sugardtdl!

50, Hatdrozzuk meg az aldbbi F(R) figgvények értelmezé-
si tartomdnydt és értékkészletét!

4

a) F(R) = § —=—1az ¢: [z - 2j|= R
+ 27 - 22
G
b) F(R) = ¢ 32— lz|= R
G z"+3jz
51n z Y o
¢) F(R) = dz G: fz - 23]= R

j£ z —4z + 4z
G

51. Hatdrozzuk meg az alébbi integrédlok Ussze lehetsé-
ges értékét a kiildnbdz8 G rektifikdlhatd zdrt Jordan-gdrbék
mentén, feltéve, hogy azok nem mennek dt az integrdlandd
fliggvény egyetlen szinguldris pontjdn sem!

a) _ﬁ _thz dz

G z3{22+4)
b) __%_:_l__7 dz
G {z"+2z+2)
4
'G z +6z2 +9z2

Iﬂ ‘ﬁ EEEEE__ dz

1 + z
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52. Legyen

f(z} = z: 25
k=-2
Hatdrozzuk meg az
jzgf(z)dz
G B

integrdl értékét, ha G a [z]= 2 kdr pozitiv irdnyban bejdrva!

53. Igazoljuk, hogy a Cauchy-integrdltétel és a Cauchy-
integrdlformula a reziduum-tétel specidlis esete!

54. Legyen G a z = 0 pontot a belsejében tartalmazd,
pozitiv irdnyitdsd zdrt Jordan-gbrbe; f és g reguldris G-n
€s G belsejében. Tovdbbd tegylik fel, hogy g-nek csak elsd-
rendffi zérushelyei vannak a G belsejében levd 17 8y, to0s A

pontokban és a; #0; i=1,2,...,n.

Hatdrozzuk meg az

n

1 f{z)
2x 3 z-g(z) dz

G

integrdl értékét.

55, Legyen a ; k = 0,1,...n valds konstans,

k
n
f(z) =a_+ a,z + ... + a_z
o 1 n
Igazoljuk, hogy
1 j{ n-1 n _ .neh
5% 3 z | £z} dz = a_a °R

[z|=R

56. Igazoljuk, hogy

1 .
ﬁlz(ez_1) dz = 2% j ¢

G o]
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ahol c, az —; fliggvény z, =0 bazispontd Laurent—-sorénak
e -1 -

konstans tagja és G a pozitiv irdnyban bejdrt |z|= 10 kor.

57. Legyen f(z) reguldris egy G zdrt Jordan-gdrbén és
az 4ltala hatdrolt T véges tartomdny kiilsejében; T belse-
jében véges sok izoldlt szinguldris pontja legyen &s ne le-

gyen eldgazdsi pontja.
Igazoljuk, hogy ha T a belsejében tartalmazza az ori-

gét, akkor
1 5{ £5) 4y
G~ ;Z—; f(z) " Z¢T

Z

0 ha ZE€ET

2.2 VALOS INTEGRALOK KISZAMITASA REZIDUUM-TETELLEL
7 P(x)

£ =
/ {x)dx / o=

—_ o

tipusi integrdlok, ahol g raciondlis tdrtfiiggvény.

58. A reziduum-tétel alkalmazdsdval hatdrozzuk meg az
aldbbi improprius valés integrdlok értékét!

/A ax
6 . 1

0 X

k)

/3
‘/ dx
(x +1) (x +2x+2)

p—

o=

[a) x2 dx

(x2+1)(x2+4)

A
~J
i



2

e) / 2dX2 5 a>0, >0
S xT+ah) (x7+b7)

50, Szdmitsuk ki az aldbbi improprius integrdlokat!
S
g ¥ ta

/“ - dx
_‘—'—‘“(xz . az)z

0
oo x2
<) '[ 5 dx
0 (x~ + a")
d) f——z—g—x——ﬁ n=2,3,...
0 (x™ + 1) .

60. Igazoljuk, hogy

} ./ __;_QE____ =T
a ) 2 2
0

(x"+4x+5)

b) [ E—sax = - 55
0 (x +4x+13) -
I %

o [ i ax - 2o
Joxt e 22

d) [ z + dx = gi
0 x + 1 2a

- 2
& | I P /)
.OX
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2%
./ R{(sin X, cos x})dx
0

tipusd integrdlok, ahol R raciondlis flggvény, melynek nincs
szingularitdsa az egységkdrdn

61. Bz el® = z helyettesités alkalmazdsdval hatdrozzuk

meg az aldbbi valds integrdlok értékét!

27
a) f a1
3-2 cos X + sin x
0

2%
cos 3X
b) 5-4 cos x dx
0
2% dx
c) f {5-3sin x)2
0
2%
sin 3%
d) f 5-~3cosx dx
0
2% 2
cos 3x
e) 5-4cos2x dx
0
2% cos 3x a
f)f g dx
(5-3cos x)
0

62. Az ejx = z helyettesités alkalmazdsdval igazolijuk,
hogy

2%

1 2%

a.} f a+cosxdx_ 5 ! a=1
0
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2%

1 2w
b [ T &t Sl<a<t
0 1-a
2%
1 I X -
9 [ Tvaees= - = 1<a<t
0 1-a
63. Az e3* = 2 helyettesitéssel hatdrozzuk meg az aldbbi
integrdlok értékét!
T .
1
a)[ —1 o ax ;
Zg Ttcos x
%
m [ 1 ax ;
Te T1+sin"x
2T
c) f 1 dx a>b>0
0 (a+tbh cos Xx)
27
d) f 12 5 dx i a>0; b>0
0 {a+b cos™x)
2R
e} f cosznx dx
0

©

o o CcOS mx
f f(x)ei jkx dx; ill. ./ f(x}{ }dx

sin mx

- O -

tipusd integrdlok

64. Az f(x)ejax.fﬁggvény komplex sikbeli analitikus foly-
tatdsa, valamint a reziduum-tétel alkalmazdsdval hatdrozzuk

meg az aldbbi improprius integrdlok értékét!
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jax )
@ f = 5 dx {a>0)
1

by ejax
b [ Sy ax (a<0)
o) [ Ses¥ a ta>0)
X + a
0
g [ cgemx gy (m>1)
0 x7 + 1
o [ SgEmx_ gy Cm>1)
o xS+

65. Hatdrozzuk meg az aldbbi improprius integrdlokat,
vagy azok Cauchy-féértékét!

a) c<2>s X gy m

o X+

1,2,...

o

b) fcc4>s %tx dx
X +xX"+1

o

sin x
c) —_—dx
_[,Jx2+4_) (x=1)
d) fgcos x dx
f(x2+a2) (x2+02)

66. A Jordan-lemma {1d. jegyzet 320. oldal) felhaszndlé-
sdval hatdrozzuk meg az aldbbi improprius integrédlok értékét!
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o=

b) f"z—Sl—n—rz‘l’de = 1,2,...
0 X + n

PR S
X sin mx
c) 2820 X gy

0x+1

67. Az integrdlandé fliggvény komplex sikbeli analitikus
folytatdsa, valamint a reziduum~tétel felhaszndldsdval ha-
tdrozzuk meg az aldbbi improprius integrdlok &rtékét!

oa

a) [ 2x Ccos X dx
_ X =2x + 10

X sin x
c) dx
fxz - 2x .+ 10

) f 2x sin X dx
X

e) j‘ 2x sin 2x ax

JoX — 2% o+ 2
£) X sin ¥x dx

_m_x2 + 2x + 5

. Igazoljuk, hogy 0<a< 1 esetén

69. Igazoljuk, hogy

a) -——2—dX=

<
»s
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_sin ax _ 1 a _ 1
. f 2£x dx = g cth 3 - 733

G

sin ax R X
c) f X X = 33 " 2 shza
o € -~ 1

70, Igazolijuk, hogy

fl_;;;ﬁ_%dx=_2’£

CcOos

© [GE

o

@/‘s%nﬁxdxzo
Mox =1

a) f——Si—rz‘—x——dx=i’;—(1+cos1)
_“X(X'+1)

O,
ff(x) dx  1l1. [ £(x) dx
0

tipusdi integrdlok, -ahol £ nem korldtos az integracids tar-
tomdnyon és analitikus folytatdsdnak elagazdsi pontija van.

71. Hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlok értékét!

:_@_)J[ dx 0< o < 1

@[————L——dx n=12,...
0
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o=

1n x
c) ——— ax
Of Vx (x+1) 2

@. A reziduum-tétel felhaszndldsdval igazoljuk, hogy:

iy

1
1
a) dx = ——
_{ (1+x2)i]1—x2 V2

o

1
¥ f (1+x%) 2%-x2

=1

dx = 4_3.1:_-
vz
73. A reziduum-tétel felhaszndldsédval igazoljuk, hogy

a) f_z__@__dx—%-
0

+ 2x + 1

¢
~

3
1n"x . "
®) 7 4% = 3

c}f_lg_%_dx:%]_na
0

d)j' 1n x dx:‘R‘an
0

e) ln(1+§) dx = ‘!rlrzl 2
01+x
r1l -x2 42
£) f——n-——x—dx=
X4+1 16 .
0
2 3
{ln x) 3¢ Y2
g’f d 64
0 x o+ 1
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3.8 ZERUSH!EILYEK ES POLUSOK ELHELYEZKEDESE
ES SZAMANAK VIZSGALATA

3.1 LOGARITMIKUS REZIDUUM

£7(z) £'{z)
‘95 T(z) dz és j{q)(z) ) dz
G G

TiPUSY INTEGRALOK ERTEKENEK MEGHATAROZASA

74. A logaritmikus reziduum felhaszndldsdval hatdrozzuk
ineg az aldbbi - pozitiv irdnyban bejdrt - G z4rt ¢brbe menti
integrdlok értékét!

;3 .
EEI ?§—4———dz G:|Z|=
G 2 + 1
2
p) §3%-222°1 gy G :lz|= 1
GZ + Z2 =2
c) Sﬁtgzdz G :|z|= 4
G
2z
a) jg,z.ze__az G :|z|= 5
e -1
G
1
o ¢y 4z tlz-1is 5
n-1
() 55 - anz” g, G :lz|=
- 4z +1
'6] Sgtc__r'y:z Gz ‘ G :{zl= n; n=1,2,

75. Hatérozzuk meg az

£'(z)

“I(z) dz

G
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integrdl értékét az alédbbi f fliggvényekre €s az adott - po-
zitiv irdnyitdsd - G zdrt gbrbékre!

2

[a)] € 5 z + 4 G:|z[= 5

(z7 + 2z + 2I5

2 2
b) f = {z— + 1) G:lz|=5

sin3(z-1}

Zz"gin z . _
=y G:]z-1]= 6

2]
+h
I
By

la)f £ = —= G:|z+3|= 2
sin® 2z
z
[e)] £ - & Gt|z-j|= 6
sin” 2z
. 2z z
[_'-l = .?___-_2._6__4’1 - - | =
£ £ sin 22 G:|z-6j|= 8

ﬁgi Szdmitsuk ki az

£7(2)
jgz T(z) dz
G

integrdl értékét az aldbbi f fliggvények esetében, feltéve,

hogy G olyan pozitlv irdnyf{tédsd rektifikdlhatd zdrt Jordan-
gdrbe, amely belsejében tartalmazza a megfelell £ fliggvény

minden zérus- és pSlushelyét!

a) £ = e%(22° - 322 + 2)
: Z2 s
b) £ = _5_____1
z"-4jz~-4
- z + ]
cy £ = : 5 : 3
{(z - 23} (2" + 2jz - 1)
. 3 2
_ 27 - 49z - 4z
dy £ = =7
{z~3)
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(22 + 1)3

e} £ = 2z
e

£'(=2)

“F(z) dz alakra hozva - az

77. Szémitsuk ki - ?fcp(z)

G .
aldbbi zdrt gdrbe-menti integrdlokat!

ejz
a) .95 sin 2z dz
2| =2

2
b) fg e? tg z dz
|z| =5

c} jtg z4 ctg z dz
fz[= 4

2
Z° sin =z
d) 5{; 1-cOs 2 dz

1zl =8

. Hatdrozzuk meg a

¢l{z) =

fliggvény z, pontbeli reziduumdt, ha f reguldris zo-ban,
f(zo) # 0 és g-nek mésodrendfi zérushelye van zo—ban!

79. Legyen

n n-1 n-2
= z o+ z +a,z +,..% @
£(z) a, a 2 n’

ahol a # 0; ayr @gs seer @y komplex konstansok.

Hatdrozzuk meg az

1 £'(z2)
a) 7%3 j£z ~“F(z) dz
G
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1 2 £7(z)
b) 7% 3 j{z “(2) dz
G

integrdlok értékét, ha G belsejében tartalmazza f Ssszes
zérushelyét.
E@. Legyen r> 0 nem egész valds szdm. Igazoljuk, hogy
f' ctg z dz = (2{r] + 1) 2% 5

tz|= r®

3.2 ROUCHE-TETEL

€1. A Rouché-tétel felhaszndldsdval hatdrozzuk meq,
hogy hdny gybke van az aldbbi egyenleteknek a lz]<1 kbrtar-
tomdnyban'!

[Eﬂ 28 - 425 + z3 -1 0

I

®) 2% - 52> - 22+ 1 =3¢

c) z7 - 524 + 22 -2 =0

d) 225 - z3 + 322 -~z + 8 =20
e) z° - 22% + 22 8z - 2 = ¢
f)_5 £z + z10 =0

82. Hatdrozzuk meg az aldbbi egyénletek adott tartomd-
nyokba esf gytkeinek szamdt!

) 2? + 2«1 =0 T:iz|<2
p) 28 -2t s 2 -0 Tilz|<2
EE 27 - 5z3 + 12 =0 T: 1<|z]<2
a z* -5z +1 =0 T, szl <1

i1l T,: 1<|z]<2
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e) 24 -8z +10=0 T1:|z[<1

ill. T,: 1<|zl<3

83. Igazoljuk, hogy a

z3.e17% < 1

eéyenletnek pontosan eqgy gydke van a |z|= 1 k&r belsejében!

84. Mutassuk meg, hogy a

Eg]P(z) = z3 + z + 1

polinom Osszes gydke a

W
] e

< |z|=<
gylritartomdnyba esik;

b) Q(z2) =2° + 2z - 165
polinom 6sszes gylOke a
1<|z|<2
gyliritartomdnyba esik!
85. Mutassuk meg, hogy a

25 + 15z + 1 =0

egyenlet 4 gydke a

3 .
—2<|Zl\2
korgytliribe esik!

86. Hatdrozzuk meg, hogy hdny gydke van a |z|<1 k&rben
az aldbbi transzcendens egyenleteknek!

‘a), e =z ; X >1
e 2
tbr e -4z" + 1 =0 ; nen’
n 2 . +
c¢) az = e” ; a>e és nen
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87. Hatdrozzuk meg, hdny gydke van a [z|<PR kdrben az

+
ez = azn nenN

egyenletnek, ha jaj>— .
. Legyeﬂ f(z) reguldris a |z|<1 k&rlemezen és
|z]<1-re legyen [£f(z)|<1. H&ny gydke van a | z|]<1 kdrben a
z - £(z) = 0
egyenletnek?

89. Hatdrozzuk meg, hogy hdny gytke van a

n 2 +
+ o + + = .
A 2Z O(EZ ol 0 i neN

“egyenletnek a |z|<1 k&rben, ha

o] > aq] *lag |+ 1.

. Igazoljuk, hogy az

oz eZ = 1

egyenletnek a |z|<1 k&rtartomdnyba

a) |#|> e esetén egy gydke esik;
b) « > e esetén ez a gydk valés és pozitiv.

91. Legyen X >1 valds szdm. Mutassuk meg, hogy a

Z

X-z - e = (3

egyenletnek a Re z >0 félsikon egyetlen - méghozzid valds -
gySke vant

92. Igazoljuk, hogy az
z tg z = a ; a>o

egyenletnek végtelen sok valds gydke van, de nincs immagind-
rius gydke!
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93. Igazoljuk, hogy a -
tg z = az

egyenletnek
a) végtelen sok valds gydke van ,ha a> 0 ;
b) csak 2 tiszta képzetes gydke van, ha 0<a<i;
c) csupa valds gydke van, ha a=1.

94, Legyen

f(z) = tg z -9z

és legyen G a + nw+ ntj; neN csticsokhoz tartozd négyzet
hatdra.
Bizonyitsuk be, hogy a

-2nx
7 nla| > 1% e_zp
1 - ¢ 8%

feltétel mellett az f filiggvénynek 2n+1 gydke van a G 4ltal
hatdrolt négyzet belsejében!
Igaz-e, hogy valds o esetén ezek a gydkdk mind valdsak?

95, Legyen Pn(z) egy n-edfokd polinom. Igazoljuk, hogy
bdrmely « komplex szdm esetén a

P lz) = «
egyenletnek n gydke vant

96. Igazoljuk, hogy minden adott r >0 szdmhoz létezik
olyan nir) € N hogy n>n(r) esetén az
Z n

z i
§——+...+!—0

N

1+ 2z +

=}

egyenlet valamennyi gydke a |z|= r k&r belsejébe esik!

E]. Igazoljuk, hogy bdrmilyen kis ¢ > 0 szdm megaddsa
esetén elég nagy11€N+‘mellett az

1 1
+ L. t
2!22 n!zn

N |-
+

fn(z) = 1 +

fliggvény minden gydke a |z} < g k&rtartomdnyba esik!
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®

+

. Igazoljuk, hogy ha ¢ < 1, akkor elég nagy n€ N
esetén )

Pn(z) =1+ 2z + 322 +o..t nzn~1

polinomnak nincs gydke a |z[<:q k8rtartomdnyban!

3.3 ARGUMENTUM ELV

Eﬂ. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények arcus-vdltozsd-
sdt a megadott G gdrbék pozitiv irdnyd befutdsa esetén!

4, =z
a) £ =32 te -1, G: lz|= 5

sinz(z—1)

5 2 :
b) £ = 2= 8z" + sin z + 1_; G: |z|= 1

.3
sin”z

’ .2 3 ;
g - 1 * 8z - 23: tz ¥sinz ., |z]= 1.
e -1

c)

100. Tgazecljuk, hogy a

Sz4 -6z + 5 =0
egyenletnek minden siknegyedben egy-egy gygke van!
101. Igazoljuk, hogy a

26 + 192z + 640 = 0

egyenletnek egy-egy gydke van az elsd- és a negyedik sikne-
gyedben és két-két gytke a mésodik és a harmadik siknegyedben!

102. Mutassuk meg, hogy a

F4
2 = e

egyenletnek végtelen sok megolddsa van és azok a Rez > -1
félsikon vannak! :
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103. Allapitsuk meg, hogy hédny gytke van a

P(z) = 26 + z5 + 6z4 + 523 + 8z2 + 4z + 1

polinomnak a jobb félsikon!
104. Allapitsuk meg, hogy hény gydke van a

z4 + 223 + 322 + z + 2 =20

egyenletnek
a) a jobb félsikon;
b) az els8 siknegyedben!

105. Allapitsuk meg, hogy hdny gytke van a

228 — 323 + 322 -2+ 1 =0

egyenletnek egy-egy siknegyedben!
106. Allapitsuk meg, hogy mely siknegyedbén van gybke a

24 + 23 + 422 + 2z + 3 = 0

egyenletnek!

. Tegyiilk fel, hogy a

P (z) = 2z + a 227V 4 L+ a
n 1 n

polinom egyetlen gydke sincs az immagindrius tengelyen.

a) Igazoljuk, hogy ha z feliilrdl lefelé futja be
az immagindrius tengelyt, akkor a Pn(z) polinom argumentum-~

vdltozdsa k7 (ahol k egész szdm, amely n-nel egyszerre pé-
ros vagy pdratlan és [k|= n)!

b) Igazeljuk, hogy ebben az esetben a Pn(z) poli-

nomnak E%E gybke van a Re z>0 félsikban!
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MEGOLDASOK






. fejezet

KOMPLEX FUGGVENYTAN ELOKESZITESE

1.§ KOMPLEX SZAMOK ES SZAMHALMAZOK

1.1 KOMPLEX SZAMS([K, RIEMANN-FELE SZAMGUMB

A sikbeli pontok (x,y.0) és a meafeleld gtmbi pontok
{ g, n, ;) derékszdgll koordindtdinak kapcsolata:

2 2
E = —* . 7= =X .. = X 1y
2.2 " 2.2 ' 2 2
X ry +1 Xty +1 Xty +1
Ezzel:
x _ A 1
zy = (3 0, 3)
X o =2 1
ZZ = ( 2! Or 2)
£ _ o 11
23 = (0, 50 3
ZX = ([ _@ l)
4 4" 4" 2
Mindegyik pont az "egyenlitdn" van; f8ldrajzi hosszusdguk
a fenti sorrendben: 0, % , %%f - %%-

2, a) Egy szélességi kdrdn "diametrikusan” elhelyezkedd
pontok. '

b) a { g, n) sikbeli hosszusdgi kdrre szimmetrikusan
elhelyezkedd {azaz: ellentétes oldalon elhelyezkedd hosszu-
sdgli kordksdn levd) pontok.

c) Az egyenlitd sikjdra szimmetrikusan elhelyezkedd
{azaz: azonos hosszisdgi k&rdn, ellentétes oldalon elhelyez-
ked8 szélességi kordskdn levd) pontok.

3.a) Hosszisdgi kér a Riemann-~gdmbodn, amely a (¢, %)
sikbeli "f&8kbrrel", o szdget zar be (1. 1. abra).

b) Szélességi kor a Riemann gémbdn, amelynek az eqyen-

1it8t81 vald gdmbi tdvolsdga:
A= (2 arctg R) - %;

(1. 2. &bra)
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jz] =R>1

1. dbra 2. dbra

4, a) Az alsé-félgdmbdn;
az egvenlitén (vizszintes f£8kdrbn) ;
a felsd-félgdmbin.
b) Az eliilsd félgdmbdn (- J2L<a<_
hossziséaqg) ;
A fligg8leges f8kdrdn:

a hdtulsé félgdmbdn ( %< || < m ).
c} A keleti-(jobb) £félgdmbdn;

( {,n) sikbeli hosszisdgi kodrdn;
a nyugati-(bal} félg&mbdn.

e

3 o a foldrajzi

Felhaszndlva a sikbeli és a megfeleld odmbi pontok
derékszogli koordindtdinak kapcsolatdt, valamint a sztereo-
grafikus leképezés kirtartd voltdt, a képkdr sugaréra

adddik.

1.2 KOMPLEX SZAMHALMAZCK - SIKBELI PONTHALMAZOK

7] mivel

T
fin) = e + e = 2 cos n -
2
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ezért

£(1)

v .
f(n+4) = 2cos (n x + ) = 2[cos n —--cos T -sin n

10.

11,

12.

a)

b}
c)
d)
e)
£)

a)
b}

- c)

d)

e}
£)
g)
a)
b}

c)
d)

a)
b}

a)

b)

c}

SN2 £(2) = 0; £(3) = V23 £(4) = -2;

i’ -

=

4

- sin®]= - 2 cos nV%% = -~ £(n)

~
N
1
=
-

z =0, z=2, z=1+13; 2=1-=-""173;
minden'z, amelyre [z[s 1:

a komplex sik minden pontija;

minden z, amelyre |z[5I1;

a komplex sik minden pontja.

Igen.

A négyzet belsejében és kerililetén levd minden pont
hatdrpont.

Nem zart.

A négyzet minden pontja hatdrpont, (€.b.) vdlasz),
igy a halmaznak nincsenek belsd pontjai

Nem nyilt.
Nem &sszefliiggd.
Nem tartomdny.

H tartomdny;

Minden valds szdamnak megfeleld pont (az "elhagyott”
pontck is) hatdrpont. T&bb hatdrpont nincs.

% belsé pont;

H egyszéresen Ssszefigad tartomdny {mert hatdra
Osszefliggd halmaz) .

Nem tartomdny;

Tartominy.

Nem korldtos (minden negativ valds szé&m a halmaz-
hoz tartozik);

Osszefiiggd;

nem zdrt.
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13. a) nem korldtos, 6sszefliggd ny{lt halmaz {tartomdny) ;
k) nem korldtos, 6sszefiiggd nyilt halmaz (tartomdny);
c) korldtos, Gsszefiiggd zdrt halmaz:
d} nem korldtos, nem Usszefliggd nyilt halmaz;
e} nem korldtos, 8sszefliggd nyilt halmaz:

f) se nem nyilt, se nem zdrt halmaz.

1.3 GﬁRBQK ES TARTOMANYOK A KOMPLEX SIKON

14. a) c(x2+y2) = x egyenletl, az origdén dtmend és az y
tengelyt érintd kdrsereq;

b) c(x2+y2) = y egyenletli, az origdén 4tmend és az
X tengelyt érintd kérsereg;

c) %% - y2 = ¢ egyenletidi hiperbola-sereg;

d) x'y = % egyenletld hiperbola-sereg;

e) 2y = tg d[xz + y2 - 1} egyenletid, a + 1 pontokon
dthaladé, kdrsereg;

£) (x-1% + y
Apollonius~kdrsereg

2 . XZ[(x+1)2 + yz] egyenletd, un.

15. a) z" + z° = 2
b) z z + (1 + %) z + (1 - %) z = 1
c) {z + D)2 + 8 (2-7) =16
16. a) & z, és z, pontokat Osszekdtd egyenes szakasz
felezdmer&legese
b) A z, és z, pontokhoz tartozé Apollonius-kdrsereq.
c) z, és z, fokuszd ellipszis, amelynek valds ten-
ye: 2\
1d)l Legyen
z = x - Jy

n
S
—
+
[
(=2
[\
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Az Osszefliggést 4dtrendezve, valés és képzetes részre
bontva:

I
(=)

T1(x2+y2) + ! 51— < Ix + 52+ X )y - ﬁ1

és 2 2
TZ(X +y } o+ (éz-dz)x - (61"’“1)}’ - ﬁz =0
adédik. Ez két kdr (ha T4 #F 0 és T # 0), vagy két egyenes
{ha Tq = 0 és To = 0) egyenlete. Metszéquntjaik adjdk a
keresett halmazt, ami legfeljebb 2 elemf.

i7. a) A |z[:>2 kor—kulso, amelyhez nem tartozik az x
tengely - =<x < % szakasza.

b) A z = - % k&zéppontid, R = 2 sugard kdr kiilseje.

c) A z = 23 kozépponti, R

1 és R2 = 2 sugard ké&-
rék kdzti gylrdtartomdny.

1

d) Az {(x>0; y=>0) és (x<0; y<0) negyedsikok.
e) Az origdn atmend és az y tengelyt érintd
(x—1) + y2 > 1 k&r-kiilsé

f) Re z<2 (vagy: z + z<4) félsik.

18. a} A z = + 2 fdékuszi és % valds féltengelyl hiperbola
sereg baloldali &gainak belseje
+

b) A =z 2 fékuszi,
¢) A z sik

% valés féltengelyld ellipszis.

-“<x<w]
-1« y <0 f

vizszintes sdvja
d) A z, és z, pontokon dtmend egyenes, amelyhez z,
nem tartozik hozz4 (Az egyenes egyenlete: y(x -X ) = x(vz-y1)
e) Kbr, amelynek dtmérSje a z, és zZ, pontokat Ossze-
k6té egyenesszakasz amelyvhez z, nem tartozik hozzd. (A k¥r
egyenlete: x2 + yz— x(x1 + x2)—y (y1 + yz) = 0}

f) y2 = 1 - 2x egyenletll parabola és annak belseje.
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19. a) Egyenes

b) "a" &s "b" fdékuszd ellipszis, ha o> |b-a|;
az "a" é&s "b" pontokat &sszek&td egyenesszakasz, ha

x = |b-a|; lGres halmaz, hao < |b-2].
c} A "bal" félsik, amelybdl el van hagyva az
x2 + y2 - 2x =~ 1= 0 k&rtartomdny

d) A |z-j| =V2 és a |z + jl= 42 kérsk belsejébél
elhagyva a két kdr kozds része.

20.()) A gbrbesereg minden gbrbéje mértani helye azon
pontoknak, amelyeknek a z = 1 és 2z = -1 pontoktdl vald té-
volsdgdnak szorzata 4llanddé (Azaz: z = + 1 fdkuszi lemniszkétal.

Ha X >1: a gbrbesereg elemei sima zdrt gdrbék
(1. 3/a &bra};

ha MA>1: a gbrbesereg elemei szétesnek két zart
gbrbére amelyek * — 0 esetén a z = + 1 pontokra zsugorodnak
(1. 3/b &bra);

ha 2= 1: a gdbrbesereg elemei az Un. Bernoulli-
féle lemniszkdatdk, amelyeknek z = 0 kettds-pontjuk és poldr-

koordindtds egyenletiik: r2 = 2 cos 2y {l. 3/c &bra)
b) Lemniszkdta-sereg, amelynek fdékuszai

22 + az + b =0 egyenlet gydkei: z, és zZ,-
72 7 24 .
Ha X > | ——5— akkor a lemniszkdta egyetlen
gbrbébdl &11;
A P2 T %q
ha X < 5 akkor a lemniszkdta 2 zdrt
gbrbéb81l 411;
zZ, — Z
ha X = J_Z_i__ﬂ_' akkor a Bernoulli-féle lem-
z, * 2,
niszkédta adédik, melynek kettdspontja —
¥ ¥ y
===\ @@
\SEEEE;::=?’}) X X x
3. &bra
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2.§ KOMPLEX SZAMSOROZATOK ES SOROK

2.1 SZAMSOROZATOK

Eﬂ. a) Figyelembevéve, hogy

n> 4 1 n’ o+ 1 nd o+ 1

n2]n e2]n(ln n) _cos{2n-ln n}+ j sin (2n-1ln n)
!

és felhaszndlva a koszinusz és szinusz fliggvények korldtosséd-
gdt, az 4llitéds igaz. )

b) Az &1litds az Osszeg hatdrértékére vonatkozd
tétel felhaszndldsdval adddik.

c)

1imn(l%_1)n =1imn{—1—-)n=0,
n —oo n—se 2

d) A szorzat hatérértékének felhaszndldsdval:

lim (n-3™ = lim n - lim j°
N — oo n —oo n —»oo
ahol lim jn nem létezik.
It oo
1 .
22. a) 5 3
b) 1
c) O
a 3 3
23. a) 0 ; b). 0 ; c) 1 ; ay 1

24. b) A két hatdrérték azonos, ha 1lim z = A, ahol

n— o=
A»>0 valds szdm.

Eﬂ. A torléddsi pont definiciéja értelmében a
0« |z - zO|<:1 tartomdnyban van legaldbb egy zp — legyen az

nl. z i a o<|z - ZOL<% tartomdnyban is van legaldbb egy
1

» ; n>n, - legyen az pl. 2z, -i és dltaldban tetszdbleges

n' 1

2
aA=2-re a 0<|z - zoy<% tartomdnyban van legaldbb egy Zoe
-. Az igy kivdlasztott (Zn)

n>n, ~ legyen az pl. z

-1
komplex szdmsorozat valdban zo—hoz konvergédl.

ny
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Eﬁ. A (z )} sorozat hatdrértéke zZ ha minden &3> O-hoz
létezik olyan N, melyre:ni>N esetén Izn - zo[-<e.éll fenn.

Ez a definicid ekvivalens a kOvetkezbvel: mindenX € > 0-hoz
csak véges sok n-re 411 fenn fzn -~ 2,lze - A (zn) dtrende-

zett sorozat ugyanazokbdl az elemekbdl 411, mint (zn), igy
az utdbbi definicid szerint e sorozat is zo—hoz tart.

127]. a) Az Allitds a
][zn| - |zo|lé |z, - zo|
egyenl8tlenség felhaszndldsdval adddik.
b} Példdul a

. 1
z_ =73 - o n=1,2,...
szdmsorozat divergens (mert tObb torldddsi pontija van:
1, =1, Jj, =j), de elemei abszoliutértékeibdl alkotott

1 - 1 ha n = 4k
n
|z _|=41 + 1 " n = 4k+2
n n
VT*’T " n = 2k+1
n
szdmsorozat konvergens (mert lim |zn§= 1} .
28. a) Igaz.
. _ 2h, X _ _ .n
b) Nem igaz, pl.: z, = 3z, 1 3
. .n # .n
c} Nem igaz, pl.: 2z, =1 2, % 1T -3
d) Nem igaz. Pl. a
_ .nh 1 . * _ 2 _ .n
z =7 o €S zn = j
sorozatok egyike sem konvergens, de a
x_1
Zhn ¥ % T 1
sorozat konvergens.
x .
e) Nem igaz. Pl.: z = % iz, = (1+9) "

f) Igaz. Ugyanis, ha mindketté konvergens, akkor

%,
(z_ + zn) is konvergens.



gé&. a) Az 4l1iitds a valds eleml szdmsorozatra vonatkozd
megfeleld tétellel analdg médon igazolhatd.

b) z, = esetdén az 41litds nem érvényes u.is pl.

ZZk-1 = - 22]( = 2k—17 k=1,2,... esetén a

(Zn) =1r -1.! 3:-3, 5, —5,-.-

amelyre: lim z, = 2, ==, mig

Z +Z.t...tZ
1 72 n

lim
n—> s

I

nem létezik (e sorozat elemei 1, 0, 1, 0,...).
Megjegyezzilk, hogy valdés elemli szdmsorozat esetén - ahol
a o= =-nek hatdrozott elfjele van - igaz az 4llitds.

a1+a2...+ak

n
dgy a szdmtani kSzepekb8l alkotott soroczat is — - o=,

Ugyanis ha (a }— e, dgy — ==, mig ha (a }—- =,

(:). a) Haszndljuk fel, hogy a (zn =x o+ 3 yn) sorozat

akkor és csak akkor konvergens, ha az (xn) és az (yn) SOro-
zatok konvergensek.

b) Haszndljuk fel, hogy - ha lim z_# 0 - Ggy a

n P
. n— o= -
(zn =r, ejkP n) sorozat akkor és csak akkor konvergens,
ha létezik a lim r # 0 és.a lim @, hatdrérték.

nN—oco . N~ o=

2.2 SZAMSOROZATOK

33|. a) Konvergens, ugyanis

| S—

1
(1 + 3 n)?

1
1+ n2

7} 7|

azaz a sor abszoldt konvergens, és igy kdzi éges értelemben
is konvergens.

b) Nem konvergens, ugyanis:

5 = n _1-3dnmn
n 1 + jn 1+ n2
azaz: — o=
Re z2_ = E: S konvergens,
= n 2
n=1 n=1 1+ n
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z: Im z_ = Z: :—Q—Ei divergens,
n
n=1 n=1 1+ n

és igy a sor divergens.
c} Divergens, ugyanis
lzil =11+ 3in| =50,
azaz a konvergencia szillkséges feltétele sem teljesiil.

d) Konvergens, ugyanis

n n
V?T+j) (2
Vs E
n
ami 2: (———) konvergens volta miatt az eredeti sor abszo-
n=1 Mrg

Iit konvergencidjdt és egyben k&zdnséges értelemben vett
konvergencidjdt is jelenti.

. a) Kiildén a valds és kiildn a képzetes részekhdsl &118

sor konvergens. Igy E: L 5 is konvergens.
n=1 n+z

b} A képzetes részekbdl 4116 sor divergens, igy az
eredeti sor is divergens.

Eﬂ. A sor n-edik részletdsszege:

n-1
s =1+ 2z + ... + z ;
n o o
és igy
2
2 =z +z_ o+ ...+ 2 .
n o o]

A két Usszeg kiildnbségét véve:

s (1 -2) =1- z" ’
n o o

amibdél -~ az {1 - zo) # 0 miatt -
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Mivel feltételiink értelmében ]20[4:1, ezért

lim 20 = lim |z_|" = o0,
o
n— oo
és igy n
, _ . 1 %5 - 1.
§ = lim s_ = lim {( il o ) = T p—
N —»o= n—e ' ‘0 o o

az dllitdsnak megfelelden.

Eﬂ. a) A sor konvergens geometrial sor, mert hényado-
sédnak abszolutértéke:

lal=[3]=3<1.

1gy Usszege

_ 1 -4 .02
5_1_1—5+5J'
2
b) A sor konvergens geometriai sor:
k
o2 o A oo
- 1T 35 .k
Lo (-n7k 347 . Z(e—}) L DN B
k=1 k=1 k=1
ahol
lal=|- 3] =5 <1,
és igy
_ _ 13 1 _ =1 =37
5°°37,3 0
3
c) Konvergens geometriai sor, amelynél
ol - B2 < 1
és {gy
_ 1 _ 2 .
S = TS -5(1+\/53).
V- —3
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b} Konvergens geometriai sor:

k

roPR

— k <o . T had
- = j-= .k

IR RS BN R I SRR FLEE

~ 2% e ( }

k=1 k=1 4..{2 k=1 .

37. a} Abszolit konvergens,

b} abszolut konvergens,
c) kﬁzénséges értelemben konvergens,
d) abszolit konwergens,
e) abszolit konvergens,

oo

E@- a) E:|anl = 2: 2 yonvergens =

n=1 n=1 2"

z: i“nl abszoldt konvergens;
n=1

b) E: K Z; Eﬁ -

konvergens =

Z: op abszolit konvergens;

n=1
. — . n
o 2 =) eh
n=1 n=1
ami |g|= |e3]=1sorhényado%ﬁdivergens geometriai sor.

gy 3 a_ divergens;
n

d) konvergens, de nem abszoldt konvergens;

e) Ha ¢ # 2k7*; k = 0, +1, +2, ... akkor a sor
konvergens, de nem abszolut konvergens,

-Ha ¢ = 2k®, akkor a sor divergens;

6 X lal = ) 3

n' =
gt n=1 n konvergens

E: a, abszolit konvergens
n=1
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g) diverdgens, ugyanis:

oo

MERE

n=1 n=1

oa

. j i
= Z (.- l sin _j_t.;... + l cos _I') ;
n n n n

UIH

oo

és itt: Ez (Re an) abszolit konvergens
n=1 '

oo

sin = — T
mert E; | ‘<12: 2 konvergens sor
n= n=1 n

oo

de z: {Im an) divergens
n=1 '

o

T
mert ha n elég nagy, akkor z: —n

M3

=1
i
o

ez pedig egy divergens minordns sor.

h} divergens sor, ugyanis

n=1 2" n=1
ahol:
_¢h n_ 1 /&n 1, 1,n
a, =S =3 7 vz 7 Fo0
i) abszolut konvergens sor, ugdyanis
2: n_sin jn _ E:, n j shn
R n - n r
n=1 3 n=1 3

ahol:

Lln J shng _ en . 1,n en
!an‘ l 3D n(3) n(3e) <'n(3)

és a hdnyados kritériummal beldthaté, hogy

z: n(%)n konvergens.
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j) divergens sor, mert
It
o = L2 s,
n n

. Re a abszoldt konvergens, mert |axrc an[ < @ < —TZE—
feltétel miatt Re a > 0, és akkor |Im an| < C Re a_,
amibsl kdvetkezik az dllitéds.

40. Lasd 39. feladat.

El. Legyen a = x_ + oy, B feltételbdl adddik a

=
il
wd
=]
I
-

sor konvergencidja.

. A tagok valés és képzetes részre bontdsa utdn az
igazolds azonos a valés szdmsorokra vonatkozd megfeleld tétel
igazoldsdval.

. A baloldali &sszegben ay helyvett irjuk az

8 T Sk T Sk-1

kifejezést (k = 0 esetén a_ = s ), majd a tagokat ugyanazon
N - o 0
Sy mellett tsszegezziik.

47, Alkalmazzuk az Abel-transzformdcidét (lasd 46. fel-
adat)

48 . Alkalmazzuk az Abel-transzformdcidét (ldsd 46. fel-
adat)
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Bﬂ. Az Abel-transzformdcid (46. feladat) értelmében:

n+p n+p
ST ab =[ > s (b by )] = 8y Prug® Spp Prapy
nn -

k=n+1 k=n+1

A %) feltétel kovetkeztében:

n+p n+p Vr__

a b =K ki{b, -b ) +4n+b +An+p b
Wi k7k [kQ%;TV__ k Tk+1 v_ n+1 : n+p+1]
A ) és *Xx)feltétel kdvetkeztében tetszdleges &£ > 0 vd-

lasztdsa esetén létezik olyan ng pozitiv egész szam, hogy

n+ p

k

a bkl < &
k=n+1
minden n>n, és minden p = 1-re. Igy a E:: anbn sor kon-
vergens. n=1

. 2 Abel-transzformdcié (46. feladat} értelmében:

n+p n+p

> by -] 2 (by=bye, ] = [P b
T = a = (=3 - ‘—[S -5 _ ]
p Kent1 k7k kel XK k+1 n n+1 “n+p “n+p +1

Mivel egy E: ¢, sor akkor és csak akkor konvergens, ha a

n=0
Pir Py + Pyr oo pozitiv szamok tetszlleges vidlasztdsa
esetén:
(cn+14cn+2+"'+cn+pn) — 0,
ezért
T = {(a,b,) — 0,
e

amib&1l {a most felhaszn&dlt szilkséges és elégséges feltétel ér-

telmében) a j{: (anbn) sor konvergencidja kovetkezik.
n=1 ;
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I1. fejezet

KOMPLEX VALTOZOS FUGGVENYEK ALAPFOGALMALI

. a)

pontokat.

fiiggéleges

félsdv.

félsdv,

2.

b}

c)

d)

a)
b)
c}
d)
e)

. a)

1.§ KOMPLEX FUGGVENYEK %S RELACIO
OSSZETETT FUGGVENY, INVERZ FUGGVENY

Az egész z sik, kivéve a

. " 5% 9w
& 178 _ 3
z, = e ;i zZ, = e s Z, = e

Az

x| < % ;e <y <o

sdv, kivéve annak y = 0 és y = 1 egyeneseit.
Az

ix|<e; y>0

Az

lyi< 2; =x<0

Egyrétl fliggvény (z # + ) -

Egyrétli-kétértékl reldcio (z # 4; z # + 23)
Kétréti-hdromértékii reldcid (z # + V2i; z # + V2)
Egyrétd fiiggvény (z # -3)

Kétrétd figgvény (z # + 23j)

Az x = ¢ egyenesek képe:
2 v2
u=c - ;—7 . parabola, ha ¢ # 0;
c

v =0; u<o félegyenes, ha ¢ = 0
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b)

c)

d)

el

£}

g)

a)

b}

c)

d)

e}

Az y = ¢ egyenesek képe:
2
u = !—5 - c2 parabola, ha ¢ # 0;
4c
v = 0; u=0 félegyenes, ha c =
Az -y = x egyenes képe:
u =0, v=0 félegyenes.
A |zl= R k&r képe:
jw]= R2 kor.
Az arc z = & félegyenesek képe:
arc w = 2o félegyenesek
Az u = ¢ egyenesek "&sképei":
x% - y2 = ¢ hiperbola, ha c¢ # 0;
y = +x egyenespdr, ha x = 0
A v = é egyenesek Ssképei:
X'y = % hiperbola, ha ¢ # 0;
x és y tengely, ha c =
Az x = ¢ egyenesek képe:
u2+v2—%=0 kS ha ¢ # 0;
u =0 tengely ha c¢ = 0;
Az y = c egyenesek képe:
u2 + y2 + % = 0 kbdr ha ¢ # 0;
v = 0 tengely ha ¢ = 0;
A |z|= R k8rdk képe:
_1 -
|w|= R k6r;
Az arc z = « félegyenes képe:
arc w = - o félegyenes,
Az [z - 1| =1 kdr képe:
u = % egyenes.

0.



f) A u = ¢ egyenesek &sképei:

x2+y2—%§-=0k6r, ha c # 0
x = 0 tengely, ha c = 0
g) A v = ¢ egyenesek &sképei:

0 kdr, ha c # 0

]

X +y2+%

¥y 0 tengely, ha ¢ = 0

S.Eﬂ A g filggvény értelmezési tartomdnya és éritékkész-
lete a teljes z sik; az f flggvény értelmezési tartomdnya a
teljes z sik, értékkészlete a felsd (vagy alsé) félsik.

Mivel g értékkészletét tartalmazza £ értelmezési tarto-
midnya, ezért képezhetd a fog bsszetett flggvény:

(£ o g)(z) = £(g(z)) = + 15 + 3z.

Mivel f drtékkészlete beleesik g értelmezésl tartomdnyd-
ba, ezért képezhetd a g o f Osszetett fliggvény is:

(g o £){z) = 3 + 34z.

b) fog létezik:

(f o g)(z) = £(g(z)) = (z + %)2 iz P
g o £ nem létezik.
c} f o g nem létezik
g o f létezik és:
_ Z 22
(g 0 £)(z) = glE(z2)) —‘4 ] Mvare:

G.EEB f mindeniitt értelmezett, hdromrétd fliggvény amely
k8lestndsen egydrtelmi leképezést létesit a z = % csicspontd

0 < arc z:sgéi szdgtér és a teljes w sik kozdtt. Ezért inverze

3

f—1(z) - z +

2

minden z-re értelmezettés z # O-ra egyrétli-hdromértékd reld-
cid.
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b)
g-1(z) =z + VZZ -1

mindeniitt értelmezett, z # + 1 esetén kétértékd reldcid.
c)

h1(z) = 5——55—31 (1 + %)

z = 0 kivételével mindeniitt értelmezett egyréti figgvény.

2.§ KOMPLEX FUGGVENYEK HATARERTEKE

8. a) 1.- 15 ; b) o= ; c) 23

9.@-—nél haszniljuk fel, hogy z—0 esetén (amikoris
(x,y) > 0T

| sin x [<]x] és [cos y-1| < | ¥ |
10. a) z
o
1
b) -5
o
c} 0
2
d) 5
1 _y3 .
e) 2778 )
=1 11 .
f) 3 t7 ]
1. a) -12 + 63
Y201 + 3
b} >
c) - 4/3 - 43
1
4) 3
e) - %
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[LZ] Abrdzoljuk a fiiggvényt a komplex szdmsikon!

AZ Y = x2 és y = 2% paraboldk k&zdtti teriileten a fiiggvény
értéke 1, egyébként (a hatdrokon is) 0. Ha x # 0 tetsz8leges

2

valdés szdm, az x + 1,5 x“j pontban a fiiggvény 1, az x pontban

pedig 0. fgy lim £(x *+ 1,5 x2§) = 1 # lim £(x) = 0, tehat
x—0 x—0
nem létezik 1lim f(z).
z —0
A feladat mdsik részének igazoldsdhoz feltehetjiik, hogy
or > 0. {Az o - 0 eset trividlis, o < 0 pedig ugvanigy tér-
gyalhaté, mint « > 0.} Vizsgdlnunk kell az fi{x + o«xj) fligg-
vény hatdrértékét x = O-ban. x< 0 esetén f(x + axj} = 0,
ami fenndll x>0 esetén is, ha rxx>2x2, x<%— {vagyis:

f(x +o«xj) = 0; ha 0<x<%—) . Igy a fuiggvény hatdrértéke
O-ban ténvleg létezik.

. Az adott relécidnak a z = 0 pontban \ﬁ az értéke
{a ~%T < arc z<—§; dgon} és ott

V22+3—2 z + 1

1im = 1lim =

z =1
z —1 z—1 '\122 v 3 4 2

3.§ KOMPLEX FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA
ES EGYENLETES FOLYTONOSSAGA

O

@. Nem folytonos, mert

lin  z> + 4 '
z—2j z - 23 - 417 £(E2D

16, A fiiggvény a z = 0 pontban nem folytonos és ott nem
létezik hatdrértéke,
17. Ej A fliggvény nem folytonos a 74 = 1 és z, = -2
pontokban; de mindkét pontban létezik hatdrértékik.
. z -1 _ 1
lim —-2—-— = §' r
z2—1 z2"-2-2

1im _Z_-_T_ = oo,

z2—~2 z2 -2-2
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b) f nem folytonos a z, = -1 + j és z, = ~1-j pon-
tokban; mindkét pontban o= a hatdrérték.

" f) f nem folytonos a 2, = 2, 2, = =2, 23 = 23,
Zy = -2j pontokban; a z = + 2 pontban a hatdrérték: o=, a
z = +2j pontban a hatdrérték: - % .

. Az f‘l’ £, és f5 fiiggvény mindeniitt félytonos; az

f2 és f4 fiiggvény a z = 0 pont kivételével mindeniitt foly-

tonos. Ugyanis:

lim £,(z) = lim ——X - 1in 5228 - 0 = £,(0)
z—0 (x,y)—(0,0)} 1+ X2+Y2 r—0

lim £,(z) = lin — X = 1lim 5—5—0-5—1 nem létezik
z—0 {(x,y)—(0,0) x2 + y2 r—0

X2 I'2 2
lim £,(3) = lim —2 = lim ——09—?—"1; =0 = £5(0)
z —0 (x,y)—={(0,0} 1/x2 + Y2 r—0
x2— 2 r2 0s?2
lim £,(z) = lim XY . - lim --%——i nem létezik
z —0 ix,y)—(0,0) (x2+y2)2 r—0 r
‘ (x2- 2)2 (rzcos 2 )2

lim f(z) = linm -—TY——— = lim 2 ¢ -9 = £.(0)
z—0 {(x,y)—(0,0) (x“+y7) r- 20 r

19. Az eldzd feladatndl kévetett gondolatmenettel beldt-
haté, hogy a védlasz azonos az el6z6 feladatéval.

20. A figgvény a

(2k+1) ® 3
z, = e H k =20,1,2,3

pontokban nem folytonos.

[iﬂ. Az f fliggvény folytonos a teljes z sikon igy foly-
tonos a korldtos és zdrt |z|<10 tartomdnyon is, amibdl ko-
vetkezik a filggvény [z]<10 tartomdnybeli egyenletes folyto-
nosséga. )
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24. Mindkét fliggvény folytonos, de nem egyenletesen foly-
tonos az adott tartomdnyon.
25. a) Folytonos, de nem'egyenletesen folytonos;
b) Egyenletesen folytonos.

zﬂ. a) Legyen |J¥]1= 1 a kdrvonal valamely pontja, (z )}
|zn|<f1 pedig [ -hoz tartdé tetsz8leges sorozat, azaz z,— I
Beldtjuk, hogy f(zn)—re teljesiil a Cauchy-féle konvergencia-
kritérium, azaz f(zn) konvergens. f egyenletes folytonossdga
miatt minden & > 0-hoz létezik § > 0, melyre |21—zé]-<6;
(Jz,1<1, lz,l.<1) esetén |£(z;) = £(z,)| <& . Ha N olyan
egész szdm, melyre n>N esetén Izn—-§[§ %% akkor nyilvan

n,m>N-re |z_-z_} < 4, tehat [f(zn)—f{zm)|<&,, és gy f(z )

n “m
valéban Cauchy-konvergens.
b)  lim £(z ); ENRES
z_—~7
n

nem fiigg a (zn) sorozat megvdlasztdsdtdl, mert a 2. — 1 és

zé-—»[ sorozatokbdl Bsszefésiilt Zqs z;, Zys zé ... sorozat

ugyancsak f -hoz tart, igy f{z,), f(z{), £{z,}, f(zé), -
is konvergens, tehdt 1lim £(z ) = lim £(z!). Ezért fFed)-t
SRR

egyértelmien definidlhatjuk az

f(Z) = lim £(z )
z— n
n
hatdrértékkel. -
A kiterjesztett f folytonossdga nyilvdnvalé minden bel-
s& pontban. Ha egy |Z| = 1 pontban f(z)} nem folytonos {indi-
rekt feltevés), akkor létezik olyan zn-—,z,]zn[<:1 sorozat,
melyre If(zn) - £f(%)|=2¢& , valamely rdgzitett &> O-ra.
Legyen zé olyan pont minden zn—hez, melyre |z£| <1,
e z£|< % és |f(zn) - f(z£)|<fe egyardnt teljesiil.
{Ha lzn|< 1, zﬁ =z, vdlaszthatd, ha |zn]= 1 akkor a (0,z )

kSrsugdron valaszthatunk egy zn—hez % -nél kdzelebbi pontot,
melyrelf(zn)—f(z£ﬂ< £ is fenndll.) Erre a {z) sorozatra

|zé|‘<1: zé-ﬂ 7 (mivel zn—sg és |zn-z;[< %}, és igy az
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[£(z) - £(0)] =& (az [f(z) - £(7)]= 2e;|flz )-f(z))|<E

és a héromszégegyenlétlenség miatt) . Ez azonban lehetetlen,
mert £(.7) definicidja szerint lz;li <1; z! — ¥ esetén

£(z/) —f£(5).
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[H. fejezet
KOMPLEX FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

1.§ KOMPLEX FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA

1.1 DIFFERENCIALHATOSAG, CAUCHY-RIEMANN-EGYENLETEK

1l
W
N

|
3%

1. al f’(zo)

£7{-1)

I
wh

b) £7(2) = 12 + 47

c) £'(-3) = =57
s a3 .
d)y £7{(1+3) = 5 (1 + )
e} £7{(1) = 2,5
£) £7(3) = - &
2. a) £'{z} = dz + 3
b) f'(z) = _4..j+—12
(z+23)
c) £'(z) = -8z + 4]
a) £'(z) = -—351—4
{jz=1)
e) £'{z) = z
zz+1
3.a) £7'(-3) =9 + ]
B) £/(3-1) = 5 (1-3)
4
. ' : - - E’. _3_
a) £'(i+jy = -108 - 78 j



4, a) Az y = X egyenes pontjaiban és ott £7{z) = 2x+ j-0
b) mindeniitt és f£'(z} = 322
c) az y tengely pontjaiban és ott f£'{z) = 3y
d) csak a z = j pontban és £'(j) = =33

e} mindeniitt és

£7(z) = - * 'Y (2x cos 2xy+2y sin 2xy) +
2 2
+ jl&x sin 2xy - 2y cos 2xy) e * oty

£) csak az origdéban és £'(0} = 0

g) a z = +j pontok kivételével mindeniitt és
£ = - iy
{(z7+1)
h) a z = 1 pont kivételével (bdrmely egyértékd dgon) -

1
2 yfz-1

mindeniitt és £/({z) =

i) sehol sem

flz +az)-f(z )
a) £z +8z) - £lz ) = — ° Az

ahol Az £ 0,

f(zo+ Az)—f(zo)

lim £{z +a&z2z) - £{z_ ) = 1lim limAaz =
Az—0 © ° Az oz Az -0
= f’(zo)'O = 0,
mert a feltétel értelmében £'{(z ) létezik.
tgy ©
lim f{z +Aaz) - f{(z ) = 0 ,
Az—0 ° ©
i11. . Agy =
ill A;1_1.nof(zo+ z) f(zo),
ami azt jelenti, hogy f folytonos zo—ban.
b) Példdul az f(z) = z fliggvény bdrmely z, pontban

folytonos, de nem differencidlhatd.
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a) az £ = 22-5 fiiggvény mindeniitt folytonos, de a
0 pont kivételével sehol sem differencidlhatd, mert
0

z
A pontban nem teljesiilnek a C.-R. egyenletek.

#
b) A fiiggvény a z, = 0, ill. az irraciondlis [zo

pontokban folytonos, de nem differencidlhatd.
Ugyanis a differencidlhdnyados a z, = 0 pont kdrnyeze-

tében akdr 0, akdr 1 értéket, mig az irracionélis-|20p>0
pontok kdrnyezetében tetszd8leges értéket felvehet.

a) A z # 0 pontban a fiiggvény differencidlhaté, igy
ott teljeslilnek a C.-R. egyenletek. A z = 0 pontban a valds
és képzetes rész parcidlis derivdltjai mind 0-4dk, gy ott is

teljesiilnek a C.-R. egyenletek. A z = 0 pontban a fliggvény
mégsem differencidlhatd, mert a fliggvény ott nem folytonos.

b) A filiggvény sehol nem folytonos igy sehol sem dif-
ferencidlhatd (bdr parcidlis derivdltjai mind 0-ak és igy a
C.-R. egyenletek teljesiilnek.)

a) A figgvény a Z # 0 pontban nem differencidlhatd;

a z = 0 pontban differencidlhatd (és £'(0) = 0, mert a fiigg-
vény kiildnbségi hédnyadosdnak hatdrértéke 0} bdr a z = 0 pont-
ban a fliggvény valds és képzetes részének parcidlis derivdlt-
jai nem folytonosak.

b} Az a)—poz hasonld médon ldthatd be.
9. Csak a z = j pontban teljeslilnek a C.-R. egyenletek.

10. a) z =

by =z =0
E]. Alkalmazva a
zZ -« = ¢ ej?

transzformdcidt:

w = f(z) = (2=« )n = rnejn-? = .1'.‘n-‘I ejn(p .
(z=~ o) r
a) lim £(z) = 1lim f(r, ¢) = 0,
Z—o r—0 :

ha n-1 > 0, azaz ha n>1;

n
b) £/(x) = 1im TL2L=E() o g5y - (ﬁ;zof_)d)
‘ Zz— Z o '- z —s 0 . of |
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ami - az a)-beli hatdrérték felhaszndldsdval csak akkor 1é&-
tezik, ha n-2 > 0, azaz ha n > 2.

12, Eiﬂ Alkalmazva az
f(z) = u(z) + 3 v(z)
jeldlést [z| < 1 esetén:

1 1

TR T T e
1= ¥Vx"+y
v{z) =0
fgy sy _ oy
2x - oy
de é}% = é;% 70,

tehdt a C.-R. egyenletek sehol sem teljesiilnek, a filiggvény
sehol sem differencidlhatd.

Eﬂ. Aw=u+ jv figgvényt valés és képzetes részre
bontva:

u = 52_::;;}2’5 ,
{(x=1)"+ y
v = - ;;:;fj:—;i.
Mivel:
du _ -(x--1)2 + y2 _ 0V
Ix [(x-1) 2ey2] 2 T oy
és
fu _ 2y {x-1}) . _ QOv
Oy [x-11%4y%]2 ax *

azaz: mindeniitt teljesiilnek a Cauchy-Riemann-egyenletek, ezért
w mindeniitt differencidlhatd fiiggvény. Espedig:
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w'=mha z #1 .

. Felhaszndlva, hogy
’ - Qu . Bu _ _ s
£4z) = 53— 3 7y = 9 lxy) - 3 uyx.y),
az y = 0 érték behelyettesitésével
f’(x) = u1 (xlo) = j uz(xlo)
adédik. Az x v4ltozd helyébe z-t frva:’

£'(z) = u1(z,0) -3 uz(z,O).

15. a) c = 1; b =-a
fiz) = (1-a)z
£'(z}= 1-a
b) a =b = -1

f{z) = cos x (chy - sh y) + j sin x {chy - sh y)
(= ejz)
f'{z) = sin x(sh v - ch y}) + j cos x(xh v - sh y)
.ejz
{= 3 )

16. A fliggvény differencidlhatd, ha

0 <arc z<-%—; T < arc z<§7:t—
2
(Itt £(z) = 27) és ha
T 3¢ . 3% 7%
—2—<arc Z<T i —2—<arc z<———-4
2
(Itt £(z) = -z7}
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17. Példdul: ‘
2
fz]

f(z)

18. Példdul:

i

£(z) = (Im z)°2

Ez a fiiggvény az Im z = konstans (azaz: az y tengellyel pdr-
huzamos) egyenesek mentén differencidlhatd, de mdsutt nem.

Eﬂ. Példaul az

o, ha vy irraciondlis,
flz) = f(x + j y) = 1, ha y = 0,

i _ P p

51 ha yv = £ (p#0 és g>0

q 9 relativ prim-

szamok)

fliiggvény eleget tesz a kovetelményeknek. Ugyanis:
a) f a raciondlis ordindtdjd pontokban nem folytonos, |
igy ott nem is differencidlhatd

b) f az irraciondlis ordindtdjd pontokban differen-
cidlhaté, mert ezekben a pontokban

|f(z) - £(z)

| zZ - 2

< 1 1
=2

B ;, ha Im =z
4 Iq " Yol

n
o
1

Qo

o]

= 0 ha Im z

n

o]

1t
<

igy hogy itt

f(z)—fizo)‘

lim [ =0,
Z - 2

Z —Z o]
O.

mert y_ egy egész egylitthatds médsodfokld egyenlet gydtke, amely-f
re tetszdleges g esetén ‘ E
12 - <
b = r
o 2
4 q

ahol ¢ >0 és csak az yo-tél figg. Tehdt az irraciondlis ordi-

ndtdjd pontokban _
£'(z) = 0
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24, a) A C.-R. egyenletek:

r du _ v
dr 6q
ou _ _ r =Y
Sy B
hy £'(z} = %;% e_jtP = %%f {cos ¢~J sin ¢)
_ 9w _-jy _ 3 - -43
25. a) £7(z) = 5, e = - e ¢
r
(= - 3p): oz #o0.
Z
’ _ bw A :
b) £'{z) = 3T (cos ¢- J sin ¢)

=[(1 - JE)COS(P+ jo(1 o+ Jf) sin ¢]- [cos 9=j sin g]
r : r S

=1 —;% {cos 2¢~ J sin 2¢)
r

(=1 ~-9; z#o.
r

1.2 MAGASABBREND{U DERIVALTAK

!E. a) f mdsodfokd polinomja z-nek, tehdt az-egész sikon
requldris és igy létezik f'(z) és £"(z) . Espedig

£{z) = -2j + 2z

£"(z) 2

b) f harmadfokd polinom, igy az a)-beli k&vetkez-
tetéssel létezik f'(z) és £'(z)

£r(z) = 3(3 + 2)°

£"(z) = 6(j + z)

c) £ valds és képzetes részének parcidlis derivdlt-
jai az egész sikon folytonosak és ott kielégitik a C.-R.
egyenleteket. igy £ az egész sikon reguldris és

£'(z) = -4{sindx'chdy - j cos 4x-sh 4y}
£"{z) = -16{(cosdx-chdy - j sin 4x-sh 4y)
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27,

28.

31.

d) 14sd c)-beli indoklést.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

: o

a)

b)

£'(2)
fl! (Z)

£n (Z)

£ (Z)

f"(Z)

£7(2)

£H (Z)

£f'({z)

£ {Z)

£'(z)

£ (Z)

£'(=z)

£ (Z)

df

1

= (2-3x% + 3y%) - jexy
= -6x - jby
VQ22-4Z + 2j)3 - (2-2)2-V22—4z + 27
(z° - 4z + 29)°

-2
9

‘\/_ V(z+2'\/_)

V_3 %J?;:z——_?

2z

- f(z)

6z - 63

4

r

-
L

\/(12)

£/ (2+25) ="%
2 v—2

vF1 -z° )

£1(1+3) =

fll(1+j) =

f"(2+ S j)

£7(3)

£ (3)

1.3 DIFFERENCIAL

2
2
{1—20)

ANz o;

n

=5

-{sin x ch y+jcos x sh y)

.
I

+3

-2

“‘—‘J

Vz

J
0

ﬁ



32, a) Af = (322 - 4z) Az + (3z - 2 (A7) + (A7)’
2 s
b) df = (327 - 4z) Az
2 3
c) Af-adf = (3z-2)(Az)” + (Az)” =&-Az
ahol & = (3z-2) Az + Az2

33. a) Af = -8Az + j(az)?

-8 Az

b) df
. 2
c) &fF - 4df = j(Az)

34. a) 38 - 2j

b) 6 - 423

1.4 L'HOSPITAL-SZABALY

36. a) alkalmazhaté és a hatdrérték: %
b) " 1) 16;;2&
n " - l
c) _ 3
d) nem " " 0

2.§ KOMPLEX FUGGVENYEK REGULARITASA

© 2,1 DIFFERENCIALHATOSAG, REGULARITAS

@ A z = 0 pontban az

f(z) =1z|4 = (>(2+yz)2 + 3 =0

227



fliggvény valds és képzetes részének parcidlis derivdltjai
folytonosak és kielégitik a C.-R. egyenleteket. Igy a filigg-
vény a z = 0 pontban differencidlhatd, de nem requldris, mert
a z = 0 pontnak nincs ‘olyan kdrnyezete, amelyben a fiiggvény
differencidlhatd volna (u.is z # 0 esetén sehol nem teljesiil-
nek a C.-R. egyenletek).

Egi. Az adott fiiggvény

we (1 -|zn? - (1'—’1/x2+y2)2 ) 1_24'/x2+y2 v Peyd).

Parcidlis derivdltjai:

da _ _ 2X . . gv _
—a—z— —_— 1+ 2Xx% H —_GX—O
2.2
Xty
Q:—__2L+ 2y H —gi = Q0
Yy 2 2 Y
X +y -

melyek az origd kivételdével mindeniitt 1léteznek és folytonosak.
A C.-R. egyenletek az x2+y2 = 1 (vagyis a |z|= 1) kordn telje-
siilnek. fgy a fliggvény a |z|= 1 k&rbn differencidlhatd, de
sehol sem reguldris.

41. a) Sehol nem differencidlhatd;

b) az Im z = Re z pontokban differencidlhaté, de
nem reguldris;

c) az x = (2k + 1) %;, y = 0 pontokban differencidl-
hatd, de nem requldris;

d) az x = 0, y = (2k+1) %% " "
de nem reguldris;

e) a z = 0 pont kivételével mindeniitt regquldris;

f) az x = 1 egyenes kivételével mindeniitt reguldris;

g) a z = -ﬁ pont kivételével mindeniitt regularis;

h} sehol sem differencidlhatd, sehol sem requldris;

i) az=~1+ 23 és z = -1 -2j pontok kivételével
mindeniitt reguldris;

j) csak a z = & pontban differencidlhatd, de ott
nem reguldris;
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ki A zRe z Fiiggvény csak a z = 0 pontban differencidl-
haté, de ott nem reguldris;

a 2.1
22 + 1

mindeniitt reguldris.

fliggvény a z = *+ j pont kivételével

z -1
2, ]
z = 0 pontban differencidlhatd de ott nem reguldris.

fgy Osszeglk a z Re z + fliggvény csak a

N[N

Mivel g = -j-f, ezért g is reguldris T-n.

Haszndljuk fel a Cauchy-Riemann-egyenleteket!
Haszndljuk fel a Cauchy-Riemann-egvenleteket!

Az 4l1litds a 45. feladat dllitdsdnak kdvetkezménye.

A T tartomdnyon legyen If(z)[ = k, ahol k=0 kons-

HFOEO®

tans.
k = 0 esetben az d4llitds trividlis. Ha k # 0 és
£ = u + jv, akkor

]f(z)|2 = u2 + v2 = k2 '

amibdl differencidldssal

du v _
uax+vax_0’

Ju v _
ey "tV ay T 0

addédik. Ez az u és v vdltozdban homogén egyenletrendszer,
amelynek akkor van a trividlistél kiilonbdzd megolddsa, ha
az egylitthatdékbdl alkotott determindns értéke 0., Azaz ha:

du du
9x Oy
ou 8v 8u dv _f0du dul_y.s 2
8x ady dy 0x _( GX)ZJ'(B\_/)Q_‘E (Z)l =0
dv dv .
X Y
amib&8l £’(z) = 0 miatt f{z) = konstans k8vetkezik.
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. Legyen £ = u + jv, és u = konstans a T tartomdnyon.
Ekkor .

8u _ Bu _ o
dx = dy

és a C.-R. egyenletek felhaszndldsdval:

v G

3y dx - O

<

Ebb&S1 v konstans és vele egyiitt £ konstans volta k&vetkezik.

.Hogy az

f=u+3Jv és f=u-3vw

figgvények reguldrisak, az azt jelenti, hogy

du _ Bv ] du _ _ dv

0x 0y 0x 5y
r és

du _ _ dv du _ 8v

3y 9x ) dy 9 x

Azaz:
Sv _ _ 8v)
Y Sy
G _a_V_ = _ai = 0 =5vi(x,v} = konstans
9 x oy
bv _ _ 3V
3Ix 0 x

és hasonldan

Hu _ _2u
9 x 9 x
3y 54 = g—‘; = %‘é = 0 =>u(x,y) = konstans
Py  dy

Tehdt:
f = u+ j v = konstans

2.2 HARMONIKUS FUGGVENY, HARMONIKUS TARSFUGGVENY

51. Legyen f(x,j) kétvdltozds harmonikus fiiggvény.

2% _ o 8f _ 2 (3f . af
- 8z 9Oz X J oy

3z 9z

a . B .
-(ax+:| ay)(ax-]
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Gga. E;

+ =Af = 0 .
o Tay?

az bsszefiiggés a poldrkoordindtdkkal kifejezett

v _ 9 u

o¢ L

v _ _ 1 du

or r d¢ (r # 0)

C.-R. egyenletek koziil az elsének r, a mdsodiknak ¢ szerinti
differencidldsdval valamint (jelen esetben) a mdsodrendd ve-
gyes parcidlis derivdltak egyenlfségének felhaszndlédsdval és
a differencidldssal kapott egyenletek Osszeaddsdval adddik.

53. a)
b)
c)
d)
e)

54. [a)]

Ed

Igen
Igen
Nem

Igen

Nem

Nem harmonikus, ugyanis:

2 2
9%u 1 3u 1 g u
Au = + = + =5
ar2 r Or r2 an
3] 1 1 1 2 1 1
= - =) + = (- =) = F-—==—=#0
or r2 r r2 r3 r3 r3
Harmonikus.
U.is:
) 1 1 1 1 1
Ay = —— (=) + = [=) = = — + — =0
or 'r r r2 r2
har # 0
Harmonikus

U.is:
N A 1 1y sino-
Au = 37 (1 + r2) sin ¢ + < {1 + r2) sin ¢

1 1 ; N
- — (r - ;) sin ¢ =
r
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= i% sin ¢+ % sin ¢+ ;% sin ¢ - % sin @+ —%—sin¢= 0
r- r r

ha » # 0

a) Harmonikus

e) Harmonikus

55. a) Nem harmonikus;
b} Harmonikus;
c) Harmonikus.

156. Be kell ldtnunk, hogy a jelzett tartomdnyon f elss-
és mdsodrendd parcidlis derivdltjai folytonosak és kielégitik
p%c 8%

2V T2
9 x By

A valds valtozdjd arc sin t és arc cost fliggvények fel-

haszndldsdval:

a Af =

= 0 Laplace-féle differencidlegyenletet.

X

~arc cos ———— az y>0 félsikon
2 2
Xy
f(z) = arc(x+jy) = J arc sin Y az x> 0 félsikon
xT+y
|[-arc cos —% __ az yv< 0 félsikon
X +y2

tgy az els8rendl és mdsodrendli parcidlis derivdltak:

9L _ _ ¥ ] of _ X

Tx Ze 2 Y T2, 2

0% _ __2xy 8% _ _ _ 2xy
ox  x2s 952 5y2 s 52

amelyek a negativ valds tengely mentén bemetszett komplex
sikon valdban folytonosak és ott kielégitik a A z = 0 egyen-
letet.

(A komplex valtozés elemi filiggvények ismeretében az igazo-
14s egyszerl, mert az adott fliggvény nem mds, mint a bemet-
szett sikon reguldris 1ln z filiggvény immaginarus része).
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[—57 . Mivel

u’f* = 2a ,
XX
u’'’ = 2¢ ,
Yy
ezért Au =u’'f + u’’ = 0, ha a = —¢c és b tetszbleges.
XX vy

. a) ul(x,y} harmonikus uz(x,y) harmonikus (feltéve,

hogy u # konstans}. Ugyanis

2
o [u”ix, vyl _ . Bu
3 ;: 2 u "Bx ’
2
a{u (xrz)l = 2 a-* ou
5y Oy '
és
02 [, vl _ 2 ,[(_6_3)2 . u 82u]
axz ox ax2 .
2,y ., [(_B_u_)z . u azu]
,Oyz oy aY2
fgy 2 2
2,2 2,2
%) , %W’ _ 2.[(9__15) + 3“] # 0 4ltaldban
axz 3 2 9 x oy
Y

b} u(x,y} harmonikus=>g = f(u} harmonikus, ha

f=au+b

Ugyanis:
gg _ df _3u
8 x du X
Bg _4af . du
dy du oy

Q
o
)

Q)IQ)
"
—
Q.«IQ-
o

<
Now

Q (@
W
I
B
[ a—
lQa
Hh

au]:df (2uwy2 , af
B x duz o x du
Bu] - d2f (Bu)Z , af
3y du2 Oy du




igy:
0% , 8% _ a’srjeu\? [8u\}], a6 . @
2 2" 2(8x T By) [T @ ¥
dax - By du Ox

N
QD
b

amibél ldthatd, hogy g akkor harmonikus (akkor lesz

re rr _
Iyx * gy = 0)s ha

azaz, ha

f = au + b

59.E]u=c1x+éz

{Au =‘?}’Q’{ = 0 ha cp;{(x) = c1_—_>)cp(x) = c1x+c2)

@u=c1(ax+by) +c2

fax + by = £t; Au = 5 a + >— b = 0=

u = ¢, arc ty Z: +c,
z—_ M = =
( t; Au 0=yu cy arc tg t + c, .

Ugyanis alkalmazzuk a t = % jeldlést. Mivel

S e AR Y
x
AR BRI
az u)’n’( + ul',;( = 0 Laplace-egyenletbdl
L RS &
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Innen

rr 4
et _ _ _x* 2y _ _ _2xy _ _ 2t
¢é X2+Y2 x3 x2+y2 1+t2
igy
1
In¢/ = 1n '
t 1+£2
azaz .
0! = ‘1
t 1+t2
ahonnan
¢ = c1 arc tg t + Cy.
Tehdt
u{x,y) ?(x) ¢, arc tg x* C
a) =
d}f u C, Xy * C,
(xy = t; &u = O=3u = c, t + 02}
2
el u=oc, ln (x7 + y7) + c,
c, X
Blus=s——5+c,
x"+y
_ A /[ 2 2
g) u = c1\/x *\xT o+ yT o+ ey

h) nem létezik

gﬂ. Képezzilink egy T-ben reguldris olyan f(z) filiggvényt,
amelyre

u{z) = Re f(z)

Ekkor

u(e (4)) =u(f) =Re £(9 (L))

és mivel

£Cet 1))

reguldris Tx-on, ezért ott

F(1)
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Re F(7) =U(Z)

harmonikus.

3. a

z = (u + jv)2 '
illetve
. 2 2 .
X+ jy=u -v + 2juv
transzformdcidéval az y = 0 egyenes képe az
u =20 és v =20

egyenes, a fiilggvény pedig

-{(u”-v%)

H=e¢ cos 2u v

alaki. fgy AH = 0 és az u = 0 és v = 0 egyeneseken:

9 H -(uz— 2)
[TTE} [= e V) (2u cos2uv + 2v sin2uv)] =0

u=0 u=0

és

g H -(u —v2)
[7§;] =[e (2v cos2uv - 2u sin2uv)] = 0
=0 v=0

E@. A 63, feladatban jelzett transzformdcidval:

—(u2+v2)
H=4uv + e cos 2uv ,

és ez harmonikus fuggvény.

Az y 0 egyenes képén az
u =20 és v = 0

egyeneseken a megfeleld parcidlis derivdltak

9 H - (u2—v ) :
[?T—] = [dv - e (2u cosZuv + 2v sin2uv)]
* u=0 L u
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2 2
[jlﬂ] = [4u + -V )(2v cos2uv - 2u sin2uv)] = 4u
u v=0
v=0
65. Alkalmazzuk a C.-R. egyenleteket!

66. Haszndljuk fel, hogy reguldris £ = u + jv £fliggvény
esetén

2%y _ azv. 2 u 8 v
8x2 dxdy 3y

67. a) v(x,y} 2xy + 2y + ¢

b} vix,y) = 2x + e sin y + ¢
¢} vix,y) = ==ty +c
X +y )
d) vix,y) = 3(arctg L + 2k %) (k=0,+1,+2,...)

Ugyanis példdul:

@ u{x,y) = x2 - y2 + 2X = Re (22 + 2z)
és iqgy
vixy) = Im (22+2z) = 2xy + 2y + ¢
E@. a) Mivel
2y - ' 2y - 6x%y

up =5+ 555 wrr o= - SR

X (x%+y2) XX (x%+ v2)

’ ;2 - 2 e 6x2uo2y3

=1 - 27 ’ 2 2
Yy (x"+y7) ¥y (x+y)3

ezdért A u = 0, azaz u harmonikus, ha z # 0.

b) A harmonikus tdrsfiiggvények

(x,vy) 9
vix,y}) = Im f (- -% ax + ﬁ; dy) =
(1,0) '
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X Y
2
=‘/.(£L27—2—1)dx+ f(5+—22%.§)dy_
=1 (x"+y") y=0 (x"+y7)
{y=0)
= -1 X-+ 2 + 5y - 2x 5 + % + Cc =
X . x%+y
_ _ _ b
= By - x 5—5 + ¢’ .
X +y
c) f(Z)=(5x+y—-5Y—2)+j(5y-x— 2X2+C'}=
X +y X ty
= - ]
(5 j) =z z>+ c
69. f(z) = {(ax + by + c) * j tay - bx + c™)
ahol a,b,c,cx tetszdleges konstansok.
- _ - 2
70. b) u = 2 arc tg b

71. a) Harmonikus

2y + x2 - y2 + c

vix,y)

f(z) jz2 + 2z + j ¢
b} Harmonikus

vix,y) = x2—y2 + 2%y - 3x - 2y + ¢

£iz) = 22(1 + §) - 2(2 + 3] + je

¢) Harmonikus
21 L2 .
f(z) = 35 * 3 z° o+ 3j + ¢

d} Nem harmonikus

e) Harmonikus
X X .
vix,¥} =y e cosy+ x e siny + ¢

flz)

il
N
®
+
el
Q



f)

g)

h)

72. a)

b)

c)

73. a)

b)
e)

d)

Harmonikus

-2y sin (x2_y2) ‘o

u{x,y) e

£iz) j e c

Harmonikus

f(z}) = 23j cos z + z3 - jz + cj
Harmonikus

f(z) = (3 - 2) z + 2 ln 2z + ¢

Képezhetd:

1+ z
1 -z

Nem képezhetd

f =

Képezhetd

f =1n Vx?+y2 + 2xy + j larc tg % - x2+y2)

(= 1lnz -3 zz; ahogy azt az elemi fiiggvények
tdrgyaldsdndl ldtni fogjuk)

12
f(z) = e’ 22 e? ahol x tetsz8leges valds
d4llandé
3 2°
f(z) - e e " n . 1t
22
fiz) = c e 2 ahol c> 0 tetszdleges
’ 4llandd
f(Z) =cz ez ) " [ n
c=-1
3 -
Ugyanis:
ué = 2x + 6 sin x ch y ,
uéé =2+ 6cosxchy,
u§ = 6 cy - 6 cos x shy,
u§§ =6 c-6cosxchy,
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és igy:
Au=2+6cosxchy+6c-6cosxchys=20,

ha c = -

W=

b) £'(z ) =%+ 6 ch 1+ 27
Ugyaniszs
u=3x -y =-6wcos xchy

harmonikus és figy

£7(2) =’ué - 3 u§ = (2x+6 sin x ch y) + j(2y +

+ 6 cos x ch y)

es
£ (—525—+j)=fr+6ch1+2j
75.fa) < =2
£1(-3) = 4 - 2j

Ugyanis:
v akkor lehet egy reguldris fiiggvény képzetes része, ha har-
monikus. Tehdt kell hogy

Av =

n
[3*]

legyen, amibdl c¢
Tehdt

2 2

vix,y) = 2x + 2xy - 2y
harmonikus és igy (a valds rész meghatdrozdsa nélkil):
£'{(z) = v§ + 3 vé = (2x-4y) + j(4x + 2y)

ill.
£7(-4) = 4 - 23

b) c = 12

£7(1 + 23) = =24 + 72]
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Bo|—

f'(= + =j) = - % - ¢ch 5 sin

D] s

Ea. A kérdéses fliggvény

£ =25+ 25 2% +6 - 23
Ugyanis:
£7(z) = 3z° + 45 2
f(z) = z3 + 23 22>+ c
8 = (1 + j)3 + 23(1 + j)2 + C
c = -1+ N2 (1 +3+29) =6 - 23

7. £01 + 9) 25 + 6
Ugyanis: _
f'(z) = 622 - 63 z,

ezért

£(z) = 223 - 3jz2 + c ,

‘Ha £(1) = 6-5j akkor c = 4-2j

fgy 3 2
£(z) = 2z° - 3jz° + 4 - 23
és
£(1 + 3) = 23 + 6,
78. a) a = b
k) fiz} = eax(cos ay + 3} sin ay)
Eﬂ. az adott kétvaltozdés fiiggvényben az a,b,c,d kons-
tansok nem lehetnek tetsz8legesek. Rbgzitett "a" és "d" ese-

tén kell hogy b = -3d; ¢ = -3a legyen. Itt tetsz8leges "a'
és "d" konstans esetén az

2 y - 3a xy2 + dy3

ulx,y) = ax3,— 3d x
kétvaltozds flggvény harmonikus. Ekkor a

3

vix,y) = 4 ¢« x° + 3a-x2 vy - 3 d-xy2 - ay3 + ox

harmonikus tdrsfiiggvényekkel képezett
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f{z)=[ax3f3d xzy—3ax2yf<dy3]+ j[gix3 + 3ax2y - 3a xy2-3y3 + %]
komplex fiiggvények mindeniitt differencidlhatdk.

. a) Az u figgvény egy reguldris komplex fiiggvény valéds
része, ha harmonikus. Tehdt kell hogy

=4 e n(x) +4e®n(x)+e®h(x)-1=0

vagyis
h''(x} + 4 h'({x) + 4 h(x) = 1

legyen. Ez h-ra eday dllandé egyiitthatds, mdsodrendli linedris
differencidlegyenlet, amelybdl

-2x x2
hix) = e (1? + ¢cx + d);

s,d tetszéleges valds
b) £'(1 + j) = 1+ 3 + ¢

81. a) Legyen H az x és y vdltozdk egy harmonikus fiigg-
vénye és vezessiink be az u és v vdltozdkat, Ugy hogy az
z = x + j y komplex vdltozé a w = u + J v vdltozd regulédris
fliggvénye legyen: Azaz:

z = £{w),

ahol f reguldris.

Az adott H(x,y) filggvénnyel és annak G(x,y) harmonikus
tdrsfiiggvényével képezett H + j G fliggvény a z vdltozdnak
reguldris fliggvénye. Mivel - a feltétel értelmében - z a
w-nek reguldris fliggvénye, ezért H + j G a w-nek is reguldris
filggvénye és igy H az u és v vdltozdknak is harmonikus fiigg-
vénye az dllitdsnak megfelelden.

a) Pl. a
H = e ¥ sin x

fiiggvény a z sik bdrmely tartomdnydn harmonikus. Alkalmazva
a

2
Z = W
transzformdcidt (amely reqguldris fliggvény), ahol x = u”-v7;
y = 2uv, a kapott
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H = e—2uv sin (uzévz)

fliggvény a Jjelzett tartomdnyon u és v harmonikus fliggvénye,
mert :

2.3 KOMPLEX POTENCTAL

87. a) div v

0 3 komplex potencidl
ﬁ
0

rot v a teljes z sikon

F(z) cos X ¢ch y-j sinx sh y + ¢ =ch z + ¢

b}y div v = 0 d komplex potencidl
=

rot v 0 pl. a Rez> 1 félsikon

2
F(z) (y2—x2)+ In (x +y2)-j (2xy-2arc tg §)+ c

{1ln zz)— 22 + C

¢) divwv =20 7. 1 komplex potencidl
—

rot v = 0 a teljes z sikon
-X R S
F{(z) = x + e cos y + jly-e sin y) + ¢ =
= z+e “4c
dy divwv =20 3 komplex potenciil
. 7
rot v = 0 pl. a Rez =21 félsikon
= X 1 l
Flz2) =5 -3 iz +tc=g+c
X ty Xty

88. a) lehet;
2 2, . .
vi{r) = grad u + ¢ = (3x"-3y"}i - 6 xy j

b} lehet;

vir) = (-sin x ch y}) i + (cos x sh y) ]

243



¢} nem lehet;
d) 1lehet;
vir) = e Xcos y i + (2 + e X cosy) i
89. a}) Az erdvonalak: az y = c egyenesek;
az dramlds irdnya: balrdél-jobbra; {arc F'(z))

az dramléds sebességvektora: v ¥ F'(z) = j
b} Az erdvonalak egyenlete:

2 ' 1,2 1
xT o+ (y + EE) = —=
4c

az erévonalak irdnya: balrdél-jobbra: (arc F'(z))
az dramlds sebességvektora (v = F'(z))

2 2
v o= LT X 5 o 2xy
- 2 22 = 2 2.2
(x"+y") (x"+y")
c) Az erdvonalak egyenlete:
y - Y _ = ¢

2,2
X +y

az erdvonalak irdnya: jobbrdél-balra
az aramlds sebességvektora:

_ . 2% .
E‘“*—y——z—z’i‘—%l
(x+y) (x"+y")

d) Az erdvonalak egyenlete

1,4.‘__217__7 ol
X+y

az erdvonalak irdnya: jobbrdél-balra
az zramléds sebességvektora:

2
-X . Zxv

=
+
)

t

§ y .
vl =5 iy s
(x"+y") {x7 v},

M
»
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90. a) A vektortér potencidlfiliggvénye és 4dramfiiggvénye:
¢ (x,y} = ayX - ayy + ]o1 és ¢¥I(x,y} = ax + a,y * b2

ha a = a1

+3ja,; b=Db,+3Jb,.

Az ekvipotencidlis vonalak: y = a,x + C, egyenessereg

az erdvonalak: (4dramvonalak): y = Cy — ayx egyenessereg

a térerésségvektor: v ¥ F/(z) = a
(ldsd a 4. dbra)

b ¥

/
2?/// u

x \X\\\\ x

ekvipatencialis vonalak aramveonalak
Flzl=az+b '
4, &bra
. P 2
b} Az ekvipotencidlis vonalak: r'cos 2¢ = c,
. 2,
az erdvonalak : rsin 2¢ = c,
a térerdsségvektor ¢V o 2z
c) Az ekvipotencidlis vonalak: r® = ¢ cos 2¢,
" 2 i .
az erdvonalak : ¥ = c'sin 2¢g
. ‘oz ~2j
a térerdsségvektor gcf—:%
Z

{1. 5. &bra)
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F iz = 1—2 ekvipotencidlis- es aramvonalai
z

5. &bra

d) Az ekvipotencidlis wvonalak:

cr4—2r2cos 2¢9=-1 = 0; c>-1
2

{c=0 esetén ez az y —x2 = % hiperbola) ;

Az erfvonalak:

r=VEsh129+cosZ$
(c = 0 esetén ez a Bernoulli-féle lemniszkdata)
A vektortér:

o 2
y=r-

z(zz+ 1)

e) Az ekvipotencidlis vonalak a
1 2 2 ]
|z = a~ | = ¢

lemniszkdtdk.
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Az erdvonalak az

2 2 2 2
W - S Xy -y = a

hiperboldk (k&ézéppontjuk az origd, Atmennek a
+,a"ponton),
A térerSsségvektor:

- 2z

Z -a

{1. 6. &bra)

Fiz) =1n (2242) ekvipotencialis- es dramvonala

6. dbra |

f) Az ekvipotencidlis vonalak:
r? + ¢ a? r? cos 2<f+ al - 0; |el>2

(beleértve az y = + X egyenesek).
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Az erdvonalak

r4 +C a2 r2 sin 2 ¢ - a4 =0

{beleértve a koordindta-tengelyek) .
A sebességvektor

_4a z
Y=z 1
zZ — a

E]. Mivel az a), b}, c)-beli fiiggvények esetében
Aau = 0, ezért mindegyik uix,y) fliggvény lehet regulédris
komplex fiiggvény valds része. Felhasznédlva, hogy a

grad u = ¥
divergencia- és rotdcié-mentes vektor-tér, ezédrt annak

létezik f(z) komplex potencidl-fliggvénye, amely reguldris
figgvény és amelyre

£7(z} = v = grad u

Ebb&l az u{x,y) valds részid komplex fliggvény differencidl-
hényadosa, £’(z) meghatdrozhatd. Espedig:

fiay = 9 - 2
a) £43) = -2 - %
b} £'(j) = cos 1 + 2 j cos 1
c) £'(3) =1 -7

F'(z) =2 v = grad u felhaszndldsdval
’ -2 . . -2
F'(1 + j)y = (2-2e sin 1)-3 {2 + 2e cos 1)
by Au =0, ha ¢ = -3

F'(3) = 3 (ch 3-1)
93. [a)] az
u(x,y) = 2Xy + 2x - 3y + c
fliggvény harmonikus = felfoghatd egy divergencia- és rotd-
cié-mentes sikvektortér skaldr potencidlfiiggvényeként. Az ek-

vipotencidlis vonalak merélegesek a v{x,y) harmonikus tdrs-
fiiggvény v(x,y) = k vonalaira.
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Mivel

vix,y) = y2 - x2 + 2y + 3x + ¢ ,
ezért az

g2 - x% 4+ 2y + 3x = k
gbrbesereg (1 + j) ponton dtmend egyede:

y2 - x2 + 2y + 3x = 5.

by x* - 6x” y2 o+ yd =k
N P R
c) 2¢ * sin y o+ x2 - y2 = k
2 sin y + %% - y2 = 2”1 sin 1
d) e-x(y siny + x cos y} =k
éx(y sin_y + X Ccos v) = 51(sin 1 +‘cos 1}

94, Az erdtér potencidl fliggvénye:

X + .
@=-—7}-{—L (x> 0)

A térerdsségvektora:
2 - w2
v = grad ¢ = _———il_ i+ % 3] (x>0)
2x ’
fgy
|v(2a,0)| : |wla,a)}=1: 2

E@. Ekvipotencidlis vonalak azok a gbrbék, amelyeken

Z - 2z
Im F(z) = 2g 1ln ————~—| = const,
z - Z
1
azaz:
z ~ Z
= | = const
zZ - Z
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Ezek az Apollonius-féle kordk, melyekre nézve a z, és z,
pontok egymds inverzei (1.7 &dbra).

vy

z-2
Flz) = 2q In ——
2—22

- g 1 1 .
ekvipotencialis- es aramvonalai

7. dbra

ErSvonalak, azok a gbrbék amelyeken

Z - 3z

Re F{z) = 2q arc -——== = const
z -z,

Ezek a z, és z, pontokon &thaladé kérék (1. 7. 4bra).
Ea. Ekvipotencidlis vonalak a
lz - 21}'12 - 22|= c konstans

lemniszkétdk (olyan pontck geometriai helye, amelyek z1~t61
és zz-tél valé tdvolsdodnak szorzata &llandd).
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a}) c = O'esetébén;

a lemniszkdta pontpdrri fajul:
2

esetében

z, - 22|

b) O0<c< 7

két ov4lis gdrbére esik szét;
|z -z

2
1 2[

c} ¢ = —_— esetében

az ismert Bernoulli-féle lemniszkdta

121 " %2

4
egyetlen gdrbébsl 411, (1. 8. dbra)

d} c> esetében

Fiz) =2q In : Ky . i
q (z-z,) (z- 7o) ekvipotencialis vonalal
. 8. &bra
Eiﬂ. a) A sebességvektor:

v=v_cosai+ v sina’j .
= o = o

Mivel az F{z) komplex potencidl differencidlhdnyadosdnak
konjugdltja "ekvivalens" a térerdsségvektorral {jelen eset-
ben sebességvektorral), ezért:

=F T . . j &
F'{z} v, cos %+ i v, sin « = v_ e

o I
amib&l

F'(Z) —-jd

n

v e
o}
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Ebbdl integrdldssal:

Flz) = v e__:'q z
o

(az integrdcids dllandét 0O-nak vdlasztva).

b} A ¢ potencidlfiiggvény é&s a ¥ dramfiiggvény a
komplex potencidl valds és képzetes része. Igy

-jo(

F(z) =%+ jt=v.e z = v_(x cos &+ y sina) +

+ v, (y cosa - X sinux),
anibsl '
$ = vo(x Cos o+ y sine); ¥ = VO(y cos ot - X sin o).
c} Az ekvipotencidlis voralak egyenlete:

§= v (x cos @+ y sina) = ¢ ;

az erdvonalak egyenlete::

v o= vo(y cos o~ X sina) = k
! - Jg
98. a) Leoyen z = r e” ' , akkor
X a2 “ie
F(z} = ¢{x,y) + Jj¥ (x,y} = vo(r ed T 4 - e J } o=
a2 a
= vo(r + ?) cos g+ J vo(r - -—r—-) sin ¢ ,
anibdl: 2
a
gi{x,y) = vo(r t ?) cos ¢,
a2
Y (x,y) = v (r - =) sin g.

fgy az ekvipotencidlis vonalak egvenlete:

2
a
v (r + =— ) cos u= ¢ ;
o r t

az erdvonalak egyenlete:
a .
v (r - =) sin 0=k
o r :
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P=K2
//I/ / =K1
AR /
oy 4 ///
A\ \ \ / / //

F(z)=v0(z+-%—l ekvipotencidlis- es dramvonalai

9. dbra

b) 1. 9. &bra
c) A sebességvektor:

2
— a2 Vo2 .
v F(z) = Vo(1 - =5 Cos 2¢) - ] 5— sin 2 ¢
r r
d) Az dramlds "stagndld pontjai"™ (azok a pontok
ahol a sebesség 0) a z = a és z = -a pontok. Ugvanis:
a2
f = - — =
F'{z) = VO(1 =) 0
z
ha z = a és z = -a
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1V. fejezet
REGURALIS KOMPLEX FUGGVENYEK LEKEPEZESE

1.§ KOLCSONOSEN EGYERTELMU ES KONFORM
LEKEPEZESEK

EGYSZER( TRANSZFORMACIOK

[2.] A leképezés kdlcsbnbsen egyértelmd, ha tetszdleges
1 # z, € T-re f(zp # f(zz)

Mivel

Z

f(z1) és f(22) = e,

ezért f(z1)‘= f{zz), ha

Z., Z (z2 - ?1

) = {25 — 24)
ami akkor és csak akkor 411 fenn, ha

z = Z

2 vagy Z,%2, = 1.

1
és ez utdbbi lehetetlen, ha Z 2, e T.

3] a fliggvény u # 3 esetén egyrétli az egész z 51kon
és értéke sehol sem 0. Igy

={z|lz # J} & T- = {w| wl# 0}

Az inverz leképezés:

;%] a) A képtartomdény: u>2 - %r

Ugyanis:

[N

n

[y
W
b
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Ebb&1l l&thatd, hogy a leképezendd félsik hatdrdnak a

Re z = X = -1 egyenesnek a képe az
2
w=2-7

parabola; a Re z <=1 félsik képe a
u > 2 - —4—

tartomdny (ami a w sik, amelyb8l le vannak hagyva a parabola
pontjai és a parabola belsejében levd pontok). Tehdt

T : {z|Re z< -1} = ™ . { wlRew >2 - (I? W)}

b} T= T* leképezés kdlcsdndsen egyértelmd, mert T -
nem tartalmaz olyan z, # z, pontokat, amelyekre f(z1) = f(zz).f

Ugyanis:
2 2

1 + zy = 1 + z, akkor és csak akkor
ha z, = z,, vagy z, = - Z,. Ilyen pontokat a T: Rez < -1 tarto-
mdny nem tartalmaz. 1

c) z = - {w - 1)2

- 1 - ; "
5. E Konform a z = - ) pont kivételével mindeniitt.

Ugyanis: a fiiggvény a teljes nyilt sikon differencidlhatd és
£'(z) =1+ 2z # 0

pont kivételével

toj—

ha z # - %, ezért f leképezése a z = -
a sik minden pontjdban lok&lisan konform.
1

[Eﬂ A leképezés konform, ahol W' = —
(z + 1)

azaz az értelmezési tartomdnyon mindeniitt.

70,

c) z =2kwj; k =0, +1, +2, ... pontok kivételével
mindeniitt.

a Az = {; + k {; sk =0, +1, +2, ... pontok kivé-

telével mindeniitt.
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Az adott pontokban mindhdrom fliggvény dltal létesi-
tett leképezés lokdlisan konform, mert ott differencidlhd-~

nvadosuk

’ - 2I ! = i 1/3
P} 3z7; w3 3z

r

1=22;

w

zérustdl kildnbdzd értékd.

A W, = 22 fiiggvény esetében:
a) o = arc £'(1) = 0; =]f'(1)][= 2
= rhy e a=lE r-hy] =1
b) « = arc £(-p = #; k=|£"(-p] =3
_ & -
c} o = —4‘ H A= 2\[2_
o 4
d) « = % - arctg 3 ; A= 10
Aw, = z3 fliggvény esetében:
a) o = 0; A= 3
3
= . l = em—
b} o 0_, TE
c) o = %; X =6
d) o = -2 arctg —g—; A =175

T

3
A vy = zf 24 5 - %—sarc w3<—';—' fiiggvény esetében

a} 0(7:0- 7- l:%

342

e
R
n
-
R
>.0
I
W=
<<, o
w <l
| )

I

|

o

K

Q

i

[te]
Wi

I
W] &

7. |zl = konctans kdro&k
arc z = konstans félsugarak
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8. 2) &sszezsugorodik [z]| <

megnyilik: lz| »

N = DO =

b) &sszezsugorodik |z + ‘Il<%

megnydlik: [z + 1 |>%

c) Osszezsugorodik |z| > 1

megnvilik: jz| <1

d) 6sszezsugoroaik Re z< 0

megnyllik: Re z >0

Az adott tartomdnyck hatdrvonalai képeinek segitsé-
gével meghatdrozott képtartomdnyok:

V2
a)u>2—-4—
v2

4 - Y

b) u >4 TE

c) v > 0 felsd félsik

A

T '
a) —5— <V 5 Sav

22 leképezésnél:

10. a) w =
X + y = 1=>u2 + 2v = 1 parabola
b) w = 1 leképezésnél:

_1_ _u v

z = w 5 ] 5 19Y
u +v u v
_ 1,2 1,2 1

x+y—1=>(u E) +(+§) —Ekor
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. A képgérbe: r = '\/'cos 2gy; - —jzr—< c‘o<%

lemniszkata-dg. Ugyanis:

1. médszer

A leképezd fliggvény egyenletét négyzetreemelve:

Ly 2 .-
(u+ 3V~ =x+ 3y,

2 . 2 .
u + 2uv j - v = x + 3¥Y

2 2
X=u -v
y = 2uv }

Az adott kdr egyenlete:

2
1 2 1
(x =2 *y =g

amibé&1l

w sikbeli képének egyenlete:

2
(uz-vz—%) v 4w V? - 1,

illetve poldrkocordindtédkra Attérve:

2 2

(r? cos 29~ %) + (r” sin2g¢) "7 ¢

—_

illetve:

r4 - r2 cos 2 ¢ = 0

ami r # 0 esetén az

r =\/cos 2 ¢ - %% <¢ < %%
lemniszkdta jobb fele.

Ty _01 s
A Iz - El =5 kér pontjaira:

Z = COSs er? H -5 < g < -5
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Mivel w = V{/z a leképezé fiiggvény, ezért a képgdrbe:
- 37 T T
w = ‘\/Et_)—s:pe S 5 < ¥ < =5
lemniszkdta 4g.
12. a) v = ¢ =>V2 =4 c2(u + 02),'
amelyek u = 0, v = ‘0 fokuszi parabolédk;

b) y =0 = v =10; u=x=0 félegyenes

13..a) w

= 1 + 22 leképezésndl
_ .2
y=1 #_u—x}_“<x<°°
v = X
. u=si.n2cp 'I:OSZ + 1
TR et s s Al
v = sin"g -sin2<,o
b) Aw=23 leképezésnél
3
= % - 3x
y=1="{u P } =~ 9 <X < oa
v = 3x° - 1

.3
sin” ¢ cos3 ¢

} b<gp<w

lz = if= 1=¢E

. A képgdrbe:

.3 .
sin” ¢ sin3 ¢

-2 2
4 5 " + VZ 5 = 1 ellipszissereg, ha R # a
a a
(R + T) (R—T)
-2a<u<2a; v =20 egyenesszakasz, ha R - 'a:

Ugyanis:

a z sik |z|= R kdrei megadhatsk z = Red ¢ ; Osp < 2T
alakban. Ezek képei: '

2 2

= Rejq’ + a e—jLP

w=Rel P+ 2
Red ¢ :

egyenletd gdrbék.
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Azaz, a képgbrbék paramétéres egyenletrendszere:

2 2
u =R cos g+ %T cos y= (R + %;) cos ¢ L
0 o< 2@
2 2 M
v = R sing- -3 sing= (R - &) sin g J
TR - R

ami R # a esetén ellipszis-sereg varamcieres egyenletrend-
szere; R = a esetén

u 2a cos q'

- 2a<uc<a
0 } illetve: v =0

egyenesszakasz paraméteres egyenletrendszere.

v

15.
[z]= 1 — v = 0; —°i<11<'— %

i16l. t.a) A w

3z - 2jz leképezéssel

2% v = -4u

Y

y = 6-xr—>v 6-u

b} A képgtrbék szbge nem egyezik meg az eredeti
gbrbék szlgével, mert a leképezés nem konform (a fliggvény
nem reguldris). :

2.a) A w = 22 = x2.— y2 + 2j xy leképezéssel
Yy = 2X+— v = - % u; u<g9, v>0 része
Ty = G"XF—*V = 18 - %% u2

b) A képgbrbék metszéspontjdnak koordindtdi:
u = -12; v = 16

{mivel u< 0, a madsik gy®6k nem szd&mit) Ebben a pontban a gdr-
bék érintéinek meredeksége:

tg a' = = 4/3; to “2 =

W=

igy az érintdk dltal bezdrt szdg tangense

tg ( oy o 2) = = 3,
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ami megegyézik az "8sképek” 4ltal bezdrt szdg tangensével:

=12
kg (g = ®y) = g3 73

Ezt indokolja, hogy a PO(2,4) pontban w = [2Z]z=2+4j # 0,
igy ott a leképezés konform.

-1 X _ = Y
3.al A W= o= s -] 5
X"+ y X"+ y
leképezéssel:
y=2X v = =2u
=}
tg o = 2 : tg x’ = -2
1 1 2
X +y =686 1w - =) + (v + =) —
. 12 12 122
1
tg B = -1 tg ' = =

u=vwv=270

és az

1

4= 70

' v o= =

koordindtaijd pontok, Az elsd az &sképek o= -beli metszés—
pontjdnak, a mdsodik a végesben lev$ P(2,4) metszéspontjdnak
a képe. Ebben a pontban az érinték dltal bezdrt szdg tangen-
se:3, ami megegyezik az 8sképek dltal bezdrt szdg tangensé-
vel. Ezt az indokolja, hogy az egyencsek metszéspontjdban,

a z = 2+4j pontban a leképezés konform (£7(2+473) # 0).

Eﬂ. aﬁ A w = 2z + 5-3j fliggvény az adott négyzetet a
w sik

7-33; 9 -33; 7-3d; 9~ 3

csticspontd négyzetébe képezi le, amelynek szomszédos oldalai
merélegesek egymdsra,
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22 fliggvény az adott négyzet a w sik

b) &84 w =
v = 2‘V1—u
v = 4 4fd-u
i
v =0

v.= 241 +u

egyenletdi gdrbékkel hatdrolt tartominydra kéfezi le, ahol a
szomszédos hatdrgbrbék merdlegesek egymdsra mert szdgeikre

1
2 - ~=; tgo

2-

]
Y
]
-

Q
I
§

tg a=oo; tg {5: oo ; tg‘a’:

{ldsd 10. abra)

Y
(1+)) (z-{uj)
\N:Z2
] T (10) (40) u
10. &bra -

18. a) A w = (2-j) z leképezésnél a képtartomdny a
w sik . . _

1+ 23; 1-33; 343

csticspontd hdromszoge.
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2

b) & w = z° leképezésnél a képtartomdny a w sik
v = 2 A41-u; -2=v =2
v = 2 Af1+u; 0=v=2

16u2+9v2-24uv+12u+16v-4 = 0} -2<v <0
gbrbéi dltal hatdrolt tartomény.
19. a) ha w=1+ 3z
y=1 + x = v=-u félsik;

b) ha w = =z

2
y>1 + x h:>v£1_1___-2—__1_ parabola alatti tartomény;

c) ha w = VE' T

y=1 + xp:)vz - u2 + 2 uv=1 tartomdny.

20. A filiggvény az adott fél-lemniszkdta belsejét a

lw - <1 ;
kérbelsbdre képezi le.

21. a) kdrgylri-cikkba
b) kbdrszektorba.
_jt 1. _
2. a) z = e” ; 0st<2 = u>E; v =G

)

Ugyanis az adott leképezéssel az egységklr képe:

jt
wit) = e _ 1 - 1 ,

., 2 ) t
jt t/2 -jt/2 2 5
(1+ e ) (ej / t e it/ 4cos” 2

ami mindig valds érték, éspedig

T < wlt)< ==

Tehdt a képgdrbe az

a1, =
u>ygi v 0

félegyenes. -
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b) A leképezés |z| < 1-ben konform,.

Ugyanis a leképezés mineniitt folytonos kivéve a z = -1
pontot, ahol w = == ., Mivel a z = -1 pontban a k&r érintdinek
hajldsszége & é&s a w sikbeli képgbrbe (z = -1 -nek megfeleld)
w = o= -beli "érintéinek" hajldsszdge 2 ¥, ezért a Kerliletek
z

megfeleltetésének elve alapjdn a jz|<1-ben egyrétd w = —
{1+2)

figgvény konform médon képezi le a |z|<1 k&rbelsdt az
u>>%; v = 0 félegyenes mentén bemetszett w sikra.

[iﬂ. Az adott fliggvény a lz|= c kdr fels8 felének killse-
jét és alsd felének belsejét képezi le konform médon az
Im w>0 félsikra.

Ugyanis a fliggvényt dtalakitva:

2
[(z-c) (z+c)] _ [z-E-c2+c(z—E)]2=ﬂzF—c2+2j-cy]2

fz+el? |z+c|? lz+c |

Ennek képzetes része ;

2 2
o dellz]” - Yy o

v .
lz + ¢l
haz |212 > c2 és y>0 ,
vagy ha: ]z|2 < c2 és y<0

Ez azt jelenti,hogy az adott fliggvény a |z|= c kor
felsd felének kiilsejét és alsé felének belsejét képezi le
az Im w>0 félsikra és ezen a tartomdnyon a leképezés kon-
form, mert itt i

r o= wl # 4]

W
{z+c) 3

24, ay A w = f(z} leképezésnél egy z(t}; tyst<t,

egyenletf L sima gdrbe f£(z(t)); t1< t<t, egyenlet * kép-
gBrbéjének ivhossza:

t
s(L¥) = fz [a% f(z(t))] at
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b) A T tartomdny r* képtartomdnydnak teriilete

/f |f'(z)]2 dxdy
T

25, Legyen w = u + jv. A képgdrbe: a

v2 = 4(1-u)

paraboléanak a P1(0,-2) és PZ(O,Z) pontok k&zétti szakasza.
(14sd 11. dbra) -Ennek hossza: ( Vﬁf+ arsh 1)2.

y ) ' v
\ {0:12)
14 14) we 22 ]
- ___> £
X (1,0} u
-1 1-j J
/ (0|"'2)
11. &bra

26. B képgdrbe: lemniszkdta, melynek poldrkoordindtdkkal
kifejezett egyenlete:

2|cos | 0s¢<2®

[V ]
11

Ennek hossza:

wn
1

21[__[
4/ 4

amely elliptikus integrdl. igy az ivhossz nem adhaté meg

zdrt alakban.

27. ™ = 7,5%
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. A w = 22 = x2 - y2 + j 2xy leképezésnél a képtarto-

0= ¢§< 2(1 + cosp)
0= J=2¢9y=s7w
kardioid-szektor. )
Mivel az adott tartomdnyon a leképezés kdlcsbndsen egy-
értelmi és konform, ezért a képtartomdny teriilete :

T2 2cos ¢

.2
ter(TX) = /]i'f’(z)l 4aT = [ f 4r2 r dr]d g=
T ¢ =0 r=0
/2 2cos g ’”‘_,'2'
= f [r4] deg= 16 f cos4q1dcp= Iw
(P:ﬂ 0 0

A képtartomdny keriilete :

ker (k%) = flf’(s)]ds = f2|z|ds = /Zrﬁf v o2 dy
L L

L
Mivel r = 2 cos ¢; O <€P<—52t— , ezért
T2 /2
ker(Kx) = f\/-i(cosztf-r sinch)'4 cos ¢d ¢ = 8[ cosydy = 8
¢ =0 0

@. Felhaszndlva, hogy a leképezd fliggvény valds és
képzetes része:

2 2
u=x" -y,

v = 2xy

a tartomdny hatdregyeneseinek képe:

X =0 ; O<y<i => v = 0 ; -I<u<i<u<l egyenesszakasz

x =1 ; O<v <l = v = 2¥1-u parabola P1(1,0) és
P2(0,2) pontok k&zti szakasza

y = 0 ; 0<x<1l == v =0 ; 0 < u < 1 egyenesszakasz

vy =1 ; 0<x<1 == (V= 2\[1—+ u parabola P.I(-‘I,O) és

1P2(0,2) pontok kozti szakasza
{lasd 12, &bra) ) 267



V\\»?V\ ‘I \J",l

7 wez?
a1 =

1 \\\ o
e

12. dbra .

A képtartomdny teriilete: ;
" kerlilete: 2[(1+442)+1n{1+y2}]

w0

Ugyanis:
A leképezés az adott tartomdnyon kélcsbndsen egyértelmi

és konform. Igy a * képtartomdny teriilete:

ter (T¥) = jor If'{z)l2 dx dy
(x,y)

11
j..[ 4!2]2 dx dy =
0 0

1l
wlom
.

T
= 4 j. ]‘(X2+y2) dx dy
0 0

A leképezett tartomdny keriilete:
1

4 jﬁl-gkf (z(£))] at

0
2 1n[(1 +2) LoTHaV2 ]

ker (K¥)

30. a) Képtartomdny: koSrgyliricikk

ter (T%) = = (e?-1)
ker (K¥) = 2(e-1} + %} {e+1)
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b) Képtartomdny: kdrgylri

ter (T%) = -?’—f—
ker (K¥) = 3%

2.§ LINEARIS LEKEPEZESEK

2.1 LINEARIS EGESZ FUGGVENYEK ES LEKEPEZESUK

a) G6rbék &s tartomdnyok leképezése linedris egész

fligvénnyel
31.[:] A leképezés fix pontja a
z =2z + 1 - 3j
Bsszefiiggésbdl adddd:
z, = -1 + 33

pont;
az elforduldsi szog:

= arc 2 = 0 ,

A nydjtdsi egylitthatd:

k=2

b} .z = 2 + 2]
ok-.

¥ rTo
k=1

c) Nincs fix pontja a végesben;

d) z, = -2
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1}

= 1 nincs a Végesbén fix pontja;

Eﬂ Ha

ha a-# 1, akkor a végesbeli fix pontja:

. - w1 - a z1
e} 1 - a

& = arc a,

k = |a}l. s

32. a) 3-szorosra nydijt, (1 + J)-vel pdrhuzamosan eltol.

1.y = x + 2 => VvV =u+ 6

2

2. x24+y? = 22 e (u-1 2 (v-12 = 62
.

6

32

3. (x—1)2+y = 1 == {u—4}2+(v-1)2

b} %% szbggel pozitiv irdnyban elforgat, (-3+2j)-vel

pdrhuzamosan eltol

1.y = x + 2 = Vv = -1 - u

22

2, x2+y2 = 22 = (u—3)2+(v+2)2
2

3. (x-1)24y? = 1= (u-3) 2+ (v+1) 2

1

¢} /2 szbggel negativ irdnyban elforgat, 2-szere-
sére nylijt, 4-gyel jobbra eltol

1.y = x + 2 = v = 8-u

2. x2+y2 = 4 _ (u—4)2+v2 = 42

3. (x-1)34y% = 1= (u-8)2+(vs2)? = 14

d) %;'szbggel pozitiv irdnyban elforgat, 2-szeresére§

nydijt, 5 egységgel lefelé eltol .

1. y = x + 2 = u = =2

2. x%+y? = 1 = ulr(v-5)% =8

3. (x—1)2+y2 = 1= (u—1)2+(v-—6)2 = 2
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33. A képgorbék:

a) o) = 23 &3°

+ 1 - 3= 2j{cost+jsint) + 1-]

= (1-2 sin t) - j{1-2 cos t)
b) F(t) = (1-2t) + j+0
c) TE(E) = 1+ 2t°3
a) 7¥(t) = (1-2tsin 2)+ j(2t cos2-1)
. E@. A képtartomdnyok:
a}‘-1<:u-<1 ; v>0 fﬁggéleges félsdv
b) u2 + v2 < 1 kértartomdny’

Ugyanis:

amib&l l4thaté, hogy ez a fliggvény %} szdggel pozitiv irdny-

ban elforgat, 1 egvséggel pozitiv irdnyban eltol. (ldsd
13. és 14. dbra)

NN

2 W, = jz W=w1+1
X -2 Uy -1 1 u
13, &bra
b4 V1 “ '
? wy= jzZ LERER
- > N
U \/ v
14. &bra
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Eﬂ. Mivel a linedris leképezés hasonldsdgi transzfor-
mécid, ezért a képtartomdny téglalap, amely az adott tégla-
lap

b =1+ j

komplex szémnak megfelelS sikvektorral vald pdrhuzamos el-
toldsédval;

3x

o = arc (1-j) = =

sz8ggel vald pozitiv irdnyd elforgatdsdval;

ko= 1= =2

nagysagi nydjtdsdval addédik. (ldsd 15. dbra)

y
boedd
D ¢k, A*(1,1)
w=1{j-1)z +)+1 CF%%)
Al B0 T = D¥{0,0)
i5. &bra

A csidcspontok
L S x,1 3, 11 %
A7{1,1) ; B (Er 5) : C - % 5); D™ {(0,0)

Eﬂ. a) A.w =z + (1 -2j) fliggvény a T téglalaptarto-
ményt olyan T° téglalaptartomdnyra képezi le, amely T-vel

azonos méretfi, annak az (1 - 2j) komplex szdmnak megfeleld
vektorral valé parhuzamos eltolédsa.
Ezért:

x =0 = u =1

y =0 e v = =2

X = 2 === u = 3

y =1 = v = -1

tgy, hogy a * csdcspontiai:
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(1, =1); (1, =2); (3 =1); (3, =2)

(14sd 16. &bra)

y vl
B : D (21 w= 2z +{1-2j)
: ~ 1 2 3
A Czo) e o u
2 A c*
16. &bra
.
e ) ot
b) A w = VE e .z fliggvény &altal létesitett le-

képezéssel a ¥ téglalaptartomdny T-bs1l Vﬁ?szeres nyijtédssal,

{% szdggel vald pozitiv irdnyd elforgatdssal adédik. Ezért

x =0 Ee—= VvV = —-U
x = 2 e—> Vv = 4-u
y =0 = VvV = u
Y = 1 = vV = 2 + a
Ugy, hogy T csidcspontjai:
(OIO); (“1:1); (212)? (1.!3)
{14sd 17. dbra)
. v )
y 0°(1,3)
' |
_ Tt C*(2,2)
B D(21) JL g, ol
/ W:ﬁe 4‘2 ( i ) 1
A Cl20 X = o ?
17. dbra
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c) E fiiggvény &ltal létesitett transzformdcid az
el8z8b81l az 1-23 vektorral valdé pdrhuzamos eltoldssal adddik.
fgy a w sikbeli T* négyszdg csicspontijai:

(1,-2); {0,-1); {3,0); (2,1)

(14sd a 18. &bra)

v
. 1
B DD wefFebaty M’
- : C*(3,0)
2k - ~
AL cE9 8(0r1) :
A (-2
18, &bra

[i]. a) Aw =3z + 4-2j fﬁggvény a z sikbeli hdromszdget:

3-gzorosdra nagyitja;

4-2j komplex szdmnak megfeleld wektorral pdrhuza-
mosan eltolja

fgy a w sfkbeli hdromszdg cslcspontijai:
W, = 4+ 3 5wy = 7 =535 wy = 7+ 3
b) Aw =3 z + 2-j fiiggvény a z sikbeli hédromszdget

%; széggel pozitiv irdnyban elforgatja:

(Z;j) komplex szdmnak megfeleld vektorral par-
huzamosan eltolja.

fgy a w sikbeli hdromszdg csicspontjai:

ul%

c) A w = 5e ez - 2 + 45 fiiggvény a z sikbeli ha-
romszdget

5-szdrdsére nagyitja,

%% szdggel pozitiv irdnyban elforgatja,

"t A




(-2 + 43j) komplex szdmnak megfelelé vektorral
parhuzamosan eltolja. -

fgy a w sikbeli haromszdg csdcspontjai:

_5Y3 + 4, 13

1 + 543
2

w = 1 —251§ , 13 +25V§ ;

b) Adott leképezéseket megvalésité linedris egész
fliggvények meghatdrozdsa

38, w = (2 + j)z + 1-3]

Ugyanis; a w = az + b linedris egész fliggvény "a" és "H"
egyiitthatéinak meghatédrozdsdra az

b
1-a

2+ 3
-jJ=aij+bh

.egyenletek adédnak (az elsé egyenlet a fix pontbdl, a mdso-
dik a j és -J pontok megfeleltetésébdl adédik) . Ezekbdl:

a=2+ 7]
b=1-23]

Eﬂ. a) A z és w sikban adott haromszdgek hasonléak,
igy leképezhetdk egymdsra linedris egész fliggvénnyel

b) Egy ilyen leképezd fiiggvény:
w=(1-3) 2z -1

c) A linedris egész fiiggvényt két pont és azok
képpontjail egyértelmiien meghatdrozzdk. fgy pl. a

z, = 1 w1 = =3
z, = v, = 3

negfeleltetéssel a leképezé filiggvény egyértelmd!
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1+ 3) (1 -2z},

@. v

ami a

Z

1]
=
A

L

+

[}

z =1 +~—— w =0

megfeleltetés felhaszndldsdval adédik.

j(%} - arctg z)
41. a}) w = e Tz o+

b) w

n
o
N

I
w
—

c) w= 3z - 2
d} w=3z + 1 - 2j

42, a) w= 3z + j

3w
J 3
b)) w==e A
c}) w = 1 z + 1 -3
3

d} w=2(z + j) + (-1 + 3j) = 2z - 1 + 37

43. w= 2=F
44, w o= Rzeju vy
45, a) w=az+ b
b) w=-az +b
c) w = -3 (az+b)
d) w=az+ jb

a és b mindeniitt valds szdam és a >0.
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46. a) w=2+ 3 b vagy w = -2
b) w =z +b vagy w = -z
¢} w=2+ b {1+ j) " w = -z
b mindeniitt valds szam.
47. a) w =re3T <z + p : (0= @
b) w = % ej"P (z - u); p
c)w=-1—1:—%ejtf(z -_-o()--l- By
1 ’
Ugyanis: pl.az
a) lzl= 1=s|z - P|]=R
megfeleltetés: R-szeres nyljtédssal;

" tetszdleges

P -nak megfeleld vektorral
eltoldssal valdsithatd meq.
fgy a keresett fiiggvény
w = R ejq z + B,

Hasonldéan ldthatd be b) és c).

+ 3+ 3k
_j+b
+ 1 + b{1+])

¢ -szbggel valé elforgatdssal;

vald pdrhuzamos

2.2 LINEARIS TORTFUGGVENYEK ES LEKEPEZESUK

a) GOrbék és tartoményok leképezése linedris

tSrtfiiggvénnyel
8.8 (-2 =%
=-h%e v 2p? =
9. a) (w-P2+ =2
w=-p2s v =
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51, a} y = 3X% = Vv = - 3u egyenes
by v + x =2 P (u—%}2+(v+%)2=% kor
c) x°+ vy =4 = u2 + v2 = % kbr
a) x“+ y° + 2x = 0= u = -~ % egyenes
.2 2 _ v
e) vy = X == u = - 77
52. a} x2 + y2 = R2 [s==2 u2 + v = Ji
R
2 2 . 1
b) x° + ¥y = ax == U= 3y
c) x2 + y2 = b yEe=— VvV = - %
d) y=mXx P v = -mu
e) y=x+Db s b{u+v?)+ u + v = 0 kdrsereg, E
amely az origdéban érinti a
v = -u egyenest (b=0 eset!).
f) aw = % a z, # 0 ponton &tmend egyenessereget
aw=0és W, = L pontokon, (mint hdron} &tmend

ktrseregbe viszi;

o
az egyenessereg origén Adtmend elemét pedig

a k&dzds hir egyenesébe.

54. a) u2 + (.v + c)2> c2; v«
) |w - 2<% V<0
c)|w-—§|>%, vet
Fé1lkdr alatti negyedik siknegyedre (ldsd 19.
dbra)
y - v |
/ !
W= —
z
71
T — _____> o
1 x - u
19. 4bra
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1 1

a) -3=usy sdv -
u2 + (v + % + \2—5-)2 = %kér alatti részére
{ldsd 20. &bra)
Y v
5] ,
W=+ 1 1
- ‘ _—2— _f o
213 T2 % > e TJ
20. 4bra
55. y=c=30(u2+v2)=--—v

a) c¢c>0 esetén

y>Cc ==> c(u2 +'v2) < - v ,

illetve:
2 1,2 1
ut + v+ 55l < =g
4c
b} ¢ = 0 esetén
y>0 = v<0
¢) ¢ <« 0 esetén (c = —d2)
vy > - g% = —dz(uz + v2)<-v<0,
ill.:

dz(u2 + v2)>v>0
ill.:

u? '+ (v —'—15)2>

—lE; v>0
2d 4d
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56. A képtartomdny:

280

u=0; v =0 (u—%}2+v22%
(1. 21. &bra)
y N
: 1 /
/ w=—
/ -— —> -
X
21. dbra
_ = pl= 1
57. |z -z | = R = |w = bl= R
arc (z - zo) =0 == arc (w - b) = - o
_ 2 2
58. a) y = x = u + (v+ 1) =2
- - 52 - L2 .2
X +y =6 = (u 7} + (v 7) = 19
2 2
.1 -z 1 - u -y 2u
59. w = j — X = e : y = 7
1+ 2 1+2v+u2+v2 1+2v+u2+v2
: . 2 2 "
a) x =0 képe : u + v~ =1 kdr
by vy = " su o= 0 egyenes
2 2 "
c) xT+vyT =1 : v = 0 egyenes
— : " . 1_2 _1_2_1 "
d) x-y =1 2 (ury) T+ (vig) T=7 kor
X 2
e) x2—4x+y =0 0, u2+(v—%)251% kor



60. a) y = x Képe : (ut1) %+ (v-1)2=2 kor

b) v = 2x + 1 " : v = 1-2u egyenes
2 2 . .

c) x +y° =1 "oorwvw =1 egyenes

a) xfey?2y =0 " :uls(v-212 =4 kbr

Eﬂ. Aw=c %—E—% fiiggvény a Re z = 0 egyenest egyenes-

be viszi &t, (ugyanis a Re z = 0 egyenesen rajta van a

z = -j pont, amelyet a fliggvény a < -pe visz 4t). Mivel
. 'Z1 =_j ﬂ‘w‘l = oo
Z, = J = W, = 0
Z4 = 2y = w3 = C é% = %
ezért
Re z = 0 képe Imw =0

egyenes.

i62l. Mindkét oldalt valds és képzetes részre bontva:

- T S
x2+y2—4y+4

_ -2(x2+y2}+5y-2

V=72

X +y2—4y+4

adddik, amib8l x2+y2 = 1 felhaszndldsdval

u2 + Vz = 1.

63. b} Imz =0 ——=|w|=1
r. ; . .
:é@. Mivel z = -c képe w = == , ezért a z = -c pontnak

1}z ="ji= 1 kdrdn kell lennie. fgy [-c¢ -j|= 1 esetén lesz
a képgbrbe egyenes. :
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65. a) [w-(i+])]<2 k&rbelsébe
b) Rew>1Im w. félsikra

c) |w + 2+23 > 4/T8 kor kiilsébe

d) Re wz félsfkra
e) Im w<0. félsikra
£) fw -'§[>§ kdrkiilsére
9 [we+ 3|51 korkiilsére
' h) Im w< 0 ~ félsikra
1) |w-23j<5  korbelsére

j) Im w < Rew ~ 2 félsikra
k) Rew< 2 félsikra

66. a) Re ws-ﬁ

Eﬂ Mivel

Re z>0 képe Im w< 20,
Im z>0 " |lwl<1,

ezért az adott fliggvény az elsé sfknegyedet az origd kbzép-
pontd egységkdr alsé felébe képezi le (ldsd 22. 4bra)
c} 1ldsd 23. &dbra

d) a 23. 4brdn 1évdé tartomdny komplementere.

yi v |

//, - > -1 1 -

22, abra
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f(j)=00

v

f(j)=00

y |

1 z4j #0)4 '
BT

[

Kj ' g \jl=f“)

23, &bra

e) lésd a 24. &bra

f) a 24..ébrén 1év6 tartomédny egy része (szaggatott
vonallal levdgott rész!)

Yy
. L Z-]
} 222§2 W= ) 77
1 X > "

24, &bra
67. a} Im z = Re z -1
b) [z]| =1

b) Linedris tdrtfiiggvények nydjtdsi egylitthatéia,
elforgatdsi szoge és fix pontjai

63. a) A z = -1 pontban:
k= |£°(2)} =1 ; w==arc f£'(z) =%;
A z = _j pontban :
= V= & = ' = -
k = [£'(2)]= 5 i & arc f£'(z) >
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b} z = -1 pontban : k = % ; « = arc tg (%é)
z = j pontban : k = % ; o =0
69. a}) z =+ j
b} z =3
¢} z = -1 + 23
N Y
170 a) z = 1-3 E_—4 ~2]  pontok,
amelyek a z = ::; egyenlet megolddsdbdl adddnak.
b) |w-1|<2 |=>[z+j|>JzE
ugyanis
_z=1 _wi + 1
L S -
Mivel |w - 1| = 2 k¥r pontjai f8lirhatdk
w=14+ 237, 0= y<2w
alakban, ezért
- j¢ : L oL
Z=J(1+2€.)+1=]+23(? +1=-—j—‘-1—5—1)e3“9.
_2ej? _283¢
Azaz:
. 1+ 7
12+ 31 = |5
ill. '
. 2
12-]-3': g ’
ami z = ~j k&zéppontd, R = jéz sugard kor egyentoao.

w -1 _ z - 1
ne g 71° k z + 1 7

ahol "k" tetszdleges komplex &llandd.
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73w - A2z -
: T -3z

Ugyanis:
Ha 1 és j fix pontok, akkor a filiggvény

w =1 _ x 2.~ 1

w - 3 z ~ J

-1 feltétel miatt

alakd. A w(0)

27 .
k=g5s=3+1,
és ezzel

w = {23)z-1
1 - jz
a keresett filiggvény.

173, al Ha_z1, z, # oo ‘akkor a feltételeknek elegettevd

legdltaldnosabb linedris filggvény a

w -z, .z -z, .
= =k k #0
W z, Z z,
tdrtfliggvény.

b) Ha z, vagy z, valamelyike oo, akkor z feltételek-

nek elegettev6-legéltalénosabb linedris fliggvény: egész filigg-
vény. Ilyenkor u.is a megfeleld kiildnbségek helyére 1-et
kell irni. P1l. ha z, =°=, akkor a keresett filiggvény

azZaz:

w z, + k {z - 21) .

y
74. Alkalmazva a 73.b) eredményét:

w=73+ kilz - 9.
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c) Adott leképezéseket megvalésité linedris
— tBrifuggvények meghatédrozdsa

78.-A feltételeknek elegettevd

az + b
z + d

lineéris'tértfﬁqgvények:

a) w=-7j z + 1
Jz =1
Ugyanis pl. a
., _ a0 +b
J 0+ a
1= a{-j) + b
_j+d
_a(-1) +b
0 =-"373
tsszefiiggésekbdl:

a=-j; b=-3; d=-1.

b) w =>—E—:?i

1l
—
-

!
[N
—

c) w

d} a c) inverze, igy

W= Gz - 2
f}y w= - %
79. a) w = 3 l%%
b) w=%—§—
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80. a) w =

-z - 2 63
b} w = S5 —733
- 4z } .
81. a) W = Z—'.'(‘]_"':]-T + 2 -+ 33
(z-5)-1 _
b) w=3 TZ=5)=1 J
_ .z + 4
¢l w=13j—%
82. I.a) w=3 z (14sd 25. &bra)
b w=-j =z (ldsd 26. &bra)
T
177
c) w =1z (1ldsd 27. &bra)
y b vi
4
W=-}2Z
% |
g - > v
- X u
e p / 4
25, &bra
v

Wa=jz

~,

OO \\\\\
\‘\'\‘\‘\\\ \_ ™ \

%

N\

26. dbra
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288

Y
LS
d 4
W= Z .8 \
LIS
- /
' \
e
27. &bra
y | v
,j(%-f)b
w=-zé. -a ‘\\
. SEENNVAL
X /b
a
/
28, &dbra
x
]G§4¢) b
d) w= -z e - {tg+= a) (ldsd 28. &dbra)
z-z,
e} w =R rd]
-z}
z, és zf az Im z tengelyre inverz pontok.
(lasd 29. dbra)
x
z - 2z}
f) w =R {14sd 30. dbra)
z -z,
z -z,
gl w =R x " Yo (ldsd 31. &bral
z - 2

(=



b
Z-Z'|
* . "z =
7
v
29. &bra
bi
4 z- 21«-
z ¥ . 7 W =
1 /// 1 z -z4
=
X
e
30. dbra
v
. R zZ-7)
21 * y Zq W= 2-21&‘ +
—_—
,’/
Z
L S
31. &bra

o
cl

Wo

cf




II. a) w = (z + 2) e"J?; tgyg= a
b) w= -{z + g) e 3¢
YN
b -if
w={z+gle
—
32. dbra
y
v
&/ w=-(z +%)e
N\ %

33. 4bra
G -
cl w= (z+ g)e 4
y
j(X-e)
\ w={z+gle
A\ VY
b x =
y a
34, dbra

90

(lasd 32. abra)
(lasd 33. 4bra)
v}
N ; \\i;‘
u
v

///r -
Ve
{ldsd 34. &4bra)

\‘\.‘\\
2
\ IRy
.\1\ s
W )




d) w

e} w

Y

)

JOT - g +¥)

w -(z+%—)e‘

|

/N

211

f} w

=

>

Y

35. &dbra

36. dbra

e et) \[1[[

{(14sd 35. d&bra}

{1l4sd 36. &bra)

v |

%
¢

N

(1ldsd 37. dbra)

(14sd 38. 4bra

291



37. 4bra
Y/ v
Z'Ic /
P~ z-24 e
~ zy* w z-z9% +Wo
\\ \? /
o - — :
. b
AN
\_\
38. 4bra
v - z + Ry
III. a) z = Ry G—T—% amib8l w = -j E_t_§; (lédsd 39. &bra)
v
¥y
z=R ___w—‘
™M Wt SO SONE N
- —— - -
g s ¥ ’
39. &dbra
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Y =) anibsl w

z-JR

1

b) z = R1 P = — R1 (ldsd 40. &bra)
y v
W- ]
= R
: i
- => - \\-
WR’ x W
40. abra
y v
_ w-wy g
T S
7 ” <
ey W
41. &bra
LA zw? - Ryw,
c) z = Ry 5 amibdl w = TR
w - W 1
1
ahol w, és wf az Imw = a Rew + b egyenesre
inverz pontpar. {14sd 41. 4bra)
R
d) w = ® 2 {1l4sd 42. &bra)
1
= 1
e) w = R2R1 = {ldsd 43. 4dbra)
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vk

AR
W
QN -
W

43. &bra

(lidsd 44. &bra)

44, &bra



| 1 . :
= - _— 1l4sd 45. dbra
IV. a} w Z, 3 = R, ( )
w - 4 z -z, - R1j
b) z = R1 G—:—% + z, amib8l w = % - R
o 1
{1dsd 46. &dbra)
b v
Z+R1
W = Zo -] __W .
| N\
NN NN
X . u
-]
45, dbra
y v
W—
Z = R] w1 + 20 }
> \\\
X L 1 u
\\
46. 4abra
W - v, {z—zo)wf—R1w1
c) z = Ry —— + z_ amibdl w = z=z ) -}
wo- oW o 1
ahol W, és w? az Im w = a Rew + b egyenesre
inverz pontpdr (1dsd 47. &bra)
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vl

z=R w oW +
=M W Wi Zg
>
. 47, &dbra
d) w===1{z - 2}
e} w = R,R 1
271 z=-z
v
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48. dbra

49, d&bra

W-l \<</</ u

{14sd 48. &bra)

(ldsd 49. dbra)




fl1 w = (z ) + LA {ldsd 50. &bra)
p o
Y v
w = El(z—zo)+ub
R
Y,
-~ :
50. &bra

. A fels8 félsikot az egységkdrlemezre leképezd lined-
ris t8rtfiiggvény

w=el” —
2 =z
foy a z = J — w = 0 megfeleltetésbdél: z, = J:
az =eo r— w = -1 megfeleltetésbdl: I% = -1,

Tehdt a keresett fligovény

oy 2 -3 .1-¢2
MR B
L g dz*2
4. w 4 oy
J—(itarci)
2 1 Z - Z
85. w =k e —F
2 2

ahel k > 0.
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103z (2-25) _ 1 .. z-2
. .W = -3 z-(1 + 3) - 2 (1-3) z={1+3)

Ugyanis: .
Keressiik a feltételeknek eleget tevd

_az + b

z + d.

fliggvényt, ahol az a,b,d egylitthatdkat a

2, = 2 w, = 0
22=0I—>w2=3
. = W=_l+l
Z3 T Wy 2 " 7

megfeleltetések alapjén hatdrozzuk meg.

a lz|= 2 kbrre vonatkozdé inverze: Zy =ee
|w + 1]= 1 k&rre vonatkozé inverze: wy =
Ezekbdl: '

a:—%-}%—], b=1"J;

adédik. Ifgy a keresett fliggvény

1 1. .
(-3 *gdlz+ 1
w = :
z - (1 + 3)
. ' 1 . -
'Eiﬂ. Mivel 2 = Qrow = 50 ezért a z o= -nek (mint z
nak a |z{= 1 kdrre vonatkozé tiikérképe} w = -1 (mint
w = %-nek a Jw - 1]= 1 kdrre vonatkozé inverze) felel meqg.

fgy egyértelmiien 1étezik olyan linedris tértfliggvény, amely

1

1+39.

= Q-nak
PoWy = j—ngk a

(Az utolsd Ssszeflig-
gés az inverz pontpdr megfeleléségép alapszik: z

0~

az = {0,1, °=}pontoknak aw-=s {%, o, -1} pontokat felelteti

eg. A keresett filiggvény:
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EH. w < Re 27, 223

'Ugyanis: ) .
Az Imz >0 félsikot a |w|<R kdrtartomdnyra leképezd
fiiggvény pl.: -

Ez a filiggvény teljesiti a w{j) = 0 feltételt, csak uo-t
"kell dgy megvdlasztani, hogy az arc w'(3j) = 1 feltétel is
teljesiiljon. Mivel )

L2 !
(z+3)
. . T
w'{j) = ReJ ¥ éL - R Il =)
J
ezért az
arc w'(j) =1

‘feltétel akkor teljesilil, ha

T
0(——2=1'
azaz, ha
T
o= 145

fgy a kérdéses fliggvény:

(1+—”r—)j .
— . 2 Z .-
w = Ree ’Z—+-%.
3 - z-d
39. a) w z 73
_ 4 Z = 23
b) w I 27+ 23
¢) w =1 77(a - 3b)
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©
=)
=
It
-
.
[
|
T+
=

z + J o
__z - 2]
91. w z 73
92, ¥ _ 2 - 5 2=
w - a -
z - a
93, a) w = 2; - 1

2 + jz
c) w= -3z
- ol 7 =
g Loa o d¥z-a
1 - aw 1 - az
_ z - 2+ ]
4. w = 2 T 7=35
_ z - 2 + ]
95. w = 2 3z F 2-73
- 1
98. w Tz
\
99. w - b _ ejd Z - a
w - b z - a

100l. a) Mindkét k&rre nézve egymds inverzét alkotd pont:
abszcisszdi:
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101. Felhaszndlv:, nogy az egységkdrt onmagdra leképezd
fliggvény legdltaldnosabb alakja:

JJ¢ z - a

w = =,
1 - az
a !z|= 1 kért jw|= R1 kdrre leképezd figgvény pl. a
_ 2z - 1
vER T -
A |z - % = % kért a |w|= R, kdrre leképez§ flggvény:
1 1
_ Ry (-3 -3
w_—
Ry g -1 z-
4 2
_ Eg 4z-3
) Ry 23 _ g
8
B2 322 - 24
R 33 - 8z

102]. Nem létezik. ‘

Ugyanis a z = 2 pont mind a kdrdn, mind az egyenesen
rajta van (a leképezés szdgtartd volta miatt) a képgdrbéknek
is érintkeznidk kell. Koncentrikus k&rdk (hacsak nem esnek
egybe) nem érintik egymdst. Egybe nem eshetnek, mert a lined-
ris tdrt inverze is linedris tdrt és akkor az inverz leképe-
zés nem lenne egyértékd.

104. Tegyiik fel, hogy 3 ilyen leképezés. Rkkor ennek
3 inerze, amely ugyancsak linedris tdrt és ez a két kor
k&zti tartomdnyt padrhuzamos egyenesek kozti tartomdnyra ké-
pezné le. EbbSl az k&vetkezne, hogy az inverz leképezés neve-
z6jének zérushelye rajta volna mindkét k&rén, ami lehetetlen.
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3.§ ELEMI FUGGVENYEK ES LEKEPEZESUK

3.1 EXPONENCIALIS FUGGVENY

I 2 . | 3 .
105.{3]_cos = + j sin 5= 5 + _%: j o,

. b) _jl’
e (cos 1+ § sin 1) = 3,992 + 5 6,218,

d). "e2 ’

e)v;1—'£_.i

106l. a) Az e? = & (
sin y = 0, azaz ha y

It <D

cos vy + Jsiny) akkor valds, ha
k* (k

+ = U,1,2,...) ~

b) e tiszta képzetes, ha cos y = 0,
azaz ha y = = + kT (k = 0,1,2,...).
107.7a] 2z = ¢ + 2F 5,
kx

b) z = ¢ + T 3 .

ahol c¢ tetszéleges;valéé szdm és k = 0, +1, +2,...
Ugvanis pl.:

iéﬂ e3Z = e3X e3Jy = e3x {(cos 3y + j sin 3y), ami
valés értek, ha 3y = 2k T, x tetszdbleges valds szdnm.

fgy z = ¢ + 2k;t j: k=0, 1, *2, ... esetén lesz e32

pozitiv valds.

108]. Mivel
o .(xz_ 2) 2%
£(z) = e’ = e’ Y ).e ¥

azért

If(z)l =_e—8

(xy=4)
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109|.
le—ZZI =[ e-2x . e—2jy - e~2x < 1

akkor és csak akkor, ha x > 0 bdrmilyen érték is y.

_ a) e}(z+2k:r€) - e;z_ej2km: = oJZ

b} Iejzl = lej(X+jy)l = Iejx-e_yl =e Y
c) Mivel
edZ o JJ(x-3y) | % v
és
(32)- (303 (I e )= e TXeY
ezért
ejz # (;EEJ.
. Mivel
|e2z+jl - 02X .és ]ejz2] = o 2xY
ezért: , '
[ezz+j + ejz2.'£]e22+j [+ | ejz.zl = 2% 4 gT2xy

113, Ha az arc z = ¢ félegyenesek a

T v
R I

sz6gtérben vannak, akkor ezek mentén tartva a o -hez

, z
lim e = o,

Z -y o=

mert Rez = X-— o= dg igy [ez| = ¥ — o,
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Ha a'félegyenesek a
e i
3 <e< 2

szdgtérben vannak, akkor

lin e* = 0,
Z — oo )
. : te 1 z -X
mert itt Rez = -x — =o=, és igy le®| = " — 0.
z
Ha ¢ = + %; , akkor e -nek nincs hatdrértéke, mert

Re e? = cos y, ami +1 és -1 érték kdzt vdltakozik.

113. a) 0
b} nem létezik.

115.. a) w' 2z + ;% e %
. Z

b) w' =

c) wi = ———
V1+22
_l_
d) w! = e1-z [1 + *—z———’i]
{1-z)
2 2z
b . _a.1-22 [z9+2z + 3e°7]
e) w' = -2e . VN
{27+e™7)
116{. Mivel
1 X A
z X +y2 R
e’ = e - e ¥
ezért X
JZ- X2+ 2
Re e” = e Y . cos _i—jl—_i !
X + Y

ami harmonikus minden z # 0 pontban.
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L2
h1]. vir)= 2jz el?

Ugyanis:

I. meghatdrozdsi mdéd:
] A Re f({z) = u(x,y) fliggvényt tekintve a keresett vek-
tortér skaldr potencidljédnak:

v(r) = grad u = f2em2xy[y cos(xz—y2)+x sin (xz—yz}]i -
-2xy 2 2 S22 - 472

- 2e [x cos(x“-y“) -y sin (x“-y"}]3 = 2jz e

II. meghatdrozdsi mdd:

: ) =2
vir) = £7(z) = 2jz el? = 29z.e7%

amirmegegyezik az eldbbi eredménnyel.
118. Logaritmikus spirdlok, éspedig:

ek§

al] § = ha k # 0
g =1, ha k = 0
¢
b} g=e2
$-b
_ k
c) = e ; ha k # 0
$ = b sugdr, ha k = 0
119. Legyen
ly|] = |x] = a,
akkor

2,
w = 3=1 + e 6273

ami egy w sikbeli k&t egyenlete.
A kdr kdzéppontija: -1 + j ; sugara: 1
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120.[%] A képtartomdny:

lw| <1 ; Im w> 0
félkortartomdny.
Ugyanis: a félsdvot hatdrold egyenesek képei:
x =0 |w| = 1
egyenesszakasz = fé1kor
Q<yv< v >0

y =0 v =20
negativ valéds — pozitiv valds tengely

X< 0 tengely 0<u<i [0,1] szakasza
y:ﬁ' v = 0
" félegyenes = egyenesszakasz
x<0 -l<u<C
(ldsd 51. &dbra}
b) A képtartomdny: a |w| = e és |w|= e kdrok

kéztl gylrltartomdny felsd fele. {ldsd 52. &bra)

¥ v

“ . %%

x -1 1 u
51. dbra’
. v
b
|
we e’
1 5 x = “u
52. 4dbra
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121. 2 2
Re 2 <= 2 = u + (v-1)" =< 1
122, a) o« < ¢ < p szigtérre;
6 =0 é&s f= 2% esetén a pozitiv valéds
tengely mentén bemetszett w sikra.
b) ¢ = e logaritmikus spirdl mentén bemetszett
teljes sikra. ’

cl e< 1, 0<y <« kdrszektorra;
= 2% esetén a v = 0, 0 € u = 1 sugdr mentén bemetszett
|w] <1 kdrbelsére.

d) e > 1, 0 < ¢ < tartomdnyra;
® = 2% esetén a v = 0, 1< u< o sugdr mentén ber~tszett
fw] >1 korkiilsdre. . :

123. a) Mivel

.2 o2 2 . L2 2
e3jZ - eBJ(x -y +23ixy) _ o 6xy_e3j(x -y7) ,

az xy = 1 hiperbolan levé pontok képe:

1

6 3'(x2- —5)
w=o¢e "e’3 x2
Ez ekvivalens az
u = e—6 cos 3(x2— ;%)
X

v = e—6 sin 3(x2— ;%)
X

egyenletrendszerrel, illetve az

bsszefliggéssel, ami kdr egyenlete.
b) A k8r kdzéppontja az origd, sugara: R = e-6

124. Re 2z < 2 félsik.
1
eE 'etén
125. a) w = es

cos
In R

lw|l= R = r =
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ami: R # 1 eseté_n: kdr

R = 1 esetén: Re z = x = 0 valds tengely

ami: ha o és k egyszerre # 0, akkor kdr

ha o é&s k egyszerre = 0, akkor Im z = y = 0
képzetes tengely

‘2
b) w = e esetén
o 22 .
fw|= R=x"-y =1nR hiperbola

arc w = o = 2 xy = a + 2k "

3.2 LOGARITMUS FUGGVENY

126. Felhaszndlva, hogy Ln z = .1n z + jlarc z + 2kw)
a) 2 1In 2 + (% + 2k%) 7 k= 0,#1,+2,...
2 1n 2 + w3

b) ln3+(3;—+2kﬂt)j "

n 3+ X1

¢ 1+ (=3 + 2k%)3 "
1——2£]

d)%'ln2+(—%+2kt)j "

e) ln2+i
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f)

g)

127. a)
b)
c)
d)
e)

f)

- 9}

128. a)
b)

c)

130. a)

b}

sdvon. Itt inverze

4

Z

£(z) = &% kdlcsdnésen egyértelmd pl. a

H

In 2+(2k-1} % 3 k

2k .
—3 3

’%fj+%kﬁfj:

o]

3 kes
In 2 + 3 (F + 2kw)
In¥5 + [(2k + 1) - arctg 2] j

V2 +[Z+ 2k + 1w

1n‘\j5+ j {Sf

+ 2k T}

A legkisebb periddus: =3

0<Im z <o ; - <REZ < v

o

£(2) = -j Inz ,

ahol 1n z az Ln z reldcid féértdke.

n

L1

0,+1,+2,...
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131. a) 0<Imz< ® ; Rez > 0

py £ 1(z) = (1 + 3) 1n z

132. a) w' = _535_1_3_
z 42z + 2
b) w! = 1
\/:2 .
z~ + 3z + 27
-2%
c) w' =
(1+z°) 1n® (1+22)
2 z3 e23
d}y w/ = 6z"*1n (1 + e” } - 3
1+ez_
e) w' = e? in Z(1 + 1ln z}
~ 1 _ 2ln(z + 33)
£) w'o= 3
z"(z + 33) Z
133). a) s* = 2.5
x _ 4 -
b} §° = 3 S

Ugyanis:

a) Mivel 1n (1 + 2z} reguldris a z = 0 pontban és

dalin (1+22)] -
[ dz 270,

z=0

ezért itt a leképezés konform. Tehdt az & hosszisdgld egye-
nesszakasznak megfeleld képgdrbe fvhossza:

s* =[£' (2)] -5 =28
A
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b) Az a)-beli eljdrdshoz hasonléan:

s"w[ez+ ! 2] -s=%s
(1+2} [3 + In(1+2)] 71 _,

135.'Rz

u = - 1ln s]cos v|

gbrbe bélseje .
Ugyanis:

Az adott fliggvény egységkdrdn felvett értékei:

1n -1 - In ! + 3 ﬁ.é?

2|sin %%

(el ¥ # 1) . Felhaszndlva, hogy
w=u+ jv

és kikliszbbblve a ¢ paramétert az egységkdr képe:

%)

A keriiletek megfeleltetésitétele értelmében az adott fiiggvény
az egységkor belsejét a x) egyenlettel megadott gdrbe belse-
jére képezi le (l4asd 53. 4dbra).

yl Vi

.

. . a7 .
1 X -|nz%% u

53, dbra
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136.

0, +1

137.

138.

139.

b)

a)
b)
c)

d)

a)

A

v=kw ; - <u<20,

+2, ...} félsugarak mentén bemetszett w sikra.

egyenesre,
0<v< ¢ sdvra,
u< 0; 0<v< o félsdvra,

i
in r,<u < 1n Ty 0<v<2® négyszdgtartomdnyra.

3.3 TRIGONOMETRIKUS FUGGVENYEK

sin Oicos 2 + 3 cos O.sh 2 = § sh 2

vagy

b)

c)

sin jy = j sh y élapjén: sin -2 = j sh 2
-sin 1 ch 3 + j cos 1 sh 3

cos Obch 1 - j sin O0.sh 1 = ch 1

vagy .

d)

e}

£)

a)

b)

cos jy = ch vy alapjdn: ch j = ch 1

cos 5ch 1 - 3 sin 5 sh 1

A ch1+ 35 sn 1

V2 vz
-2 cos 1sh 1~ 2 sin 1 ¢h 1

sin 4 - j sh 2

2(c0522+sin21)

f
sin z tiszta valds, ha: Rez = (2k+1) 5, vagy
Im z = 0jsin z tiszta képzetes, ha: Rez = k=

‘cos z tiszta valds, ha: Rez = k% , vagy Imz = 0
cos z tiszta képzetes, ha: Rez = (2k+1)%§




c) tg z tiszta valds, ha:

tg z tiszta képzetes, ha: Resz

140/. Tegyiik
1 ejz - e-sz .
tg 2 = = —== = ]
J eJZ + e J%
Ebb61l
ezjz = 0

Imz

WO
2

i}

3%

fel - az 4llitdssal ellentétben-, hogy

adédik, ami lehetetlen (az exponencidlis filiggvény sehol nem

zérusl!)
amelyre tg z = j

igy ellentmonddshoz jutottunk. Tehdt nincs olyan z

Hasonldan l14thatd be, hogy tg z a "-j" értéket sem

veszi fel.

141. a) cos 2z = 7
b}\cos3z = 26
Ugyanis példdul:
- 2 . 2
cos 2z = cos” z - sin” =z
o sin iEi%lE cos %?
142. 1)
i sin =
2
sin 2n x
2) 2 sin x
.2
3) sin” n x
sin x

143.{5} sin z = sin{x *+ jy) =
sin z = sin(x - jy) =
Hasonldan léthatd be b) és ¢)

= [2 coszz] -1

I}

sin x ch y - j cos ®x sh y

sin x ch y - j cos x sh ¥
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145). Mivel
sin 2z = sinnx ch y + j cos x sh y ,

ezért

Isin z]=wéin2x (1+ shzy)-Fcoszx sh? y =Véin2x + sh? Y,

ami csak tgy lehet minden z = x + j y esetén < 1, ha y = 0,
azaz ha z valds érték,

| &, k=
146. Rez = ) * =5
147. [a)]
|sin 2[2 = sinj(x + .jy)|2 = 'sin2 X ch2y + coszx shzy =

sin2 b4 ch2y4-coszx (chzy-1) = ch2y - coszx
b) az a)-hoz hasonldéan igazolhaté.

148 . la) Mivel

|sin z| = Vginzx + sh? y
(1dsd 145. feladat megoldédsa) és_shzy > 0 minden y-ra, ezért
[sin z| > |sin x|
b) Az a)-hoz hasonléan ldthatd be.

149, a) o=,
b)
c)
d)

§

e)

£}

o= o= = §

gl

(%] P

h) e
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i) e

=2t B

n
{-1)
3) chnauwx
150. HI Mivel sin jz = j sh z é sh z mindeniitt differen-

cidlhaté, €zért sin jz mindeniitt differencidlhaté és egyben
mindeniitt regulédris.

b) y = 0; %= *+k%; k=0, 11, +2, ...)
pontokban differencidlhatd; sehol nem reqularis.

=(M (k = 0’ +1’ +2’ ...)

c) y - b; X 3 . +1, +

pontokban differencidlhaté, sehol nem reguldris.

a y=0; x=kz, (k = 0, +1, +2, ...) pontokban
differencidlhatd, sehol nem reguldris. '

kT

e} y=0; x'= 5 (x =-0, +1, +2, ...) pontokban

_differenciélhaté,>sehol nem reguldris.

151. a) £/(z) = 3 sin®(z-j) cos{z~3)

£77(z)= 6 sin (z-j) cos’(z-3)=3 sin’ (z-3)
b) £'(z) = -2z sin_(zz).e°5s‘zz’
£ (z)= "[?Sih(zz}+422005(22)-4zzsin2(zz)jGCOS{Z?)
c) £'(z) = - 2 5 - 12
(1+tgz) cos z
£7 (z) = 6 R N 4 - sin z

{1+tgz)4 cosqz (1+tgz)3 cos3z
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ay £'(z) 4z

sin(222)

4 16z°ctq(22°)

sin(222) sin{222}

Hh
-
-

—_

3

—
|

152. a) u = 0; v< -1
b) u = 0; v < -1

u2 V2 :
cl - = 1
c0523c sin23c

ami ¢ # 0 esetén konfokdlis hiperbola sereg

¢ = 0 esetén v = 0; u>1 félegyenes

2
153, a) x = ¢ # 0 = u2 - v = 1 hiperbolasereg
sin”2¢ cos’ 2c
x =0 = u=20 ' képzetes tengely
u2 v2
v=d4a¢ 0= 5 + > = 1 ellipszissereg
ch™ 24 sh™2d
y=0 = -lgu<l; v=20 egyenesszakasz
végtelen sokszor
lefedve
u2 v -
b) x = ¢c # 0= 7= - 5 = 1 hiperbolasereg
cos C sin” ¢
x =0 = u>1; v =90 félegyenes (a va-
16s tengelyen)
u2 V2
v=d4d¢# 0= — 5+ 5 =1 ellipszissereqg
ch™d sh™d
y=0=-lgu=<l1;y v =20 egyenesszakasx

{végtelen sok-
szor lefedve)

154. b) 14sd 54. &bra

155, a) A |w|<1; Rew>0 félkoértartomdnyra.

b) A képzetes tengely 0= v =1 szakasza mentén be-
metszett Im w > 0 felsd félsikra.
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156. a) A felsd félsikra (ladsd 55. &bra):
b) A jobb felsd negyedsikra (14sd 56. dbra);
u 2 v 2 _ ..
o) grr *mw =Y v
fél-ellipszis tartomdnyra (14sd 57. &bra);
d) Két konfokdlis ellipszis dltal hatdrolt gylrd-
tartomdnyra (1l4sd 58. abra):;
e) Két konfokdlis ellipszis 4ltal hatdrolt gyfrd
felssé felére. (1ldsd 59. &bra)l ’
157. a) a fels8 félsikra;
b) a negyedik siknegyedre;
Y v
1 . y\\,/r'
w=sIn z x=0 e
kepe '
=> -
X i '
—]21- y=0 Kepe x:JZI képe
N .
54, 4bra
y vl
C¥
w=sin z 7 éj/ ‘éé/ 7/ g
£ DB A
- > -
X -1 1 v

55. abra
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y v i
D A o* '
[
§¢?¢? ‘ w=sinz /{2Z5/24
C ZL = 2z :
I X ! .
2
‘56, &bra
Y 4 ’
K X
T I 7 k
2 2
57. &bra
y - vi
€2
/ w=sinz
&
- TI- ——x > )
58. dbra
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// | . -

=
“wol=d
1 |
c

59. &bra

c) a [0,1] szakasz mentén bemetszett jobb félsfkra;

d) a {-e, -1} és [1,<-) szakaszok mentén bemet-
szett w sikra. - ' :

e) a [~ch h, -1) és [1, ch h] szakaszok mentén
bemetszett

ellipszis belsejére.

158, & 4fsin z leképezés Osszetehetd a

w1 = sin z és w = (w,l)q/2

egyszerilbb leképezésekbdl,

Az els8 leképezés (153/b feladat) a 05xs—2— ; vy=0 félsdvot
a w, sik elsd negyedére képezi le. A negyedsikot a mdsodik
leképezés a w sik elsd§ nyolcaddra képezi le (ldsd 60. 4bra)

Y V;‘ v
7,
wy=sinz /42%?3522 w=vwy 4??5
— B g s — 14
_g_ X U1 u
60. 4dbra
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159. &4 w = sin’z leképezés Ssszetehetd a

: . 2
W, = gin =z és w = (w1)

egyszerlibb leképezésekbdl. '

Az elsé leképezés az adott félsdvot a w’' sik elsd negyedére
képezi (ldsd 153/b, feladat), ezt a mdsodik leképezés a w
sik v>0 félsikjdra képezi le. (ldsd 61. &bra)

Wy = sin z / l W= w% Z/ 7

of=
>
_F
=

61. dbra : -

160. A képtartomdny a v = u egyenes alatti elsd nyolcad-
sik (ldsd 62. &bra). s

3
ll:.
NN
N
N
\\\\
VA

14

62. dbra

3.4 ARCUS FUGGVENYEK

161. a) * 3 1n (2+V3) + (5 + 2kw ), k=0,+1,-2,...
b} -3 In(42+1) + {-’25- + 2kT); "

-j In( 42-1) + (3—;5- + 2k ) ; :
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c) {k + %)3{' + J in v3_ k=0,+1,+2,...

d)%lnz—%

162. a) z = (4k-1) —6’1 +j 1n (2 +\/f_3}“1/3 k=0,+1,+2

b) z = =3 1n (-5 * Vza) + 2k% "
c) z = -3 1In (5 i‘\/24) + 2k . "
A oz = (2k+ g+ 4) , "

= 2 1n =
e) z = 73 1n p

163. a) Van megolddsa

1 e2X+1
Im z = 23 In 2x_1; Rez tetszlleges

Van megcoldédsa
Ugyanis, ha cos 3 z # 0, akkor

. 1 =

tg jz = - 5 3
-1 j -
z = ~j arctg (?§)= 5 In
J o+

pofd b,

Nincs megolddsa :
Ugyanis, ha cos z # 0, akkor +tgz = i,
ami nem lehetséges.

165.«A hatdrérték: 1

166. a) £'(z) = - 1
2
z Yz -1
2{(z-1)

b) £'{z) = -

VZz—z2

{(a négyzetgydk pnozitiv értékével szdmolva)

321



1

c) £'(2) = arctg (ln z) + 5
1 + In"z

PRI

dy £'(2)

: 1
(z+1+33) Y 2+373

. . Jz
e) f'(z) = __2_le—_.

V2—ezjz
£) £ (2) _ 8in z+cos z

\/sin 2z

167. A w sik

sdvijdra.

168. a) - %; <u < %;, v >0 félsdvra

g 4
b} - 5 < u <'?r sdvra
c) 0<u <-%t—, v>0 ' félsavra
d)y - —%—< u <0 sévrz_:l

, 3.5 HIPERBOLIKUS FUGGVENYEK

169. a) 233 ‘
b) 0
c) j

170.

a) Tiszta valéds, ha;'x tetszdleges, y=k¢; (k=0,i1,12,{.J
" képzetes, ha: y " s X=0 7 (k=0,+1,+2,...)

vaqgy X " y={;+k'm ;o (k=0,+1,+2,...)
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b} Tisgzta valds, ha:

c)

ha

a)

b)

X

vagy .
" képzetes, ha:
" valds, ha:

" képzetes, ha:

174. a) £'(z)

x tetszdleges, y=kx; (k=0,+1,+2,...)
vy " x=0

v
X " ’ =T+k 3

X tetszdleges,
y " '
(1 + 3 e3?) chiz + ejz).

~2z sh (z?+1+3j)

by £'(z) =
ch (z%+1+39)
) £'(z) = 2(z+1) th (z + 12
& £'(z) - —Sh(z#33)  (Aeh(z+3])
2¥ch(z+39)
175. w’ = (ch 2z) - 2z2(3-2z%) = 0
A AP 4
a) z=201%3 (7 +tk3)
b) z - n
c) z = +¥3 + 3.0
176. ul v2
= ¢ # 0= 5 =1 ellipszis-sereg
sh™c ch™c
=0 = u=0; -1=v=1 egyenesszakasz végtelen
sokszor lefedve
2
=d # 0= v - 5= 1 hiperbola sereg
sin 4 cos d
=0 = v=20 valés tengely
u2 v2
=c # 0= = 1 ellipszis-sereg
2 2
ch'c sh™c
=0 = v=0; -1gsu=sl egyenesszakasz végtelen

sokszor lefedve
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y = d # 0= _ = 1 hiperbola sereg
cos'd 'sind
y=0 = v = 0; u>1 félegyenes kétszer
) lefedve
'. a) Mivel .
w=ch 2z = ch (x+jy) = ch x cos y +-j sh x sin y
ezért
u = ch x cos y
v = sh x sin y
Tehat
x =0 v =0
T >
0-<y<:7r 0<u<1
b) Mivel
x =0 esetén ch x =0, sh x> 0
Osys%- " cos y=0, sin y> 0,
ezért ezekre az értékekre
u=0; v=0
Tehit
x=0 u=0
=
Osys%- v=>0

negyedsik (1. 6

3. &dbra).

w =chz

=

LIRS
g /,,./

s
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7.

63. é@bra

1
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Itt a hatdrvonalak képe:

x =0 v = 0
=
0< s-z’r— D<u<1

g

S
v
|
o
f—A——ﬂ
c
il
o

_®
Y =7

178. a) a (-e, -1] és [1,=) egyenesszakaszok mentén
bemetszett w sikra;

b} a felsd félsikra. /

3.6 AREA' FUGGVENYEK

179. a) In(¥2 + 1) + (5 + 2k%) 35 (k=0,21,...)
In(y2-1 + (3 + k%) 3 "

b) 1n [{(2ks+N)® s Viken 22 (3 + 2n7) 3

1n[\/?2k+1)2f2 -1 —(2k+1) W] + (%1 + 2nm) ]

(k,n=0,+1,+2,...)

c) (2k + 1} ™3 (k=0,%1,...)
a k3 (k=0,+1,...)
180. a) z = (1%1 %)% (k=0,1,2,...)
b) z = {3+ 2K) x] (k=0,1,2,...)
c) z = 1n (-2 + 4/3)
- -
d) Y {k=+1, +2,...)
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181.

-182.

183.

184.

326

a)

b)

b)

a)
b}
c)
d)

e)

a}

b}

c)

d)

e)

f)

1

= 2k % j

= <In 2 + (4k + 1)
™ e
w sik -—2—< V-<-—2—

stk 0<v<5 i

{(k=0,+1,+2,..

® .

53
sdvijdra

u>0 félsévjéra.

3.7 ALTALANOS HATVANYFUGGVENY

cos (In 2} + j sin (1n 2)

T 2
e~ T v T
-
e
-2n
e
JInv2 - —3% - 2%
3
2. k¥
e
1 1.
- -4—:‘I-+2k'lt -2—] 1n2
e ‘e
e~ (21,95-5 1,59
w, = 1,54 + 3 1,32
w, = 0,375 - 3 0,32
e(2k+1)j
k _ . 1,61
n T

-cos(zgi»+ 1nVE);

(k=0,+1,...)

.}

{kn, = 0}11,12,...)



. Mivel

=
™
m -

D&% = é(x+jy) In ¢ _

- e(x+jy)[1n ¢ + jlarc ¢ + 2k® )]~
ezért c? valés, ha
y ln|e|+ x{arc ¢ + 2k) = n1,

ahol k,n = 0, +1, + 2, ... . Tehdt c? az komplex sik vég-
telen sok egyenesén vesz fel valds értéket
187. Mivel

; = o2 lnz; e(x+jy)[ln]z|+j(arc z+2kg ) =

- exlnm]—y(arcz+2kﬂ1¥j[y1nz-rx(arc z+2k1Y]

- o2 In|z|-y(arc z+2k7% }, ej[y in|z|+ xlarc z+2kg )]

= ¥ In|zf-y(are Z+2k15)'(cos[y Infz|+x({arc z+2k®) +

+ j sin[y ln|z|+ x(arc z42kﬂ’)]}
ezért o o
qeeX ln|z[-y(arc+2k’1t').cos[y Infz|+ xlarc z+2kz )]
v=oX In|z[-y (arc z+2kf€),sin[y In|z|+x(arc z+2k T }]
188. w, = e” S{1*37)
v, = o~c(1-3%)

189%. a) Mivel

Zj - ej ln z _ ej[lnlz]+ j arc z]'
ezért
|zj5 = g arc z
b) Azl = ™3¢ % = ¢ (c#0 &17~36)

gdrbék az
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, _ %
arc 2 = ¢C

origébdél kiinduld félegyenesek.

4z+1 +2

190.-£'(z) = (z-33) (4z+2) + 4(2-33) % 2.1n(2-33)
"T97. Mivel:
. . T
w = jz - o2 1n j _ ez(J 2) ,
ezért
=
Rez = ¢, = V = {tg c, ?r) u egyenes,
_ 2.2 _ “C, T
Imz = Cy, => 1 +v = 2e T2 k&r,

ahol ¢, és ¢, tetszdleges 4llands,

1 2
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V. fejezet
KOMPLEX FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

1.§ KOMPLEX VONALINTEGRAL

= lim[(b - 2,90 * (z 4~z

Nn— oo
= b - a

b} Az f(z) = z fiiggvény folytonos, tehdt tetszdleges

.rektifikdlhaté L gbrbe mentén integrdlhaté. Igy az L gbrbe
[a, b] szakasza bdrmely felosztdsdhoz tartozé integrdlkdzeli-
t8~8sszegének -1édtezik hatdrértéke birhogyan is vdlasztjuk a
részintervallumokbeli reprezentdns [ pontokat. Vdlasszuk

J -nak egyszer a részivek kezdSpontjdt, egyszer pedig a vég-
pontjét és képezzilk velitk az integrdl-k&zelitd Gsszegeket.

A két integrdlkdzelitb-dsszeg Osszege a keresett integrél
kétszereséhez tart. Tehdt

b n - -

Zfz dz = lim ) [zk_1 (z), - zp_q) + zlzp - Zk-1)] =
n— o k=1 ,

a

o
= lim {z + z ) (2, = 2, ,}i=
WA“E;[ k-1 k k k1]

I 2 2
= lim 3, (2 - 2z _4) =Db" - a

n— <= =1
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c) A |z - zO[ = R k&r egy paraméteres egyenlete:

Z = 2 +Rejt; 0=t <2%
o

A kdrvonal Ek' paraméterértéki pontjdt P'k-val jeldlve, a
kdrivet P Py szakaszokra bontva és reprezentdns pontként
a szakaszok felezdpontijdt vdlasztva:

t. +t
, L j ke 5 7
K - R e = Re
AN At
. k k
jt jt, _ o = -] )
Azk=R(ek—ek1)"Re ke2 2 =
jr At jT
_ k . _ k
= je 2R sin 5 = je Ask
ahol Ag =t -t és As = -[Azkl
Ezek felhaszndldsédval
1T
5{ dz i jo K FAs i
—— = lim : = < lim As
G %7 % nae k=1 I k.. R o ekt K
Re :
= .j_ ZR'IL' = 2ﬁtJ
R

a}) I. médszer:

Az egyenes szakasz egyenlete:
y =1 - x; 0=x=1.
Az egyenes pontjaiban
22—1=x2-y2-1+2jxy.=2x-2+2jx(1-x),

dz = dx + j dy = dx - j dx.
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tgy

P, 1

f (2% - 1 ax = [ [(2x - 2) + 23(x - x%)] [ax - 3 ax] =
P, 0 »
1 o
=f (4x-2x2-2)dx+jf(2—2x2)dx=
0 0

II. médszer:
Az egyenesszakasz.egy paraméteres komplex egyenlete:

z(t) = (1 - t}j + t; O<t&1.

fgy 1
Jiz2 -1 = [ - 1] 20 at -

L 0

f[t2.. (1 -2 -1+ 25801 - 0][1 - 3] at

0 - .

1 1
- [ (-2 + 4t - 2t%yar + 3 [ (2 - 2t%) dt =
0 0 :
- _2,4.
=-3*33

b) A parabolaiv egy paraméteres komplex egyenlete:

Z(t) = £ + 3501 - t2), 0O<t=1.
tgy 1 _
[iz? - naz = [[£2 - (1 - €H2 -1+ 23e00 - £h)]
L 0
‘-23t]at = - 2+ 3 3.

3. a) 1 + e

b) 1 + e
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@ a) Az egyenesszakasz egy paraméteres egyenlete:
z(t) = t + jt; 0<t<1.

igy

-4

22 T
_[f.(z)dz [ glz] - 2o at
24 £=0

1

f 362501 + flat = 1 ~ 3.
J .

b} A tdrtvonal: L. U L2, ahol

1

igy

z

z
3
ff(z) dz = f flz)dz + _/3 £(z)dz
z
1

1l

Z,i 22
(L U L,) (L) (T.,)

1 1
=/y‘jdy+f(1-x—3x2j)dx=%'—%.

y=0 x=0

{(x=0; dx=0) (y=1; dy=0)
Eﬂ a} Attérve a t vdAltozdra:

(z,4) 1

f f(z)dz = _f[z(t2+3}+4t2+j(6t—t2-3ﬂ[2+2jt dt] =
(0,3) t=0

1 |
=2 [[e+3t+ e+ jrer’ -2+ 12e-3) atl-
t=0 '
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31
2

25 .
+ -—§- J-
b) Felhasznédlva, hogy a (0, 3)-bél a (2, 3)-ig vezetd
egyenesszakasz mentén: y = 3; dy = 0, és a (2, 3) pontbdél
a (2, 4) pontig vezetd egyenesszakasz mentén: x = 2; dx = 0:

(2,4) 2 5 4 2
J  £(z)az =f [(2y + x7) + 3(3x - y)] dx + f3[(2y+x )+ (3x-y)] jdy =
0,3) x=0 : y= .

(y=3) : o (x=2)

2 4
JU6+x%) +3(3x-3)] ax+ [ [(2y+4) + 3(6-y)] 3dy =
=0 y=3 ]

c) Az egyenes egyenlete:. 2y - x = 6. Integrdcids vélto-
zénak y -t vezetve be:

(2,4) 4 _
f £(z)dz = f,[zy + 2y - 6)2 + 3(6y - 18 - v [2+3]ay =
(0,3) y=3

4
- [ [ey? - a9y + 90) + 5(4y® - 12y))ay =
y=3

@ a) Az egyenesszakasz egyenlete:

x = 0; -1=y=1.
tgy
f z%+ Im z dz = /(x2 - y2 - 2jxy)y {(ax + jdy) =

L L

= f(xzy - y3)dx + 2xy2dy + 3 f[—nyzdx + (xzy—y3)dy] =
L L
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(=Y

- 3
=3 f—y dy=-3.[%-] = 0.

b) A jobbfélsikbeli félkdriv egyenlete:

2(e) = e -S> =tsl .
fgy:
2 ,
sz'Imzdz=fe_23tsi £+ jed® at =

x
2
/ (cos t - j sin t) sin t dt =
;I_ .
2

= - X .
= 23.

[ﬂ a) Az egyenesszakasz. mentén integrdlva:
j 1 0 1

f |z| dz /.lij dy = f (-¥} ] dy+fyjdy=

z=-] y==1 y=-1 0
(L1)

ﬁ]" £
- +j ] :j;
3[2—1‘ 2 1y

~

mig a £61k6r{v mentén integrdlva:

x
3 2 . .
f |z|dz = / - jedt dt=[e3]1,=2j.
=3 =_£ 7
(L, 7
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b) Az egyenesszakasz mentén integrdlva:

1+ _ 1 : .' . 1
[ oefan= [eUIE (ugae - 1 UTIE S
z=0 t=0 '

(L.}

o I [ T

mig a tdrtvonal mentén integrdlva:

1+3 _ 1 1
f e? dz = _/ e® ax + /.e1-3y-' j dy =
z=0 x=0 y=0
(L2)
X 1-3 1
= [e ]n - [e wy o=
= (e - 1) - (e1-3 -~ e) = 2e - e1—J -1,
c) Az egyenesszakasz mentén integrdlva:

145 L= !

ejz dz = Jf et+:}t (1 + j) dt = e1+3— 1;:
t=0

zZ

(

)

_.‘L" g'----.5

mig a tdértvonal mentén integrilva:

+3  _ 1 1
/~ el? az = Jf e?* ax + j[ e3(1-dy) j dy =
z=0 o 0
(L,)
=31 - 287 + eI,

8., a) -4 + 273

b) 2 + 3j
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1

1

Mivel

igy

336

9. a)
b)
c)
0.

a)

b)

1.

Vz.

23
342 + 3 1n(1 + ¥2)

egyértékd égé reguldris és primitiv fliggvénye

-2+24f33
vﬁ? dz
-2-2133

—2f2V§5
: V@?)
-2-2/33

4

3
-2 -2433 = de

J
4e

T
3

I
2T
-2 + 2433 3



Tehdt

2 3 3 32
Jvz az = 2 [(yz,)° - (yzp3 - - 32
L

13. a) =2(1 - 7)
b} 2(1 - 3)
c) =2{1 + 3)
d)y -4
e) -2j + 2

14.]a)] 273

Ugyanis:

jglnzdz

[z]=1 -

1}
=
=
]
[N
-
u
1]
[
-5
[e
-
1

1]
.
=
[N
1]
.
-
o
-
I

i
J
|
-5
1]
[
-G
l'.__l
"
+
[}
0]

T
= - ftpejq dg =

-7 -7

b) -2
c) 27 Rj

d) 2®Rj

15, ay 283 pa n# -1

b) (-1 22D ha g o
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ezﬂ(d "'1‘7 361

16, T o ha o # -1
2%] o« = =1,
17. a) 0O
o] 8 -

Ugyanis:

g

5t
_y{[z - 1| fazf= 2 ﬂej“’— 1ag= 2 /2 siniz"—dcp=
lz]=1 0 0

T

= 4[—2 cos %%] = 8
. 0

2R &

c) —==E
2 .2

18. a) ze” - e
1 . z
b} 5 sin z cos z + 5

3
cos”z

C -COSs Z + -
) 3

d) z {1n (z) - 1]

e) z grctg z - 1 1n (22 + 1),

2
_ 1 _-3j=
19. a) 33 e + c
L) - % cos g3 + c
o) +1n (2> + 32+ 2 + o
1 5
d) 70 sin” 2z + c
e)-l— In ch (423) + C

-
[ &
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20.

21.

22.

£}

g)

h)
1)
5)
a)
b)

c)

a)

b)

c)

d)

e)

£)

a) -’

b)

c)

. 1
z sin 2z + cos 2z + ¢

pof

q

e %(z% 4 2z + 2) +c
2

1 2 z

5 z- 1ln 2z T + C

(23 + 62z)ch z - 3(z2 + 2}sh z + c

w
w

1 2_5 2
0 (2z + 5)° - # (22 + 5)" + ¢

1+3
- % [cos 22] = % {1 - ch 2).
z=0

SERRSLES 2%

1 z .
3 [arctg 5] =5 -
z=3j
oL - 1 . sh 27 sh 2
%T j+cos1-chl1+35(j-1)+ 7 l - m

- 341 [cos (~43) - cos(-21] - 13+ 1

2 sin 2 ch 1 + cos 2 sh 1

73 (1 4+ 3+ 2271 49

-7

1 ; 3, = &
3 jrz sin 2z dz = S

7 .
0

-1
e - e
2

-2e + jW -—%r—
0
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d) -2k 2 a k-adik &gon

e) -4k &— 2 ] 0 "

23. a) 3R%=wm

b) ijr _ _
24.@] ﬁxdzz jé‘x(dx-!-]dy) :y{‘x dX+] ﬁx dy=jT_
G G ' G G
Ugyanis:
o X1--1 i xl
éx dx =nJ;J;£ 21 5 (. - Xi-T) =
G J
1 2 2 2
= = lim E: x, - X =0
N oo i=1 ( i —1)
{mert X, = X ')
Hasonldéan
jg{y dx ' + x dy) = 0
G

és a sikbeli Gauss-Osztrogradszkij tétel értelmében

fg(x dy - y dx) = 2T ,
G
4gy hogy
G
Eﬂ. a) Az R sugari kdrdn

< ln R + %

R2

in z
2
z

M
L]
s
o]
e
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j[ Inz _ oo [In Rl+w _ zjiwln R| +'ji] 0
—7 2 R R
Z R *R— oo
G
Azaz:
lim }( l—ni—"‘- dz = 0
R+ o= z
e
] b) Jelsljiik 1-et r-rel.

Ekkor

‘}(ﬁ In z dzlsZR:ﬂ/ﬁ (|1n R| +&) =
g o

2% (|-1n )| +®) — 0
ryx rve
(R—0) ' .

. a) Az A411itds a vonalmenti integrdl abszolitdértékére
vonatkozdé aldbbi becslés felhaszndldsdval adddik:

|ff('z) dz |<M(R) . s,
LR

ahol |f(z)|< M és S’az L gdrbe ivhossza.
b) Az a) 4llitds kbvetkezménye.

. Mivel az integrdcids Ut hossza = 2% r, ezért

! /f(z) dz | = /]f(z)l |dz | = 22 x M(x) =0,
Ky Ky - '

mert a feltétel értelmében lim r M(r} = 0.

28. Az L gbrbe pontjaiban:

1 1 1

11 2% e et e 4T (v e
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1 R N

=1+16+8c652 17 - 8
V ¢ Y

ami azt jelenti, hogy |[f]| fels8 korlitija

W=
-~

[E%] PN

"Az L negyedkdriv hossza:
§ =222 - g

igy a komplex vonalintegrdl abszolitértékére vonatkozdé becs-
1lés értelmében:

|/ s J|5]en s - 1 m
L z° + 1 L2+ 1 '

. Az integrdl létezik, ha -~ —%—S o <+ ==
Ugyanis: )
Mivel az L sugdr irdnyszdge o« , alkalmazzuk a

z =tel¥ t=20,1, 2, ...

helyettesitést. Ezzel:
o ! 1
e’ Jf e ©
0

{cos -3 sin «}
at =

=~
®
1
&
]

Kdnnyen ellenSrizhetd:

a) Ha cos x> 0 (azaz: - -%—< & < '%—) , akkor az integral
abszoliit konvergens;

b) Ha cos o < O (azaz: + %(o{ < §.2Z_) . akkor az intey-
rdl divergens;

c}) Ha cos o = 0 {azaz: o = + %%} akkor az integrdl kon-

vergens.
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Eﬂ. A feltétel szerint

qu(x,y) + jvix,y)]az = j&h(x,y) + jvix,y)] [dx + 3 ay] =
L _ L

= /Eu dx - v dy] + j /Iv dx + u dy]
L L

valds érték és igy

fi}(x,y) dx + ul(x,y) d&yl= 0
L

barmely rektifikdlhaté T-beli L gdrbére. fgyalvix,y) ,u(x,y)]
s{kbeli vektor-vektor fiiggvénynek -~ vektoranalizisbeli
ismereteink értelmében - van skaldr-potencidl fliggvénye.

Ezt a potencidl-figgvényt fix,y)-nal jeldlve:

fr = v ; £f =
x
Tehdt

I

£ = g = v
X ¥X Xy Y

u

a Young-tétel .szerint;

pedig a Cauchy-Reimann differencidlegyenletek egyikének
teljesitését Jelenti.

31.v(x,y)=-x2+y+yz_2+j%

[~- £'(z2) . . L. .
éﬂ. A T tartomdnyon az 12) fiiggvénynek primitiv fligg-

vénye lesz 1In {f(z)), hiszen |[f(z) - 1| <1 miatt az f(z)
fliggvény értékei az 1 koriili egységsugardi kdrbe esnek, e
k&drdn pedig ln z reguldris.

Minthogy az integrandusnak létezik primitiv filiggvénye
az egész T tartomdnyon, tetszédleges T-beli G zdrt gbrbén -
melynek belseje nem feltétleniil tartozik T-hez! ~ vett integ-
rdlia 0.
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z§EAUCHYJNTEGRALqﬂTELEsNEHANY
' ALKALMAZASA
34.[a) & |2 = 1 k&ron

z = el ¥

és fgy
}{ (z3 - j22 + 5z + 2j) dz =

fzf =1
2%

- jf (339 . 56239, 5039 4 24)5303° dg =
¢ =0

27
3 [ ef3 - 3730 1 50?39 4 23037 yag -
¢=0 |

439 . 3j¢ 2j¢ Ry
= j[e = - = + 58 4 2e3¢] = 0.
j 3 23 0

k) Az =1+ 2ej('P helyettesitéssel az eljdrds ugyanaz
mint az a)-ban.

Eﬂ. Az a)-beli fliggvény a z = 3 pont kivételével min--
denitt regqulédris;
a b)-beli fliggvény a végesben mindeniitt reguldris;

a c)-beli fliggvény a z = -1 + 2j és 2z = -1 -2j pontok
kivételével mindeniitt requldris;
ad%mufww@ya%+km;m=0,ﬂ,y,“J

pontok kivételével mindeniitt reguldris;

az e}-beli filiggvény az Im z = 0; Re z< -2 bemetszés
pontjai kivételével mindeniitt requldris.

Tehdt mindegyik fliggvény regquldris a lz]= 1 kBrdn és
az dltala hatdrolt tartomdnyon és igy a Cauchy-alaptétel
értelmében a kérdéses integrdlok értéke 0.

. A. Mindegyik fliggvény reguldris az integrdcids G

gOrbén és az 4ltala hatdrolt tartomdnyon. fgy a Cauchy-tétel
értelmében az integrédlok értéke zérus.
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B. Az integrdcids gbrbék felsé felén integrédlva,
az 1ntegralok értéke:

a) 0
b} ef(1 - R - e R(1 + m)
c) £ |
d} 2 arctg R
e} O
Eﬂ. Mivel a kérdéses zdrt tartomdnyon csak a z = 2 + jJ
pontban nem regquldris a fﬁggvény, ezért a G menti integrdl

helyett vehetd: a z, = 2 + j pontot k@vilvevd |z - 2 - j|= 1
kdr menti integrdl. Igy z -2 -3 =el? helyetteSLtessel~

dz _ j[' je _ .
a) jgz -2 -3 z - 2—-3 j‘ ﬂw =2%7
G |z-29 =1
2 .
by 4z j£ _dz = .j_e_]ip_ deg = 0
o - _jf nj¢ ¢
(z-2-13) [z-2-3|=1 (z—2—j) -0
c . » =

iga. Az a)-beli fiiggvény a z = i:j: pontokkan; a b)-beli

T 3
fliggvény a z +2kw; (k = 0,+1,+2,...) pontokban; a c)-beli
fliggvény a =z 2k j (k= 0, *1 +2,.. ) pontokban nem requ-
laris. Ezek a pontok az adott tartoményon kiviil vannak. Te-
hdt mind a hdrom fuggveny reguldris az adott kétszeresen Ssz-
szefliggd tartomdnyon €s annak G hatdrédn, igy a kétszeresen
Osszefliggd tartomdnyra vonatkozd Cauchy alaptétel értelmé-
ben a kérdéses 1ntegralok értéke zérus.

o

. Mindkét filiggvény requldris a G g&rbén &s az 4ltala
hatédrolt tartoményon. fgy mindkét integrdl értéke zérus.

. A Cauchy-integrdltétel értelmében olyan v{xy) figg-
vényt kell keresni, amellyel az f£(z) = ulxy) + j v(xy) komp-
lex flggvény reguldris. Mivel u(xy) harmonikus, igy kell,
hogy vixy} az u(xy) harmonikus tdrsfliggvénye legyen. A kere—
sett fliggvények:
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vix,y) = 3x2y - y3 -x + cC
ahol ¢ tetsz8leges 41llandd.

. a) Pl.: k = -6,

e? - 1
mert lim — = 1

z— 0

és 2% - jz - 6 gybkei a |z|= 2 kdrén kiviil vannak.

b) PL,: k = 8 (tetszdleges k> 1),
mert 1lim sin z _ 1,
z
z—0

és 2% - 23z - k gybkei ¥ k>1-r—re a-|lz[= 1 kdrdn kiviil vannak.

. Mivel
1 1( 11 )
- - N} —- [] r
1+Z2 2 \z J zZ + 3

ezért a keresett gdrbementi integrdl olyan egyszer( integrdlok
Osszegére bomlik, amelyeknek értéke vagy 0 vagy 2 ®j. igy az
integrdl értéke az adott gdrbék mentén:

a) = b} - ® ; c) 0O

. a)

d
g{ 22:9=g{[z+3j o -33']dz

|

Mivel a G menti inteqgrdl megegyezik a z, = -3j és z, = 3j

2
szinguldris pontokat koriilvevd k8rdk menti integrilok Sssze-
gével, ezért

§_a 3 4 1 R _ i -
—_— S —— ———rdz = 2 [27:=2%_]=0.
G22+9 6K1z+33 6Kzz—33 6[ J J]
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p) A szinoguldris pontok k#ziil csak a z, = 0 és z, = 2
esik G belsejébe, ezért

: 1 - . _— N P |
j{_—_z dz—2xj[4]+2ﬂ:3[§]— a1
z(z” - 4}
G
c) A z, = o, z, = 1, zy = -j szinguldris pontok mind
G belsejében vannak, ezért
3z - 1 - Cros . 2 33 +1
5£_th—1)(z+j)dz‘2q(3[3+1+j =l

G

Eﬂ. A Cauchy-integrdltétel értelmében a z = 0 és z = 1
pontokat ¥sszekdtd, tetszdleges (de a +j és -j pontokon 4t
nem mend)} L rektifikdlhatdé gdrbe - az integral értekének
védltozatlanul hagydsa mellett - helyettesithetd olyan L*
gbrbével, amely a [z + jl= 1, |z - 3[= 1 kdrdk és a z = 0
pontot a 2z = 1 ponttal &sszek&td egyenesszakasz véges szdmd
OsszetevésébSl 411. A kdrdk menti integrdlok értéke + #° vagy
- & aszerint, hogy azokat milyen irdnyban jarjuk be; a
z = 0 pontot a z = 1 ponttal Ssszekdtd egyenesszakasz mentén

az integrdl értéke: %% . Igy a kérdéses integrdl lehetséges

értékei: o + k% ; k = 0, #1, #2, ... . (L. 64. &bra)

Ke)

1 % le 1 X Te 1 X
@
Uhdwﬂvﬂﬁ&L; fhﬁwﬂvmﬂ&KﬁL; T helyett veheid: Ml&FL;

64. 4abra
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. Legyen a gylirftartomdny két régzitett pontja:
=1

z, = =1 és z, = 1; az Gket Osszekdts két gdrbe a |z
kdr felsé- és alsé-félkdrive.

a) A 4 felsd félkoriv egyenlete:

i

z(g@) = e i 0=z g¢9<sw
fay
1 0
Tag = [l . 503 gy - ia
fzdz /-ej(P-je d¢ = jz .
-1
(c1) T
b) A c, alsé félkoriv egvenlete:
z(g) =elT ; wx < ¢=o0
igy:
1 0
9
f l dz =/ Je d(f = —3'3?
z )¢
_1' -
(cz)
Tehdt
1 1
f — dz # f %dz.
-1 -1
(c) {c,)

. a) Legyen C, olyan gbrbe, amely nem kerili meg az
origdt (1. 65/a &bra)
A Newton-Leibniz formula értelmében:

z .
z

/ —Ld;=[ln;] = 1ln z = 1In|z] + j arc z

; k4 Y=1

(c,}

e

ahol 1n z a logaritmus-reldcidé féértéke (0<arc z< ¢ )

348



b) Legyen C, olyan gdrbe, amely egyszer keriili meg

: 1 .
az origét (1. 65/b dbra). Ekkor a logaritmus-érték szdmitdsd
ndl azt a z értéket kell venni, amelynél az arcus-vdltozds
2%, tagy

z
/ —1—dZ = In|z{= jlarc z + 2%) =

11

1
‘(C1)
[Injz{+ j arc z] + 2 %]
azaz:
z
1 ; .
f — =1ln z + 2%
4
1
i
c) Leqyen C, olyan gbrbe, amely k-szor keriili meg az

k
origét (1. 65/¢ 4bra), ekkor - felhaszndlva, hogy
Inz =1lnz + 2kwj -

z
f %d;=lnz+2k1‘j
] .

(c,)

5 |

Co . / 'I/co : \ 7 R
k _ /

65/a, b, ¢ dbra

349



g, Az integrdlandd fiiggvények mind folytonosak €s min-
degyikRez taldlhatdé F(z) primitiv fliggvény, amelyre

F’(z) = f(z). Ezért mindhdrom intecridl fiiggetlen a g&rbe
alakjétsél és integrdljuk értéke primitiv fliggvényeik segit-~
ségével - a Newton-Leibniz formuldval - hatdrozhatd meg.

tay
()]

T . T
: J
J
= T4
= = [J+ 1],

b) e + 1 ;
c
c) 0.

43,. a) A
.Y
J 7
'\/E=\ffe ; 0 <y <2%

fllagvény a ¢ = 0 félegyenes pontjaiban - igy a z = 1 pont-
ban - nem reguldris.
A 7z reldcid egy mdsik &ga, az

. 9
: U oy 3
= . - < 2*
f1(z) v; e ; 5 < ¢ 5
fllggvény a ¢ = - %; félegyenes pontjai kivételével mindentitt

regulédris és fels8 félsikbeli értékei megegyeznek az integrd-
landd VE fiiggvény értékeivel, Ggy hogy az helyettesithetd
f1-gyel. Mivel az f1 fliggvény primitiv fliggvénve:

331

2,73 _ 2 .723
Filz) = 5V2° = 347 e

amely f1 értelmezési tartomdnydn differencidlhaté, ezért

1 3je 77 3j%
PN e s TR E YT

-1
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b) Az alsé félsikon az adott VE figgvény helyettesit-~
heté az .

l.f
Sy

£,(2) = yr e ;

T 5@
ER

dggal, mert itt értékeik megegveznek. A differencidlhatd

j3f
_ 2 _ 2 2, . 5%
Fz(Z)—iﬁ'—iv’fe H P <(f< 5

fiiggvény £, primitiv fiiggvénye. Igy az alsé félsikon tetszé-

leges L gdrbe mentén integrdlva:

i

Jvzaz =3 (%3 oe?2 ) 22 (o145,
3 3

-1

54, Egy lehetséages elddllitas:

3 2
p =X -y +2y-x

13

q 2x t y =~ 2xy

£(z) = 32% + (2 - §)z.

3.§ CAU(;HY-INTEGRALFORMﬁEX FUGGVENYRE
ES DIFFERENCIALHANYADOSRA

. Az integrandus

3z 3z o, 2
22 + jZ + 2 {z - J{Z + 23) z - 3 z + 23
az =73 és az = -23 pontok kivételdvel a |z|= 3 k&rtarto-

ndnyon reguldris. Az integrdl értékének meghatdrozdsa kiildn-
b&zd médon tdrténhet. P1l,: ’

I. méd: : .

A tObbszbrdsen Usszefiliggd tartomdnvra vonatkozd Cauchy-~
integrdl-tétel értelmében a |z|= 3 kdr menti integril értéke

megegyezik a.K1:]z - 3l= &, és Ky: [z + 25]= g, diszjunkt

krdk menti integrédlok $sszegével:
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Z

3z ' }{( 1 2 ) j{( 1 2 )
—_—— 4z = —— + ~1dz + — + ——=]da.
gg 2 ¢ gz + 2 ANz ! z + 27 z =3 z+27]

Az elsd integrdlban az integrandus 2. tagja, a masodikban az
integrandus 1. tagja reguldris a jelzett k&rdn és annak bel-
sejében, fgy ezek integrdlja 0. Mivel a z = a pontot pozitiv
irdnyban egyszer megkeriild tetszéleges zdrt gbrbe mentén in-
tegrédlva:

3

jg 1 dz = 2= 3j, ezért

2 - &
G
3z . . .
_j{————-—dz=21r3+2,26tj=6ﬂ:j.
&2 + jz + 2
II. mdéd:

A Cauchy-integrdltétel és a Cauchy 1ntegralformula
felhasznaldsdval:

‘ 3z 3z
j{ f(Z_ii;_dz+ 2 - J gz -
7z, . . + z - 3 z + 2]
jz + 2 K K
1 2
r 3z [ 3z
= 2% ] +2it'j[ _.] = 6.
[z + 23 5 z ] z=-2
5. & £
Ao
R
B -y
c) O
Ugyanis:
5{ - dz__
2, 9 : (z + 33)(z - 33

és {gy a Cauchy—integréiforumlét alkalmazva:



kY

aj esetben:

1

(j;[zzdf - - g[; +_3%'j dz = 2'rj-[;.%_§ﬂz='3j . _"‘3_
b) esetben:
ot fFT e[l L, -5

'¢) esetben a Cauchy-integrdltételt és integrdlformuldt
alkalmazva .

dz _ dz - dz _x _x _
j{—:‘r‘“- f§_2_+ f{T‘—‘ 5~ 3 =0
Z 2 9
K,I :

+ z~ + 9
Ko

&, és K_: |z + 33]|= g, egymdsba unem nydld

ahol K, : Jz - 35} ] 5t

kSrdk.

[57.

1

(-2% 3, ha csak a z, popt van G belsejében
vagy csak a z, pont van G "
. ®3. ha '
" 1 t
I = ﬁ - dz =4 vagy csak a z,
2 e (1} n "
G z(z"=1) vagy a z, és z,
-®3j, ha {
L n n
| vagy a z, és Z4
2x3, ha a z, és a Zq " " "
vagy az Osszes szinguldris pont
\0 , ha G-ben van
vagy nincs szinguldris pont
_ G belsejében
Ugyanis:

Az integrdlandé fiiggvény szinguldris pontijai:

z, = 0, 22 =1, z, = -1.
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Ha a szinguldris pontok k&ziil G belsejében

1) csak a zq = Olpont van, akkor
. 1 _ .
I =2mj[ > ] = - 2%
z -1 220
2) csak a'z2 = 1, vagy csak a Z4 = -1 pont van, akkor
_ P01 1 _ .
To2wsae,, TF
z=1
3) z, =04és z, =1, vagy z, = 0 és z, = -1 pont van,
1 2 1 3
akkor
I=2m7 {—1+32-]=-nvj
4) z, = 1 és z3 = -1 poﬁ# van, -akkor
I = 2%7;

5) ha mindhdrom szinguldris pont G belsejében van, vagy
egyetlen szinguldris pont sincs G belsejében, akkor

I=0.
58.

x3 x

32 ¢ 3

21 &3 o

[b] =5 4 Tg

Ugyanis pl. az a) és b)-beli integrandusok az integri-
ciés gbrbe 4ltal hatdrolt tartomdnynak csak a z = %; pontijé-

ban nem reguldrisak. fgy az a) integrdlt a Cauchy-integril-
formula alapjdn szdmolva:

. 6 . .
SN 2 4z = 2 Eiy| {sin6z] =23 . %3 .
z - X L . 6 32

e 3 z=% 2
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A b) integrdlt a differencidlhdnyadosra vonatkozd
Cauchy-integrdlformula alapjdn szdmolva

6 .2
é{_______sm Z__ gz = 253 [—dz (sin® z)] =

(z - £9° dz =3
: 6
=% [3OSin4z cos®z - 6sin® z] . = _2__1_801’_1
7=
59. a) 1 ;
e
b) - 7 i
cy 1 - g’.r
60. a) 2%
p) £d
4
c) ——*1_21?.

2 xo
d) j Tsec” (=)
e) 0

61. a) 2Tj

b) ©7
c) 2%

c0321

-2

dy 8 %3 9-3—

62. a) 251‘!je2
b} -2 ¥sin 3

c}) O

d) 0
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63.

64.

65,

el

.f).

a)

' b)

c)

a)
e)
f)

gl
h)

a)

b)

c)

d)

e)

f)

a)

b)

c)




66. [a) f(t)

- 2w

sin t

b) £(t) —;— {sin t - t cos t)

Ugyanis: az a) esetben:

2%3 2, 4 2%3 J (z - 3)(z + 37 °°
G G

és igy

zt - |zt

1 zt e e
.21::"_?{3 dz = ! [?{:t_dz+}§z:_—dz]
IS 2% e 2% 3 ] z * ]

G K,l K2

ahol K,: |z = il= g, és K2 |z + j|= &, diszjunkt k&rok.
Tehdt:

- zt - 'zt “zt 7
-1 j{ e dz = 1 e N e .
2% 2 213 z + 3 : z - j R
z" + 1 . .
G z=—7

= 7%3 =373 sin t
és hasonldé médon szamithatd ki a b} integrdl is.
67. |la|<5

. Alkalmazzuk a Cauchy-integrdltételt a 222 - 7 - 2
fliggvényre és a |z|= 3 korrel Ezzel: :

a) esetben: |z |< 3-ra

- 2 _ _ .
f(zo) = (2z0 Z, 2)21w3)

azaz
£(2) = 877

addédik;
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b) esetben - ]zol>-3—ra -3
f(zo) =0

hiszén az integrdlandé fliggvény reguldris a |[z]|= 3 k&rdn és
annak belsejében.

z
E{].'A feltétel értelmében J[ £(rraf ‘nem fiigg az

Z
o]

integrdcidés Uttsl, ha Z és z a T tartomdny belsd pontjai.
fgy rogzitett z, esetén:

Z

fftl’)dl = Fl(z),

.2

o
ahol F(z) egy T-ben értelmezett fliggvény, amely az integrdl-
fliiggvényre vonatkozé tétel értelmében (4. komplex fliggvénytan
jegyzet V. fejezet 1.6.1 tétele, ahol a bizonyfitds sordn csak
f folytonossdgdt haszndljuk fel) T minden pontjdban differen-
cidlhatd (azaz reguldris T-ben) amibdl kdvetkezik, hogy £,
mint egy reguldris F fliggvény differencidlhdnvadosa, ugyan-
csak reguldris,

Eﬁ. Jdrjuk be a G gdrbét zo—bél ki-

G indulva pozitiv irdnyban a gdrbének egy
Zq zo-hoz kdzeli zZ, pontjdig (azaz a nem

z1 teljesen zdrt G’ gbrbén) majd tartsunk
z1—gye1 a zo—hoz a G gdorbén (1. 66. &b~

ra).
Mivel zo-tél z1—ig In z -nek egy regu-

l4ris A4gdt tekintjik:

lim {(in =
Z,— 2
1 o

- 1n ZO) = 2%T]

66. dbra 1

Masrészt az f(z).ln z filggvény reguldris a G’ gdrbét belil-
r81 hatdrold keskeny sdvban, ezért itt érvényes rd a Newton-
Leibniz tétel. Igy:
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$e7(z).1n z az = jﬁ[f(z)', n z] dz - fféz’ az =
G G

!

= lim Jf [£(z}.1n z] dz - 2%j £(0) =
AR A ’ :
1 o G° -

= lim {f(z ).1ln z
Z —> 2

1

1" f(zo).ln zO] - 23 £(0) =
= 2n3[f(z ) - £(0)],

ahol az &dtalakitdsok sordn felhaszndltuk a Cauchy-integrdl-
tételt f(z)-re, G-re és a z, = 0 pontra.

Ej' Nem,

Ugyanis:

= 1 az
£{z) "zjrj ]% ;(;—z)
|z] =1

Tehdt £(0) = 0 és a O0< |z|< 1 "gyliriben":
_ 1 1 1 _ 1 _
£z} =3 2wjf§( T-z ;)dz =0,

amibdl kbvetkezik} hogy a |zl= 1 k&érdn az f fiiggvény hatdr-
értéke 0, mig a ¢ fliggvény értéke ott mindeniitt 1.

72l Mivel z 1 nincs a G gdrbén, ezért vagy az dltala

hatdrolt tartoménvon belilil, vagy azon kiviil van.
Ha z, belsé pont, akkor a Cauchy-integrdltétel értelmé-

ben mlndket integral értéke 2T j.f' (=2 ), Ggy hogy a két in-
tegrdl megegyezik.

Ha z, kiilsd pont, akkor mind az ___fiEl_j , mind pedig
. (z ~ z)
] o
az gféél fiiggvény requldris a teljes G &ltal hatdrolt tarto-
o}

mdnyon. Igy a G gbrbén vett integrdljaik 0-dk, tehdt egyen-—
1léek.
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'.' Ai f(z) figgvény regularitdsdbdl nyilvanvaldan

k&vetkezik az n-edik hatvény - [£(2) o regularitdsa a G
gbérbén és ennek belscjében. Az allitds a Cauchy-integrdlfor-

mula a G gdrbére &s az [f(z)]n fiiggvényre.

. Felhasznél_:iuk a differencidlhdnvadosra vonatkozé
Cauchy~integralformuldt:

" _ 2t f(z)
£ (Zo)-th’-j 5{(2_2)3dz,
: G o

ahol
£(z) = z° + 2z ; £ (z) = 6z.

Ha'zO belsé pont, akkor a Cauchy-integrdltétel értelmé-
ben:

9z ) = ﬁﬁde - ©3.62_.
a (z - zo}

Ha z kiils§é pont akkor az integrdlandé fiiggvény a G gdr-

bén és az dltala hatdrolt tartomdnyon reguldris, dgy hogy a
Cauchy-integrdl tétel értelmében az inteqrdl értéke 0. Igy -

W(zo) = 0.
Eﬂ. a) A Cauchy-integrdlformula alapjén:

ekz

S-az =275 [¢F] o= 27]
G

b) Feihasznélva, hogy

z = elf
j ¥

N
i}

ezzel:
T Ey

kz kej(F , . .
9-Z—-dz = fj E__]@_ ej‘? d‘P = 3 ]ek(COSLP+J Sln‘]o)d.f)
G S -
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&
[k cos g ; . k cosqg _, .
e cos (k sing} + j e sin(k sin ¢)]d¢.

_jt'
& T

- - / k cos sin(k 51n?}dﬂf+ 3 / k Coscfcos(k singl)dy
- 4

=271]

Mivel mindkét integril valés értéket ad és két- komplex szdm
akkor ¢s csak akkor egyenld, ha mind a valds, mlnd a képze-
tes részilk megegyezik, ezért:

"

fek COS Psin (k sin¢ldg = 0
-

/ k COS ¢ o5 (k sin ¢)dy = 2Gt'
\

-
az 4llitdsnak megfelelden.

. Legyen z tetszdéleges komplex szdm. Ekkor az £
fiiggvény (n. + 1) <edik derivdltjdra - a Z pontban, egy R

sugard kordn ~ alkalmazva a Cauchy-egyenlétlenséget:

. - n
Mn + 1)) _ (R +jz )7 (n+ N

zo) [ = Rn+1 - R‘n+1

(n+1)(

| £

Ha R a végtelenhez tart, a jobboldal 0-hoz tart, dgy hogy a
requldris f fiiggvény (n + 1)-edik derivdltja mindeniitt 0,
azaz f legfeljebb n-edfokd polinom.

4.§ CAUCHI-INTEGRALFORMULA NEHANY
KOVETKEZMENYE

4.1 CAUCHY EGYENLOTLENSEGEK

Tiz]

78, Mivel £ reguldris |z[< R-ben és f(0) = 0, ezért
1215 P -ben hatvdnysora:

'..

o 2
£(z) = a1z + gzz + .
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1lakd. fgy

£(z) _
——;———»a,l + 3.22 + ...

. reguldris és a hatédron

|f;z)'| _ _ifI(QZ)E 5% -

chdt a maximum-elv alapjdn minden |z|< R-re
EX |< M
Z - R '

- 19¥

M|z |
R

[.f(z)[s

Eﬁ. A Cauchy-integrdlformula értelmében

. 2x
. . .
£ @) = B a4 red?) &I ay
2TR
0
%
Ha az e egységnyi abszoldtértékil komplex szdmot dgy vé-

1% .
lasztjuk, hogy e . f(n}(a) valds legyen, akkor

2w
. 3% - -jne
M-nl o ni /'e f{a + re3tF e dg
n n
R 2% R
. 0
aZaz
2% ,
. 3 (@ _-np)
1 i o =
- ff(a+Re ) e ag= M
0

Az integrdl értéke valds, tehdt egyenld valds részének in-
tegrdljdval. Azonban

J(P j(§o -n(p)_f
)

|Re f(a + re e L €M,

iay a kordn
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- %o
(z - a)
R
tehdt
3% _
Im £(z) = 0; & L fle) oy,
z — a
=
azaz _
-3 @o : - n
f(z) = M e LA
R
-1%,
ami e = ¢ jeldléssel éppen az dllitdsbeli filiggvény

a kdrdn. Mivel f£(z) reguldris és a kbrvonalon megegyezik

n .
ESLE—HJEL— -nel, ezért mindeniitt megegyeznek.
R .

@g. A Cauchy egyenldétlenségek szerint

M(R)

(n) )
£ (0) < n!
R0

!

ahol M(R) az f filiggvény abszolit értékének maximuma az R
sugard k&rén. Minthogy ’

1

[f(z)]| = T =121’

ezért az R sugard kordn:

’
|[E£(z}] < T-R '
tehdt

1

(n)
£ (0yl<n! ———
I ! PR
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Ez a becslés miden R<1-re érvényes. A legjobb becslést ak-

kor kapjuk ha R" (t - R} maximdlis. A fliggvény derivdlasdval
meghatdrozva a mlnlmumhelyet, arra

n
n + 1

R =

adddik, igy a legjobb becslés:

£ s s o+ HP,
Eﬂ} A Cauchy-féle egyenlétlenségek felhaszndldsdval
(ugyanis: |zj< ¢ esetén z kdré frhatd a |z|=<R k&rdn belil

haladdé (R - g) sugard k8r, amelynek minden pontjéra [£E[=M):

(z)] < M- nt

(R -¢)"

|f(n)

4,2 LIONVILLE-TETEL

Eﬂ..a) Nem.,

Ha T a teljes komplex szdmsik, akkor bdrmely,
legaldbb elséfokd polinom - pl. £(z) = z - nyilvdn reguld-

ris, de nem korldtos T-n.
Ha T korldtos — pl. a Izl <1 kdrbelsé — akkor példdul

az f(z) = 7 E-z fliggvény e tartomdnyon reguldris, de nem kor-
latos.,

{Csak korldtos és zart T-re kovetkezne £ regulari-
t4sd4b81l f korlétossdga a Bolzano tételbdl.)
b) Nem.

Az a) vélasz szerint pl. £(z) =z ellenpélda erre
az 4llitdsra, hiszen ez, az egész sikon reguldris, de nem
konstans filiggvény.

Bﬂ. A Cauchy-integrdlformula értelmében

£(b) - £la) = 2;3‘ 2 a4z - 211Pj }{szzz)a dz =
G G
b -a £(z)
=73 Z = D) (z - a) 92

G
Mivel G : |z - a|= R, ezért

R
|z-b|=|z-a+a-blzlz - a|]-la-b|= R -la-b|z5 ,
. R
ha R-et olyan nagynak vdlasztjuk, hogy |a - b|<§'legyen.
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A Liouville-tétel feltétele, hogy |f(z)|<M és felhasznal-
va, hogy ha f integrdlhaté egy S ivhosszisdgli L gdrbén és ott
|£{<mM, akkor

lff(z) dz |< M-S
L

tgy

L=G: |z-a]=R
esetén
- . lb - al| f(z) ,
£lb) - £la) = =53 |f (z = a)(z - b) dz | =
<lb-al-M.27R _2[b = aiM
2% (3) R R

Ebb&l kdvetkezik:ha R-—= o=, akkor
F(b) - £(a) = 0,

illetve
£(b) = £(a).

"Mivel a és b tetszdleges pontok, ezért szilkségképpen
f(z) = konstans.

. Legyen z,a z sik egy tetszdleges pontja. Ekkor
a Cauchy-egyenl&tlenség értelmében:

n
M(R +|zol)

#1
e )|« ——2— (11,
R
mert minden |z - zoi<:R esetén
|£(z)] = M(R + |z )7
Ha R— o=, akkor g (n+1) (z,) = 0. Tehdt minden z-re:

g1 2y = o,

amib&l a Newton-Leibniz formula értelmében:
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Z
£ (5) - f‘n’(zol-e[ £™V(z) az = o,
’ Z
o]
azZzaz:
£ (5) - Rz )
J-
Ez azt jelenti, hogy:
£z = ¢,

amib&l az &4llitds kdvetkezik.

Eﬂ. Az 411litdssal ellentétben tegylik fel, hogy f reguld-
ris a

0<=x<a; Tty <b

téglalapon. Beldtjuk, hogy akkor f reguldris az egész komplex
szamsikon, ami ellentmond a Liouville tételnek.

Vegyiik a komplex sik téglalaprédcsos felosztdsdt. A tég-
lalaprdcs téglalapjainak belsé pontjaiban £ differencidlhaté-
sdga nyilvdnvalé. f differencidlhatd a téglalapok hatdrvona-
lainak belsd pontjaiban is. Ugyanis bdrmely téglalap hatdrvo-
naldnak egy bels§ pontjdt tekintve a két kbzrefogd téglalap-
ra vonatkozé differencidlhdnyadosok egyenléek, mert a kdzds
hatdrvonalon képezhet8k. Ugyanez a helyzet a téglalpok cst-
csaiban is. Itt mind a négy differencidlhénydos megegyezik,
hiszen a szomszédos téglalpok k&zds hatdrvonaldn képezve a
differencidlhdnydosok megegyeznek. (Az, hogy f minden zart
téglalapon reguldris, k&vetkezik a kétszeres peridédicitdsbdl.)
gy £ az egész sikon reguldris és korldtos, hiszen a perio-
dicitds és folytonossdg miatt £ felveszi maximumdt bérmely
z4drt téglalapon. (Bolzano-tétel) De akkor a Liouville-tétel
értelmében f konstans lenne és ez ellentmond a feltételnek.

4.3 MAXIMUM-, MINIMUM-TETEL

Eﬂ. A fiiggvény reguldris a [zl=1 kértartomdnyon, ezért
abszolatértéke a maximumdt a |z| = 1 kdrdn veszi fel.
A jz|= 1 kOrdn :

: 2
|f(zH2 |coszq - sin2(?+ 2j cos ¢sin y=- 2cos ¢ - 2] sin q+3l =

]

= {cos 2 g- 2cos g+ 3)2 + (sin 2y~ 2 sin qu =

14 - 16cos g+ 6cos 2 9= F( )
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Ennek a fliggvénynek ott van maximuma, zhol

drF P’ 2
— =0 és d°rF
dcp — < 0.
dy
dF - 16 sin¢- 12 sin 2 ¢ =0
de ¢ -
= 2 sin ¢~ 3 sin @cos ¢=
= sin (2 - 3cos ¢) =0,
ha

. 2
sing= 0, vagy cos = 7,

ami akkor 411 fenn, ha ¢=ka; 0 < ¢ = 2% vagy ha
¥ = arccos % Kozitiliik maximdlis a fliggvényérték, ha ¢= % ,

azaz az egységkdr z = -1 pontijdban.
B7. a) 22 -3z + 2= (z - 1)(z - 2), tehdt
[£(z)Y] = |z = 1]z - 2|. Mdsrészt a szorzat mindkét tényezdje
maximdlis a ‘|z]=<1 k&rdn z = -1-re, hiszen a |z|= 1 k&r a
z = -1 pontban belilrél érinti a |z - 1] = 2 és |z - 2|= 3

kdrt egyardnt (1. 67. dbra). A keresett maximum tehdt 6.

67. dbra
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b) lz!£ 1 esetén 1221< 1 is teljesiil. Ugyanis:

z4 - 222 + 1 = |22 - ﬂ 2 és — az a) résznél kdvetett gondo-
latmenet szerint — a lzzl= 1 kOrdn a |z2 - 1t akkor maximé-
lis, ha 22 = -1, azaz ha =z = + j. A keresett maximdlis ér-

ték 4.
c) Az EBEuler-formula értelmében:

1 3jz 1
cos 3z = 5.(3 + e3jz)

Ha z befutja a |z|= 1 kdrt, akkor 3jz a lz|= 3 kort futja be.
Ebb81l kdvetkezik, hogy elég megkeresni az

|* + 7|

e

- maximumdt a |z|=3 tartomdnyon. Mivel z = x + jy esetén

e? = ex(cos y + j sin y) abszoldtértéke ex, ezért rogzitett

x mellett akkor a legnagyobb, ha y = 0. Ugyanis

Z

SAERE

e e ¥

e

le Zl

Mivel -3 =x =<3, ezért X + J§ az x = +3 esetén a legnagyobb,
e
Tehdt [z|<1 kBrlemezen cos 3z maximuma:

d) z = % -nél a nevezd 0, Igy a tbrt abszolitértéke

z ~+% esetén a e -hez tart. Tehdt az adott fliggvény abszoldt

értékének nincs maximuma }z|<1-ben.

188. Igaz.

Legyen T tetszdleges t&bbszdrdsen Osszefiiggd tartomdny
és f reguldris T-n. Beldtjuk, hogy f nem veheti fel maxi-
mumdt T belsé pontjdban, hacsak f nem konstans.

A Gauss-féle kbzépértéktétel szerint valamely a€ T
belsd pontra:

f{a) = -2-—1; ff(a + red? ydy
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ahol R > 0 olyan, hogy az "a" koriili R sugard kdr még T-hez
tartozik. Legyen @ olyan, egységnyi abszolitértékld komplex
szam, amellyel ©-f(a) valés. igy

8-f(a) = ?f;— fe-f(a + redf yay

miatt a jobboldali integrélivalés, amib8l kovetkezik, hogy a
jobboldali integrdl értéke megegyezik a ’

8.f(a + Re? )
fiiggvény valds részének integrdljdval. Mivel
|8-f (a + ReI? )| <0 (a)

ez csak Ugy lehet, ha minden ¢-re:

B.f {a + RedI?) =0 (a)

igy f{z) konstans a kdrvonalon; torldéddé pontsorozaton konstans
1évén, konstans az egész T tartomdnyon.

91. Maximdlis az ]f(z)] a z = 2 pontban; minimdlis a
z = 0 pontban.

2
EE. a) Az [f]=|e QZXXHY fiiggvény folytonos a
lzj<2 zdrt halmazon, igy ott létezik maximuma, amelyet a

22—221=

maximum-tétel értelmében a |z|= 2 (azaz: x2 + y2 = 4) kordn
vesz fel. Itt
2 2 2

!f|= er—x +{4=-x") _ e—2x +2x+4 F(x)
Mivel

F'(x) = 0, ha x = %
és itt

F” (x)>0

ezért f-nek az x = %; y = + Mgé pontokban maximuma van.

b A glx, y) = —x2 + y2 + 2x folytonos filiggvénynek zirt
tartomdnyon van maximuma és ezt - mint ldttuk - a Jz|=2
tartomdny x = CLER Gl ﬂ%é hatdrpontjaiban veszi fel. Belsd

pontban is van maximuma, mert grad g = (2 - 2x}i + 2yj = 0,
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ha x = 1, y = 0 és ebben a pontban g =1, mig ~ a'folytonos-

sdg miatt - a hatdrkdr x = %, y =+ ;5 pontjainak kdrnyeze-
tében g tetszdlegesen megkdzeliti a - %? = -4,5 értéket.

Eﬂ. Legyen f(z} = z a [z[<1 kdrtartomdnyon. Ekkor

£{z) = 0 ha z = 0 és amennyiben z = rel ¥ a tartomdny tet-
szbleges pontja, akkor bdrmely pontban [f(z)}] = r. EbbSl
nyilvédnvald, hogy |£ ] minimdlis &rtéke nem lehet a lz]=1
hatdrkdrdn, hanem ott ahol r = 0, azaz a z = 0 pontban.

. A Gauss-féle kbzépértéktétel szerint, ha "a" belss
pontja T-nek és az "a" k&zéppontd R sugard kér T belsejében
van: ’ i

2%

fla) = 21n, f fla + Red? )ao
0

E képletben a baloldalt és a jobboldalt egyardnt valés és
képzetes részekre bontva azt kapjuk, hogy az integrandus
valds részének integrdlja 2= Re(f(a)).

Tételezzitkk fel, - az 41litdssal ellentétben - hogy

Re [f(a)] -ban Re [f(z)] maximdlis, akkor Re[f(a + Rel? }] -nek
is minden ¢ -re maximidlisnak kell lennie. fay Re[f{z)] a T-ben
nindentitt konstans, mert T bdrmely pontjdhoz Osszefiliggd kdr-
ldncokon eljuthatunk. Ekkor azonban 9% és du egyarant 0,

ox dy %

Azaz a Cauchy-Riemann differencidlegyenletek szerint J%%

és %;% is 0, tehdt v is konstans T-ben. Ekkor tehdt £f({z)
konstans T-ben, ami ellentmond az f(z) # C feltevésnek.

Eﬂ. Az adott tartomdnyon az u(x, y) = e* cos y harmo-
nikus fliggvény maximumidt az

Xx =1, ¥y =0 (azaz: z 1)

pontban, minimumit pedig az
X =1, y = % (azaz: z = 1 + j)

pontban veszi fel, _

Ugyanis az adott T-ben e* az x = T-ben maximdlis, cos y
pedig az y = O-ban maximdlis ill. Yy =% -ben minimdlis.
Ezek a pontok valdéban a tartomdny hatdrdn vannak, amint a
tétel 41litja (1. 68. &bra).
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m Min.

AN

~
el

Max.

NN

68. &bra

Eﬁ. Tegyik fel, hogy f-nek nincs zérus helye T-ben.

Ekkor T minden pontjdban |f(z)|< c és §T%T regularitdsa

1
Er
tdrdn (Maximum-elv). Ez azonban lehetetlen, hiszen [f(z)|<c
és {f(z)|>c k&ziil csak az egyik 411 fenn.

miatt 7?%Eﬂ(< feltéve, hogy |f(z)l= c a T tartomidny ha-
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VI. fejezet
KOMPLEX FUGGVENYSOROK

1.§ ALTALANOS FUGGVENYSOROK

1.1 FUGGVENYSOR KONVERGENCIATARTOMANYA, KOZONSEGES-,
ABSZOLUT- ES EGYENLETES KONVERGENCIAJA

1. a}) Minden z-re divergens.
Ugvanis: bdrmely z esetén {(n — o miatt) valamely n in-
dexli tagtdl kezdve n>|z|, igy

1 1
In>n otz < n e

igy n>|ziesetén a Z: sor majordlja a divergens

oo n=1
2: QL harmonikus sort. Tehét a minorans krlterlum alapjén a
r.=1

sor nminden z-re divergens.

n+]m

b} Minden z-re konvergens.

Ugyanis: a E: i:%%ET sorra minden z-re teljesiil a
n=1

Cauchy-féle konvergencia feltétel, mert

1 1 1 o]

Im +1zl  n +1zl+ k|- (nt 2D {n+]z|+ KJ 2

('D\

Z: 4%-<‘» és a tagok kiilén-kiilén is zérushoz tartanak.

igy a sor minden z-re konvergens
(Ez az &11itds mds dton is konnyen beldthatd: a-sor
Leibniz tipusid: alterndld tagiai cs8kkend abszolitértéklek

és 0-hoz tartanak. Igy a sor konvergens.)
c) Minden z-~re konvergens
Ugyanis: minden z-re
222
n=1 n"+|z| n=1
E: konvergens. Igy a majordns kritérium alapjdn a sor
n=1 n

konvergens.
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oz 2
d) Minden z-re konvergens, kivéve a z = -n";
n=1,2,3,... pontokat.

a) A sor n-edik részletbsszege:

sn(z) = z2(1—22) + 24(1-22)+...+ zzn(1-22) =
2 .
= 22—24 + z4-z ...t z2n - 22n+2 =
2 2n+2
=z - 2z

Mivel |z|<1 esetén 1lim 2" = 0, ezért
n—x o=

2n+2 2
z

lim sn(z) = lim ﬁzz— Yy = 27,

n— oo n-— o=

ami azt jelenti, hogy az adott filiggvénysor a |z|<1 k&rtarto-
manvon konvergens és ott Ssszegfliggvénye

S{z) = 1lim sn(z) = z2

n—co

b) A tagok abszolutértékeibdl alkotott sor n-edik
részletdsszege

n _
Y, f£,(2) = |22 (1-22) ) +j2t (1-2%) | +. ..+ |22 1-29) ],
k=1

ami egy g =|z[2 sorhdnyadosi és a, =|1-22Hzi2—tel kezdbds
véges geometriai sor. Iy

2n

2 -
Sn(z) :l‘] -z “z|2 .1__._|_2.|_§_.

1 -zl
és
2 2
lim = (Z) = _.I.l.___Z_JE_i_. ’
n 2
n—s o= 1 -|z|

ami azt jelenti, hogy az adott fiiggvénysor a |z|<1 kbrtarto-
md nyon abszolut konvergens.
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¢) Ha z = 1, akkor

0; s(n =[z%] . =4

i 2n+2
s (1) =iz ] =
n [ z=1 z=1

ugy, hogy a z = 1 helyen S5(z) # lim snfz) és 1igy ott S(z)
nem folytonos. .

[] a) A fliggvénysor a z = -1,-2,..., pontokban nem ér-
telmezett; egyetlen z-re sem abszoldt konvergens.
Ugyanis: n>|z| esetén

2 n>4z|+ nziz + nf,

tehdt

|z + n| 2n '/

ha n elég nagy. Mivel 2:5L divergens, ezért a z:——— sor
semmilyen z-re sem abszolit konvergens.

b) A fiiggvénysor a z = 1 pontban nem értelmezett; a
fz1<1 kérbelsében abszoliit konvergens.
Ugyanis:
(1) |z|<i. esetén ]znl—*°°, igy a sor tagjainak abszo-

litértéke 1-hez tart, tehdt a sor z]>1-re nem is konvergens.

(2} |z|= 1 esetén lz"l= 1 s |1-z"|<2

1
2

V4

n
E

1—zn

tehdt a sor jz|= 1=re nem konvergens.

{3) |z|]«1 esetén valamely n-t81 kezdve [zn|<.%
és igy

n

=y
1T - =

Tehdt |z[<1-re a tagok abszoldtértdkeibdl alkotott SOr majo-

rédlhatd egy kcnvergens geometriai sorral, igy a sor abszolit
konvergens.
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¢} A fiiggvénysor az Imz = 0, vagyis a valds tengely
pontjaiban abszoldt konvergens.
Ugyanis: az Euler formuldk érteimében

n I n
- (e J )
2]

jez
sin(n z) = (e’ )

Igy:

(1) ha ejZ # 1; azaz Im z # 0 akkor elég nagy n-re
|sin(n z)L>% nax Uejzl "JZ| )

Mivel a >1-re an>~n2 valamely n-t&81 kezdve, ezért Im z # 0
esetén a tagok abszolit értéke nem tart a O0-hoz, tehdt ilyen-
kor a sor nem konvergens.

(2} Ha |ejz| = 1, azaz Im 2z ='0, vagyis z wvalds,

akkor sin(n z) korldtos és a E:—%— majordns sor konvergens ﬁgyj
n |
hogy ebben az esetben az eredeti sor abszolidt konvergens.

d} A figgvénysor a z = 0, +1, +2, ... pontokban nem er
telmezett; minden mds pontban abszoldt konvergens.
Ugyanis: z tetszdleges értékére valamely n-tdl kezdve.

Iriz - zzl>—;-n2_—_->l—5-:-l.—-—2—‘ < -1—127

O
és 1gy a z:_ i% sor konvergencidja miatt a sor -

4
z =0, +1, *2, ... kivételével - minden z-re abszolit kon-

vergens.

e) A filiggvénysor a z = 1,2,3,... pontokban nem értel-
mezett; minden mds z-re abszollt konvergens.
Ugyanis: n>2|z|-t8l kezdve:
1 2 1
]n“ZI>§'n:| = <—H<-?]-
- z) n 2

tehdt - a z = 1,2,... kivételével - a sor majordlhaté egy kon-
vergens geometriai sorral, és igy a sor abszolit konvergens.
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2 1
(1+22)n—1

Il
s
4
N
|

4. a) s_(z)
n

b) S(z) =1+ 22 ; |1.+ 22 |>1

c} S{z) nem folytonos a z = 0 pontban
[E} a) Mivel n>|z|-re

1 1
a +]z] ~ Zn

=, > n+1

és E: —lvnem konvergens, ezért a.E: o) B sor sehol sem
—q 2n — n +}z

n=1 n=1

z

1
olit konvergens.

b) A sor minden z-re-egyenletesen konvergens.
Ugyanis: a sor Leibniz tipusd konvergens sor (ldsd 1/b.
feladat) Igy a sor n-edik részletdsszegdéhez tartozd maraddk-
sora:

Rzl = 2 L=,
n k=n+2 k

minden z-re, tehdt a Weierstrass-tétel értelmében a sor min-
den z-re egyenletesen konverggns.

6. Ha |z}«<1, akkor

n
|£, (2)] = 2]
nin+1

1
<
n3/2

=0

Mivel a 5; —;%— numexrikus sor konvergens, ezért a Weierstrass-
n=1t n3 2

féle elégséges feltétel értelmében az adott sor egyenletesen

konvergens (és a bizonyitdsbél kideriil, hogy a sor abszoluit

konvergens is) a |z|<1 tartomdnyon.

E] Az adott sor:
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Az elsd két tag elhagvdsa az egyenletes konvergencidt nem
befolydsolja, igy, ha n=3 és 1<]|z[<2, akkor

2

|n2 + zzlzinzl—lzzlz n2 - 4= DT

r

tehdt:

_'___I<‘_2_
2 21— 2
n + z n

Mivel z: J% konvergens sor, ezért a Weierstrass-tétel
n=1 n
értelmdében az adott sor egyenletesen(és abszolit) konvergens

az 1<|zl<2 tartomdnyon.
) Az 1=<|z[<2 tartomdnyon a fliggvénysor nem konvergens

és igy nem egyenletesen konvergens (u.is a z = + j és
z = + 2j pontokban nem konvergnes)
A c)_d) e) hasonlé médon 1ldthatd be.
Az fliggvénysor esetében az igazolds sordn haszndljuk
fel, hogy
n 2 n-2
e <& . (§
n! 2 3 '

tovdbbd, hogy §-<1.

7. a) Abszolit konvergens, ha |22 + 1]>1;

egyenletesen konvergens, ha [22 + 1|>R; R>1.
. b) abszoldt- és egyenletesen konvergens minden z-re.

c¢) abszoldt- és egyenletesen konvergens, ha

!_E_i_l_|<3 .

z - 1

r .
.é] Legyen z = X + jy, ahol x és y valds. Ekkor
-z _ -z lnn _ -xlnn -jvln n _ _-x
n = e ; = e - e -7 = n “Jcos{y 1ln n) -

- 3 sin(yln n)}

a) Rez = x< 1 esetén a sor divergens u.is beldthatd,
hogy 0< x <1 esetén a valds részek Gsszegére nem teljesiil a

konvergencia:Cauchf—féle feltétele, azaz-E: n * cos {v 1n n)
n=1
részletdsszegei bdrmely N kiiszdbindext8l kezdve is adott kor-
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14t £516tt lesznek; x< 0 esetén a valéds részek nem tartanak
0-hoz. fgy ezekben az esetekben a sor nem konvergens

b) Rez = X >1 esetén a sor abszolit konvergens.
Ebben az esetben ugyanis a sor tagjainak abszoldtértékei-

bdl 4116 Z n * valds sor: konvergens hiperharmonikus sor.
n=1

c) Az 1 + %SX<R; -R<v<«R; R=>1 tartomdnyon a sor

egyenletesen konvergens.
Ebben az esetben ugyanis y bér’melﬁr értékére a soxr ab-
-+ g)

szolit értékben majordlhatd a Z:n konvergens hiper-

harmonikus sorral és igy az eredeti sor a Weierstrass-tétel
értelmében egyenletesen konvergens.

d) Rez = x >1 esetén a sor nem egyenletesen konvergens.
Ugyanis ebben az esetben csak valds z értékekre tekint-
ve a sort, a konvergencia midr ezekre sem egyenletes. Hiszen

m

x-et 1-hez elég kdzel véve tetszdleges Z n " részletdsszeg
m n=k ’

Z n-1—hez barmilyen k&zelivé tehetd és igy nem teljesil a
n=k

Cauchy-féle egyenletes konvergencia feltétel (hiszen En_1
elég tdvoli részletdsszegei tetszlleges naggya tehetdk) !

|—9__:l Legyen
n . hinil
s (2) = ég% £,(z) és R (z) = k2;;1 £, (z) .
Ekkor

s{z) = sn(Z) + Rn{z) ’

és
S{z+h) = sn(z+h) + Rn(z+h),

dgy, hogy

S(z+h)- S(z) = s_(z+h) - s (z) + R (z+h) - R, (2), )

ahol z és (z + h)€T.
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Mivel sn(z) véges sok folytonos fliggvény Osszege, ezért
sn(z) folytonos. Igy tetsz8leges € > 0 megaddsa esetén kell

lenni clyan J-nak, hogy
£ xR
|sn(z+h) - sn(z?] < 5 ha | h[<é . )

Mivel - a feltétel értelmében - a sor egyenletesen kon-
vergens, N megvdlaszthatd tgy, hogy minden z € T esetén

; £ g £ HEX
an(z)|<-§— és !Rn{z+h)]<7?-, ha n> N. }
Ekkor *); **) &s xgx) figyelembevételével

[s(z+h) - s(z)|<|s (z+h) - S (2)[+|R (z+h) - R (z)]

minden z € T-re ha [h|< &, ami azt jelenti, hogy S(z) foly-
tonos T-ben.

—
10/, a) A maximum-elv értelmében n és m pozitiv egész
szdmokra

max

(T)]fn+1(z) +E L olz) Faut fn+m(z)|=
max

(c) [ Enep(2) + £ 0020+ £ ()]

igy ha_a sor a T tartomdny C hatdrdn egyenletesen konvergens,
akkor T~ben is az.

b) Példaul az

oo = 1N .
g
> £ iz = ), 5
n=1 o n=1 n2
sor a |z|<1 tartomdnyon (a [z|= 1 kdrdn is) egyenletesern
konvergens, hiszen itt
N
e ta)| = 5= 5
n n

és a E:J§ numerikus sor konvergens, ami a Weierstrass-tétel
n
értelmében az egyenletes konvergencia elégséges feltétele.
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De a

> o= n
Y £r(z) = )
n=1 = n=1

sor csak a ]zl<1 tartomdnyon konvergens (|z ! T - £ tarto-
midnyon egyenletesen konvergens), mert a |z|= hatérkér z =1
pontjdban divergens. '

Eﬂ. Az B(z) Osszegfliggvény felirhatd

S(z) = sn(z) + Rn(z)

alakkban (1. 9. feladat), ahol sn(z), Rn(z), S(z) folytonosak
T-ben és ezért ott integrdlhatdék. Igy

_fs(z) dz = f; (z} dz + jﬁ {z), dz =
c c® c "

= jf1(z)dz + /%2(2)'dz ..t /th(z)dz + j%n(z)dz
C c C cC

A feltétel értelmében a sor egyenletesen konvergené T-
ben, dgy, hogy tetsz8leges & > (0 megaddsa esetén taldlhatd
z € T-t81 fliggetleniil - olvan N egész szdm, hogy ]Rn(z)p<6

ha n>N, A C gbrbe hosszdt L-lel jeldlve
|fR (z) dz | < &-L,
¢ n

Igy tetszdleges kis £ > 0 megaddsa esetén

]CfS(Z) dz —Cfsn(z) dz { < g,

ha n elég nagy, amivel az éllitést igazoltuk.

ﬂz. :Legyen [z]<q-<1, ahol q r0921tett pozitiv szdm.
Mivel T(z) reguldris az egységkdr belsejében és £{0) = 0,
ezért Mac Laurin sordbdl z kiemelhetd, és 1igy f{z} = z.al(z},
ahol g reguldris. Legyen g{0) = g, ekkor

£f(z) + f(z2) +... = z glz) + 22 g(zz) e

és |z|<1 miatt z' 0, g(zn)-a g, igy valamely N indextél
kezdve izn g(zn)E<2!q”Z}-<2[g}0 , tehdt az eredeti sor egy

konvergens numerikus sorral ‘megjordlhaté. fgy I:f(z ) egyen-
letesen konvergens |z|<g -ra, tehdt a hatdrfiiggvény is foly-
tonos ugyanitt, azaz |z|<1-ben is.
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2.§ HATVANYSOROK

2.1 BATVANYSOR KONVERGENCIA—SUGARA, KOZUNSEGES~, ABSZOLUT-
ES EGYENLETES KONVERGENCIAJA

14. A konvergenciasugdr meghatdrozdsdra az R = 11m| If
n—e='3ns1!

d’Alambert-féle képletet alkalmazzuk! (Ennek alkalmazhatésé— :
gi feltétele, a limes létezése, a felsorolt feladatokndl fenn-

411) .
[a)] tzi<s
' Ugyanis: a = n és igy
_oas 1 _
R = 1lim |n+1 =1
n—c=
ipj z =0
Ugyanis: a, = n! és 1igy
_ n! o 1 1 _
R _nl_f'll-(uﬂ)! _nl_J:llnM =0
Eﬂ |z]<1
Ugyanis: - a_ = - és 1gy
gy : n T
R = lim ] 1=
I —> oo
d) az egész z sik’
e) az egész z sik
ﬁﬂ lz|>1
= n-1
Ugyanis: a Z =T (%) Laurent sor a
n=1
|n + 1
1 . n+ 2 _
]-Z-|<ll i-——-—-——'n roc s B 1_
n+ 3

esetén, azaz |z|>1-re konvergens.
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Ugyanis: a, = % és igy
1 .
R = lim|—2—| = lim 9——-;—1’=1
n— oo T1 n—» o=
) |z - 23|<2
. _ 1 . s
Ugyanis: a, T 3 h és 1gy
n°.2
2 n+1
R = lim RtV 2 -
2 n
n— o= n~ - 2
E] az egész z sik
Ugyanis: a, = o ;11 és igy
ey T n+ 1’ _ o
R _n_jEL + 2 nl m—nxz
{n+1)| — o
I |z + 2] 4 y
. 1 ,
Ugyanis: a = ———— és igy
n (n+1)3 4"
3 n+1
R = 1im B2 4y,

h.;;co'(n“"])?, - 4

amib&1 kdvetkezik, hogy a sor a |z + 2}<4 kdrbelsében kon-
vergens. A sor a |z + 2|= 4 kérvonalon is konvergens. Ennek
elddntésére alkalmazhatd a majordns kritérium:

’ Y, h=1
Mivel fn = (z + §) = = 1 3<:J§
. {n+1)~ 4 4(n+1) n

ezért a E:—%-sor konvergencidjabdl kdvetkezik az eredeti sor
n
abszoldit konvergencidja.
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k) Az egész z sik
1 |z + 3=t

Ugyanis: a, = 1 és igy a Cauchy-féle gyékkritériumot alkal-

mazva: :
Re 1.
Lo Limaagg
b » =1
L 1
Ugyanis: a =-3 és igy
n
R = 1linm |{2*.T) 1.
n—soce n
c) r =3,
d) R = oo,
e) R =10,
Ugyanis: a, = T—%_ﬁﬁ és igy a d’Alambert-féle hdnyados
kritériumot alkalmazva: ' '
1 1
o, a . | == (1+ =)
R = lim [—B-| = 1im 1TirliE%ll = lim |2 N
n—o [ n+1 n-—soo ] n—»oel _:-l— + 1
in

, n
Ugyanis: a = {3 + (-1)n] és igy a Cauchy-féle gydkkrité-
riumot alkalmazva: .

et — -
lim \/ianl
| j{in), _=3(jn) -
. - . _ € + e 21 n 1.
Ugyanis: _an cCos Jn 5 =5 (e +;ﬁ}’
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igy a hdnyados-kritériumot alkalmazva:

a
n

R = 1im‘

n- o

n+1
R = 1; ha |a|]<1 és R=——1—,ha |a]=>1

Ugyanis: ha J|a|=<1, akkor

n+ a’
R = 1im TS 1
n—e=in + 1 + a
Ha |a|>1, akkor elég nagy n-tél
|an|>n
és fgy
lim %/n + &%l lim %/2[a|n = lim %/2'}al=[a|
Ha: |a™ 1> 2n
lal® . .
akkor |n + a |z-5 és igy
n
- n — N lal _
lim \ﬁn + an]z lim 5 =laf,
igy a gytkkritérium értelmében
R = n1 = ;
lim |a i jal
VI%n
Eﬂ. Mind a hdrom sor konvergencia-kdre a |z|= i kdr.
a) z = =1 pont kivételével a [z§= 1 k6rdn mindeniitt
konvergens.

Ugyanis: a |z|= 1 k&rdn o

monoton fogyva 0-hoz tart

és ha z # -1, akkor a Z,(—z)n sor szeletei korldtosak. Tehdt
- a Dirichlet tétel szerint - ilyenkor a sor konvergens.

(1. I. fejezet 47. pl}.
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1
Ha z = -1, akkor a kapott gz% TIinn

ami pl. az integrdlkritérium alkalmazdsdval is elddnthetd

sor divergens,

(ugvanis primitiv fliggvénye 1ln (ln x)}, ami <= -hez tart,

} X 1ln x
ha x—eo=).

b) a z = + j pontok kivételével a [zl= 1 koxrdn min-
deniitt konvergens.
n

(-z%)

2 0 -yn
|z} = 1 kdrdn konvergens, ha —22 # 1, {ldsd az a)-beli indok-
14st!} 1w
LT s
2 g )2
Ha z= = -1, azaz, ha z = e és z = e , akkor a sor
divergens, mert minordlja a divergens harmonikus sor.

u[\/_]s

Ugyvanis: a sort - alakba frva, a sor a

c) Az = + j pontok kivételével alz|= 1 kdrdn kon-
vergens.

o n
(-z%)

T alakba {rva a - 22 #F 1

Ugyanis: a sort z - E:
n=1

esetben a b) feladatra alkalmazott gondolatmenetet kovetve:
a z2 = -1 esetekre ' a 2335 divergens minorild sort alkalmazva

adédik- az 4111it4s.

. a) A z = -1 pont kivételével a |z|= 1 konvergencia-
k&r hatdrpontjaiban konvergens, de nem abszolit konvergens.
Ugyanis: a konvergencia sugdr

R = 1lim l 1' =1,

n-—» e

Ha |z|= 1 és z # -1, akkor a sor a Dirichlet-tétel ér-
1 1
n+ 1m0

telmében konvergens ('Z:(—z)J korlétos és

Ha |z]= -1, akkor a sor divergens, mert z = -1-re a E:l
harmonikus sor adédik, amely divergens. n
A |[z|]= 1 k&rén a sor sehol sem abszolit konvergens,
mert mindeniitt a harmonikus sor adédik.
2k L o-

7 k) Az =e P ;Ak=0,1,2;...(p-1) pontok kivételével
a Jz|l= 1 hatdrksér minden pontjdban konvergens, de nem abszo-
1dt konvergens.
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Ugyanis: a konvergencia-sugdr R = 1. Ha Iz|= 1 és

zp-#1, akkor a sor a Dirichlet~-tétel értelmében konvergens,
de nem abszolit konvergens.

a 2P = 1 pontokban (azaz: a p-edik egységgytkSk pont-
jaiban) a sor nem konvergens.
+ ) .
c) Az = 1:%—13 és a z = -1 pontok kivételdvel a

|z}= 1 hatdrkdr minden pontjdban konvergens, de nem abszoldt
konvergens. ’ _
Ugyanis: a konvergencia sugdr R = 1.

Ha [z]|= 1 és 23 #-~1, akkor a sor a Dirichlet-tétel értel-

mében konvergens z: (—23)n szeletei korldtosak:
n=1

1 1
In{n+1) < In n

=0) .

3 +.
Ha z3 = -1, azaz 2z = 1/—1 (vagyis z = 1:%—K§ és z = -1},
akkor a sor divergens.
A |z|= 1 kdrdén a sor sehol nem abszolut konvergens, mert

3 1 ; :
z; in 0 divergens.
n=2
d) A |z|= 1 hatdrkdr minden pontjdban abszoliit konver-
gens.
Ugyanis: a konvergencia sugdr R = 1 {ami a Cauchy-féle
gydkkritériummal szdmithatd)

A |z|= 1 kirdn a sor abszolit konvergens, mert minden
pontijdban a E: -JE konvergens hiperharmonikus sor adddik.
n=1 n
. a) R=min (R1’, Rz)
Ugyanis:

(1) Ha R

1 # R, akkor a E: [(an + bn)zn]sor konvergencia
n=1 .

sugara R = min{R,, R,). Hiszen |z|<R esetén a E:[(an + bn)znj

sor - mint két konvergens hatvdnysor Osszege - konvergens,
mig min (R1, R2)<izp<max (Rq,Rz)—re mdr nem konvergens (mert

ilyen z értékekre az cgyik hatvdnysor konvergens, és a médsik
nem) .
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(2) Ha R, = R,, akkor a.E:[(an + bn)znj sor konvergencia
sugara R;2R1 = R, az el6z8 okoskodds szerint. Hiszen bdrmely
R>R1 = Rz-hbz van ilyen konvergenciasugard hatvdnysor és

ebb81 kivonva vagy hozzdadva az R1 sugarat a kiildnbséyg, vagy
sszeg, konvergencia sugara R1 lesz az (1) szerint.
Az R = R, = R, is lehetséges, példdul akkor, ha minden n-re

a = b_.
n n

(1) és (2) bsszevetésébdl adddik, hogy Rxzmin (R1,R2)

b} R= R,I -R2

Ugyanis a Cauchy-gydkkritérium felhaszndldsdval a

Z: [an-bn-zn] hatvanysor konvergenciasugara:
n=1,

1 -
— =" R " R

1 1
tim Wfa, Bol  limgfjy lim M4l

Hogy bdrmely Rz R;-R, konvergenciasugdr felléphet K az a kdvet-

kez&képpen lathatd be:

legyen az (an) sorozat minden pdratlan indexd eleme ;% :

R

a (bn) sorozat minden pdros indexli eleme ;% ; a tébbi elem1
R
R, n 2

mindkét sorozatban (ig) , Ekkor Rz-R,I'R2 miatt

n Yl g m Y g0 I faghy

E =

| -

1

It
(]

Kénnyen ellenérizhetd ez a gondolatmenet az Ri' R2,.R
vagy - esetekre is.

c) R=

'JUl'PU
N =

ami az a) és b)-hez hasonldé okoskoddssal lathatd be.

19, a} Ugyvanaz a konvergencia-sugara mint a Z:(an zn)—

nek. (Ugyanis: anp__+1).
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b} Ugyanaz .a konvergencia—sugara‘mint a E:(an zn)—nek.
c}) R = oo

(Ugyanis valamely n-td8l kezdve ?hanr<% +&: és . nl — o=,

, . n\/Tan! ]
ugy, hogy lim aT 0)

d) Sehol nem konvergens, ha R véges érték.

n
{Ugyanis \”anp>% - £ és %/n!—+°° miatt Wlanl- ﬁ/n!—eeo.

Ha R = o= , Ugy semmi dltaldnos érvényld nem mondhatd.

. a) A konvergencia sugdr: R

(Ugyanis:
— n _ 1, —— nf k _
lim 1ay| = ® 7 Iim n =1
és igy _
—— nf k _ - njk Ton—— - 1
lim Vﬁ; -cnl = lim q/n lim \”9n = R
Tehat a konvergencia sugdr L = R.
Tim % |
en
R

b) A konvergencia-sugdr: 5

Ugyanis:
Lim Yo, = 1o Tim 4271 - 2
és igy
- n n _ Tio o nf n_ . T o npr T g
Lim 3/ (27=1) e | = lim A/2"-1 - linm \/|—En| =
¢} A konvergencia-sugdr: <=
Ugyanis:
iim Yo = & lim Afnf = e
és fgy
“ —_— n 1
— nfI°nl _ 1im V|Cnl .
lim V 1 = = = .0
n! — nr— oo
lim nl ’
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d) A konvergencia-sugdr: 0

Ugyanis
1im ,/ lim %fn“ = =
és igy ' _
i / { —~— n - e
lim « lim W”cn|: -
e) A konvergen01a—sugar. Rk
Ugyanis:

A=

T n _ TN k _ 1
m 1hcnl— lim *ﬁcn] = Rk

f} A konvergencia sugdr: R ha |al=1

£ ha laj>1

lal

Ugyanis:

ii}l n’\/lcnl =

1 ha |al=1
;o lim Rfj(1 + a™) =
jalha Jaf>1

—— n == n n . m
lim Af[(1 + a)e | = lim yIt1 + a)f « lim ICnl =

1

|-

ha |al<1

| ] -

fal-

[27. a) s(z) = —Z=

(1-z)

Ugyanis: a végtelen mértani sor Osszege:

Z Zn=T‘1"‘r

n=0

ha Jal|=>1

N

ami érvényes a teljes |zi<1 kdrbelsében és itt a hatvédnysor
tagonkénti derivdldsdval nyert sor Osszege megegyezik az
bsszegfiliggvény derivéltjéval. Ezt felbhaszndlva:

- a 1, Zz -
E: [Z,_E (Z ﬂ ) H_ _Z)z (1—2)2 '

n= 1

ami ugyancsak a |z|<1 tartomdnyon érvényes.
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b) s{z) = - 1n (1-32)
Ugyanis: e hatvdnysor konvergencia sugara R = 1.
Felhaszndlva, hogy a |zi<1 tartomdnyban a tagonkénti integrd-

ldssal nyert hatvdnysor &sszege megegyezik az Osszeg integril-
javal:

£ 25 1] e ae 1T, o

1 n=1

c) S{z) = =ln

Ugyanis: E hatvédnysor konvergencia sugara: R = 1.
Legyen |z|<1-ben

Si Z2n+1
n=0 2 n+i - ste

Ezt a hatvdnysort derivdlva (és a tagonkénti derivdltak
&sszegére vonatkozd tételt felhaszndlva) :

oo

S'{z) = E: 22n - 5 = % ( L }
n=0 1-2

Ebb8l integrdléissal és S(0) 0 figyelembevételdvel:

1T + =z
1 - =z

i

S(z) —;—[ln (1+z) - 1In (1-z)]= % 1n

adodik:

d) S(z)

in (1 + z) _
22. a) |zj<1; ill. jz|<1, ha p<-1

Ugyanis:
E hatvdnysor konvergencia sugara (a d'Alambert képlettel
szdmolva) :
P
R = lim —8 = ! = 1
n—e (n+1}¥

mi1e HE
aHm* )
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fgy e sor lz|<«i esetén abszoldt konvergens, |z|>1 esetén pedig
divergens.

a lzl= 1 k&rédn a konvergencia-viselkedéshez a TnP sor
konvergencia-viselkedését kell megvizsgdlni, amely p < -1

esetén konvergens. Igy a (nP z™) sor esetében p <-1 esetén
terjed ki |z|= t-re az abszoldt konvergencia.

b) |z‘|<eRe~z
Ugyanis: a
2. (2P (—)

n=1 n=1

. . ) . z | e v L
mértani sor - mint ismeretes - a I—E-y<1 kérbelsében abszolit -
e
z . .
konvergens, [—E-|>1—re nem is konvergens. Igy a sor azon z

értékekre abszoliit konvergens, amelyekre !zL<bzi= eReZ.
Azaz, amelyekre
x2 + y2< eZX, ill. y2< e2X - x2.
|z - 3|=4
Ugyanis: a hatvdnysor konvergenciasugara:
o 4n s (=D [men? s 11772
R = 1lim P 5773 = 4,
n— <=l (n+t1} {~1) (n” + 1)
és mivel [z - j|=<4-re
n(-0" (z-H"|_n _ 1
4n(n2 +1)5/2 B n4 n3
azaz: |z - j|£4-re a hatvdnysor majordlhaté a konvergens

zz;% numerikus sorral, ezért a Weierstrass-tétel értelmében

a sor a teljes|z - j|<4 kdrtartomdnyon abszolit (és egyenle-
tesen) konvergens.

23] a) |z|sR; R<3

Ugyanis:

|z|=3 esetén a sor nem konvergens, mert tagjai nem tar-
tanak 0-hoz.

|zl<3 esetén a sor abszolit konvergens, mert majoralhato :
konvergens mértani sorral.
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A mértani sorral vald majordldsbdél - a Weierstrass-tétel
alapjdn - kdvetkezik, hogy |z|5q-<1—re (ahol gq roégzitett) a .
konvergencia egyenletes is. A sor minden olyan tartomdnyon
egyenletesen konvergens, amely része a [z|<3-nak és pontjai
nem torlédnak a |z}= 3 kdrvonalhoz.

b) |z - jf=1
Ugyanis: )
a sor konvergencia sugara R = 1 és |z - j|<l esetén a

sor majoralhatd a E:;% konvergens hiperharmonikus sorral. igy

a sor - a Weierstrass-tétel értelmében - egyenletesen kon-
vergens a |z - Jj|=1 zdrt kdrlemezen.

c) {zl=R; R=>1

Ugyanis:
E negativ kitev8s hatvénysor konvergencia sugara

1
R = lim ;'1=1,
+2

o]

n—co

=]

gy a sor biztosan konvergens, ha |z}>1 és divergens, ha
lz]<1; 2 = 1 esetén a E:E%T divergens harmonikus sor adddik

{dgy, hogy a sor [zi=1 esetén divergens).

A sor - a Dirichlet-féle egyenletes konvergencia - té-
tel értelmében - egyenletesen konvergens minden olyan tarto-
mdnyon, amelyen |z]>1 és amelynek pontjai nem torlddnak a

|z]= 1 - kérvonalhoz.'(Ugyanis egyenletesen tart 0-hoz

nt+i
és a hatv?nysor szeletei korldtosak e tartomdnvon, ha
1 - z[>09).

24. a) Abszoldt konvergens, ha |z - 3|<3 és ha z = 0.
Egyenletesen konvergens, ha |z - 3|=R, ahol 0<R<3 (az = 0
pont kdrnyezetében nem egyenletesen konvergens)

b) Abszolit és egyenletesen konvergens a |z]|=R

kdrtartomdnyon, ahol R<F%

c) Abszolut konvergens a |z]|<1 tartomdnyon; egyenle-
tesen konvergens a |z]<R tartomdnyon, ahol R<1,

[29. a) Ha |z ]
N z
I

=1 1

1, akkor a

=]
g
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hatvdnysor konvergencia-sugara: R = 1; a sor a z = z, pont-

ban divergens és a {z]= 1 kor minden mds pontjdban konvergens.
Ugyanis:
_ 1 _ 1 _ .
o Pn+1] lim|2- 2 '
lim —‘ n+l z, ‘
n—=| “n °
Az = z, pontban a sor divergens (mert Z% divergens) .
Ha |z|= 1, de‘z # 21, akkor a ):,{EZ—)n sor n-edik rész-

1
letbsszege (rdgzitett z esetén) korldtos:

z n+1
e, e

< H
|1_il I‘l__z_

24 29

Z z 2 z "
()

1 2y

az % egylitthaté monoton-cstkkenéleg — 0, ami a Ditrichlet-

tétel értelmében elégséges feltétele a z% (_Zz_)n sor konver-
gencidjdnak. 1 &

.. 2, az elb6irt hatdrpontok, akkor a

g0 ZBgeeeer Zy
< [1 ,1 1 1. n
Zligem 2,
1 k ;

. .
hatvdnysor a z = Zyr Zo4 o eeer 2y pontokban divergeng, minden

mds [zl= 1 pontra konvergens.

9. Utmutatds:
aszndljuk fel a konvergencidra vonatkozdé Dirichlet-
tételt. (l4sd I. fejezet 47. példa)

b n
. a) Az S(z) = Z—z hatvdnysor konvergenciatarto-
n=1n :
mdnya: {z}<1. Ebben a tartomdnyban

zn"- i Zn--1 .
1?) n=1

n
z-S'(z) = Z _zn_
n=1

oo

s'(z) = \
n
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és 1igy:
a , v on_ 1
3z (z:57(2) jg% S
az 4llitdsnak megfelelben.

b) Mivel a) értelmében a |[z|<1 tartomdnyon

4a ; S
Iz (z87(2)) = 37
ezért
2:S7(z) = - 1n (1-2) = 1ln —— .

Ugyanis: a ]z|<1 tartomdnyon az T%E figgvény primitiv
filggvénye az 1ln T%E requléris fliggvény és a z = 0 pontban

' 5
z.5'(z) és 1n 53—

egyarédnt zérus értékil, amibdl kovetkezik az
£11{tds: o

' _ 1 1
s’ (z) =z ln =2
azaz: S primit{v fliggvénye a reguldris

1

1
z 1n 1-2

figgvénynek.

2.2 TAYLOR-SOR

28..a)) Felhaszndlva, hogy

oo g 2n
sin®z = l—:_E%E_gZ és cos 2z = E: -n? Egi; !
n=0
oo 2n"1
sin’z = L (-0 I 2 R =
n=0 )
> 2n-1
b) ch2z=,.;_+ Z(,)?zn)!zznl R =
n:
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(:) Felhaszndlva, hogy

[~ S ¢ Zy o
(a + z)¥ = a%(1 + )
és o n
2y _ oKy (Zy . _ dlo=1)...{ct ~n+1)

1+ % ngo % (2 5 () = Y
ezzel

(a + z)= a% ZO (f)(%) ; R =jal

n:

. ot - n
_1 43 lz, v n-11.3...(2n-3) ,z,"1; R®
Z + j = —= |1 + -+ (-1 - (=)
VE [ 23 15 2+4... 2n 3 ]
— n
1 _ na =z |k
e)az*b_ngo(“ wank R =[]

@ Mivel
1 1 -1 [
2%-4z+ 13 [z-(2+33)] [z-(2-37)] €]

1 _ 1
z-{2+33)} z=(2-373) ]

2 2

- ] Z Z _ z z
s [t 37 ¢ (339 AR ol 7-33 * ‘333!
ezért
1 3 i (2-39) %= (2+39)® n
- = 2 [ - 2"]; R = 4/13
z"-4z+13 n=1 13 ’

(&T Felhaszndlva, hogy

~

v 4z = - = _[1- 2_,3 1s
./(z+1)2dz“ o - ~[1imz e 2]
és 2 ‘
———E;——j - 22 - 2z3 + 328 - 42° +
{z + 1)
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Igy: X -
— 2z - [-D" (n-1) 2"]; R
n=2

1]
-
.

In (z2-3z+ 2) = 1n[(1-2) (2-2)]= 1n(1-2)+1n 2+1n(1-2)

Z2 23 z4
és ln(‘l+z)=z-—2—+-§-—-T i...,
ezért
> n
n(z? -3z + 2) = 1n2- 2 [eiv Ly Z]; = 1.
n=1 2
@ Mivel
z Z 4 6
2 - 2% 4 B %
_[ o2 dz = j" (1-27 + 35 3T+ ...) dz ,
0 0
ezért z
—22 > n+1 z2n+1
fe dz = (-1} ——————— ; R ==,
0 n=0 n! (2n+1)
2n-1
. n+1 z _ em
o)L (Zn-1) (2n=1) 1 R
Eﬂ. a) Mivel
z __ 1 {z-1) +1
z + 2 3 z—1 !

1 +

3

ezért o n
z 21 n+t1 (z-1) " | _
7232 §: (=1) T ¢ R= 3
n=1 3
b} Mivel
z 1 (z=1) + 1 =
—_— = 122 7,
22-22+5 4 z=1 2 + 1
=
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ezért

2 1 (-n" _y 2n 2n+1
2 .1 3 - L=+ (=) I, &=
z =22+5 n=0 2 !
c) Mivel
2 2
ST L
(z+1) 1 + zg
ezért
2 -3
S N = CRIL I )
(z+1) n=1 2
d) Mivel
3
Ve = Viz-n o+,
ezért .
37 = Zl_I_;ﬂEE 2: (3) (z-1) ", R = 1.
2
n
n=0
e) Mivel
sin (22 - 22) = sinf1 - (z - 1)2J =
= gin 1-cos (z—1)2 - cos 1-sin (z—1)2,
ezért
sin (1 + ng') ’ on

{(z=1) ; R = ==,

sin (22-22) = z:
n!
n=0

30,. a) Azonos 4talakitédssal a

3 322 4 4z -2 = (z - 2)3 & 3(z-2)% + 4(z-2) + 2

Taylor polinom addédik.

b) Mivel
L L 1 ___ 1
1+ z 2 + (z-1) 2 4, 3;1 !
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ezért

1 ¥ ,_.n {z-D"
n=0

A konvergenciatartomdny: |z - 1]/<2.

c) Mivel
1 . 1 1, 1 1 _
(z+1) (z=33) T+ 33z + 1 1+33z<2335
.1 1 , 1 1 _
2-4j 4,21 6-23, _2 -] !
B} 1+ ] 25
i 3
ezért = - -
. .k
1 1 > k z-j,k 1 ) 2=
T T 51 (-1 (==} + —== { )
{z+1) {z-373} 2-47 k=0 1+3 6 23 k=0 23
A konvergencimtartomdny: |z - j|<¢~.
d} Mivel
L L N, N z-n "
-—i - ( es Z - (2—1)+1 - z—d { 1) (Z 1) r
z n=0
ezért
{z-1) = dz=1) g 2: (_1)n+1 n(z-1".
2 2
z n=1
A konvergenciatartomdny: [z-1[<1.
e} Mivel
- T X , 2
cos z = cos [{z - =)+ %?] = sin (z - %%)’
t
ezér 2n+1

o~

(™

. ot (z- %)
- Sy D 2
cos z = E;b {-1) Tar T

a konvergencia tartomdny: a teljes z sik.
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£) Mivel

sin z = sin[z - (%; + J) o+ (%; + 9=

= -jsh 1+sin (z - &= -3) + ch 1-cos (z—% - j),
ezért
- 2k
sinz = ch 1+ 2 (-1 ¥ (z- — -1 N
k=1 (2K) 1
. 2k
d (z- — -Jj)
. k 2
+ 3 sh 1 351( D

a konvergencia tartomdny: a teljes z sik.
Z2k+4

> 2 2k+3 .
+ sh 3° (2k+1)!’

3 = 4
g) z” ch(z + 3) = ;E% ch 3 IR

a konvergencia tartomdny a teljes z sik.

h) Mivel

N L L R e-(z_j),

ezért

. = N ¢
e = e ) (- el
n=0 )

a konvergencia, tartomdny a teljes z sik.
i} Mivel

z 2% = [tz + 1) - 1]e2(2+1) e72,
ezért
has n
z %% = o2 E: - [(z+1)
n=0

T zen B,

a konvergencia tartomdny a teljes z sik.
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1 1,1
z(z-1) Z z-1
és
1L _ (z- j) n
z z—j+ 3 ] Z . ne
J
1 B 1 _ _ 3+ 1 i (_1)1’1 (z g)1'1 )
z-1 {z=3)+(j—-1} 2 n=0 -1
ezért -
z n — n
e | Z (z-3) . z _aan o zZ=g00
} — e ] (-1) { ) -
z{z-1} n=0 n! [ n=0 j

a konvergencia tartomdny: |z-j[<1.

. a} Felhaszndlva, hogy

tovdbbd, hogy a konvergenciatartomdny belsejében az dsszage-
zés és hatdrérték képzés sorrendje felcserélhetd:.

n=1 n=1 n=1

oo 5 =
b) Z m{rl--‘!)zn_2 -4 Z 2t =
n=2 - |

dz
-G NN
az® 1 - % (1-2)°
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Ismeteres, hogy az f fliggvény - amennyiben reguldris

az "a" k&riili R sugard ktrben - "a" bdzispontd Taylor-sora:
r
£lz) = £la) + £'(a) (z-a) + 208 (zgy? o
(n)
+., £ nfa) (z a}n + ...
fgy:
a) az f(z) = ;% fliggvény a = -1 bdzispontd Taylor-
z
sora, R = 1 konvergencia sugdrral;
b) az flz) = ;% figgvény a = 2 bazispontd Taylor-
z
sora, R = 2 konvergencia sugdrral;
c) az f(z) = e? fiiggvény a = 1 bAzispontui Taylor

sora R = == konvergencia sugdrral;

fl

d) az f({z) = e? fliggvény a -2 bazispontd Tavlor

sora R = o= konvergencia sugdrral.

Egu Az shz fliggvény az egész szdmsikon reguldris, fgy
bdrmely pontja kériil Taylor sorba fejthetd. Mivel:

sh z = sh {z-jr+j# )=
= gh (z-3j& ) ch jo+ ch (z-jr) sh j =
= gsh (z-j&t ) cosw+ ch (z-j® ) sin =

= -sh {z-j=z ),

ezért:
P TR S [
shz = - [(z-37) + 3, (2=3%) + g (z=jw) -... ]
Innen:
shz 1 1 . 4
eyl [1+ 3, (2=3%)7 + g, (2=3%) " + . ]
és igy
lim Sh? 1
z=3m
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(g@. Felirva a szadmldlé és nevezd Taylor sordt, egyszerdsi-

tés utdn képezhetjiik a szédmldlé és nevezd hatdrértékének hdnya-
dosat:
22 z4
cos z -artaT -
a) z ctg z = inz . 22 25 -1, ha z—0
Z 1- 37 + 511 cae
2 4 2 4
-z _Z_ -z, _Z_
b) 1-ch z _ ! 1t 21 4t " -
shzz ch 2; -1 {22)2 . (22}4+
2-21 2-4! et
_1lz
= 2 4! -1 ha z—0
2 2
1+ 2
3
. 1
c) Z = Z - —~ 1, ha z -0
sin 2z Z3 Z5 Z2 24
z- =7 + 3T +a. 1- 3T + BT -
1 _ 1, 1
) sin =z z 2 4
1- 2 4 2
31 5 *°°

ds itt z—0 esetén a mdsodik tényezd 1-hez tart; %—nek

pedig nem létezik hatdrértéke: {%%—4oo

; - J L (z-3) .
oy lz=d) e (zmj)e) 27 ° [1+(z2=3) +2F =+ ] ]
i + 22 (Z—j){z+j) 2 + ] 2] ’

ha =z —i.
35. a) jz|<2
b) izl<w
z) tz - 2i<1
d) 12i< e
e} .z - 43]<4
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GBL a) R==V5;

R nem lehet nagyobb mint VE} mert a 2, = 1 bazispontnak f
szinguldris pontjaitdl (a z = + J pontoktél) wvald tadvolsdga

Jz.
b) R = 42;

a bédzispontnak f eldgazdsi pontjdtdél (z = 0-tdl) vald tévol-
sdga: A2

C}R=V§;

f'elégazési pontja {z = 0) és Taylor sora bdzispontjdnak td-
volsdga: 2.

= X .
d) R = 5 i
f-nek a z, = %; bédzisponthoz legkbzelebb esd szinguldris
pontjai z = 0 és z = T . Ezek zo—tél vald tdvolsdga %%
e} R = 1;
f-nek a z_ = 1 bdzisponthoz legk&zelebb esd szinguldris

pontja z = 0. E két pont tdvolsdga: 1

f) R :’VE

f-nek a z, = -1 bdzisponthoz legk&zelebb esd eldgazdsi pont-
ja: z = -j, E két pont tdvolsdga: VE.

@Eﬁ a) A binomidlis sor felhaszndldsdval:

1 3 1-3 _6 1+3-5 9

1
=1 - = 2 + z - A R 1
ia + 23 2 244 2.4:6 -

ha |z !<1.

b) A differencidlhdnvados sordnak tagonkénti integ-
rdldséaval:
3,13 22, 1.3.52
2.4 5 2-4-6 7

s Z
arc sin 2z = z + _,:3_+

o] —

ha }z{ <1
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c) A fliggvény differencidlhdnyadosénak sora:

- J . 1 - L S N |
353z z + 33  (2z-23) * 5) R TET5))
5
- n
I | j{z-23)
g L e
n=0
ha |z-2jl<5.
Ebb&l integrdlédssal:
el » n+t
In (3-j 2) = ¢~ 2 Z[j(z—zj)] g
n=0 5 n+1
addédik, ahol c az
L n+1
] 2 L]
mi-c-2 L @ 5o
n=0

Ssszefiiggésb8l szdmithatd. A konvergencia ta_rtdmény lz ~ 23[<5.

d) Felhaszndlva a

1 In(1+z)
(1+2)%=e z
azonossdgot, majd a jobboldali fiiggvényt a zj = 0 bdzispont
kdriil sorbafejtve:

1

z . _z o, 12

{1+ z)7 = ell 5 * 77 Z +oa..)
ha |zl>0.
A -
@. a) e1—z - e1+z+z t... = €+ e ...
22 2 z4
=[e 1+ 2+ 57+ ][1+z L TUREEES R CERS R
=e[1+z+%zn+1—6?iz3+;—i-za+ j,

ha |z|< 1
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. z
b} sin 7 > ﬁ + 1—zJ =
= si 1 Z_ 4 0os 1°sin £
= sin cos T c T -
Mivel 4
_2_1_1(___z)2+%,(1f)+,=
€os 7% 7 21 ‘-z : z
= 1 -2_2_— 23 "'3"§'Z4 _Jizs .
2 24 6 '
Z Z 1 Z 3
sin v=> = 333) - 3, (I3 %
_ 2 5 3 1 .4 1 5 .
=z + z° + zz + 5 Z + T5GZ e
alkalmazva a sin 1 = ¢ ; cos 1 = § jeldlést, ezzel:

sin—1-=0(+[5z+ (ﬁ—ld) 22 + (%5—“) z3 +

1-z2 2
1 35 4 1 11 5
tlgh-gpe) 2 b ) 2T
2 3
In {1+z) _ _ 2 3 i . 2 z7
c) R [1 z + z z° o+ ...J[z =+t 5
s, - 1, ,2 1.1 ,3
= gz (1 + 2) z7 o+ (1 + 5 + 3) z7 o+
d) Mivel
a 2 In (1 + 2)
3z [1n (1 + Z)] = 2 R
ezért a c) feladat eredményének felhaszndldsdval:
2 3 4
r _ .2 1, 2z 1 1, 2z
[in(1 + 2)] = 2 1+ 3) 5=+ 1+ 53+ 3) -+
39, a)
2 2 3 4
1 r 1
n Ge2)] = 2%+ (s D Hv s Je ) Z
1.1 1, zZ" .
MR SR SRR v ¢ el R
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b)

2 2 1 z4 1 1 26
[arctg z] =2° - (1+ ) 5+ (1 + 3+ 2 5+ +
2n
R e = L
c)
4 6 8

, L 2 2z z P
resinz]® = 2" + 35 ¢ Sop - FETy gt e

40, |a) Mivel

z3 25 27
arctgz=z-T+—5——T+...,
Z _ 2 1
arctg z =z 2 4 6
- - T
3 5 7

A jobboldali t&rtfiiggvény z = O-ban requldris, {gy

1 B 2
5 ) £ = a4, + a, zta, z° +...
1_Z_+_Z__E_+ R
3 5 7
illetve:
22 24 z6 2
1 = (1'—3—+—5--’T+...) (ao+a1z+a22 +aua)

- .
a, = 1« a4 = 4% ¢
a, = 0, a5 =0,

1 4 - 44
ay T 3 6 945
ay = 0,

adddik L'f(_‘-’y, hogy
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2

Z _ z
_‘;+3

4 4 44 6
arctg 2z

452 +94SZ ..

b) Az 1n{1 + z) sordnak felhaszndldsdval az a)-beli
médszerrel :

) 2 3 4
—2z -1+ 2 .2_ .2 _ 19z~
1n (1+2) 2 12 24 720
' 22 z4
¢y Achz =1+ sTra7r " - felhaszndlédsdval
1 _ . _1.2 5 4
Ghz V- 3% *ap% *to-

. A sin z fiiggvény mindenilitt reguldris, igy a z = 0
pont xBriili Taylor sora a z = 0 pont kdrnyezetében elbdllitja
a fliggvényt:

z3 z5 z7
sinz =z -3yt~ F7 "
Ha z # 0, akkor
sin z ' 22 24 z6 %)
Tz Tl TImt s o7m i

A x)-beli hatvdnysort h{z)-vel jeldlve a x)} Osszefiiggés és
f értelmezése alapjdn:

h(z)

i

£1{z}), ha =z # 0,

]

h(0) £(0) = 1.

Ezért minden z értékre:

IN
N

z
f(z) =1 - 3757 77"

Mivel a h(z) hatvdnysor minden z-re konvergens és
fl{z)~t 4llitja eld, ezért f(z) mindeniitt reguldris fiiggvény.
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Eﬂ Mivel f regulédris K-n, ezért a z = a pont koriili
Taylor sora elédllitja f-et a z = a pont egy K'C K kérnye-
zetében. Azaz:

oo

{n)
£fl{z) = Z I _f{a) (z—a)n ; ' ze K’
n=0 :

Mivel z = a pont n-szeres zérushely:

f(k)(a)

= 0 ; 0<k=<n-1
M@ ¢ o0,
ezért
= (k) = _(n+k) x)
- £ (a) Y. S _ £ 7 " (a) k
fiz) = Z (z - a}" = (z - a) Z TR (z-a)

Alkalmazva a

— ¢{n+k)
Z £ {a) (z - a)k

h(z) = EETTTINE
jeldlést,
h{z) = g(=2) Yzek’' ,
. (n)
mert h{z) = g{z) = E__E%EL' ha =z = a,
és hi(z) = glz} , ha =z # a

(ez utébbi a x) Osszefliggés kdvetkezménye) .

Mivel h{z) a K’ tartomanyon konvergens hatvanysor, ezért
K’-n reguldris is és igy a vele ekvivalens g(z) is reguldris
K‘-n.

2.3 LAURENT-S0OR

Eﬁ Mivel a fliggvény szinguldris pontjai z = -1 és z = =3,
ezért a 2, = 0 k&riili Laurent sordnak lehetséges konver-

gencia-gylrdi:

a) lzl<t
b} 1<|zl<3,
c) |zi>3
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A sorfejtések:

(z+1}) (2+3) 2(z+1} 2(z+3) 2 1+z 6 1+ 2 -
3
= l[1 -z + 22 + -1 ﬁ -2, {5)2+
5 _..J 3 3 3 _..J .

Itt az €lsd zadrdjelben levé sor a |z|<1 tartomdnyon a mdsodik
zdréjelben levd |z|<3 tartomdnyon konvergens, igy az Ossze-
vondssal nyert sor

1 1 _ 4 13 2 _ 40 3,
(z+1) (z#3) 3 ~ 9 81

{ami Taylor sor) a |z|<1 tartomdnyon konvergens.

1 - U
(z+1) (2+3) 2z + 1 2z + 3

|
Y

b)

2
_ 2 1 .
- - @ ronmgl -3 7 ]

Az els8 zdrdjelben levd sor a fzl>1; a mdsodik zard-
jelben levd a (z|<3 tartomdnyon konvergens, igy a kettd bsz-
szevondsdval nyert sor

2
1 1 1 1 ., 1 1 b4 Z
T T e & + - o o~ = b = et L.
(z+1) (z+3) 2z% 225 552 2z 6 18 5
{amely Laurent sor) a 1<|z|<3 k&rgylriben konvergens.
¢) e = - ] o1 _
(z+1) (z+3) 2z (1+ l) 22 (1 + i)
Z z
- L -3 27
=5z -z + =+ 7z (1- 22 3 e
z z z

Az elsd zdrdjelben levs sor a [z|>1, a mdsodik zdrd-
jelben levd a |z|>3 tartomdnyon konvergens, igy a kettd Osz~
szevondasaval nyert sor N

1 _1._£-3+E—1
z 4
z

(z+1) (2+3) ;7

<

+l.l

Nm‘

a ]z|>3 tartomdnyon konvergens.
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EE. Az adott fliggvény szinguldris pontjai: z = -1 és
z = -3, Igy a 2 = -1 pont kortili Laurent-sordnak lehetséges
konvergencia-gydrdi:

a) 0<lz + 1]<2,
b) |z + 1t>2

E gyfrdikben a fliggvény reguldris, de hatdrukon van szinguld-
ris pont.

al A O<jz + 1i<2 gylirliibeli Laurent sor ~a z + 1 =1
jeldlés bevezetédsével - geometriai sorra vald visszavezetés-
sel -:

1 1 ) 1 )
(z+1) (z+3) ~ ulu + 2) ou (1 + 3
2
2 3
= 1 S N e
bl LR I el SR
o1 _1,.1 - 2
= 27z 3 + 8 (z+1) TE (z+1)" +

b) A ]z + 1|>2 gylr@beli Laurent sor - résztdrtekre
bontdssal -:

1 1 1 1 _
(z+ ) (2+3) 2 [z ¥ 1z + 3] =

I i
2(z+1) 2(z+1) 4, 2 -
z+1
o 2 g2 a0
T 2(z+M) P ¢ z+1 +(z 1) )]
1 < 2

(z+1) 2 (z+1)>  izen?

L. 3,2,1,3,15 4
45, a) f(z) = (2 zZ + 3 zo o+ 5 z -3 AR )
_ 1 1 1 1 .2
b} flz) = +'z—2+ E'* 1 +§Z + ZZ +
O E U T O 1
C) f(Z) - (Z + 2 + 3 + 4 + )
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1 2 2

dy £(z) = - (g—= + + + ...)
221 - ? (-’
o) £lz) = 1 -5 - (2-2) + (z-2)% - (-2 & ...
5.a) 2% T - -9 -2, z:_ e ; lz<1
z -1 n=1
z 1 _ had -n . -
b} e 1 + 2 n; =z : ;Z!/‘l
i) 2212 3 ™ az-n® , ha lz-1)<
z n=1

p) 250 = 00 (-0 ™ e (2=, ha [z-1)>1

LIS 11
- 23 R r
zz+ 1 2) z J z + ]
ezért
1 1 1 1 z+jn
al = - 35 D WA
Z2+1 23 Z+] 4 o 23
ha |z+jl<2
- N
I S L
S B n+2 '
z o+ 1 n=0 {z+7)

ha |z+j|>2.

Eg. a) Legyen 'z - 1 = u, akkor z = 1 + u, és iqgy

2z 2+2u 2
_ e . e eZu _

(z-1° o’ s

2 2 3
- & (Zu) (2u) 1
i U 31 " 3T

u

2
_ e2 2e2 2e” 4e2 . 2e2 (2=1) +
z -1 3 3 z=1)
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A sor z = 1 pont kivételével minden z-re konvergens.

b) Legyen z + 2 = u, akkor z = u-2, és igy

(z-3) Sinz_%§= {u - 5) sin%=
=(u—5)[-&-%li3+%-!--%._.]_-
u u
- 3!312 ' 3fu3 ' 51!114 Tt T
= - zfz - : * 2 * ! o

6(z42)%  6(z+2)°  120(z+2) "

A sor a z = -2 pont kivételével minden z-re konvergens.
Z-sin 2z 1 23 25 22
oy =32 s oz - Frrgp gy ea]s
z z

1 z3 z5 z7 ]

S e e e o —— 4 . =
23 [3' ! 71

LI

S 31 5T T7r ot

A sor minden z-re konvergens.

d) Legyen z + 2 = u, akkor z = u - 2 és {gy

z . u -2 _2-u ., 1 _
(z+1) (z+2) {(u=-1)u - u T-u
2 - u 2

= m (1 + u + u” + u3 * oL..) =

= % + 1 +u + u2 + u3 + ... =

_ 2 2
e + 1 + {z + 2) + (z + 2) +

A sor a 0<|z + 2|<1 oylrGtartomdnyon konvergens.
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+ 3, és igy a bino-

e) Legyen z - 3 = 1, akkor z = u
midlis sor segitségével:
1 1 1 1 u
= = = (1+ —-} =
22(z-1% Wl L ol v B ou® 3

2 3
_ Zoy (Y . 522 (=3) uy T (=2) (=3) (=4) u
= 5 [1r (2P + TR 4 T 3+ ]
9u
_ 1 2 1 4 -
Tl T 2T T3ttt T
u
- 1 _ 2 LA 4(z=3)
9(z-3)2 27(z-3) 27 243

A sor a 0<|z -3|<3 k&rgylriben konvergens.

1 _ 1 ] n _
0. a) oy T Ag% 2 [ 3n+1] 2 =
2] n 1 i z"
= — Z — — —_—
2 n=0 6 n=0 3"
1 1 i n 1 i z"
e C T &% T84 W
i n
1 L z
°} 73 - ngo R
— _n-1
1 - a
4 73 ) n; )
z hnid n-2
o <, . ¥ L
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n

£) ZEZ =€ L 2

e . n=0 n!(z-2)

2t L - - i
gl e ? =chzn+2c_nzn

n=0 n=1
ahol Cn = C_n = Z— m—]{—')—l, n = 0,1,2,. B
k=0

. A 1 - < 21’1 — —2n

h) sin =z sin — = Z Cop 2 + Z C_oy 2

n=0 ) n=1

ahol ¢ = Z

2n (2k+1) l(2k+2n+1) :
1-cos 2 Z 2-3 . z5
51. a) =222 - % - T b 4
konvergencia-tartomdny |z [ < -
22 z3 25 z7
e _ 1 1 Z 45Tt Syt Er ot ...
b =5= =3+ g3 30 4o
P z
konvergencia-tartomdny 0<|z|<ee
1 1 1 1 1
c) —ch == - - + + .
z z Z 21 Z3 41 z5
konvergencia-tartomény 0<]|z|< e
10 14
4 2 6 zZ _Z
d)ZZe.z—‘z z + 37 3!+..

konvergencia-tartomdny |z|<-e




52. H Az osztdst elvégezve, majd résztdrtekre bontva:

2
.zl z+3 2 1
f(z) = —5— = 1+ —5— = 1 + p— Py
z =1 z -1
Az utolsd tag z, = 1 bazispontd hatvénysora:
R TR T W NI = DU 2 ) B
z + 1 {z~1)+2 2 z—1 2 2 2
1+ > 2
ha |z - 1|<2, és igy az eredeti fiiggvény z_ = 1 bazispontd
Laurent sora: e
2
_ 2 1 . z=1, (z=1)
flz) =V + g -3 Tm * g I
2
illetve:
3
2 1 z -1 (z - 1) (z - 1)}
fi{z}) = — + 5 ¥ + +
z-1 2 22 23 24
A konvergencia-gylirt: 0<]z-1|<2
= 1. 1 -
by £(2) =gz T T35 =
z2t % " 1200 ¢
1z, 2,
z 6 600 — °°°
A konvergencia-gyidrd: 0<jz|<®
= 1 - 1 -
<) £z} = vy 7 3 8 =
s - T
2
S S
=z 212t it o

a konvergencia-gydr: 0<|z|<1
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Z
Z
aj f(z)=§§=—%(1+z+g—?+ﬁ+ )
4
1 1 1 Z
=tz tm tTt e

N

A konvergencia-gydr 0<fz|< ==

4

e)—(—;———=%+1—%z-¥2—22+...
z(z"+1)
A konvergencia-gylird: 0<|z|<1
LN O AP OO A
£l 59— =3 "2"% 2% 7352 *---
e -1
A konvergencia-gyérd: 0<|z|<2®
1 1 .
5. &) 5t = 7 % =
z sh z 27 4 Iy zZ_ .,
3! 51 '

T 378z 730 %"
ha 0<|z|< 1w
- A .11 7 =
b) }{zshde_ |z3 ezt 360 2t dz
lz|=1" [z]l=
N T VR I o - 1o
=-% i =17 dz 3 293 3‘1[’}

Itt felhaszndltuk, hogy

j{(z--a)n dz =
G

{O, ha n # -1

2%3, han = -1
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56. [a)

(z=1) (z-2) = z(1= L)+ (1 - %

= n
~ 1 i _ 2
2° 'z 2'2 n+1
1 - = n=0 z
Z Ll
Mivel
z 42 = - 1a=_i ?1;
a) 2 n=0 z
1 (n+t1) a
2 Z n+2 r
a) n=0 =z
; o
2_2(_1)13 22,‘_2:
+1) n=0 Z
"
z " E: (-1 " ————l——jﬁ ;
n=0 {(2n}! =z
Igen, mindkét dgon
Nem
Igen, mindhdrom agon
Nem
Azon az agon anelyen £(3) = +
1 1
2 2

he -

* ha |z]>2
r
ha lzl>a
ha |z}>1
ha jz|>1.

V2

igy a binomidlis sor felhaszndldsaval

\V (z=1}) (z-2)
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b) Az Ln z f£64gdn

z - a _ ~ay . _ by
lnz—_—g—ln (1 Z) In (1 Z)
=b—a+b2-—az+b3—a3+
z 272 32>
57
Za z" szn=Z(Zabzn)
— n — n — RCI lj
n=- o= n=--< n=—s=\i+j=n

E_gl. A g:z; raciondlis tdrtfiiggvénynek csak véges sok

szinguldris helye van, igy % reguldris egy R<|z[<+< tarto-
ményon (ahol R a legnagyobb ‘abszolttértékd szinguldris hely
abszolit értéke). Tovdbbd van olyan K dllandd és p pozitiv

egész $zam. hogy z = kdrnyezetében \%|<K ]Z]P.

@]. Tegvilk fel, hogy f reguldris valamely tartomdnyon
és z, e tartomdny belsd8 pontja. Ekkor az £ fliggvény Taylor

sorba fejthetd egy z koOriili kdrben.
—~ ] o £(n) (z )
o

A Z ann Taylor sor egylitthatdi: c, = -~

n=0 .
Ha a Z pontban végtelen sok n-re teljesiilnek a feladatbeli

egyenldtlenségek, akkor a sor konvergenciasugara:

ami lehetetlen.
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VII. fejezet
REZIDUUM ELMELET ES NEHANY ALKALMAZASA

1.§ ANALITIKUS FUGGVENYEK IZOLALT SZINGULARIS

PONTBELI REZIDUUMA

1.1 IZOLALT SZINGULARIS HELYEK A VEGESBEN ES A VEGTELENBEN

E] A szingularitdsok jellege a hatdrértékes definicié
alapjdn is és a Laurent-sorfejtés segitségével is meghatdroz-
haté.

a) z, = 0 measziintethetd szinguldris hely.
1. méd:
lim 228 E o gy loehz gy R
Z2— 0O z z—>0 32 Z—~0 2
2. méd
3 3 2 4
~sh
z s3 z _ _%.P-(z+ %T 2., )] = _(é% + %T v Zow )
z z )
b) z, = 1 harmadrendii pélus.
1. méd:
2z 2z
lim —E———§ = o= de lim (2—1)3 ——§~—§ = e2
z—1 (z-1) z—1 {z-1)
2. méd:
22 ) o2lz=1)+2 . e2 . 2e2 . 262 . 23e2 +24e2 (zo1) -
(z-1)° (z=1)°  (z=1)°  (z-12 =1 3 i
-2
n_2 n
v 2oz
n!
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c) z, = -2 lényeges szinguldris hely,

1. méd:
o 1 . .
lim (=z-3) 33 nem létezik
z——2 .
2. méd:
L1 5 1 5
(z-3) sin = 1= - + t ...
242 22 Gz 2 6(z+2) >
d} z, = 0 eldgazdsi pont.
e} z, = 0 nem izoldlt szinguldris hely (elsSrendii pd- é

lusck torlddédsi pontia)

2
z7 -4 (z~2) (z+2) z~2
2.4 a) = = ha z # -2
[j] 322+6z 3z{z+2) 3z

Az értelmezést az

3]

£(-2) = 1lim 2-% =

Z
Z—s =2

[B%]
Wi

értékkel kiegészitve a fliggvény fblytonos, sét reguléris.

(z7-1) {z+3)

b) (Z+ 17 (2+3)

Az értelmezést az

+ z + 1 3

_ . Z
£(0 = lim Ty a3y T o8

z -1
értékkel kiegészitve a filiggvény folytonos, st regquldris.

c) sh 3z_ 3 sh 3z
4z 4 3z

Az értelmezést az

sh 3z _ 3
3z 4

£(1) = 3 lim

Z-—-s0

értékkel kiegészitve a flggvény folytonos, sét requldris.
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2
: 5z° .. 102 _ .. 10 _ 5
d} lim 1-cos 4z ~ lim 4 sin 4z lim 16 cos 4z 8
Z o] Z2— 0O

z—0

Az értelmezést az

£(0) =

ool Ln

értékkel kiegészitve a filiggvény folytonos, sét regulédris.

3. |a)] mdsodrendli pdlus

U.is z = 0 a nevezdnek madsodrend zérushelye (els8 derivédlt-—
ja = 0, mdsodik dervidltja # 0), a szdmldlénak nem zérushelye.
{(n-2) =-ed rendd pdlus.
U.is az
_ sinTm 2z
f(z) = _;E:T—

alakbdl nyilvédnvald, hogy z = 0 a szdmldldénak elsdrendd, a ne-
vezlnek (n-1)-ed rendll zérsuhelye, igy f-nek (n-1)-1 = (n-2}-
ed rendil pdlusa. S :

c) els8rendd pdlus

d) mdsodrendli pélus.

[;] Az f fiiggvény z = 1 pontbeli Laurent sora:

. z . z=1+1 _ . _ 1 ~
sin 5 = sin —_— = sin (-1 + 1—z) =
= gin (-1) -cos L + cos {-1) 'sin L
1-2 1-z
= k — k.
: {-1) 1 E: {(-1) 1
= sin (-1) E: + cos(-1)
koo (ZKID g2k woo (ERFINE oy 2k
igy
n
sin i_—z = Z, an(1‘Z) H
n=-—
ahol:
(-1) "sin(-1) _
(2K) 1 ha n = 2k
a =
n k
(-1} "cos 1 -
2k + 111 ha n 2k + 1
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Tehdt z = 1 lényeges szinguldris hely.

zZ_ _ 2] a1 .2
(:).a) ez_1 = 1 5 2 + 75 2 + ..

igy z = 0 megsziintethetd szinguldris hely.

N

2
e® 1 z
Py 5= =3+ gz *+t37+
z z )
igy z = 0 harmadrend pdlus.

c)

11
ch — = — + + + ...
Z 2 51,3 4y g0

M=

figy z = 0 lényeges szinguldaris hely.

d) zzoe_z4 =22 - 2% %;E - %;E ooy,
igy z = 0 reguldris pont.
2
e) z ez2 =z + % + 1 3 + ! Tt oeee
2lz 3lz

igy z = 0 lényeges szinguldris hely.

.2
£) Eig_i =z - %r +

igy z = 0 megsziintethetd szinguldris hely.

1 1 1 -4 22
O zar c ettt e tmme o]

igy z = 0 els8rendd pdlus.
h) z = 0 nem izoldlt szinguldris hely, mert az a
= ! k = 0, +1, +2
Zk"i_——' = My Thas T4,
\/t(2k+1)j

pélushelyek torléddsi pontja.
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-1 megszlintethet8 szinguldris hely,

©

z 1; 2z = j; 2 = -j elsb8rendli pdlus
U.is
2> + 1 = (z+1) (z2-2+1)
241 (z-1) (z+1) (z-3) {z+3)
z = 0 elsdrendll pdlus
z = 27 mdsodrendd pélus
U.is
22 + 2 = 23 _ (z+j) (2-23)
z{z--2j}3 z(z~2j)3
(SD z = 0 mdsodrendll pdlus
z = 1 elsS8rendd pdlus
U.is:

a szdmldldénak sem z = 0,
z

sem z = 1 nem zérushelye; a nevezl-
nek z = 0 médsodrendd; 1

els8rendld zérushelye.

(&b z = 0 lényeges szinguldris hely
U.is: -

lin {sin z sin —;-] nem 1létezik.
Z— Q

@z=1n (1) = (7 + 2k% ); k = 0,%1,+2,...

elsb8rendi zérushelyek.

U,is:

ezek a helyek els8rendl zérushelyei a nevezének (mds zérus-
helye nincs), de a szdmldldénak nem zérushelyel.

ﬂfb z = 3 - j lényeges szinguldris hely.
U.is: -
1
lim (z - 3 + j)k o233 semilyen k N -ra nem 1&-
2z —3~-]
tezik.
g) z = 1 mdsodrendli pélus

2z = 0 megsziintethetd szinguldris hely
z = 2k® i k = +1, +2, ... elsérendld pdélusok

h) 0 mdsodrendd pdlus

N
1l

z = 2 lényeges szinguldris hely
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i} z = 1 lényeges szinguldris hely
z = 2k%¥ j; k = 0,+1,+2,... elsd8rendl pdlusok

§) z = 11/%(2k +1)3; k = 0,+1,+2,... els6rendfi pé-
lusok "(melyek .az v = x és v = -X egyeneseken
vannak) ’

7. A 2 == -beli szingularitds jellegének meghatdrozdsa
tOrténhet a hatdrértékes definicid, vagy a Laurent sorfejtés
segitségével. (Az f£(z) flggvény z = -=-beli vizsgdlata meg-

egyezik az f(éL) fliggvény Y = 0 pontbeli vizsgdlatdval.)

1
e % -nek z =e= megsziintethetd szinguldris helye:
Ugyanis:
1. mdéd:
-1
lim e 2 =1 {véges érték);
7 > oo
2. mdd:

z = *= kdrnyezetében Laurent-sora nem tartalmaz po-
zitiv kitev$jl tagot:

1
- = -7 2 3
e Z=e =1-¢+ —%T - i! o
1 1 1 1
S T L I oL
z2 20 2 gy T

b} (cos z -~ sin z)-nek z = == lényeges sSzinguldris helye.

Ugyanis:
1. méd:
lim {(cos z - sin z) nem létezik

Z > o=

2. mdéd:

z = o= kOrnyezetében Laurent sora végtelen sok pozitiv
kitevdjli tagot tartalmaz

2 3
- gi = 1 = —_Z_+E._+
cos zZ sin z z 57 37 5 -
- 2 - = o izoladlt szinguldris
c) sin z 7 cos z nek z nem i ingu i
helye
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Ugyanis:

V2 _ K

sin z + cos 2

sin (z + JEJ
és gy a z == a z = - q;-+ k* els8rendli pdlushelyek tor-
14ddsi pontja.

d) a V(z-1}(z—2) reldcié jelzett egyértékl dgdnak a
z = == elsérendid pdlusa. _ ’

Ugyanis:
1. mdéd: .
lim Afz-1) (z-2) ==, de lim % Viz-1) (z-2) = 1
Z—r oo A
2. mod:

z = o= kdrnyezetében Laurent sora véges szdmi pozitiv
kitev6jli tagot tartalmaz és n = 1 a legnagyobb pozitiv kitevd:

1 1
V(z—?) (z-2)

1 1 1 2 2
—_ - A2y = (1~ -2
'\/(; 1}(; ) ;(1 T(1-27)

1_ (1 + a13' + azzz +hea) =

4
a a
=z {1 + 7} + _% + <)
z
2
e) z 4 _ . .
-nek z = <= lényeges szinguldris helye
e
z5 -1
f) -nek z = - harmadrendd pdélusa
z27+z+1

g} sin Té;—nek z =< megsziintethetd szinguldris helve

h)

5o ~hak z =-° nem izoldlt szinguldris helye

™
]
n4w

+ k * els8Srendli pdlushelyek torldédasi pontja)

i) cos z-nek z = = lényeges szinguldris helye
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3) z4 ch % -nek z = = -ben negyedrendd pdélusa van

k) z sin %—nek Z2 = == megsziintethetd szinguliris

helye
1 I . . : P
1) Sin 3z nek z = nem izoldlt szinguldris helye,
hanem a z, = k 7; elsbrendli pdlushelyek torlddési pontja.
m) ez—nek Z = o= lényeges szinguldris helye
1 - e
(:) — —-nek z = = nem izoldlt szinguldris helye.
1T+ e
ligyanis:
z -2
1 - &% - e? - e 2 = th 2
z Z z 2
1 + e 5 - =
2
e + e

és z = == a 2, = (2k + 1} ® § elsSrendd pSlushelyek torldédédsi
pontija)

8. a)

N

= 0; =z =+ 1 elsérendd pdélusok

z = *> harmadrendd zérushely

1T+ 7 =1+ 3

b) 2 = —— ; 2z = —Z—  elsérendl pélusck

2 ¥z
Z =~ megsziintethetd szinguldris hely

c¢) z = 1 midsodrendé pdélus

z = = harmadrendd pdélus
d) z = 0 elsSrendi pélus

z = + j mdsodrendd pdlus

Z = e reguldris pont (&tSdrendi zerusnely)
e} z = + j els8rendd pdélusok

z = - lényecges szinguldris helv



f) z = 0 megszlintethetd szinguldris hely

z =2kj; k=+ 13, + 2,... elsérendii pdlus
z = == nem izoldlt szinguldris hely (a pélusock
torlddasi pontija)
gl z = 0 mdsodrendd pdlus
z =2k%j; k=+1, + 2, ... els6rendd pdlusok
z = = pdlusok torldddsi pontija '
h) z = % (z+ 2kw)3; k=0, +1, +2, ... elsébrendd
‘pélusok
z = == pdélusok torldddsi pontja
i) z = 5%%7; k=+1, £2, /.. elsérendl pdlusck
z = 0 lényeges szinguldris helye

z = o= masodrendli pdlus.
j) z = = lényeges szinguldris hely
X} z = 0 1lényeges szinguldris hely

zZ = = reguldris pont (elsdrendd zérushely)
1) z = 0 1lényeges szinguldris hely

z = == lényeges szinguldris hely

m} z =+ j elsSrendd pélus
z = 1 masodrend pdlus
Z = == 4-edrendd pdlus
n) z = 2 lényeges szinguldris hely
z = 2k j elsdrendl pdlusok
Z = e nem izoldlt szinguldris hely
0) 2 = o= lényeges szinguldris hely
p) z =1 lényeges szinguldrig hely
9. Peéldadul a z = 1 pont szinguldris pont a reldcid

azon 4gan, ahol

e
o]
Xe]



. a) =z = 4 az egyik 4gon (ahol[‘\/z - 3]z=4 = 1

reguldris pont; a mdsik &gon (ahol[Vz—3]Z=4 = -1} elsérendi
pélus. '

) z, = 1 az egyik &gon (ahol \/_- -1; 3-\/'T -1
els6rend pdlus, a tébbi 5 dgon (ahol: V” -1 é&s

3\/” —"'32,\/‘|_=1é53\/~ =1es3ﬁ=%—j$;
\/-‘I—= 1 és 3\/T= —%'— '—Q) requldris pont.

c) z_ = 1 .az egyik agon (ahol \/—1 1) mdsodrendd
pdlus; a masif &gon (ahol ’\f— = -1} reguldris pont.

d}. z, = 1 az egyik &gon (ahol'\ﬁ = 1) regquléris
pont; a mésik &gon (ahol VT = -1} lényeges szinguldris pont.

4 mindkét Agon elsdrendd pdlus.

]

e Z
) o

£) z, == az egyik dgon (ahol 1lim \/ Z 1) reguld-
ris; a mdsik égon {ahol llm\/ -1) lenyeges szinguldris
hely. Zsom

. a) Az kdrnyezatében g korl4tos:

lg(z)l<k, ha |z - z |<r

ol
tgy
M{f,r) - K< M{hr) < M(£f,r) + K

feltéve, hogy r> 0 kis érték, ami azt jelenti, hogy h = f+g

M = i
is korldtos z, kérnyezetében. (1(f Z_l;laicrf(z} 7 M (h,r)
= max h{z) .} | o=
]z—zo[s.r

b) A feltételek esetén van olyan O0< K, < Ky hogy

’
K, s]g(z)lus minden z-re a z_ kdrnyezetében. Igy

K‘i M{f,r) € M(h,r) < KzM(f,r)

feltéve, hogy r=>.0 kis érték.
@. Hatvénysorfejtéssél beldthatd:
a) £, + f,-nek p -rendd pdlusa
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b) f1-f2—nek
{p -a)-rendl pdlusa, ha o < P
(« - p)-rendli zérushelye, ha f§ = «

megsziintetheté szinguldris helye, ha ff < o«

£
c) ?1 -nek {(a + B )-rendf zérushelye
2
£
d) N -nek (o + p)-rendé pdlusa

13. a) z, megsziintethetd szinguldris helve F(z)-nek

b) z  n-ed rendli pdlusa F(z)-nek, ha ¢ ‘=) a z,

pont kdrnyezetében egyrétli fliggvény €s n-m-ea rendl pélusa
F(z)-nek, ha ¢9(z) a z pont kbrnyezetében m-rétu fliggvény.

c) z, lényeges szinguldris helye F(z)-nek.

15. Példdul:

a} f(z) = 22 + C
b} £(z) =—12-+ 2
Z
c) £lz) = —
n
z -1

Eﬂ. Mivel - rogzitett, de elég nagy z esetén - a

2 L) -

7z e -5y g -
Z z

sor a C gdbrbén egyenletesen konvergens, ezért f{(z)-nek a kor
kiilsejében konvergens Laurent-sora:

o]

a
1 2
f(z) = — t -+
z Z2

alakid, ami azt jelenti, hogy f£{z) a o -ben reqguldris és ott
zérushelye van. :

20.{5] Az adott fliggvény a z = 0 izoldlt szinguldris ~'
pont bdrmely kornyezetében minden A értéket felvesz. Ugyanis: -
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akkor a z, = — i k=1,2,... pontsorozatra:

ok
2
lim f(zk) = lim e = oo
z, —0 k— o=
k
ha a_ =0
akkor a z, = :% ; k= 1,2,... pontsorozatra
_k2
lim f{z,) = lim e =0
2, —0 k—roe
k
ha A # 0; A # = tetszbleges valds szdm,
akkor a
- 1
z, = ; k=20,1,2,...

k = Ina ¥ 2k%3

vdlasztds mellett (ahol 1n A tetszdleges, de minden z, az

k
Ln reldcidénak azonos dgon vett pozitiv értéke):
, sy 2
lim £(z,) = 1lim eIR A * 2k®J) " _ 52
k

1.2 REZIDUUM A VEGESBEN ES A VEGTE_LENBEN

@. A fliggvények adott pontokbeli reziduuma az adott pont~
beli Laurent-sorban a c_, egylitthatd.

e’ - 1 _ 1 1 1 4
I T It mE I At e
z Z
_ 1
igy Res flz) = c_, = 5
z=0
2
ch z _ 1 1 1 Z
Y == =g * S tarter*t o
z z 2tz
igy Res f{z) = O
z=0
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c) e =1+ % + 12 L
2ilz
igy Res £(z) = 1
z=0
2z +z+3 _ 5 1 3 _
d) 2 _2(2_1) +E+-8-(Z 1) + .y
z -1
rd _5
igy Res f(z) = 5
z=1
S R T T
et Tmivzy "z F2 12 %t ey
igy Res fi(z) = 1
z2=0
2
1 _1_z Z.
) shz~2z2 "% 360"
igy Res f(z) = 1
z2=0

. A végtelen pontbeli reziduum: a z = o= k'driili- sor-
fejtésben a - c_4 egyitthatd.

1

al ez=1+JE+ 12+_..,
21z
igy Res f(z) = -c_, = -1
Z=oco
22 3
2 Z-a _ - (b”-a”}) b -a
b} 2"ln —— = (b-a)z + 3 3g t e
3 3
igy Res f(z) = - b 3— a
Z= o=
22 z3
¢c) cos z -~ sinz =1~ 2z - 3T + 3T+ '
igy Res f(z) = 0
2= o
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igy

igy

gy

vagy
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Q EH ooz 1+ 028 - (14 5Dz
e
res f£(z) = 0
Z:OO
4 1. .3 1 a1 1
e) z° sh 2 = % t37 2 + 5T % + =1z *
res f(z) = é%
7= o :
_ _ 3 _ 1
£) V(z N (z-2). = z(1- 5 : o0,

res f{z} = %

A

g) £(z) = Zf0- Loe Dy -

r 1 1 2
- 1+(§\(— D +<5)(~ Lo 1+(
/

I P O R N . .11
= z[1- 3+ = " ] [1+ 4 "
S U I I 1.[ J.r 1
ol i At S-S E R LAl A § 2%
£ - - SR S U K b
resfia) = —o (-1-8°8 773

Eﬂ. Els8rendd pdlus esetén:

res f{z} = lim (z-zo) f{z})
Z2=2 Z—'Z0

o



- n-edrend pdlus esetén:

n-1

res £(z) = —— lim - [(z-z )" £(2)]
(n-1} ! n-1 o}
zZ—+2 z—z dz
o] o
fgy: '
a) mivel zZ, = j elsSrendd pdlusa £ = %—nak {mert

g(3j) # 0; h{j) = 0, de h'’(j) # 0), ezért

res _es‘cz = eﬂtz ejrz. o)
229 2241 iffj(z_J) (z=9) (z+3) [z + j] )

z=7

b) z, = T elsBrendfi pdlusa f = %—nak {mert g(®) # 0;
h(®)} =0, h'/(T) # 0}, ezért

z T

i3 £
res = - 9% _e =4 - - 3
e sin 2z hi{x) cos v -1 J-

c) z, = 2t j elsbrendl pdlusa f-nek, ezért

2

.2
res (2%3). = = 2
eZ’l:j

z=2% j e" -1

d) z = 1 mdsodrendli pélusa f-nek, igy

23 2
res ———— = lim 32" = 3
z—1 {z2-1) z—1
e) z, = 1 harmadrendd pdlusa f = %-nak

{mert g(1) # 0 h(1) = h’'(1) = h” (1) = 0, de W' (1) # 0},
tehdt

4 2 4
1 1im S {{z—1)3 Z ]=

res
z=1 (2—1)3 (3-1)1 z-—+1 dz (z-1)3
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1 f[ e? (e?) " e
res £(z} = c_4 = 57;3 ?;:E;§ dz = [ 71 J = 5
|z-2] =R

2. _méd: Laurent sorfejtéssel:

2
z - -
mivel e = e° 2-e2 = e2[1 + (z2-2)+ 155%1— + ...]
és
z 2 2 3
e 5 = € 5 P + (z-2) + (Z;%) + (5:2) + ...}.
{z-2) (z-2) ) )
ezért 2 2
res —= = &_
z=2 (z-2)° 2
3. méd: hatdrértékes formuldval:
mivel 2z = 2 az £ fliggvény 3-adrendd pdlusa, ezért:
Z 2
e 1 d 3 e
res ——s = — lim {z-2) ] =
2=2 (z-2)° 2! =2 az? i (z=2) 3
2
=z [tehr] =%
z=2
29, a) 2z = 0 és z = 2 elsBrendd pdlusck
res f(z) = - % ; res f(z) = %.
z=0 z=2
_ T o2 _ P
b) 2z, = (TT + kKT)j; k =0, 1, +2, .., elsfrencu
pélusck,
res th z = 1
z=2

c) z = 0 harmadrendd pdlus
res f(z) = -~ %
z=0
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d) z = 1 mdsodrendli pdlus,

res fl(z) = 2e2
z=1
o)z, = (5 + k¥ ); k =0, +1, +2,,.. elsBrendd
pdélusck, )
-—’E—(zk+1) ha ¥ = 2n
res f(z) =
z=2y %—(2k+1) ha k = 2n + 1
no=0, +1, +2, ... '
f) z = j és z = -j elsédrendd pdlusck,
- e o
rfg fiz) = 53 r?s_f(z) 73
z=7 z=-7
g) z = 0 mAsodrendid pdlus
res ctg 22 = lim él (zzctg 22) = 0;
b z
z=0 Z—0
z = *yk®; k= +1, #2, +... elsbrendd pdélusck
res ctg 22 - gla) -[ cos 22 ] —[1 ] = + 1
= % = - el v =+ —
h7{a) 2z cos 22 2z 2'\fk'nf
Z z
k k
k = +1, +2,.,.
30, a) 1

b) 1

c) 1+ (3-1)&?

d) 1
e) 0 (megsziintethetd szingularitds)

£) 1

g) 1
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31. z, = e pontok elsdrendd pdlusok,

z = o= n-ed rendli pdlus,

2n n+1 2k+1 .
res £(z) = g(zk) = "k = “k = - ih - -1 e I *
= —p = — = =
zZ=2 h (zk)- n-zn 1 n n n
k
és mivel
z2n n 1
=z - 1 + — + .
1+ 2" ' 2N T
azért 0 ha n # 1
res f(z) =
2= -1 han = 1.
Eﬂ z = -1 n-edrendd pdlus;
z = o= n-edrendd pdlus
{n-1) 2n
res f(z) = (n_1)| 1im a —— [(Z"'})n Z__—n]z (_1)n+‘|(n2_n1)
==1 ) dz (z+1)
res f(z) = - res f(z) = (-1 (Zn)
- _ n=-1
AR z=-1 .
¢) 2z = =~ lényeges szinguldris hely,
res f(z) = - c_1 = 0
z = oo
d) z = -1 elsérendl pdlus,
z =° lényeges szinguldris hely,
res £(z) = L&D e = ]
= = =
gem1 h”{-1}) 1
-1
res f(z} = -e
z:“
e) res fiz}) = - %, res f£(z) = =~ %, res f{z) = 1
z=1 z==1 . z=0
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f)

q9)

h)

i)

)

k)

1}

m)

res f(z)
Z:ac

res f(z)
z=j

res f(z)

Z= oo

res f£(z}
z=0

res £(z)

Z= oo
res f(z)
z=0

res f£(z}

7=

res f(z)
z==1

res f(z)

7= oo

res f{z)
z=k

res f(z)
z=2

res f(z)

7= oo

res f£(z)
z=2

res f£(z)

7= o

res f(z)
z=0

res f(z)

Z=°°

1; vres fiz) ; res f(z)
z=1 z=-1

b —

1]
—
-

0; res f(z)
z=1

Z
—-}: res f(z) = -1

k=1 2=z

+ 2gin 2;

-2 sin 2

B —
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ny res ftz) = - cos 1,
z=-1
res £(z) = cos 1
z:w
o) res f(z) = (—1)k+1 k21 5 k =+1, +2,...,
' = - T
%" ke
=~ k
2 (-1) 1
res f(z) = Z = - =
Z= o= %2 k= k2 6
p) res £(z) = (-1N" a’x? - 1o
z, =kt A A
k
N o 2 2., _
r) res f{z) = lim (2" ctg 2z7)’ = 0,
z=0 z-»0
res f{z) = * 1 kK = 1.2
z=+ {k® 2W re
1 ha Y1 = 1
32. a) res % =
z=1 -1 ha ‘\/‘]_ = -1
b) res ———— = 0 ha \1 = -1

{ha \/-1_ = 1, akkor f regulédris)

c) Mivel z% = e¥ 10 Z
o Lo 2 -2k & T ha Y1 = 1 és Ln 1 = 2kej
res ————— =
Z.=1 1 - '\/—z— 0 ha \ﬁ = =1
.

d) res A/(z-a}(z-b) = Eg—b)—— ha \ﬁ = 1

Z= oo . ) (a_b)z )
—g— ha \/-1 = -1
z-a .

e} res Ln 05 - & - b minden &gon
Z= oo

f} res 2% In i:{% = b3—a minden dgon
z:oo
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res Arctg z kw ha Arctg 0 = k¥

g)
z=0 z
h) res Arcizzg Z = - (Zk;” » ha Arctg e = ___{2]-;;1)
z:on
2
34, erezei [f(z)] = - 2c_ c,
35. a) res [tp(z) . f(z)] = A -+ ¢(a)
z=a
) c (F" (a)
b) res [¢lz) £(2)]= c_, g'(a) + —=2ag—r
z=a
c (k=1)
. k—;z‘f (a)
36. res £(¢ (z}) =
z=a ¢ {a)

2.§ REZIDUUM-TETEL ES ALKALMAZASA INTEGRALOK
ERTEKENEK MEGHATAROZASA

2.1 KOMPLEX INTEGRALOK KISZAMITASA REZIDUUM TETELLEL

38. Az 1.§ 1.2 fejezetében levé 1/a, c, e és 3/a, b, ¢
példdkban kiszdmitott reziduumok felhaszndldsdval

A
a) p’eg‘dz=2rj res £(z) = 2% 3 5 = I%
G z , z=0

=

b} j{e dz = 2%3 reg flz) = 2%3.1 = 2%
z:
G

1 . , .

—_— = 2% = 2%3°*1 = 2%

c} .?{ln(1+z} dz 2% 3 ;Sg fi{z} 2% j+1 2% 7
G
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dj e2 dz = 2% 3 res fiz) = 2% 7- % = -
z +1 z=7
jz
e2
e) fgsin Z dz = 2% j resflz) = 23 (-9) = 2%
z=K
G
2
Z

27§ res £(z) = 2% 3+ (-4w )= -8 T
e?- 1 2=2 3

th
5,
N .

o

N

il

_ sin —z
{ig' a) #i————£- dz = 2ﬁ:j[res f + res f] = jﬁ?VE

22 -1 z=1 z=-1
Ugyanis:
z = +1 elsérendl pdlusck, mindkettd G belsejében van és
sin —— -
- gi{z) g(t) _ _ 2
e P SIS T TR 7z 7
z=1
%
isin = z

res f = | 4 - zy2

g | 72z )

z z=-1
Ezért

res £ + res f = —gz

z=1 z=-1

b} j£-l——5~ dz = 213 [res £ + res £ + res f]=— T3
¢ zl1-e7) z=0 2=2Tj z=-2%j

Ugyanis

az integrandus szinguldris helyei: z = 0 mdsodrendd és
z = 2k%j; k=+1, +2, ... elsSrendii pdlusok. Kdziilikk z = 0
és z = + 27 j esik G helsejébe. Mivel

’
. d r. 2 11 LT . 1-e7+ze -1

res £ = lim 5= |27 ———— = 1lim = lim = =,
z=0 Z-30 dz[ z(!-ez)J z-+oi(1—ez}] z—0 (1—ez)2 2
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P S N L
res £ = | — — 753
z=2%] 1-e -z 222 € 3
- 1 S
res £ = [ z] T o2=x3 !
z==-21%] 1-e " -ze A
z=-2%]
ezért a keresett integrdl
] 1 1 1 -
27 [_E 2Wj+2'ﬁfj]— ﬂ'.'j.
23 1
c) jg — — — dz = 2% jfres £ + res £ + res £|=
(z=11 (z-2) (2-3) P res res res f
el
= -2%j res £ = -2%j(-6)=12 Tj
Ugyanis:
2 n
), res £ + res £ = 0= s res f = - res f,
k=1 z=a, Z=oo k=1 z=a, = oo
és mivel
23 = Z3 = 1 + —6— +
(=11 (=21 (2=3) ~ 3.5 2.0 ¢ z
ezért 3
res f = —c_,I = —-p = E: res £ = 6.
Z= o= K=1 z=a,
1 2
A fi—az =293 Y res £=223[1-1+1-141]=
sin 2 K=-2 z=k®
G
= 27 ]
Ugyanis:

az integrdlanddé filiggvény G belsejébe esd szinguldris
helvei:

443



%; 2, = ~®%, 2, =0, 2z, =%, z_ = 2%

N
il
I

[ %)

amelyek mind elsdrend pdlusok,

o) a2 Z_ 37 = 229 (res £+ res £) = Zq ¢
3 2 © . 3
G z- = 3ijz z=0 z=33

W=

Ugyanis: az integrdlandd figgvénynek:
z = 0 elsbrendli pdlusa (mert a szdmldldénak elsdrendid, a ne-
vezédnek mdsodrendd zérushelye); z = 33 elsb8rendd pdlusa, és

. Z sin =z , cOs zZ 1
res £ = lim —==¢ = lim s——b— = - —
220 70 z(z=-33) 2 0 2z - 33 33
res £ = lim sin z  _ [ sin z ] - 8in 3j
. . AL . h 33
z=37 z-37 [z(z-375)] 2z - 3j 2=3 J
£) § —— az = o.
G 1-e 2
Ugyanis:
1 22 1
?f—dz= —2 .1V az =217 res f
2 2 2
G 1-e”% G “1-e” % 2 z=0
2
és res £ = 1lim é% ( z 2) =0
z=0 z2—0 -z
1-e
8
Z LA

gl j[ ) dz = -j ;[_

c % * 1
Ugyanis:

2% . 1 = (22 + j)(22 - Ji,

aminek zérushelyei
. T .57 LT 3
7 I—— “J =
z, = e ; 2, = € 4, z2, = e 4, z, = e 4
1 ' 2 ' 3 ' 4
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Ezek kdziil csak Z4 és 23 esik az adott G zart gbrbe belse-
jébe. fay

res £ + res £ = ;11' + 137{ =
z=21 z=z 3= ==
3 de 4 de 4
1 3m R C o
= E[cos =~ —3sin —— + cos 5 + ] 51n—z—¢ =
1. 247 _ 42
R | 2 4

40. a) -47% ]
b} -1]
c) 2% 3 (1=cos 1)
d) 2T jl3 ctg 1 + 1)
e) 0
41. a) =2%]

b) -2 %7
c) O

e} TJ

f) 2% 3

g) wile Vi evfr)

42, a) ®7J
by - =4
V2
c} - 2%

-]
d) 5
e) 2 %3
-
) -
V2
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Megjegyzés: a példdk kiszdmitdsdndl célszerld felhasz-
nélni azt a tételt, hogy egy filiggvény reziduumainak 8sszege
0 (a o -bell reziduumot is beleszdmitva) !

43. la)
2T ha n = 1
2 S
j{ R ol 3
G 2T j Z: e ha n>1
k=0
Ugyanis:

az integrdlandé fliggvény szinguldris pontjai a

z, = {1 =8¢ T ; k =0,1,2,...,(n-1)

pontok. Mindegyik elsdrendd pdlus. fgy minden szdébajthetd k-ra

2 Ak
res f = Zk =l .z—k:lzz—le:}n
yoz hez n-1 n _n n “k 4 ’
k k k
mert zkn = 1
2% 5 - 0 ha n>1
2n
Pl pt—g az -
G 1 + 2z
2wy 1 ha n = 1
Ugyanis:
az integr&landé filiggvény szinguldris helyei a
. zk+1
I ="
z, = e : k=0,1,2,...,n-1 helyek, melyek elsérendi
pélusok és mind a {z|= R, R>1 k8r belsejébe esnek. fgy
2n n+1 o 2k+#1
A . S " B Bl
res f(z}) = — = = = - — = - — g
z=z h (zk) nez n-1 n n n
n k
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Tehdt, ha n # 1, akkor

2k+1
n-1 1 n-1 o
E: res £ = - o e =0,
k=0 z=2y k=0
mert az n-edik egységgytkdk Gsszege 0.
Ha n = 1, akkor
22 22]
res £ = res = [—— = 1.
z=-1  z=-1 I'% !

2n
z B . n+1l . 2n
!c) _?gh—ﬁ dz = 23 (-T) { )

z=-1

g 1+z) n-1.
Ugyanis:
z = -1 n-edrendd pdlus, és igy
n-1 2n
res f = fy7 -lin S [(z+1)“ z__|- (-1)“”(
z=~1 dz {(z+1) !
- 1
I n _z _ 2Pt
d} R }{z e’ dz TN ha n=-1
G .
0 ha n <-1
e} 1
fy O
44. a) b ill. 0

b) 25 % i1l1. 6% 3

c) 27r[§%7—6 2], i11. 0
a % a3 - &Y
e}y -1

£f) 273, i1l1l. 275

2n
n-1
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g} jwilcos 1 - sin 1); i1l. 0
45, a) 0
b) -6Tj

o) o

Ugyanis: ctg zz-nek

zy = :1/1 kw; k=1,2,... elsérendli pdlusai
z, = 0 mdsodrendd pdlusa
Mivel
res gl{z) _ g(zk) - cos 22 ] _ [ cos 22 ] -
zZ=Z h{z) h (zk) {(sin 22)’ _ 2z cos 22
n zZ=2
k z
k
_r1 _ 1
z, 2‘\/ik'1t
d 2 2 Z sin (222)—223
res £ = 1im 57 (27 ctg z7) = lim =
dz . 2 2
z=0 z—0 z —0 sin"z
-4,
:1im_§__——4_—=01
z— 0 z
és a G belsejébe esd szinguldris pontok
z, = r\iw és z, = 0,
ezért
1 .
Y res £ =0+ LI ! — + ! —
k=0 z=z, 20/x 24/x -7 /=T
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Ugyanis:

1-tgz=0-—4tgz=1=>z=%+k9‘:; k=20, +1,...
cos?2z = 0=+2z = T + k¥ =z = - + kI k= 0,21,...
A |zf= —3,—‘!5 kdr belsejébe esd szinguldris helyek:
z = —1‘:- els8rendd pdlus,
z = - —%— masodrendd pdlus
Ekkor
res T—tgz Z . yes cos z ; sin 2.2 -
_ & cos 2z _% cos z{cos z- sin " z)
zZ=-% z=—
4 4
= res -1 = =1
_% cos'z + cos z sin 2z
27
d-tg 2 - a z? 1. 322
res —3—= = li“%[a‘z‘ 2 ]= 32
g TiCOs"22 z—- 4 cos“z + cos z sin z,
e) O
. 2
£f] 2% (2 -®7)
gl 32% ]
hy -4
T
. T3+ 29 3 - Qj]
1) 2+ 3[gmEag 0
33 12 - ¢ 2
D 2w~ gy - 35 -

a) \/-1-4c >3] és V-1-4c<-5j => nincs olyan ¢
b) 4/-~4+46 <-2j ésy/~4+dc>6j => -8 <c <0
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. Ha |z |<R, akkor G belsejében két szinguldris pont
van: °©
2, = 0 elsSrendii pélus
N z, = 2, n-edrendli pdlus
Mivel n
res £ = lim z ! = = (_1L
z=0 z—0 zlz-z ) z
o o
és
n-1 n 1
d [(z—z0 n
1 z(z-z ) (-1) 01
res £ = lim = '
n-1 n
Z—Z (n-1) 1 dz z
o o)
ezért
n n-1
- -y By
izl= z{1-2z ) ZO ZO
sin 0 ha R<¥2
w. 2 4z -
|z-1]=R Tz 2% sin j ha R>1Y2
Ugyanis {ld. 69, &bra)

{

a

e )

{

69. dbra
sin z _ . fsin z R
j{ TZ=3) (2737 dz = 20 ] [—Z T3 2T

K
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(z
X,
50. a)
b}
c)

sin z -, rsin z . .
— 2= a = 27 — =1 sin
Sy & < 273 [ )
z=~j
0 ha R<A\8, R # 2
F(R) =
*3{e=1) ha R>AB,
- Z%i. ha E{<\ﬁ;,
F{R} =
0 ha R>\3,
0 ha R<2,
F(R) = .
2 cos 2 - sin 2 ha R>2

51. [a)]

4

Az integrdlandd fliggvény szinguldris pontijai:

z1 =0, 22 = 3j, 23 = =j.
Mivel
res £ = 0,
z,=
res £ = arctg j,
z25=]
res £ = arctg j,
z25==]
ezért
0 ha G-ben egy szinguldris
sincs, vagy csak a z = 0
pont van;
arctg j ha G-ben c¢sak a z, = j
jgarctg dz = < g I 2 ] ?'
1¢z csak a 2y ==J,

z,=0 és zz=j .
z1=0 és z3==3,

2

pont

vagy
vagy
vagy

pont
van;

. 2 arctg j, ha G-ben z, =3 és z3=—j pontok
vannak .
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52. A reziduum-tétel alkalmazdsdval

_g(f(z)dz =273 res + = 2%
G z=0

. A reziduum~tétel értelmében

I = j§_1_ dz. = 2%j res £(z) = 2% 3(~ =) = - &5
Lz 2
c z{e"=- 1) z=0
Ugyanis: _
Az integrdlanddé figgvény |z]= 10 kér belsejébe esd pdlusai:
zq = 0 mésodrendi
Z, 3 = % 2% ] elsSrendd pdlusok.
r .
Mivel:
_ 11 _ 1
res f0) = [3] =y
- z=+2 T j
ezért
res £(z) + res f(z) = 0
z=2% j z2=-2 % j
és 1gy

I =2%73 res £(z)
z=0

Mivel z = 0 az

-nek elsérendli pdlusa, ezért z = 0 k-
e -1 .
riili Laurent-~sora
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igy

C o]
1 %4 o
= 5 +—-—Z +c1z+...

z(ez—1) Z

ami azt jelenti, hogy

22 Z3 c_;
1 = {z + 3T + 3T L S I | = + ¢, + e,z +o..)
amibdl
c =1
-1
I R |
o p) 7

ami azt ijelenti, hogy

I =2%7
JCQ

2.2 VALGOS INTEGRALOK KISZAMITASA REZIDUUM-TETELLEL

oo

/f(x)dx - B gy

Q(x)

-~

tipusd integrdlok, ahol % raciondlis tdrtfiliggvény.

se. [a)] A valds analizisbsl

ismert, hogy ez az improprius

y } integrdl létezik. Komplex vo-
nalintegrdllal valé kiszdmitd-
sdhoz sziikséges az integrédlan-

K dé valdés fliggvény analitikus
folytatdsa az Im z> 0 Felss.
félsikon az '

-R R X
. £f(z) = 61
z + 1_

70. abra
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komplex fﬁggvénnyel. Az integrdldst a valds tengely [-R,R]
szakaszdbdél, valamint a |z]= R; Im z >0 félkérivbdl 4116,
pozitiv irdnyitdsd zdrt gbrbe mentén végezziik (1d. 70. 4dbra).
E gbrbe belsejébe a fliggvény

T ] 3] 5 %3 75 91 11% 9

6

z=e,.e6,<36,.e6,e6,e6

elsérendd pélusai koziil csak a

(2k+1) & 3
z, = e 6 i k= 0,1,2

pélusck esnek. A L'Hospital szabdly felhaszndldsidval:

_ =3 ST
res 61 = lim [(z—e 6 61 ] = lim —1—§ = % e 6
z=zo z +1 z-—»zo z +1 Z'—'Z,o 62
3% j -5 f‘j
res 1 - 1im [(z-e 6 ) ! = lim —z=+e 2
6 6 5 6
z=z1 z +1 z—»z1 z +1 z—>z1 6z
5% j ~25% j
res 61 = lim [(z—e 6 ) (15 ]: lim _1_5. = % e 6
z=z2 z +1 z—’z2 z +1 z—-.z2 6z
Bzért a reziduum-tétel értelmében:
-5 %3 -5% 3 -25% 5
dz . M1 6 1 2 1 6 27
=2'R'J[—e + = e + = e ]=_._
f{zﬁﬂ 6 6 6 3
Tehat
R
f dx / dz_ _ 2%
Jo w0 gbe 3
R
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Mivel R- o= esetén a KR félkdriv mentén vett integral értéke

— 0, ezért

R oo

. dx _ dx 2T -
lim 3 = % - T3 ¢
R— o= x + 1 x + 1
_R ——
gy hogy
dx - T
; X6+ 1 3
b) ——

Az integrdlandé valéds flggvény felsé félsikbeli

analitikus folytatdsdnak, az !

2
Z

fl{z) =
(z2+1) 2(zz+’22+2)

figgvénynek a [-R,R] egyenesszakaszbdl és a K, fels§ f£glkdr-
ivb81 4116 z4rt gdrbe belsejébe esd pdlusai:

z =3 mdscodrendl pdlus

és
z = -1+ j elsérendl pdlus.
Mivel
a 2 22 95-12
res f{z) = lim a;[(z—j) 5 ) ]: 155
z=3 z—] {(z=3) " (z+]) "(27+22+2)
: 22 3 - 43
res £(z) = lim [{z+1-3) —— ' ]: > 1
z==1+7 z—=1+] (z7+1) “(z+1=-3) {2+1+])
ezért
j{ 22 az = 273 [9j—12 . 3—4j] _
22+ 1) 2 (22+22+2) 100 25 50

G
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Felhaszndlva, hogy a KR félkdriv menti integrdl — O,
ha R -— < : ‘

2 > 2
. X _ X _ 1=z
lim ) 53 dx = f 5 % ax = i
R—ee To (X741) " (x7+2x+2) JxTHN) T (xTH2x+2)

Mivel az integrandus pdros figgvény, ezért

2

f X dx = 1
0 (x2+1)(x2+4j 2

2
X

(x241) (x2+4)

\‘3

dx.

§

A valds integrdl helyett a

Z2
?g dz
¢ (zz+‘|) (z2+4}

komplex integrdlt szdmitjuk, ahol G a 70. dbrdn lathatd,
poziti{v irdnyitdsd zdrt gbrbe (R>2). Itt

2
?{ > z 5 dz = @ j [Res £(z) + res f(z)]
G (z+1) (27 +4) z=j z=zj

i}

27 335 * a3l 2 - =

3 3
Mivel R
2 2 x2
}g = dz:/ ) Zz'dz"f ) 5 X,
(2241) (z°+4) (z%+1) (2°+4) PANESRC Y
G KR.— .

ahol R—<- esetén az elsé integril O-hoz tart, ezért

oo

- 2
/ g dx = =
(x"+1) (x"+4) .

-—
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amib&l oo 2

/ x a = E
(x2e) (x%+a) ®
0
)
€ abl{a+b)
x
59. a) =
X
- 4a3
5
<) 1a
@ l:3.5...(2n-3) &
2.8.6...(2n-2) 2
Ugyanis pl.

Mlvel az integrandus péros figgvény, ezért

ATy S
Jxtah? 2 P ?

Felhaszndlva a reziduum-~tételt:

—_

DO s
H
1
N
|—l
'—l.
=
o]
f=3
]
|
N =
l—l
'_l
=]
D"e\,
jol}
o]
¥

2. 2.2 - 2 2.2 e 2
_ﬁJx +a’) R R {(x"+a”) R £R (z"+a™)
- dz -1 lim dz _
(z +a2}2 ‘R (z+a“) )

~-R R %R
= %‘ 27(3 ¥es 2 3 =
(z7+a")
. . by
=Ttj res [ (co+c1(z-a3)+...)]= ¥j ¢q = —3
z=aj L {(z-aj) d4a
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Itt az ———1——7 fliggvény z, = aj kbdriili Taylor sorfejtésében
(z+aj)

a ¢, egylitthatét a

1
a 1 _ 1

c - — ——————— -
1 >[dz . 2] 3.
{z+aj) Jz=aj 4a™j

formuldval hatdroztuk meg.
Az dtalakitdsok sordn felhaszndltuk, hogy

R—re g (27+a7)

mert az R sugard k&rdn

1 l 1
_<.—_—
(zz+a2)2 R2

ha R elég nagy.

[e]

2%
‘[R(sin X, cos x) dx
0

tipusd integrdlok, ahol R raciondlis fliggvény, amelynek nincs
szingularitdsa az egységkdrdn

61, Az adott valds integrdlt az

el® = 2 '
ix  -jx z - 1
. _ e'T-e - Z
sin x = 33 73
ix, -jx z + 1
_.ej +e J _ z
cos X = > = 5
dx = ;L dz
jz
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helyettesitéssel egy komplex filiggvény fz]= 1 kdr menti
rdljdvd transzformdljuk. Ifgy:

2x

dx _ j{ 2 dz
3-2¢c0S8 X + sin x . 2 . .
0 lz1=1 (1-23) 2z + 6jz - 1 25

Az integrdlandd fliggvény péiusai:-

= 9 3 =2-3
29 =23y 23 5

amelyek koziil csak a z, esik a k&r belsejébe. Mivel

res £{z) = lim [(z - 251) 2. ]: o
2=z, z—z, (1-23) 2°+65z—1-23. J
ezért a reziduum-tétel értelmében

2%

dx _ A
j3-2cos X+ sinx - 2%3 23 =T
0

Alkalmazva a

- oJ%, =1 1. ¢ = 13 LI -
z =e’”; cosx =5 {z + Z), cos 3x = 2(2 + ;?” dx =
helyettesitést:

2% 6

cos 3x . 1 5{ z o+ 1

e dX = - = dz
OfS 4 cos_ 23 12021 23(22-1) (z-2)

Mivel az integrédlandd fliggvénynek

z-= 0 harmadrendd pélusa,
z = % elsdrendd pdlusa,
és ‘
2 6
resf= lim é% _gf (z3 3 z +1 ] = %} .
z=0 z—o0 °° dz z-(2z-1) (z-2)

integ-
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) 6
resf = lim 'Pz— % — 1 ]= - 5% ,
27 (2z2-1) (z-2)

(=)}

ST U~ O N I -1
e 2 (22-1) (2-2) :

"B-dcos x X 7 T3

0

£)

-
(=)}

-
W
(o)

63. al ry2

by V2

2% a
Via%-p%3
(2a+b)

\fﬂa(a+b)3j]

e)

d)

Ugyanis pl. b):
Alkalmazva a

2 = ejx : dz = je " "dx ;
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azaz a

sin x = — ; . dx = l dz
i z

helyettesitést, ezzel a kérdéses valds integrdl az

1 ) 1
« -— dz
4 (zeg)? 3%

|z)=1 1 - —F—

komplex kdrintegrdlld alakul. Elemi dtalak{tdsokkal ez az

integral

44 jg z dz

i1 (217221 (2P h2ze)

alakid, aminek értéke -~ a residuum tételt alkalmazva -:

49-2 °3 res

22142 - (YD) [z (VD) [ (- 1+y2)] [z (~1—y2)]

z2=v5;1

fgy x

[ —&_ 3

_g I*sin’x

. = cos mx
ff(x)eikadx ; I /f(X) [ } dx
- e sin mx

tipusd integrdlok
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64.[a) we™®

b) = e
, Te a
c 2a
x _-m.
d) 5 e
o) = &™(1+m)

Ugyanis pl. a)

Az f(z) =

fliiggvény |2|— e=esetén arc z -ben

1+z

egyenletesen tart 0-hoz, Igy a Jordan Lemma feltételei tel-
~ jesiilnek, gy hogy .

ejaz
lim 3 dz = 0,
R—*«’K 1 + z
R
ahol KR:|2I= R; Im z>0 f£félkoériv,
Ezért
r jax ' jaz
e e e’ _
[Sae-um e
= KRR
jaz
=2'R‘jres[e 5 ]=
z=jl1+z
jaz _
=21‘tjresm(—?—)—{£—_,—)=1tea
z=3 J ]
pl. c):
fcosx 1 COS X 1 eI ® _-a
ax = = ———dx=-—/ dx = > e
; x2+a2 2 x2+a2 2 x2+a2 2a
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Itt felhaszndltuk, hogy SJz'n }; pdratlan fiiggvény
X +a

o

és igy f dx = 0

bn

/3
65. % cos (%ﬂ) e 2

Ugyanis:
Az adott improprius 1ntegrél konvergens, mert az integ-

randus dgy viselkedik a végtelenben, mlnttzl =2 Felhaszndl-
juk hogy

r cos mx ejmx
/—2————dx=Re [J[—z——-———dx],
x° + x + 1 X"+ x + 1 E .

és
jmx . p_jmz jmz
& ax = lim —e—dz=231'eres =
2 2 2
X +x+1 R— e z +z+1 z=a, Z +z+1

ahol GR: a valds tengely -R+j-0, R+j-0 pontjait &sszekdtd
szakaszdbdl és a |z|= R; Im z> 0 félkOrivbél 4116 zdrt gbrbe

pozitiv irdnyban bejdrva és a, az -7—1——— fliggvény Im z>0
z"+z+1 :
félsikba es8 pdélusa. Mivel egy ilyen pdlus van, az

= M els8rendl pdlus, ezért:

87 T2
- _im _mfB
imx ' jmz 2, 2
f—;-———dx=21tjres—§—-—=2’li‘e e ’
JoxTHxt z=a, z +z+1 \[5
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| , _im _mif3
Do 2 2_- ,t
/—-——cgsmxdx=Re [the e |=2j
x%ex+1 3 4 3
-7
b) - L2 e\/—§
243
c)i(cos1——)
5 2
e
o —E e e
al - p2 b a
66.[a) o
Ugyanis:

b) %% g MmN
-m.
c} %% eV2 cos -2
. Nﬁf
67.. ;t? (cos_1 -~ 3 sin 1}
b) T (2 sin 2 - 3 sin 3)
¢) —5 {3 cos 1 - sin 1)
3e
d) ;EE {2 cos 2 + sin 2)
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e) l% {cos 2 + sin 2)

e
£) 5 (1 - 25y 2%
Ugyanis pl. a)
I = fx___zcos X dx = Re X el ¥ax
xX"=2x+10 X" -2x+10

2

22722+10
ben egyenletesen tart 0-hoz és igy a Jordan lemma szerint

Felhaszndljuk, hogy |z|{— = esetén a fiiggvény arc z-

lim —5—5————ejz
R-—*wK z =-2z+10
R

dz = 0,

ahol K a Iz{= R; Im z=0 félkdriv.

Ezért
: . jz
I = lim j{-—?——z——e]zdz=2ﬂ:j res ze
R— o= z"=2z+10 z=1+373 @—(1+3jﬂ[z—(1—3jﬂ
-R R ‘ ‘
= 21 l%il e3(1+33)
T o . .
= (cos 1 - 3 sin 1) + 3 —x(cos 1 + sin 1)
3 3
3e 3e
Tehdt
"X COS X _ ¥ .
f RN dx = —3 {cos 1 - 3 sin 1),
x"-2x+10 3e

60). Utmutatds:
Az integrdlédst végezzik a

-R; +R; R + 2f3j; -R + 2 %j
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csiicspontu téglalap mentén és haszndljuk fel, hogy a figgSle-
ges szakaszok menti integrdlok értéke — 0, ha R — o=,

69. Hasznéljuk fel az

eajz
_?g eZ*}'t’z_1 dz
G
integrdlt, ahol G a

6; R; R + 3; :J

cslicspontd téglalap és R-— o,

70. Haszndljuk fel az

1 - e

2
Z

f{z) =

fliggvény integrdlijét.

Haszndljuk fel az
_ 2
flz) = —5—
fliggvény integrdljédt.

@ A reziduum-elmélet alkalmazdsa nem szilikséges, mert
randus az x vdltozd pdratlan figgvénye.

[2]

O b
f fix) dx ill. f f(x) dx
0 a

az inteqg

tipusd integrdlok, ahol f nem korldtos az integrdcids tarto-
manyon és analitikus folytatdsdnak eldgazdsi pontja van.

T
7. E)] sin To
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Ugyanis:
K A valés analizisb8l ismert,
R hogy az adott improprius integrdl

létezik.-Az integrdl reziduum-té&-
ohE tellel t8rténéd kiszdmitdsdhoz eldé-~
AN R % dllitjuk az integrdlandd filiggvény
komplex sikbeli analitikus foly-
tatdsdt, a z = 0-ban eldgazdsi pont-
tal és g z = o=-ban zérushellyel
rendelkezsd '

flz) = — . <o <]

(z+1)z %

fliggvényt. Ez a fliggvény - a 2z = -1 pdlushely kivételével -
reguldris az integrdcids tdtnak vdlasztott - a 71, dbrdn 14t-

haté - [E,R]UK;lJ[R, e]u K; pozitiv irdnyitdsdi zdrt gdrbén
és az 4ltala hatdrolt tartomdnyon (itt KR :lz|= R és

K :|z|=¢). Ugyanis az f(z) fliggvény hatdrértéke az [&,R]
szakasz valamely £ < X=<R pontjdban - ha ahhoz a felsd £&él-
sik fel8l kbzeledilink -:

71. &bra

1 1

{x+1)x & (x+1)e

o ln x 1

ahol a reguldris 1ln z dgy van definidlva, hogy ln (-1) = j#»
teljesliljdn. Az alsd félsik feldl kdzeladve ugyanehhez az x
ponthoz az f(z) hatdrértéke:

1 _ 1
ST o (In x+2® 3)°

(1+3x) x® {1+x}e

Tehdt a reziduum-tétel értelmében

+
, (1+z)z (1+x)x _(1+z)z
KR Ke

. .
£
f ax R }(; dz / dz f dz -
g (1+x)xo o JJ2Wer
R

= 2% Jj res !
z==-1 (1+z)z¥

{mert az adott tartomdnyon f egyetlen szinguldris pontja
z = =1}.
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1
(R~1) *R®
—'0, ha & — 0. fgy a K és K, kordk

A Ko kdrén [f{z)|=< =>0, ha R —e<; a K, Kkordn

1

(1-e)e®
menti integrdlok 0-hoz tartanak. Ezért a kérdéses I integ-

rdlva:

|[£(z)] <

R,
(1-e'j”°‘}f —(Td)i—;— = (173 L gy TK
. X)X ’

Ebb&l az Euler formula felhaszndldsdval:

-
1= Sinazw
°n_1r 2%
2. Z[TFWT (2n-5)(2n—7)...3-1]
Utmutatds:

Hatdrozzuk meg az
2" - 22

komplex fiiggvény z = 0 pont kdérili intégréljét a 72. dbrén
ldthaté zdrt gbrbén!

y §

72. 4bra
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Az f(z) = V1 - 22 komplex reldcid a [—1,1] inter-
vallumon bemetszett komplex sikon analitikus folytatdsa a
V1 ~- x2 valés fiiggvénynek (ugyanis: f£(z) hatdrértéke a be-

metszés felsS partjdn: {/1-x“, alsé partjan -\1 -.x2. igy az
f(z) fliggvény intégrdldsdt a 73. dbrdn ldthatd gdrbe mentén
végezve a kérdéses integrdlok értéke meghatdrozhatd.

73. &bra
73. Az integrdlandd filiggvény pdros dgy, hogy az in-

tegrdldst™(- o=, ==) ~ben végezhetjiik.
Az integrdl kiszdmitdsdhoz haszndliuk fel az

2 .
j{ in 2 dz
1+2

G

komplex integrdlt, ahcl G a 74. 4dbrdn ldthatd gérbe.
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N -

74. dbra

@ Haszn&ljuk fel az

ln =z

. 55 77 dz
z ta

G

komplex integrdlt, ahol G a 74. dbrdn ldthatdé gbrbe.

3.§ ZERUSHELYEK ES POLUSOK ELHELYEZESENEK
ES SZAMANAK VIZSGALATA
3.1 LOGARITMIKUS REZIDUUM

£'i{z) . £’ (=)
‘?g £(z) dz és j{(f(z) “Fiav dz
G G

tipusd inteqrdlok értékének meghatdrozdsa

2> 423 1 rd 1n(zde1)

dz=zj57—dz-z 3z 9

74.[a] ¢
G

24+ 1
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(z4+1)’ 1

=%G e dz = g+ 4 - 2% = 25873,

mert a z4 + 1 = f{z) filiggvénynek nincsenek pdélusai, de mind
a négy egyszeres gybke a z = 2 kor belsejében van.

by 43 ;

c) ~4w] ;

d) 3%3 ;

e) 2wj ;

£ 2130,

(a nevezd gytkeinek meghatdrozdsa a Rouché-tétel
alapjdn térténhet - 1d. 3.2 fejezet 6/b. pl. -)

[9)] -4 nj

Ugyanis:
_ _ -Tsinfz __ 1. .
,?5 tgﬁrzdz— po o5k z dz = = 2% j°2n,
Izl =n 1zl =n

mert cos 'z zérushelyei: a = % + k; k = 0,+1,+2,... helyek

és igy a lz]= n k&r belsejébe esd zérushelyek szdma: 2n.

75. -16 %3

Ugyanis ezen f fiiggvény esetében a |z|= 5 k&r be-
sejébe az _

1 2j pontoeli %, = 1-szeres,

I " = 1=
a, = 23 . ¥o 1-szeres

a

zérushelyek és a

b, = -1 + j pontbeli ﬁ? 5-8drendd,

1
by =1 -3 ) B2

pélushelyek esnek. fgy erre az f-re

5-8drendd,

i}
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£ . . .
{2) 97 = 225 [oq+ &, = py= By]= 2% 3[2 - 10]= -16% 3

f{z)
G .
b) -10%j
c) 473

- Ugyanis ezen £ fliggvény esetében a‘|é-1]= 6 kor
belsejébe az

a1=0; a, =T ; a, = -%

pontokbeli egyszeres zérushelyek és a

b1 = 2%

pontbeli elsdrendd pdélushely esik.

121 §

Ugyanis ennek az f fiiggvénynek nincsenek zérushelyei
és pdlusai koézilil az

=-_1t_- a_-—"'- —_.__3R/
ay 3 i 2 i a3 = )

mésodrendd pélusok esnek a |z + 3| = 2 kBr belsejébe.

- 247

Ugyanis ennek az f fliggvénynek zérus és pdlushelyei

k6zidl az
ay = 2% j egyszeres zérushely,
b1 =0 els&rendl,
"'ﬂ-r —_3__ = T = = - -
by =5+ b3 = r by =T by T
_3m _ -3%
bg = 51 Dby )

médsodrendl pdlusok esnek a |z - jl= 6 kdr belsejébe,

£)f -2 %3
Ugyanis ennél az £ fliggvénynél a |z-6j|= 8 kor
belsejébe az .
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a, = 0 egyszeres zérushely,

a, = 2%7; ay = 4 *j kétszeres zérushelyek,
o _ ] 3%

by g =t 3 i by =W by o=t

els8rendd pdlusok esnek.

76.1a} 31T ]

Ugyanis: az f fliggvénynek nincsenek pélushelyei csak
zérushelyei. Mivel az

a; = 0 pont a, = i-szeres,
= H = —
a, 1 % 5 1-szeres
a, = 1w = 1-gszeres
3 2 !

zérushely, ezért

r .
ﬁ‘z £ (2) dz = 2] [u1 a, + oy a, + oy a3] =

f{z)
G
. 1 .
= 21r3[1-0 + 11 + 1° 5] = 3@
. . 5%
; + 27
] 2%3 [1e +1ve - 45) = 8%
2. 2
z- - 3. 2~ -3

Ugyanis az £ = 5 >
z -4zj-4 (z-27)

fliggvénynek az

. ® . 5%
T J =3
a; =e : a, = e

mdsodrendi pélushelye. fgy
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£42) o _ oo - - _
Flz) 9% = 2T3[may v oy ay = pyby] =

C.‘)gegS

g '
3T W7
=2%3 [1-e + 1-e - 2-2j)
Ugyanis az
f zZ + j _ 1

{2-23) (2+23z-1) = (z2-23) (z+3)
fliggvénynek nincs zérushelye csak pélusa, mégpedig a

b1 = =j és b2 = 23

elsSrendlf pdlusok. Igy

j{z ffg; dz = 2% 3[-1-23 - 1(-3)] = 2%
G

[a) o

Ugyanis az

£ - 23 - 49z - 4z _ z(z - 2j}2
- N B .
{z-3) (z—j)4
fliggvénynek az
a; = ¢ pont oq = 1-szeres
a, = 23 oy = 2-szeres
zérushelye; a
b, = ] pont 4-szeres

1
pdlushelye. fgy

£'(z2) _ ST . : N
§£z A2 az = 253170 + 225 - 4-3] = o,
G

2z
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0

Ugyanis f mindeiitt reguldris.
77.[a)] 6 %3
Ugyanis: )
6 3 3 1 3 tg 2z 1

sin 2=z sin z cos 2 tg z
dtalakitdssal a kérdéses integril
. . 3
6el? _ ﬁ‘ jz (tg z)’
% sin 2z 92 © € . 3, dz
fz] =2 lz] =2 g

alakra hozhatd. Mivel a ]z|£2 tartomdnyban ¢(z) = ejz regu-
ldris, f£{z)

tg3z-nek a kdrtartomdny belsejében:

a; = 0 pontban m1.= 3-szoros zérushelye,
. & " - . '

b1 = 5 ﬁ1 = 3-adrendld pdlusa,
____’J_?f_- ] - - it

b2 = 5 Bo 3-adrendl pdlusa

van, ezért

. 3.,
3§ eJZ {tg”z) az

gz 2% 3 Joq ¢lagh= py g iby)= By ¢by)]=
jz1=2
g = -3 EE]
-2%3[3e° -3¢ 2 -3¢ ~ 2--
= 2733 - 33+ 3j] = 6%3.
x2 9w ?
b] 423 (e? +e 1)
Ugyanis:
.ﬁ z? z2 {cos z}'
e thdZ=- e —mdz .
fzl=5 lz] =5
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2
Mivel «¢(z) = e® reguldris, £(z) = cos z-nek nincsenek
pélusal csak zérushelyei, melyek kdziil a [z|<2 kidrbelsdbe
esBk:

ay = _%r__ pontbeli aq = 1-szeres,
= 31{* 1l a— -

a, = —>5— oo = 1-szeres,
. _x " = 1=

x4 = 5 o3 1-szeres,

'q4="§";‘r—> " g4 = 1-szeres

zérushelyek, ezdért az a} példabeli formula felhaszndldsdval:

2 2 :
%eztgzdz=—j{ez ig%z——z)—dz=

|z} =5 lz|=5

-2%3 [e +e +e +e

X
--41rj[e4 +te 4 ]

c) 4173

ay -32 734
. Legyen

) 1 (k
) és b =3 gl ){zo); k=0,1,2,...

:1 f(

a T k)
k k!

(z

o]

Ekkor - a feltételeki figyelembevételdvel -

£(z) _ 5:101*::11 (z -zo} + ...
glz) i aj # 0, b, # 0

_ 2 _ 3 o]
b2 {z zo) +b3(z zo) +,..




Bevezetve a z - z_ = z' jeldlést

b
f(=z) - - 1. : ' . _ 3 + !
(o) b.z.,Z'[ao+a1z +...]_[1 bzz ],
2
amib&1 1l4thatd, hogy
£lz) _ 21P2 7 3P3
res 2} - 5
Z=Z g b
o 2
a
79. a) - =
o
2
b) a; - 2aoa2
2
s
. Az integrédlandd fliggvény
' ' _cos z _ £'{z)
ct9 z = Sinwz - f(z) '
ennek szinguidris helyei:
zk=k‘1i?; k=0, £1, *2,... ' (%)

elsérendli pdlusok. Tehdt tetszdleges k-re

£'{z) _ 4
flz)

res (xx)

z=k 1t

A |z| = r ™ sugard k¥r belsejében (a z=0-val egyiitt) a neve-
zének

2] + 1
darab gydke van, mdsutt az integrdlandé fliggvény reguldris.,
tgy
[r}

5!{ cté z dz = 2% Z res ctg z = 2% 3 (2[r]+ 1)1
lzl=x - k== [%7%
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3.2 ROUCHE-TETEL

81.[a)] 5.

Ugyanis az

f(z) = 28 - 425 : glz) = z3 -1

vdlasztds esetén a |z[= 1 k&rdn:

3

I£(2)] = 22(2° - )] =z> - appa -12%] = 3,

2

lgtz)f =12 - 1]=[23]+ 1

Tehdt a |[z|= 1 kdrén [£]>|g| igy a Rocuhé-tétel értel-
mében az .

frg=22-42>+23-1=0

egyenlet |z|<1 kdrbe esé gyékéinek szdma megegyezik az
£ = 25(23 - 4} egyenlet ottani gySkeinek szdmdval, azaz 5-tel.
(Ugyanis 23 - 4 # 0, ha z]|<1). ‘

Az £ = 1 - 525 : g = 28 - 2z vdlasztds esetén
alkalmazzuk a Rouché-tételt.

%]
.

c)
d)
e)
£)

82. 4 gytke wvan.

Ugyanis:

O = O

Az f(z) = 24; gl(z) = 23 + 1 vdlasztds esetén a
[z]= 2 k&rdn

HEROE
=|[f]>|g}.
9] 5 9
fgy a Rouché-tétel értelmében a |z|<2 k&r belsejében az

f + g = 24 + 23 + 1 ~

fliggvénynek ugyanannyi gydke van, mint az
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fiiggvénynek. Mivel f-nek z = 0 negyedrenddi zésurhelye, igy
f + g-nek 4 gyBke van a |z|<2 kbrben.

b} 6 gydke.

Eﬂ 7 gybke.

Ugyanis: )

az f(z) = 12; gl{z) = 27 —-523 vdlasztds esetén
a jz|= 1 k8rdn '
7 3|<6

lglz)|=]z" - 523]$|z7|+|52

f£] = 12 = 11>l

Tehdt a |z |<1 kdrben az

f+qg=12 + 27 - 523

fliggvénynek ugyanannyi gytke ﬁan, mint az £ = 12 fliggvénynek,
azaz: egy Sem. , .

Az f = 27; g=12 - 525 valasztds esetén a |z]= 2
k&rdn

[£] = 64 }=>|f|>lgi._

|12 - 523|5‘I2 +1523] = 52

191
fgy a Rouché-tétel értelmében a |z|<2 kdrben az £ + g figg-

vénynek ugyanannyi gySke van, mint az f = z -nek, aminek
2 = 0 hetedrendd zérushelye. fgy az 1<|z|<2 kdrgylriben
(f + g)-nek 7 gydke van.

4) 1 ill. 3 gydke

e) 0 1ill. 4 gydke.

84.[§ﬂ Egyrészt: |z|= % esetén

IZ?z|Z|+1z§z + 11,

ezért f = 23, g = 1 + z vdlasztéssal a Rouché-tétel értelmé-
ben a

£(z) + glz) = 2> + (z + 1)

P{z)
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fliggvénynek a [z|<% krtartomdnyban ugyanannyi gydke van,
mint f-nek. Mivel £ = z " -nek z = 0O-ban harmadrendl zérus-

helye van, ezért P(z)-nek 3 zérushelye van a [z!<% tarto-
madnyban. .

Mdsrészt 05|zy<% esetén
|z + 1l>1 =]z|>z]
2 . . . 3 ...
ezért a |z|= 3 k6rbn g = z + 1 majordlja az £ = z~ filiggvényt.
fgy g-nek és vele egyiitt P{z) = £ + g-nek nincs zérushelye
]z|é§-k6rtartoményban. Tehdt P(z)-nek az Osszes gybke a

%S[zi<§-gyﬁrﬁbe esik.

86. ja) 1 gyGke.

Ugyanis az

£(z) = z; glz) = -e®” 2
vdlasztds mellett a [z|= 1 kdrdn
- -
[£(z)]= 1; Jg(z)l=e* * <ol May,
mert X > 1. fgy a Rouche-tétel értelmében f + g = 2z - ez_k
gybkeinek szdma a |z|<1 kdrben megegyezik az f(z} = z zé-

rushelyeinek szdmdval, azaz 1-gyel.

n gyotke.

Ugyanis: az

f{z) = ez; gl(z) = -4z" 4 1

vdlasztds mellett a |z|= 1 kOrdn
| £]<e
n == |fl<|g]
|g|=]1-42z">3

Tehdt a Rouché-tétel értelmében a |z|[<1 kbrben az f + g =

= e? - 42" 4 1. fliggvény gydkeinek szdma megegyezik g gydk-

szamaval, ami n.

c) n gydke.
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87. n gyo&ke.
88. A |z|= 1 kdrdn
ff(z}] <1,
fgy a Rouché-tétel értelmében a |z|<1 kdrben
z + (-f(z)) -nek
ugyanannyi gydke van, mint z-nek, azaz: 1.

89. 2 gydke.

Eg. a) Legyen

f =uxz; g = -e .
lzl= 1 kdrdn
-Rez -X
lg(z}| = e = e < ec<|uz|=|f(2)],
mert {«| > e és ]z] . gy a Rouché-tétel értelmében |z]<1
kGrben az
f+g=0(z+(—e—z)

fliggvénynek ugyanannyi gyBke van, mint az -f(z) =d z flggvény-
nek, azaz: egy f{(a z = 0-ban egyszeres gydk).

[g] Ha « > e pozitiv valds szdm, akkor a

hix) =ux - e - 1; x€[0,1]
egyvdltozés valds fiiggvény a [0,1] z&rt intervallumban foly-
tonos, h(0} = -1; h{1} =de - 1>-e2 - 1> 0 igy a Bolzano- .
tétel értelmében van olyan v € (0,1} hely, amelyre h{t) = 0,

amivel az &41litds igazolt.

[j Az f (z) fiiggvénysorczat — a z = 0 pont kivételével -
1/2 .

minden z-re az e fiiggvényhez konvergdl. Ugyanls barmely
- az # 0 kbzéppontd, a z = 0 pontot sem a belsejében, sem
a hatdrdn nem tartalmazd - K kor esetén tetszolegesen adott
& = 0 szdmhoz taldlhatd olyan elég nagy N N*, hogy a K k&r
minden pontjdban

1

Zz
fn(z) - e <&,
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ha n>N .,

_1_’
z

Ezek utdn az & < min e vilasztdssal {ahol § a K k&or kerii-

ZES
jete) és a Rouché-tétel alkalmazdval az d4l1itds nyilvédnvald.

. Utmutatds:

Alkalmazzuk az eldbbi feladatban kévétett médszert.

3.3 ARGUMENTUM-ELV

Eﬂ. a) -4%

Ugyanis:
az adott f fliggvény ]z|= 5 k&r belsejébe esd multi-
plicitdssal vett zérushelyeinek szdma 4, pélushelyeié pedigé.
A zérushelyek a Rouché-tétellel hatdrozhatdk meg. A

glz) = 32% - 1; h{z) = &°
vdlasztds esetén a |z]= 5 kordn
1g|=32% - 112 9874
=> |g|>Ih|

It

|h§ le®l= ¥ < 243

{mert a |z}= 5 kdrdn -5<x<5 és igy e-5< ex‘zes = 243).
igy a |z|= 5 kdr belsejében az

g + h = 324 -1+ €°

£

fliggvénynek ugyanannyi gyodke esik, mint a g = 324 - 1 figg-
vénynek; azaz: 4.
2 |z|l= 5 k&r belsejébe esé pdlusok:

sin2 (z-1) = 0 =2z = 1T+ k7 ; k = 0,21,

melyek mind mdsodrendlek. fgy a multiplicitdssal vett pdlus-
szdm: b
Tehdt:

AG arg £ = 2% (2 - P) = 2% (4-6) = -4 T,
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b) -27T

Ugyanis:
a ]z| = 1 kOSr belsejébe esd, multiplicitdssal vett
zérushelyeket a Rouché-tétellel szdmoljuk. Legyen

sin z + 1 ,

h = 25 - 822 = 22(23 - 8) ,

ekkor a |z]= 1 k&rdn
lg|< 2
=$|h|>[g|,
lhi> 7

igy, hogy az £ = g + h fliggvény |z]= 1 k81 belsejébe esd
multiplicitdssal vett zérushelyeinek szdma megegyezik h
ide esd zérushelyeinek szdmdval, ami 2.

A pélusck, a nevezd gySkhelyei:

sindz = 0=sz_=k%¥; k =0, +1, +2,
k - -

melyek k&zil csak a z_ = 0 hadromszoros gydk esik a |z|= 1
kdr belseijébe. fgy

Aémgf 2% (Z - P) = 2% (2 - 3) = =27,

103. Nincs gydke a jobb félsikon.

104. a) 2
b} 1

105, Minden siknegyedben egy-egy gydke van.

106. Két-két gydke van a madsodik és a harmadik siknegyed-
ben.

Utmutatd s.:

A Pn(z) pcelinomot hozzuk

- ,n I n
P lz) =20 (1 + =+ =5+ ...+ —)

alakra és alkalmazzuk az argumentum elvet a
[z]<R; Re z>0

félkdrre, ha R — o=,
483






Kedves Jegyzetfelhasznalo!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanulasban. A legjobb jegyzeteket pedig még aktiv
mérnokként is hasznalni lehet. Egyetemi tanulményai alatt valészindleg kiilonbozd szinvonala
jegyzetekkel talalkozott eddig, és fog taldlkozni ezutdn. Kérjiik, hogy ennek a kérddivnek a
kitdttesével segitse aldbbi torekvéseinket:

- ennek a jegyzetnek a kovetkezd kiadasaban kevesebb sajtohiba legyen és indokolt

esetben késziljon el az dtdolgozott kiadasa,

- a jegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szerzdi

nivédijat kaphatnak.

Kérjiik, hogy a kikiildott kérddivet a Jegyzetbolt bejérata (V2 féldszint) meliett elhelyezett
gylijtélddaba dobja be.

Faradozasat kdszéni az Egyetemi Jegyzetbizoltsdg.

A jegyzet cime: MATEMATIRAI FELADATTAR VIL. Komplex tiiggvénytan
A jegyzet szerzdje: Pach Zsigmond Pélné

A jegyzet azonositdja: 051413

Melyik targyhoz haszndlta a jegyzetet:

Kar:

Félév:

Térgy neve;

A jegyzet hany szdzalékat tudta haszndlni (pl. 75%):

A jegyzet a targy anyagdnak hany szézalékét fedte le (pl. 50%):

A jegyzet mindsitése:

(0: haszndlhatatian, 1; nagyen rossz, 2: rossz, 3: tiirhetd, 4: j6, 5. nagyon j6)

Javaslat atdolgozasra:

A megtalat saitéhibék:
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