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EL8szé

Ez a kényv, amelyet az olvasé a kezében tart, egy tobb Ibtetre ter-
vezett Feladattir elsd része, A Feladattdr készitfinek elsSsorban az a cél-
ja, hogy j6l hasznslhat6é segédeszkizt adjanak a BME Villamosmérnskl
Karin matematikit tanulé hallgatbknak az anyag elsajititdsfhoz, feladatmeg-
- old6 készaégiik fejlesztéséhez, Ezért a Feladattir nagymértékben alkaimaz-
kodik a Karon elfadfsra kerils anyag 6s a Kari matematika jegyzetek fel-
épitéséhez és jelolésethez.

A feladatok kUzdtt egyarsint talflhaték gyakorls jellegliek 63 komolyabb
elmélyillést igényldk 18, Sok feladat megoldisat részletesen kidolgozva ki~
zoljilk, mfsokét utmutatéval segitjiik. A feladat sorszimit az elibbieknsl
egy négyszigbe, az utébblakndl egy kijrbe helyeztik, A feladatok eredményei,
az utmutatbk és a részletesen kidolgozott megolddsok a kitet végén taldtha-
t6k. Felkidlt6jellel jelbltitk meg azokat a feladatokat, amelyeket a téma
irfnt az Atlagosnél jobban érdekl6d8 hallgatSknak szdntunk.

Ezuton mondunk kisztnetet kollegéinknak &s azoknak a haligatSknak,
akdk sok J6 Gtlettel &8 hasznos tanfcesal segitették munkfnkat,

Kérjitk, hogy észrevételeit juttassa el a kistet szerzthez.

A Feladattfir készit8i

i






I. A MATEMATIKA! LOGIKA ELEMEI

Jeltléaek, definlciék: A tovibb nem bonthaté 4ilitdsokat elemi itéle-
teknek nevezzilk, Minden logikai ftélethez két logikal érték tariozhat, ne-
vezetesen: igaz vagy hamis, Jelilésilic 4 11, | . A kbvetkertetésekben
amibél kivetkeztetiink premisszdknak, amire kbvetkeztetink konkluzibnak
nevezziik, Egy kvetkeztetést akkor mondunk helyesnek, ha minden olyan
esetben, amikor a premlsszél igazak, akkor a konkluzi6ja is igaz.

Logikal milveletek:

.o, B 41y konjunkcis: AAB akkor és csak akkor igaz, ha
mind A mind B ligaz.
bt
BRAR
2. |2 B V1 diszjunkcié: AV B akkor és-csak akkor igaz,
} ’ ’ ha A & B kizll legaldbb ar egylk igaz,
R RE
3. A 1A negacié: 1A  akkor és csak skkor igaz, ha A
hamis,
! }
bt
4. A 3 4 } implikici6: A = 3 akkor és csak skkor hamis,
* | ha A Igaz &s B hamis.
NENE
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A MATEMATIKAI LOGIKA-ELEMEI

B 1 ' ekvivelencia: A <= B akkor és csak akkor Igaz,
ha A és B egyldefilleg igaz, vagy egyldejiifeg
bitd hamis.

bt

A

. Irjuk le a logika miiveleti jeleive! az alSbblakat!

a) Nemecsak A, hanem B is, b} A, pedig nem is. B.

¢) Bir nem A, mégls B, ' d) Bem A, sem B,

e} Nem igaz,Ahogy A é B, f) Vagy nem A, vagy nem B,
g) B, [feltéve, hogy A, h) Nem A, harem B.

1) Ha A, akkor nem B .

§) Ha A, akkor B,derhanem A , akkor pem B .
ky Ha A, akkor B, de ceak akkor.

) Ha A akkor nem B, de ha nem A, akkor B .

m) Akkor A , ha nem B, de csak akkor.

-

I~
-

n) Vagy A, vagy B, de nem mind a kettd,
o} A szlikséges feltétele B -nek.

P} B elégeégea feltbtele A -nak,

) A sziikeéges 6o elégséges feltétele B -nek.
r} B sziiknéges &s elégabges feltbtele A -nak,

A fent! dllitésok kbzbit vannak olyanok, amelyek ugyanazt jelentik, vagy-
la értéktfblfzatuk megegyezik, Dintsitk ef, hogy hény killsnbz& jelenté-
sl van, & melyek jelentik ugyanast,

» Fejezzilk ki szavakkal az aldbbi milveleti jelekkel leirt sllitdsokat!

a) AABATC d) (AVB)A(TAVIB)
b)MA =B e} {AATB)V(1AAB)
c) (A = B)A (A => C)

Vamnak-e kbzittiik egyezd jelentésiick ?

Nagybficst mondja sz unokaBcesének

) Ha jeles lesz a bizonyitvanyod, kapsz egy kerékpéirt.
b) Akkor és csak akkor kapsz kerékpfrt, ha jJeles lesz a bironyltvinyod,
Mikor lesz azbszeg8 a nagybfics! az a) éa mikor a b) esetben?
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I. A MATEMATIKAI LOGIKA ELEMEI

Ertéktablizat segitségével igazoljuk az alibbi azonossigokat!
A/\B = BAA b} (AAB)AC = AABAC)

e} AVB = BV A d) (AVB)VC = AV BVC)

e} T(1AY= A fy (AVBIAC = AAC)VEBAC
g) (AAB)VC = (AVCOABV Q) hy TAVB) = (TA)A(TB)

iy T(AAB) = (1A V(IB) j) A=B= T1AVE

k} A<>B = (TAVB)A(IBVA}) = (AAB)V({1AATB)

) AAA = A m) AVA = A

Dontsiik el, hogy helyesek-e az alibbi kivetkeztetések!

a) Ha 2z gyilkossdg dldozata otthon volt péntek este, akkor szd!t a radis-
ja. Nem szélt a riadidja. Tehdt nem volt otthon péntek este,

b) Ha ma februdr 29-e van, akkor az idei évszim 4-gyel oszthat6. Az
idei évszdm nem oszthatdé 4-gyel. Tehdt ma nincs februir 29-e.

¢) Ha beliltem volna a szputnyikba, hires ember lennék. De nem iiltem
be a szputnyikba, Tehdt nem vagyok hires ember.

d) Ha Chaplin beiilt volna a szputnyikba, hires ember volna. De nem
iilt be a szputnyikba. Tehdit nem hires ember,

e) Ha Kis Péter beiilt volna a szputnyikba, hires ember volna, Kis Pé-
ter nem hires ember, Tehét nem ilt be a szputnyikba.

2

Az elozd feladat kivetkeztetéseit az alibbi kiivetkeztetésformékkal irhat-
juk le,

1. (A => B)AA) = B 2, ((A = B)JAB) => A
3. ((A =BATIB) =>74)

a) A fenti kbvetkeztetésformdk kbziil melyek helyesek?
Igazoljuk, hogy a helyes kivetkeztetésformdknak megfeleld implikdcis
azonosan igaz,

. Tekintslik az alibbi kbvetkeztetéseket:

A, A elégséges feltétele B -nek.
a) Tehdt ha az A 4llitds hamis, akkor a B is.
b) Tehdt ha a B 4llitds hamis, skkor az A is,
¢) Tehit ha az A 4llitds igaz, akkor a B s,
d} Tehit ha a B 4llitds Igaz, akkor az A is.

By A sziikséges feltétele B -nek,
a} Tehdt ha az A 4llitds hamis, akkor a B is.
b} Teh&t ha a B 4llitds hamis, akkor az A s,
¢) Tehit ha az A 4llitds igaz, akkor a B is,
d) Tehit ha a B dllitds igaz, akkor az A is,



I. A MATEMATIKA! LOGIKA ELEMFI
C) A szilkséges és elégséges feltétele B -nek.

a) Tehdt ha az A 4llitds hamis, akkor a B is.
b) Tehdt ha a B 4llitds hamis, akkor az A is,
¢) Tehdit ha az A 4llitds igaz, akkor a B is.

Allapitsuk meg, hogy a fenti kovetkeztetések koziil melyek helyesek!
Irjuk fel a nekik megfeleld kovetkeztetés formit!

3. Az elfbbiek koziil, melyik kovetkeztetésforminak megfelels impliki-

ci6 ill. ekvivalencia lesz azonosan igaz ?

4. Egy kbvetkeustetésformit megfordithaténak neveziink, ha a kivetkeztetés-

forma és megforditisa, azaz a premissza 6= a konkluzié felcseréléss-
vel kapott kivetkeztetésforma is helyes., A fenti kivetkeztetések ki-
ziil melyek megfordithatéak?

Q.Igazoljuk, hogy az olyan implikicié mindig azonosan igaz, amelynek

az elftagja egy helyes kbvetkeztetésforma premisszija, utbtagja pe-
dig ennck a kivetkeztetésformdnak a konkluzidja.

Az olyan kiivetkeztetésforma mindig helyes, amelynek a premisszija;

egy azonosan igaz implikicié elGtagja, konkluzi6ja pedig ugyanennek
az implikdcidnak az utétagija.

a) Az olyan ekvivalencia mindig azonosan igaz, amelynek az elétagia

i1,

egy helyes megfordithaté kivetkeztetésforma premisszija, utétagija
pedig a konkluziéja.

b) Az olyan kbvetkeztetésforma mindig helyes, amclynek a premisszi-
Ja egy azonosan igaz ekvivalencia elStagja, konkluziéja pedig ugyan-
ennek az ekvivalencidnak az utétagija.

Betdrtek egy druhdzba. A nyomozids a kivetkez8ket 4llapitotta meg:
"Ha férfi a tettes, akkor kis termetii, Ha kis termetii, akkor az abla-
kon mészott be, Férfi a tettes, vagy legaldbbis férfiruhst hordott.
Ha férfiruhdt hordott, és hiteles a szemtanu valiomisa, akkor az ah-
lakon méiszott be,"

Mindezek utin a helyszini szemle megéllapitotta, hogy a tettes nem az
ablakon mfszott be, Mit tudunk ezek alapjén a tettesrSl mondani? Ir-
juk fel a feladat megolddsa sordn alkalmazott kivetkeztetésformdkat !

a) Hatirozzuk meg A és B logikai értékét ugy, hogy
(A =§) <> (AATBAA)) logikal ériéke igaz legyen!

b) Meghatdrozhaté-¢ C logikai értéke abbél, hogy A =>BVC) é&s
AVBVC logikai értéke igaz, B logikai értéke pedig hamis ?

¢) Hatirozzuk meg A, B &3 C logikal &rtékét ugy, hogy
{8 = B) <> (AATWCAA)) logikai értéke igaz, CA®B =>71B) lo-~
gikal értéke pedig hamis legyen!

@ Irjuk fel a feladat megoldisa sordn alkalmazott kbvetkeztetésforma-

kat!
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1 . Annmak elégséges feltétele, hogy a z = x(y - 1) szorzat nulla legyen

az, hogy x =0 & y =1 teljesiiljon. Tudjuk, hogy x = 2. Ko-
vetkezik-e ebb8l, hogy z nem nulla?

14. Annak sziikséges feltétele, hogy egy négyszig négyzet legyen az, hogy

16.

atléi merdlegesek legyenek egymisra,

a) Mi ennek az allitisnak a tagaddsa?

b} Tudjuk, hogy egy adott négyszig 4tl6i nem merdlegesek, Kovetkezik-e
ebhsl, hogy a szdéban forgd négyszdg nem négyzet?

Mi az alibbi illitisok tagadisa:

a) Az x, y, z viltozdék egyike sem lehet egyenld 1-gyel.

by x értéke legalibb 3 ,

¢) x értéke legfeljebb 3 .

d} x értéke legfeljebb 5 és legalibb 3 .

e) x értéke pontosan 3,

fy * nagyobb mint 3 .

Eg) x kisebb mint 3.

h) x nem egyenl8 3 -mal.

i) '"Vagy bolondok vagyunk s elvesziink egy szilig,
Vagy ez a hitlink valésdgra vilik."  Ady

j} "Ha élet zengi be az {skolat,
Az élet is deriis iskola lesz,”  Ady

k) "Kiraly vagyok, birok nagy erfvel,
Ha nem adod, elveszem erfvel," Jézsef Attila

1) Ha a gyerek holnap még lizas lesz vagy erfsen kohig, akkor kihiv-
juk az orvost,

m) Akkor és csak akkor megyiink inoziba, ha holnap rossz id§ lesz
vagy pedig nem lesz j6 miisor a TV-ben, 4

Hasonlitsuk 6ssze az al4bbi két kivetkeztetéat! Helyesek-e? Mi a kiilonb-

ség kiiztiik? Igaz-e a megforditasuk?

a) Ha ez a lemez vasbdl van, akkar ezt a lemezt vonzza a mégnes,
Tehdt ha ezt a lemezt nem vonzza 2 mégnes, akkor ez a lemez
nincs vashél,

b) Ami vasbSl van azt vonzza & mégnes, Tehit amit nem vonz a mag-
nes, a2z nincs vasbdl,

17, "Minden ember halandé". Az aldbbi mondatok kdzill melylket fogadnink

el a fenti atfogalmazisinak?

a) x halandé,

b} Ha x ember, x halandé,

¢) Minden x halandé6 .

d} Birmi is az x, ha x ember, x halancé.
e} Minden x -re: x halandé, ha x ember.
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18.

Mi a logikai értéke az aldbbi 4llitdsoknak? Jeldlés: n egész szim,
Tn: trzs szdm; Pn:. . piros szfm, Hn: 6-tal oszthaté egész szim.
a) minden x -re: x phros szdm s & ibrzs szém.
Roviden: Vx(PxATx) . -
b) minden x -re: x péros szﬁ;ﬁ vagy x tbrzs szfim.
Roviden: V x(PxV Tx).
¢) van olyan x, hdéy x phros szém vagy X torzs szfim,
Roviden: Jx(PxVTx).
d) van olyan x , hogy x pféros szdm és x torzs szdm.
Roviden: Fx(PxATx).
e) V x@Hz = Px) k) I xMHx = Px)
f) Vx(Px = Hx) ' ) JxHx APx)
g) V x(Px = 1 Hx) m) 3 x(HxA 1Px)
h) ¥ x{1Px = 1Hx) ' n) 3 x(PxAHx)
i) ¥ x(Tx => Hx) ' o} = x(Hx ATx)
) Vx(Tx =1Hx) p) Ix@ix >Tx)
Irjuk le logikai jelekkel uz alibbi, egész szémokra vonatkozd dllitdso-~
kat (melyek nem feltétleniil igazak)!
a) 6 piros b) 9 pératlan
¢) a pircs d) b pédratlan

e) Minden egész sz4m péros,

f} Nem minden egész sz4m piros.

g} Minden egész szém péaratlan,

h) Nem minden egész szim pératlan.

Iy Minden egész szém pdros vagy paratlan.

J). Minden egész szim piros is, psiratlan is.

k) Ha m -piros, akkor n paratlan.

1) Ha egy egész sz&m piros, akkor az 1-gyel nagyobb 2gész szim
pératlan,

Hogyan irhatSk le formulikkal az aldbbi illitasok, melyek valés szia-
mokra vonatkoznak? Jeloljitk Qx-szel, hogy X racionilis szdm,
a) Vannak raciondlis szdmok.

b) Nem minden szim irracionslis.

¢) Vannak irracionilis szdmok,

d) Nem minden szém racionilis,

e) Minden szédmra igaz, hogy ha racionilis, akkor nem irracicndlis.

-f) Nincs olyan szédm, amely ha raciondlis, akkor irraciondlis,
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g) Minden szim vagy raciondlis vagy irracionilis,

h) Nincs olyan szim, amelyre ne volna igaz, hogy vagy racionilis
vagy irracionilis,

Melyik dllitisok fejezik ki ugyanazt mis szavakkal? Melyek hamisak és

melyek igazak?

Jelentse Px azt, hogy x paros szim,
a) Mit irhatunk x helyébe, hogy .Px -nek értelme legyen?
b) Mit irhatunk x helyébe, hogy Px igaz legyen?



I1. BIZONYITASI MODSZEREK

1. A teljes indukei6 direkt, vagy indirekt bizonyitisi mddszer ?
2.

Bizonyitsuk be teljes indukci6 segitségével az alibbi egyentitlen: "L« ket,
ill, egyenloségeket'

.1 v 2 + .. +n3=(1 +2+...+n)2

1 + 2420 4 .. 490 - P -1,
[n]

@ Legyen a = a(a - h)(a
Igazoljuk, hogy

2 2
=nqn + 1) /4

-~ 2h)...(a - (a-1)h) &= IR )

(2 +b) Z( ){n-m] ﬁn]

m=o0

Vezessitk le a feladat alapjin a Newton-féle binomidlis formulat:

{a+b) z(m) A-m m .

Blzonyitsuk be a Bernoulli-egyenlftlenséget:

b
43 +X])(1+x2)...(l +xn)¢1 TR KR Lt

»

n

ahol x, x_, ..., x_ azonos elfjelil &s
1 2 n

-(::}2 >2, ahol n =1,

n
n+1 . . .
@ hlc -—-—2—-) , ha n >1 természetes szim ds

214t, .. em! > (@ + Y. ha

-1 -nél nagyocbb szimok,
2, 3,

n! =1.2-,.:n

n>1 természetes szim.



II. BIZONY{TASI MODSZEREK
13 20 - 1 1
@ 2. < n=1, 2, ...

1 1 1
L=« — 4+ ..+ —>yn n=2 3, ..
D) s e y? n=23, 4,5, ...
@ 2n)! < Zgn(n!)z n=1, 2 3, ...

Allapitsuk meg, hogy mi 2 hiha az aldbbi bizonyitdsban!

Allitdas: Egy H halmazon egy asszociativ miivelet van értelmezve, tovdb-
bi a és b H felcserélhetS elemei, azaz a + b =b - a. Ekkor
birmely két hatvinyuk is felcserélhetd,

Bizonyitds: Szorozzuk meg az a - b = b- a egyenlfséget jobbrél

hn_1 -gyel, balrd! pedig ak"I -gyel, ahol n, k=2, 3,.,. .
Ar asszoclativitist felhasznilva:
-1 ~ - =1
ak'bn = ak (ba}bn 1 = (ak 1'b)(abll Yy .

Mivel a feleserélhetd -gyel, a1 pedig b -nel, kapjuk:

akbn = ak—1 (bna) = bn(ak—la) = bna'k .

Bizonyitsuk be indirekt médon az aldbbi 4llitdst! Hirom pozitiv szdm
szorzata nagyobb 1 -nél, az Osszegilik pedig kisebb reciprokuk Ssszegé-
nél., Ekkor egyik szdm sem lehet 1,

bn -1

Adjunk direkt. &s indirekt bizonyitdst is az aldbbiakra!l

ay Legyenek A, B, C olyan halmazok, amelyekre ACBESC ,
Ekkor (A - B)U®B -C) = § .

b} Birmely természetes szdmot jelentsen is n, a

2ln + 4 .. . P
14n 7 3 tort sohasem egyszeriisithetd.

6. Indirekt bizonyitdsi mddszert alkalmazunk-e, ha az 5.a) feladat egyeniG-
sége helyett az (A - B)N(B - C) = X egyenlbséget igazoljuk (X az
alaphalmaz). még pedig ugy, hogy a bizonyitds sorin csak a miivele-
tek tulajdonsdgait haszndljuk ki?




III. HALMAZELMELETI ALAPFOGALMAK

1. Jelsljiilk
4 -val: 2 2 —vel oszthaté egész szamok halmaziat,
B -vel: a 3 -mal oszthaté egész szdmok halmazit,
C -vel: a 4 -gyel oszthat6 egész szdamok halmazit.
Képezzilk pironként két-két halmaz egyesitését, kizde részét {metszetét)
és kiilinbségét, Milyen szdmokbél illnak a kapott halmazok?

Jeldljiile

M -mel: Magyarorszdg lakéinak halmazit,

F del: a vilag férfi lakéinak halmazit,

A -val: a vilag analfabétdinak 2z halmazit.

Fejezziik ki ezekkel a halmazokkal a kivetkezdSket:

a) Az Osszes kiiftldi analfabétat.

b) Az Gsszes analfabéta férfit.

¢) A vilig teljes férfi lakossdgit és a magyarorszigi nSket,
d) Az irdstudd magyar férfiakat. ’

e} Az irdstudé magyar nBket.

f) A magyar analfabéta néket és a Kkiilf51di irdstudé férflakat,

2]

Bizonyitsuk be, hogy az tires halmsz minden halmaznak részhalmazs'

I joa

. Tudjuk, hogy A . Milyen Gsszefliggés van A és B kozott?
J

kh
.

Milyen 8sszefiiggés van AMNB &s A kizott? Milyen Bsszefiiggés van
az el6bbi két halmaz kozott, ha AG B Ill. BGA ?

Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkez8 kifejezéseket!
oA b)) AUE o ANA d) AU®BNB)

e) AN(AUB) f) AUBNAUA)

Hogyan adhaték meg egyszeriibben az alsbbl halmazok?
s BUB) b (BNB) o @UB) ¢ @NB)
Léteznek-e olyan A, B, és C- halmazok, amelyekre
ANB#Y, AMNC=¢ é& (@ANB) -C=¢ 2

{21
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11l. HALMAZELMELETI ALAPFOGALMAK
Igazoljuk, hogy
a) A - BCC<=> ACBUC
b) ACB<=AUB = B<>ANB = A<>A - B = § <>
AUB = E, sahol E az alaphalmaz (a tovibbiakban is).
c) AUBCC<= (ACC)ABCC)
d) ACBNC<>(ACE) A(ASO)
e) ANBCC<ACTBUC).
f) ACBUC<>ANBECC
E) (A - BJUB = A<>BCA
hy (ANB)UC = ANBUC)=>CE&A
)y ACB=AUCCBUC '
dy ACB=ANCEBNC
ky ACB=(® - O)S® ~ C)
) ACB=>(C - BYZ(C ~ &)
m) ACB=>BCA
n AUB = ANB=A =B
0) A = Be>(ANB=HAQAUB = E)
p) ANB = =AUB = (A - BYUB - A)
q (A -BUB - A)=Cs=EB - QU(C -B) = A=

<= (C ~ A)U(A -C) =B

10.

11.

Legyenek A, B, C péronként diszjunk baimazok. Hozzuk egyszeriibb
alakra az [(A -B)N@ - C)] U(C - A) Kkifejezést!

Alljon fenn az A, B, C halmazokra az ADBDC Osszefilggés.
Hozzuk egyszeriibb alakra az

(ANBYUBNCIUICNA) - (ANBNC) kifejezést!

Melyik Osszefiiggés Igaz az alabbiak kbziil tetsz8leges A, B &s C
halmazokra?

a) AEBABEC)=>AEC

b) ASBIABEC)=AEC

¢) BNBTCABUCTB)=ANC = ¢
d (AFBABFO=A#C

e} ASBUCOABESAUC)=B# ¢



III. HALMAZELEMELETI ALAPFOGALMAK
fy AU3 = AUC=>B = C

g) ANB =3NC=B-=C

@ Igazoljuk, hogy tetsz8leges Al‘ Az, e An halmazokra:
c...CaC =A =.., =
A1 gA2 =t "An_ A] =>A1 AZ An

'14, Oldjuk meg az alibbi egyenletrendszereket! Milyen =, 13 -8
halmazok esetén 16tezik megoldis

a} AUX = BNX, ANX = CUX;
by A-X=X-B, X-A=C-X;
€) ANX =B -X, CUX =X -4,
d) ANX =B, AUX=C ;

e A-X=B, X-A=C,;

fy A-X=B, AUX=C,;

15, Igazoljuk az alibbi Ssszefiiggéseket! Tartalmazas esetén viesg.ljuk
meg azt is, hogy milyen halmazokra 41l fenn az egyenidseg!

a) AC(A - B)UB b) (AUB) - BCA
c) A-CC(A -BUB - O A—(A—B)=B-F-.-\n
e) [A -(A ~-B)] -4 -C)=ANBNC

)y (A -0NE -D) = ANB) - CUD,

g} A-B-C=({@4-~BUMBNG

hy (A-B)-C=@A-0C -B -0

B (A -BYNC=(ANC) - B = (ANC) -~ BNO)

» @ -BUC = [{aUC) - BJUBNC)

kk ANBNC=4 -{a-[B - B - O]}

) ANBUBNCOUICNA) =(AUB)NBUC)N(ICU A
m) A - (BNC)=(A -BUB - O

16. A, B és C halmazok, Keressiik meg az alabbi dsszefliggések fenn-
alldsdnak sziikséges 6s elégséges feltételst!

a) AUB = (ANB)UANC)
b) A-B=3B -4

¢) (A -ByU®E - A)= AUB
d B -BUB -A) =§

'3



IIl. HALMAZEL EMELETI ALAPFOGALMAK
e) (A-BURB -4 =F

By (AUBYNC = A
g) AUBNC=2¢C
hy A-B-C=@A-C-38-0
iy (& - B)UC = ANBNC
is. Legyen A ={a, b, ¢}, B={b, ¢, d}, C = {x, y}.

1) Adjuk meg az (AUB)x C szorzathalmaz elemeit!

b) Mutassuk meg, hogy érvényesek a kivetkezs azonosségok tetszdleges
A,B, C halmazok esefén!
(AUBYx C=(Ax O)UB x C) ;

ANBYx C= A x O)NB x O ;

A -ByxC={AxC - BxO.

In. a) Mit jelent az A és a B halmazok viszonyira nézve 2z, ha
ANB)x C=¢ ?
h Mikor iires halmaz az (A - By x C szorzat?

@} Igaz -e altaldban, hogy
- o AXB=B<x A, b Ax BxCy=(AxB)yx C;
ahol A, B 38 C tetszGleges halmazok.

2y, lgazoljuk, hogy ha A, B, C és DI nem iiresek, akkor
[a)) ACB & CGD<e>A < CEB x D
h A =B és C=DI=A x(C. Bx D

'21, lgazoljuk, hogy
a)y (ANBY x (CNDi = (a5 ONB x D)

by ¢ N Ayx (N ﬂtm—- 0 (Atht)
teT teT teT

22 ) lgazoljuk, hogy
tAx BYUC x DISAUC x BUD

Milyen A, B, C és D halmazokra ill fenn egyenlioség ?

wi. Igazaoljuk, hogy

1

ar AUBY x C A x OYUEB <« O
hy A x BUO A xBUMB x €y
oy AUB Y ICUD)= A s QOIUB x OUA x yU®B s T

i



III. HALMA?E’LéMéLETI ALAPFOGALMAK
d A-B)xC=@AxC -(BxC0
e}Ax{B-C)={AxB)-(AXC)
fi AxB={AxDNCxB), ahol ACC & BCC
g) E2-(AXB)=[(E-A)xE]U[Ex(E—B}],
h) Xx Y -(xB)=[X -4 x YIUIX x (Y - B)],
ahol ACX &3 BCY

h U A)x(U B) = U (Akat)
k €K tET (k, 1) € KxT

(0 A)yx( N B)-= N (A, x B)
ek ¥ teT ¢ wupecmkeT & ¢

ELegyen 8, B¥f 65 (AxBUB x A) = C x D,
Igazoljuk, hogy A =B =C=D 1

20
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legyen az A alaphalmaz az egész szimodk halmaza, B pedig a pi-
rog szimok halmaza. Egyenld szimossigu-e a két halmaz?

Mekkora az alfbbi halmazok szdmossidga?

a) 2 egész kitevGijii hatvényainak a halmaza.

b} 2 raclonilis kitevdjii hatvinyainak .a halmaza.
¢) 2 val6s kitevdjil hatvdnyainak a halmaza.

Megegyezik-e a raciondlis szdmok Q halmazdpak és a {0,1] inter-
vallumbeli racionilis szdmok halmazfnak a szimossfga?

Egyenld szimossiguak-e az alibbi halmazok?

a) A egy egyenes pontjainak a halmaza, B pedig egy egységsugaru
félktr vonal pontjainak a halmaza.

b} A egy egységnyi hosszusfigu szakasz pontjainak a halmaza, B
pedig egy adoit egyenes pontjainak a halmaza. .

‘A H halmazt azok a [0,1] intervallumbeli valés szdmok alkotjik,

amelyeknek végtelen tizedestdrt alakjdban minden misodik tizedesjegy
0 . Hatdrozzuk meg H szimossight!

Megszimlilhat6-e az irracionilie valés szdmok halmaza?

Mekkora az alabbi halmazok szamossfga?
A) A racionilis szdmok {a,b] Intervalluma a<b esetén.
B) a} £z {x,y) pirok halmaza, ahol x és y egész szam.
b} Az {X,y) pirok halmaza, ahol x és y racionilis szédm.
¢) Az {x,y) pArok halmaza, ahol x és y valés szam.
C) a) A sik egész koordinitiju ponijainak a halmaza.
b} A sik racionilis koordinitiju pontjainak a halmaza.
c) A sik valés koordinitdju pontjainak a halmaza,
D) a) Az egész szim n -esek halmaza.
b) A racionilis szdm n -esek halmaza,
¢) A valés szdm n -esek halmaza,

legyen A véges, B megszdmldlhatban végielen, C pedig konti-
nuum szdmossdgu halmaz,. Mekkora az aldbbi halmazok szimossfiga?

a) A-B b) B -4A

11
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¢y A-BUKB -QUEB -
d) 4 -B)NE -0 e) (€ - AU - B)

Legyen az E alaphalmaz kontinuum szimossfgu. ACE véges,
BCE megszimldlhatéan végtelen, CCF kontinuum,
Mekkora az alibbi halmazok szémosséga? '

) € b A e B o CNEANC e CURNO
B CN@AUC g CU@BUD b AUBUC
h [a-BNE -OJUEC - 4

iy [(ANBYUBNCYYCNAY] - (ANBNC)

Igazoljuk, hogy (0,1)~[0,1]~ (0,11 ~1[0,1) "

igazoljuk, hogy a valés szidmegyenes kbzbspont nélkiili (@,b), : - b
intervallumai tetszdleges halmazinak szdmossiga megszdimlilhato!

Igazoljuk, hogy ha A a valés szimok részhalmaza, és létezik
d>0 ugy, hogy birmely két kiilénboz8 A beli x és y elemre
ix -y| =4, akkor A megszamlalhatd!

Igazoljuk, hogy megsziml!ithatd halmaz dOsszes véges részhalmazanak
a halmaza megszdm!ldhatd !

H a racionilis szdmokbél 4llé végtelen sorozatok halmaza (a sorozat-
ban az elemek ismétlGdhetnek). Vizsgiljuk meg, hogy mi a viszony H
szdmossdga és a raciondlis szdmok halmazinak szimossiga kozbt.

Igazoljuk, hogy az egész egyiitthatés legfeliebh negyedfoku polinomok
halmaza megszimlilhato!

Igazoljuk, hogy az egész egyiitthatés egyviltozés polinomoak halmaza
megszamlalraté!

Legyen A azoknak a val6s szdmolmak a halmaza. amelyek egész
eoyitthatés egyviltoz6s polinomok gytkei, azaz algebrai szimok. lgu-
zoljuk, hogy A mosagszimlilhaté szidmossagu!

Bizonyitsuk be, hogy van olyan valdés szim, amelyik nem algebrai!

Legyen AQA1QA2 és A~A2. lgazoljuk, hogy .A~Al!

Bizonyitsuk he, hogy véges halmaz egyetlen valddi részhalmazaval sem
ekvivalens'

Igazoljuk, hogy egy halmaz akkor, &s vsak -kkor vépgtelen, ha ekviva-
tens valamelyik valédi részhalmazivat”



IV. SZAMOSSAG
!@ Bizonyitsuk be, hogy
a) ha A végtelen 6s B megszamlilhats, akkor (AUB)~ A,
by ha A végtelen &s nem megszimlalhats, B megazdmldlhat6,
akkor (A - B)~4 ,
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RELACIOK, FUGGVENYEK

. A természetes szdmok halmazén érielmezett kivetkezd reldciék milyen

tulajdonsigokkal rendelkeznek?

a) a=b, by a#b,
¢y a<b, d agh,
e} a>b, . f) azhb,
g) a oszibja b -nek, h) a valédi osztdja b -nek,

i) a tdbbszdrise b -nek.

Vizsgiljuk meg reflexivitis, szimmetria és tranzitivitds szempontjibsl
az alfbbi relici6kat! Keressiik meg az alaphalmaznak az adott relicid
értelmében Usszehasonlithatatlan elemeit is!

a) Iegyen T a természetes szfimok halmaza, a, beT .
aBRb <> b a -val osztva piros maradékot ad,

b) Legyen V a valés szdmok halmaza, a, beEV.
aRb akkor &s csak akkor, ha van olyan k egész szim, hogy
a -b= 2k

¢) Legyen T a természetes szémok halmaza, t,,t.€T .

’c1 R l;2 <= t2 - 1;1 = 4n, ha létezik flyen “n " egész szim.

d) Legyenr V a valés szémok halmaza, x, y €V,
XBRy<>x ~y = 2.,

e) legyen V avalés szidmok halmaza, a, b€EV.
aRb akkor és csak akkor, ha van olyan k pozitiv egész szém,
hogy a2 -b = 2k + 1,

fla=b mod m, azaz a &8s b az m természetes szfmmal
osztva ugyanazt a maradékot adja.

g) Legyen V a valés szdmok halmaza. Definidljuk V részhalmazai
kibzott a kidvetkez§ reldciét: A R B akkor és csak akkor, ha
A x B megszfmlialhaté szdmossigu,

h) Legyen A = {1,2,3} és R ={(2,1), @,1), @, 2)} azaz
A

-
B

-t
é.
&

1
Ny

]
rn|--8--0
W |- -8~
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V. RELACIOK, FUGGVENYEK
i) ZLegyen A ={1,2,3} & R ={@2,1, 8,1), G,2), 2,2)}

A

J) Legyen A ={1,2,3] & R ={@,1), 8,1), 8,2), @,1), {2,2),
@,3)}

Milyen alaphalmazon tranzitivek az alibbi reliciék?

a) a fivére b -nek, b) a testvére b -nek,
c} a osztilytirsa b -nek, d) a iskolatdrsa b -nek,
e) a apja b -nek, £ a anyja b -nek.

A valds szdmok halmazdn definidljuk az R reldciét a kivetkezd
moédon:

aBb <= {a - b) racionilis szim,

Igazoljuk, hogy R ekvivalencia relicid!

legyen A a sik Gsszes egyenesének a halmaza, Ekvivalencia reli-
cibk-e az aldbbiak?

a) egyenesek pdrhuzamossiga ;

b) egyenesek mer&legessége;

¢) egyenesek metszése.

4 sikidomok egybevigésaga ill. hasonlésiga ekvivalencia relicié~e?

Legyen N a természetes szdmok halmaza, Az N é&s N2 halmazo-
kon definidljuk az Bm’ Q &s B relicidkat a kivetkez8 médon:

a) (a,b)e Rmeb m osztéja a - b -nek (m > 0 egész) ;
b) {((a,b),(c,d) EQ <= a+d=b+c;
¢) ((a,b),(c,d) € S <=>fla-d=b-c) 68 b#0 és
d#0) vagy (a=¢, b=0, d = 0)].
Igazoljuk, hogy Rm » @ 83 8 ekvivalencia relicidk!

Legyen E az egész szdmok halmaza. FErtelmezzik E -n a kbvetkez§
reliciot:

mBn <> m + n pAros sz4m (m,n €E).

(A 0 -t is piros széimnak tekintjiik) Vizsgiljuk meg, hqy a fenti re-
liclé ekvivalencia reldcit-e!

25



V. RELACIOK, FUGGVENYEK
g Egy 32 f8s tArsasigban minden személy legfeljebb 10 emberre! fogott

im

s}

kezet. Igazoljuk, hogy akad koztilk 3 személy, akik ugyanannyiszor
fogtak kezet! Akad-e koztiik 4 ilyen szemsly?

Adjunk meg olyan biniris reliciét, mely

a} reflexiv, szimmetrikus &s nem tranzitiv ;
b) reflexiv, antiszimmetrikus és nem tranzitiv;
e) refelxiv, tranzitiv és nem szimmetrikus;

d) antiszimmetrikus, franzitiv és nem reflexiv,

legyen f tetszlleges f : A —B fiiggvény és
Q= {{&,y): fx) = f(y)}. Igazoljuk, hogy Q ekvivalencia reldcié
A -n!

Igazoljuk, hogy kilcstnbsen egyértelmii mepfeleltetés (étesithetf az

A halmaz Ssszes osztilyonisai és az A -n értelmezett ekvivalencia

reliciék kbzdtt! (& {Ai: i€1} halmazeralddot A >eztdlyozdsdinak

nevezziik, ha U Ai = A &8 az Ai halmazck pdaronként diszjunktak.)}
iel

Igazoljuk, hogy minden olyan reldcié, mely egyidejiileg szimmetrikus

és antiszimmetrikus, tranzitiv is!

Igazoljuk, hogy az A -n értelmezett ekvivalenclik barmeiv rendsze-
rének kzls része is ekvivalencia reldcio!

Legyen V a valés szdmok halmaza. Ertelmezzik a< s < reli-

ci6kat a szokisos mddon. Igazoljuk, hogy

a) < antireflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és Onmaga kivételével
V minden eleme Usszehasonlithaté a segitségével;

b} € reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv és V minden eleme 63z~
szehasonlithaté a segitségével.
A tovibbiakban az a) pont tulajdonsdgaival rendelkezd minden reli-
ciét antireflexiv teljes vagy lineiris rendezésnek neveziink, a b) prmt
tulajdonsdgaival rendelkezoket pedig reflexiv teljes rendezesnek.

Legyen X tetszdleges halmaz, P (X) pedig X 0Osszes részhalmazd-
nak a halmaza. Igazoljuk, hogy
a) & antirefelkilv, antiszimmetrikus és tranzitiv ? (X) -n

b} & reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv P (X) -n. A tovébbiakban
az a) pont tulajdonsigaival rendeikezo minden reidcidt antireflexiv
részben rendezésnek, a b) pont tulajdonsigaival rendelkezd relicis-
kat pedig reflexiv részben rendezésnek nevezziik,

A szdmit6kozpontban a kérdéses délutin 5 gépkezels volt sz-igilathan.
A gépterembe egyenként mentek be, hogy a gép munkijit ellen rizzék,
A gépterem ajtajinil fotocellds szdml4lo volt elhelyezve, amelv rdgzi-
tette, hogy milyen idGpontban és hanyan haladtak el elftte. A feliigyela
az idOpontok rogzitése alapjdn megdllapitotta, hogy az utolsé eldttinek




V. REI ACIOK, FUSSVENYEK
érkezo személy felelSs a gép hibds miikidéséért. Ezért meg kell 4lla-
pitani az érkezési sorrendet. A kérdéses személyek nevét L, M, P,
R, F npetilkkel jelolte, A gyanusithaté személyek kihallgatisakor a
kisvetkez8ket tudta meg:

"L el6bb jbtt, mint P . Amikor P megjott, M méar ott volt, F
jott be legeloszbr, Amikor M bejbtt, R kabitja méar s fogason 16-
got L M wdn érkezett." Ki a tettes?

Legyen A a sik egy adoft sokszdgével hasonls tsszes sokszdg halma-
za, Ertelmezziik az R reldci6t a kbvetkez§ médon: barmely a,b€ A
eseién aRb jelentse azt, hogy a b sokszig teljes egészében az a

sokszdg belsejébe esik. Rendezési relicié-e az R relicié?

Ciklikus relicidnak nevezziik az A, B 8s C elemek kdzt fennillé
aldbbi tulajdonsfgu reldciét:

ARB,BRC => CRA.
Ciklikus reliciék-e az ekvivalencia és rendezési reldci6lk?

Allapitsuk meg, hogy az el8z8 feladatokban szerelf reldcidk kiziil me-
lyek rendezési relicidk!

A Petofi hid lezdrdsdval egyidejiileg egyirinyusitotték a Bertalan utcat.
Jelbljiik A -val a Miiegyetem rkp, & a Bertalan utca keresztezGdési
pontjait, B -vel a Bertalan utca &s a Sztoczek utcdért, C -vel pe-
dig a Sztoczek utca és az Egri Jozsef utca metszéspontjat.
Az utépitbk a B pontot lezdrtsk, de az A -t nem. Kérdés, hogy
elhajthat-e a C pontba az az autbvezet8, aki az A pontban rétér a
Bertalan utcdra? A hatGsdgok 8s az utépitbk egyiittesen milyen reld-
ciét hoztak léire az {A,B, C} halmazon?

Tovibbi utvonalak egyirdnyusitdsdval és csomdpontok lezdrdsdval 1&t-
rehozhatunk-e antireflexiv teljes rendezést? Milyen tulajdonsigu teljes
rendezés esetén lehet eljutni az A pontb6l a C pontha?

Ertelmezziik az R &s Q relicidkat az alsbbi médon:
a) {a,b) R {c,d) <=> (a<b)A (c<d)

b) (a,b} Q (c,d} <> (a<b)V (fa = b)A {c<d))
Rendezési relaciékat értelmeztiink-e?

Hérom lany: Déra, Hanna, Vera és hdrom férfi: Baldzs, Dénes és Ti-
bor j6 ismerdstk és esliivijiiket Is egyszerre akarjik megtartani, Ki
xit vesz el, ha tudjuk, hogy Tibor Déra fivére, Tibor a férfiak, Vera
a a6k koziil a legidSsebb? Mindegyik parnal a partnerek kordnak &ssze-
ge ugyanaz a sziim, pedig mind a hatan kiilénb8zG koruak. Dénes és
Hanna epyiit annyi idések, mint Baldzs és Déra.

li
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24.

127

Egy kiallitdsrél eltiint egy értékes festmény, 8 gyanusitottrél a nyo-
mozis a kbvetkezSket 4llapitotta meg: A kérdéses idGpontban Andris
hangversenyre ment. Béla Olgival t6ibtte az estét. Csaba nem is It-
ta Rozit. Panni moziban volt, Rozi viszont szinhizban, A tirsasighoz
tartozik még Rezs¢ és S4ri. Mindegyik fiunak egy-egy lannyal volt kizés
programja. Az egyik par kidllitdson volt, Ki kivel volt és hol? Kik
lehetnek a tettesek?

Legyen RCAXB tetszdleges reldci6, tovibbi Aig.ﬁ. és R(Ai) =
={b€B : ha 3a,€4, hogy aRb}, ahol i-=1,2,

Vizsgdljuk meg, hogy az alsbbi Allitasok kozill melyek igazak!

a) R(AIUAZ) = R(AI)UR(AZ) b) R(AiﬂAzj = R(Al)ﬂR(Az)

©) R, - A) =R@;) -R@,)

A és B legyenek véges m ill, n elemii halmazok,

a) Hany bindris reldcié Iétezik az A &3 B halmazok elemei kdz6tt?

b) Hény A -t B -be leképezd fiiggvény létezik?

¢} Hiny egy-egy értelmii A -t B -be leképez§ fiiggvény létezik?

d) Milyen m és n esetén létezik kélcstndsen egyértelmii leképezés
4 68 B kbzbti?

Legyen N a természetes szfmok halmaza. Ertelmezziik N -en =z
R relici6t (azaz RCN x N) a kbvetkez8képp:

nRme=sm =n+1 .

a) R ftiggvény-e, és ha igen, milyen tulajdonsédgokkal rendelkezik
(sztirjektiv, injektiv ill, bijektiv—el)?

b) Hatirozzuk meg RY ¢ & 4llapitsuk meg, hogy fiiggvény-e2 ?

e) Mi R ill, R-l s&rtelmezési tartoméanya és Sriékkészlete?

d) Teljesiilnek-e R -re a 25, feladat egyenléségei, ha A, = 31 = {1}

- - 1
és Az = 32 N,

Igazoljuk, hogy ha ASB , akkor f(A)SE(B) tetszdleges f fiigg-

vényre!

Igazoljuk, hogy tetszbleges f fiiggvényre

£(A) = § <> Aan = ¢, ahol D, az f értelmezési tartomanya!

1.

2,

28

Az f: XY fiiggvényt
a) sziirjektivnek nevezziik, ha fX) = Y.
b) injektivnek nevezziik, ha %X, €X, Xy # x 5 esetén f x;) # f{xz) .

¢) bijektivnek nevezzitk, ha sziirjektiv is &s injektiv is.
Tetsz6leges RCA x B relfci esetén R-1 1 lvetkezd reldcist je-

lentl: o byeR1e b, )€ R.



V. RELACIOK, FUGGVENYEK
Igazoljuk, hogy tetszbleges f fiiggvényre

ftu a)= U £a).
il iel
Igazoljuk, hogy tetsz8leges f fiiggvényre
a) HANBSL@AYNIG),
by (N Ay n £y,
i€l tel
c) f(A) -f@Bi(A -B),

és ezek a tartalmazésok csak egy-egy értelmii fliggvény esetén helyet-
tesithetGk egyenldséggel.

@ Igazoljuk, hogy ha AQDf és Bg_f(Df) , akkor

a) AC_:f—I(f(A})'. b) ftf-l ®B) =3B;
) fANB = fANE @) ;

d) f(ANB = ﬁ¢::>Aﬂf_1(B) =f;

e) f{A)QB(IbAQf—l(B).

@ Igazoljuk, hogy ha f A -t B -be leképezl fliggvény és g pedig
B -t C -be képezi le, akkor fog A -t C -be leképez8 fiiggvény!

34, Legyenek f &8s g fiiggvények., Milyen feltételek esetén lesz

a) f-l fiiggvény, ahol f_laz f inverz reldcidja;
b) fog egy-egy értelmil fiiggvény?

@ Legyen @: A~B kolcsdniisen egyértelmii. Igazoljuk, hogy
a) ¢ kilcsbubsen egyértelmi B és A kozbtt ;

-1 1
by @ "o =1y
c) P o cp"1 =1 A c
36. Az E nem iires halmaz tetsz8leges részhalmazira definidljuk az aldbbi
fiiggvényt:

- _J1 ha x€4
HA"‘”{U ha X€E - A.

1 LB ~val jelsljik az egyenl8ség reldcist az B alaphaimazon:
(a,b}GIB@ a=hb, ahol a,béEB .



V. RELACIOK, FUGGVENYFEK
Igazoljuk, hogy

8] Hy(p®) = H, &) H (o) 3
by Hy\ p® = Hy@) + Hyf) - H, () - Hy(x) 5
¢ H, & =H, (@ -Hx).

t37. Legyen RCA x B tetszlleges reldcié. Igazak-e as :l4bbi dllitisok
B,. B_.CB esectén?
! —% -1 -1
a) R (B,UB,) =R (B)UR B,) 3
h) K (B,NBy = R ®)NRT @)
. ! _r-1 _p-1 .
e) R l(B1 By =k @) -R7@®,);
- k-1 .
a k ®ISE™ (B,), ha B.CB,

Ignzak-e a fenti dllitisok, ha R specidlisan figgvsay ill, egy-egy
drtelmit fiiggvény 7
Lepyen RIQA x B és R2C_B z O, Dofinidljus:
= . i y le .
I{3 ORZ {&,y) : 3z kK, 2)ER, & .y 112}

’.‘.c,
WA
.

Jeloljiik DB -rel az R reldcié értelmezési tartoményit.

Igazoljuk, hogy
a) DR=G©R=EQI1(D<):ﬂ;
hy D p - ) DH .

. =Rr-1l .
) D“1° " R (leDB])ﬂDRZ) i

1 - =B(Dl{) és Kk (D

d) Ik o R, (D ) = Bym @ )N D“z )

°R,

139, lgnzoljuk, hogy tetszfleges biniris relicidk esetén:
a) R]oa{20f{3) = (?]DRZI)ORS H

. : -1 o g - k-l .

by @ ;0 1{2) 5 © {1 ;

cy (U Bi)°Q = U B o),
i€l i€r !

Qe Yy K)y= U @Q ORi) 3

ier i€l
ey Qo{ N Ry N {Q"Ri) :

iel ' el
(N R)eQC N e oq) .
ier ey !

g} lgazoljuk, hogy az e) ¢s [) pontokhan a tartalmazis helyett nem
irhatunk egyenlisdget!



V. RELACIéK, FUGGVERYEK

! 40, Igazoljuk, hogy ha Blf__:B g akkor
s -1 -1
> F o QC H R
a) Q°111C_-.-Q°1‘2 y b 1‘1 Q._.Ron e Rl = 9 -
1 41, Igazoijuk a kivetkezi' ;llithsokat!
~ L -1 -1
a (UK)T= U™y m (NERYT = nET.
iel ifl iel iel

'@ Vilasszuk az X alaphu'mazt egynél tobb elem'inek.
X -en az aldbhl relacidkat értelmezziik:

a nem egyeni® relsciél xNExycrx £y,
az egyenl8ség rcilicii xIxy = x=y,
az identikus r- icidt Rx =X xX.

igazoljuk, hogx
J " FEEREAY
Rxo (‘IX ﬁl\Ex) ¥ (Rx '{Hx ONEX) .
! Igaz-e rainden KRG A z & bindris reldciéra, hogy R = R, ahol
Z.NER . y)EA X F - 1 ?

! Igazoljuk, nogy ahh<s, hugy az KEA x B relicid kilesondsen egy-
értelmii Irgyen . és B kbzott, szilkséges és elégséges, hogy

RoEk ! =1, és R-IOB=IB legyen!

45. Allapitsuk i.eg, hngy az aldbbi fiiggvények és inverz reliciéjuk milyen
tulajdonsagckka: rondelkeznek!

a)y=x2;* h: y = sinx) : ¢) y-——x3; d)y-'-.‘b{—x?';
e} y=2x/(1+:»:2_\; noy=x+[x]

! 46, Hatirozzuk meg L, . Rl -, k™ 4, Rok -, Ro k™
é Llok - az alibbi reldcitk esetén!
()] R ={(,y : x,y€EN &s xaz y oszt6ja } ;
by R = {{.:x,5 valés szdm és x + y <0}
3 B ={@&y) x,yEN és vus . osztéjal;
d) R ={(x. v : x,ye[— —j-;- -1-?-1 S v o2 sing)).

5 Legyen H DLiadris relieid A -<. o -\ nogy R = IA akkor
és rsak akwxoi, ha Bc:l{1 “Ai ot - iszdleges A -n értelme-

zett R1 relicifra:
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148,

&

Igazoljuk, hogy az RS A" relici6 akkor és csak akkor

a) reflexiv, ha IAgR .
b) szimmetrikus, ha RCR™ |

¢) tranzitiv, ha ReRCR ,

Igazoljuk, hogy az Rl és R_ ekvivalencia relicidk RIUR2

2
egyesitése akkor és csak akkor ekvivalencia relicié, ha R 1UR =

2
= Lo ] 1]
R RZ .

Igazoljuk, hogy ha Rl és R2 ekvivaleneia relicisk és Rlch2 =

= = K i
RZORI , akkor Bl + R2 RlcvR2 , ahol 1t 1{2 a legkisebb
olyan ekvivalencia relicis, mely tartalmazza RIUR 2 -t! (Azaz minden

ilyen tulajdonsigunak a kizis része.)

Igazoljuk, hogy az R reldci6 az A halmazon akkor és csak akkor

egyidejiileg ekvivalencia és reflexiv részben rendezés, ha R = I A!

Bizonyitsuk be, hogy ha R rendezés, akkor R-1 is ugyanolyan
tulajdonsigu rendezési relicis!

Igazoljuk, hogy ha R &és S ugyanazon az A alaphalmazon ekvi-
valencia reliciék, tovibbda RoS = SOoR , akkor RoS is ekviva-
lencia relécié A -ni

Legyen R tetszdleges reldcié az A alaphalmazon. Igazoljuk, hogy
oo

T= U R"=RUROR)UROROR)U... tramzitly relicis, és az
n=1

A alaphalmazon értelmezett barmely olyan tranzitiv reldcié tartalmaz-
za, melynek R részhalmaza!

Legyen R tetszGleges relfcié az A alaphalmazon. Igazoljuk, hogy
s = RURTUI 4 2 legkisebb olyan reflexiv s szimmetrikus reldcis,
mely tartalmazza R -t! (Legkisebb a 50. feladat értelmében.)

Legyen R tetszdleges reldcid az A alaphalmazon, Hatdirozzuk meg
a: legkisebb R -t tartalmazd ekvivalencia reliclét A -n! {Legkisebb
a 50. feladat értelmében,)

Bizonyitsuk be, hogy ha R &s 8 ekvivalencia relicidk, akkor Ro§
reflexiv, de nem szitkségképpen szimmetrikus &s tranzitiv! Viszont,
ha szimmetrikus, akkor tranzitlv is.

! Mutassuk meg, hogy ha R ekvivalencia relfcis, akkor

32

T =RUR°R)U(RoRoR)U.,. is az!
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{ Igazoljuk, hogy ha az Rl és Rz relicick reflexivek, akkor az

. -1 -
R !
RIU Rz, RlnRz’ Rl és 10 Rz reldcidk is

!. Igazoljuk, hogy ba az R

gitségiikkel az alaphalmaz egyetlen eleme sem hasonlithaté Gssze 8n-

magival, akkor az 31URz , RlﬂRz és Rl'1 relicisk is ilyen

tulajdonsaguak! Viszont az RIO R 2 szorzat nem sziilkségképp anti-
reflexiv.

! Igazoljuk, hogy ha Bl és Rz szimmetrikos reldci6k, akkor az
. -1
R r_ 1 oR i6k is!
RleRz, lﬁRz, 1 és Bl 1 relici6k is

! Igazoljuk, hogy az R 1° Bz szorzat akkor és csak akkor szimmeiri-
= o 1
kus, ha R 032 R2 Bl !

és R g reldciék antirefelxivek, azaz se-

1

! Legyen R , R,CA% . Igazoljuk, hogy

a) ha az R1 és R 9 relicidk antiszimmetrikusak, azaz aRlb és

lea egyidejiileg esak a = b esetén 4llhat fenn, akkor antiszim-

metrikusak az RlﬁR2 és Rl_l reliciék is.

b) az R1 és RZ antiszimmetrikus relicick 31U32 egyesitése

akkor &8 csak akkor antiszimmetrikus, ha RlﬂRz"lc;IA .
! a) Adjunk meg olyan binaris relz_‘iclét, amely szimmeirikus tranzitiv és
nem reflexiv!
b) Igazoljuk, hogy ha R tranzitiv és szimmetrikus reldcié az A
halmazon és DBUB(DR) = A, akkor R ekvivalencia!

' N
! Igazoljuk, hogy ha R ekvivalencia, akker R is az!
! Legyen RCA? , Igazoljuk, hogy

R ekvivalencia <= (RQ'R—I)UIA =K !

! Igazoljuk, hogy ha R1 és R_ ekvivalencidk A -n, akkor

2
a) R10R1=A24:> R1=A2;
_ a2 _ 42
b) RloR2~A <= Rzoﬂl—A -

! Legyenek < é8 < az N = {0,7,2,...} halmazon a szokisos médon
értelmezve. Igazoljuk, hogy < o < £ < .

2
S o<=<¢,g0g=g, g 02=N",

g ] -
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69. Igazoijuk, hogy IA reflexiv részben rendezés A -n!

! Mutassuk meg, hogy ha A és B reflexiv részben rendesett hal-
mazok és f : A +~B olyan monocton fiiggvény, mely kélesonisen egy -
értelmii leképezést létesit A &8s B kbzbtt, akkor lehetséges, hogy
£-1 nem wmonoton! Tekintsiik azt az esetet, amikor B teljesen ren
dezett.

=

Legyenek R &s S 2z A halmaz telijes rendezései tetszileges -r-
telemben). Mikor lesz RoS 1s ugyanilyen tulajdonsdgu linedris ren-
dezés ?

IS
!

Legyen R A reflexiv részben rendezés az A halmazon, RB pe-

dig 2 B halmazon, Nevezziik az A és B reflexiv részben rende-
zett halmazok Descartes szorzatinak az A x B halmazt az alibbi R
relicidval:

(a: bRy, Do) <=2 @,k 8, & bR b

a) Igazoljuk, hogy K reflexiv részhen rendezés A x B -n'
b) Igaz-e az elobbi 4llitds antireflexiv részben rendezésre vonatkozdan
is?

73] Legyen f: Ax A—+A &g minden x,y,Z2€A -ra fix,y)y = £y, %),
fix,i(y,2)) = £E&,y),2), f{x,x) = x.

Definidljuk: xRy <= f(x,y) = x. Igazoljuk, hogy

a) R reflexiv részben rendezés A -n;

'b) f(x,y) % &8 y alsd hatdra az R reldcidéra nézve!

Létesitsiink linedris rendezést az alabbi halmazokon:
a) N2 , ahol N={0,1,2,3,...};
b) komplex szimok,
Mutassuk meg, hogy tetszSleges véges halmazt lehet linedrisan rendezni!

Igazoljuk, hogy ha R rendezés X -n 68 ACX, akkor RNAZ
ugyanolyan tulajdonsigu rendezési relici6 A -n!

75

76.

@ Legyen adoit az M halmazon két miivelet, {J és M, mely kielégiti
az aldbbi azonossidgokat: b

1, xUy = yUx 2, xMNy=yNx 3. xUwUz) = aUypUz
4, xNENzy = gNyNz 5, &Ny)WUy =1y

8. xN&UY = x

a) Igazoljuk, hogy tetsz8leges X,y €M -re

Uy =y« xNy =x .



V. RELACIOK, FUGGVENYEK
by Definidljul: xRy e xNy = x . Igazoljuk, hogy az K relicié
reflexiv részben rendezés és az x 6s y elemek alsé {11, felsh
hatara xNy i, xUy .

legyen M DBool-algebra a , és + miveletelre vonatkoz6an, Defi-

nidljuk aRb <> a - b =0, ahol b b komplementere és a . 0 =

=02 +0=a2a minden a€M -re. Igazoljuk:

a) Létezik M-nek legkisebb és legnagycbb eleme.

b) Minden a€M -re az 3 komplementer egyérielmii,

cyb=3<>{a.-b=0 & a+b=1) sghol 1 M legnagyochb
eleme,



VL. VALOS SZAMOK, EGYENLOTLENSEGEK

1. Oldjuk meg az alabbi egyenlStienségeket, &s dbrazoljuk a megolddst a

szdmegyenesen!

X -5 5 2 -5
a) 5% + 3<2 - 4 x b) 5T -gs1 -2 =S

2 - 5x ) X -a

¢) 4—3(T-2)<x d) 521451 -0

6x -1
e) <4 - Tx<l £ 1 Sx+1<-2+ 2%
g) (& - 4)x - 6)<0 hy @x + 6)5 - 3x)< 0
) 2 -3)@x - 7)>0 D B+ 1)+ 2)>0
k) %2 - 5% + 6>0 (5 - 1)@x - 1)< 6x+1)@x - 1)
m) a2x2 -2 - 550 n} x4 - 5x2 + 4>0
0) K +1){x+2)x +3)>0 P} (x -3)&? -4x ~12)>0
Q) (5x+1)(-x2+9)<0 ) ();-2)2(::2 -6 ~6)<0
) -@Bx-2)"&3 - 4x% 21x) > 0, ahol n20 egész szém
8z) 1l<x®<4 t) 4<(x +3)2<9

5 5
¥ <
) 3o W <2
4x ~ 1 & ~1)x + 3)
Vo v1 <ol w) x+ 3 <x -2z
5 X -1

X) =3< pm—< -1 ¥ -1< g <2

2
X -5x+4>

Z) 0

X ~-6x-7

36
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VI. VALOS SZAMOK, FGYENLOTLENSEGEK

Igazoljuk a kijvetkezd egyenlGtlenségeket!

@ Ix - yizllx| - |yl

@)lx +x + .. +x I2]x] - (=) + D%l + o+ 02 )
Oldjuk meg az aldbbi abszolut értékes egyenlbtlensdgeket!
a} |2z + 8j<2 b) ;2-x21>3

c) [2x -~ 6)8x - 3)j< 86 d) |x+1| + |4 - x|<5
e} x + |xj< 4 fy x-2x -3|<o0
g |x +1]l<o0,01 hy |x - 21210

B |x|>lx + 1] B 12z - 1)<z - 1]
kY jx + 2} + |x - 2]<12 I ix+ 2] -ix|>1
m)|lx+ 1l - |x -1ll<1 n) {x@ - x)|< 0,05

Legyen a H alaphalmaz a valés szdmok halmaza, Mutassuk meg, hogy
az m/n alaku tSrtekb8l 4116 szdmhalmazban, ahol m &5 n termé-
szetes 8zdmok, tovibbd m<n, nincs sem legnagyobb, sem legkisebb
elem! Hatirozzuk meg ennek a halmaznak az als6- és felsd hatarat!

Legyen a H alaphalmaz a valés szémok halmaza, B pedig az

n/(n2 + 1) alaku tbrtek halmaza, shol n természetes 8zim, Van-e a
B halmaznak legnagycbb ill. legkisebb eleme ? Hatirozzuk meg ennek a
halmaznak az alsé- ill, fels§ hatdrat!

Legyen 2 H alaphalmaz a racionilis szimok halmaza, B pedig az
{1/2, 2/3, 3/4, ...,n/(n#l),...} szdmhalmaz, ahol n természetes
szim. Hatdrozzuk meg B alsé és fels§ hatsrat H -ban!

legyen a H alaphalmaz a valés szémok balmaza, B pedig az

r2< 2 egyenlGtlenségnek eleget tev8 racionilis szimok halmaza. Ha-
tirozzuk meg B alsé és felsd hatdrit!
o0 oo
Iegyen A =N (-l,1+-1—), B= U i ,1--—1-].Hmint7.-ben.
-1 n n n—p LI n
Hatdrozzuk meg az A és B halmazok fels§ &s alsé hatdrst!

Yegyen 2 H alaphalmaz a valés szdmok halmaza, B pedig a valds
szdmok tetszlleges {xi tx.€H, i€l } részhalmaza, Vegyiik emnek

[

elemeit ellenkez8 elSjellel, s az igy adddd szémok halmazat jeloljlik
{- xi} -vel (i €I). Igazoljuk, hogy a) inf {-xi} = - gup {xi} .

b) sup {- xi} = -inf {xi} gel.
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10, Legyen a2 H alaphalmaz az egész szimok halmaza.

A =148, -2, 0 1} A, =1{-1, 0, 2} Ay = {-1, 0, 1}

A, = {-2/, 0} A = {o, 2}

Hatirozzuk meg az A, é&s AiAj = {xy : x€ A, yEAj} halm.
zok als6 €s felsG hatdrat, ahol 1,j = 1,2,3,4,5!

! Igazoljuk, hogy ha egy H részben rendezeit halmazban az a és b
elemeknek van legkisebb fels§ korlitjuk, akkor ez egyértelmiien meg
van hatdrozval! Hasonlé 41l 2 legnagyobb alsé korlétra.

iR



\il. MUVELETEK TULAJDONSAGALI

1. lLegyen az alaphalmaz a természetes szfimok halmaza., Miiveletek—e

]
N

)

[[=2]

rajta az alibbiak? Ha igen, hdny véltozésak, ha nem, vilaszthatunk-e
olyan alaphalmazt, melyben mir milveletek lesznek?
a) Osszeadis; b) kivonds; c¢) szorzds; d) osztis; e} hatvinyozis,

Legyen az X alaphalmaz a pozitiv valés szimok halmaza, ag€X .,
Mivelet-e ezen a halmazon +¢a ? Ha igen, hény viltozés ?

Legyen az X alaphalmaz a logikai 4llitisck halmaza, A,BE€X. Dint-
siik el, hogy miiveletek-e az aldbbiak, &8s ha igen, héiny viltozdsak:

a} AAB; by AVEB,; ¢y 1A,
Legyen az X alaphalmaz egy tetsz8leges Y halmaz Gsszes részhal-

mazinak a halmaza, A, B€ X. Dintsiik el, hogy miiveletek-e az alib-
biak, és ha igen, hény valtozdsak:

a) ANB; b) AUB; e) A,
Legyen az A alaphalmaz a tér vektorainak a halmaza,

a) Minden vektorhoz rendelfilk hozzi az abszolut értékét.

b) Minden a = (xl,yl,zl) és b= (xz,yz,zz) vektor pirhoz az
Xt X, + y, - y2 + z1 . zz valdés szameot,

Miiveleteket értelmeztiink-e A -n, és ha igen, hiny viltozbsalkat ?

Legyen az X alaphalmaz az (: 11:) alakm tiblizatok, azaz métrixok

halmaza, shol a és b tetszdleges valés szfimok. Definiéljuk:

b d b pyd
(: b)*(ﬁ al= (g::b;g g::b;d .

a) A fenti miivelet kommutativ-e, asszociativ-e ?

b} Van-e kdztiik olyan mitrix, amellyel birmely ilyen alaku matrixot
jobbrél szorozva a bal oldali tényezdt kapjuk vissza, azaz van-e
jobb egységelem ?

¢) Van-e kbztik olyan, amellyel balrs! szorozva a jobb oldali tényezdt
kapjuk vissza, azaz van-e bal egységelem?

39



Vil. MUVELETEK TULAJDONSAGAI

I=3
.

-

1

{2

d) Ha létezik valamilyen tipusu egységelem, lehet-e minden ilyen alaku
métrixhoz olyat taldlni, mellyel az adott métrixot jobbrél szorozva
az egységelemet kapjuk, azaz van-e jobb inverz elem ?

e} Ha létezik valamilyen fipusu egységelem, lehet-e minden ilyen ala-
ku matrixhoz olyat taldlni, mellyel az sdott métrixot balrdl S20roz -~
va az egységelemet kapjuk, azaz van-e bzl inverz elem ?

f) Van-e koztlik olyan, amellyel barmely ilyen alaku méatrizot 3obbr01

ill, balrdl szorozva a ( 0 0) méatrixot kapjuk?

Legyen az X alaphalmaz az (0 1) alaku métrixok halmaza, ahol
a tetszGleges valés szdm. Definidljuk:

1 a 1 by_r1 atb
(e 1)*(0 1)‘(0 1 )
a) Kommutativ-e, asszociativ-e a fenti miivelet?

b) Van-e jobb ill. bal egysédgelem ?
c) Létezik-e minden ilyen alaku métrixnak jobb ill, bal inverze?

Iegyen az A alaphalmaz a nem negativ i,j egész szémokbél alko-
tott a = (i,j) pArok halmaza. Definidljuk az aldbbi miiveleteket:
1. 4§y = & &) = {d+k, Zk . jHEy ,

2, (ilj)ﬁ(k!!)=(i'k!j‘£),

3. (i,j)* (k; 8):' (1+k "miﬂﬁ,k),j.‘i'e - min G’k)}s

4. L=, 0)=@ ¢),

ahe' +

letek.

a) Kommutativok-e, asszociativok-e 2 fenti miiveletek ?

) Létezik-e jobb ill. bal egységelem ?

¢) Létezik-e az elemeknek bal ill, jobb inverze. Ha nem, megvélaszt-
haté-e az alaphalmaz ugy, hogy l6tezzék?

s s es 2k a valos szdmok ktrében bevezetett szokfsos miive-

Vizsgiljuk meg az alabbi miiveleteket kommutativitis &s asszociativitis
szempontjibdl!
a) Az alaphalmaz A = {a,b} két elemii és axa = a, asxb =b .

bea = a és bsb =a . Azaz x miiveleti t4bldja:

=la]®

-1

‘o"m
[ )
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VIl. MJVELETEK TULAJDONSAGAI
b) Az alaphalmaz A = {e, f, g, a} négy elemii.

®fle| figla oliel flg| a
elle et el e efleie|leje
frtf' £ ¢ elleelele
g BE|&| g B g”g EI B | 8B
ajfelejf e a"e etale

Legyen T a természetes szimok halmaza. Az A alaphalmaz pedig
az olyan kblestndsen egyértelmii fiiggvényeknek a halmaza, melyekre
Df, f(Df)gT - A " o" mivelet legyen a reldcio szorzids.

2) Kommutativ~e, asszociativ-e ez a miivelet?
[b) Igazoljuk, hogy az e(@) = n fliggvény egységelem!

@ Legyen f(n) =n+ 1 &8s gm) =n -1 , Mutassuk meg, hogy

fog=efgof=h és hoh=h,

11. Legyen X ={0,1} két elemii halmaz, az alaphalmaz pedig

A= X x X . Definidljuk a = (xl,yl) , b= (?(2,.'1/2) -re
3 #b = (max@;,x,) , min (y,,5,)

a) Készitsiik el a "= " mliiveleti tablajat!
by} Kommutativ-e, asazoeciativ-e a miivelet?
¢) Létezik-e egysépgelem?

d} Vamak-e invertilhaté elemek?

. Az egész szdmok kbrében definidljuk az alabbi miiveleteket:

n
1. mxn=m 2. mMEK= -n - 1m

3. m#n=m -n 4, m#n=m+n+m-+n

5. m#%n=m+n-m-+ n

a) Kommutativak-e, asszociativak—-e a fenti miiveletek?

b) Létezik-e jobb ill. bal egységelem ?

¢} Vannak-e olyan elemek, melyeknek létezik jobb iil. bal inverze?

d) Tekintsitk az egész szfimokon értelmezett srokisos < relici6t,
Monotonak-~e a fenti miiveletek erre a reldcidra vonatkozéan, azaz
m & n -bol kivetkezik-e minden k egész szdmra, hogy
m*k<nx%k 68 krmcgksn?

. Legyen az alaphalmaz a valos szamok V halmaza, Definidljuk

8,b€EV —re axb =21 + 3b,
a) Kommutativ-e, asszociativ-e a fenti miivelet ?
b} Monoton—e a szokisos < reldeidra nézve ?

41
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Legyen az A alaphalmaz a [0,1] zirt intervallum, Definidljuk:
2 # b = min(a + b, 1).

a) Kommutativ-e, asszoclativ-e a fenti miivelet?

b) Létezik-e jobb ill. bal egységelem?

¢) Vannak-e olyan elemek, melyeknek létezik jobb ill. bal inverze?
d) Monoton-e a szokisos < Treliciéra nézve ?

Legyen az A = {a,b} alaphalmaz két elemii. Ertelmezziink rajta két
miiveletet az alabbi azonossdgokkal:

5L,5€A x+y=x és x+y=y.

a) Kommutativak-e, asszociativak-e a fenti miiveletek?

b) Létezik-e rdjuk vonatkozéan jobb ill, bal egységelem ?

¢) Létezik-e rijux vonatkozdan jobb ill. bal zéréelem ?

d) Vannak-e invertilhaté elemek?

e) Disztributivak-e egymésra vonatkozéan?

f) Legyen R = {(a,a), (a,b}, b,b)} . Monotonzk-e az R reldcibra
vonatkozéan?

Az alsbbi halmazok mindegyikén két miiveletet Srtelmeziink
1. Legyen az A alaphalmaz az egész szamokbsl 4116 {i, i) parok
halmaza., A miiveletek:

(iyj)ﬁ‘ks t) ={i. k’j * t)! (i; J) . (k: t) = (i+k’j+t) -
2. Az alaphalmaz ugyanaz mint 1,-ben. A miiveletek:
G ekty = 4,1t , L3y e & t) = (3,k).

3. Legyen az A alaphalmaz a nem negativ egész szimok halmaza
mod 3. A miiveletek:

ax*b=a+b mod3, aeb=a+b mod3 .

4. Lepyen R 2 val6és .szdmok, N pedig az egész szimok halmaza,
Az A =R x N alaphalmazon értelmezziik az alibbi miiveleteket:

@, m+ b,m) = (a+h, tm) ,

(a,n)% (b, m) = (a-b+n-btm-a,n.m),

@ Legyen az A alaphalmaz az egész egyiitthatés egyviltozds polino-

mok halmaza, a,b€A -ra
a+b a fliggvények Usszeadisa: afx) + bx) ,
a « b az Gsszetett fliggvény képzés: b(a{)).

6. Legyen az A - alaphalmaz az ( _z :) alaku wmitrixok halmaza, -

ahol a &s b tetszdleges valés szdmok. A miiveletek:

(3905 D-(33 ).
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a b ¢ d a.c-h.d a.d+b.c
(—b a)* (-d ¢ ) _(—a.d-b.c a.c-b.d ) ‘
a) Kommutativak—e, asszociativak-e a miiveletek?
b} Vamak-e jobb ill. bal'egységelemek?
¢} Vannak-e jobb ill. balzéré elemek?

d) Vannak-e invertilhatd elemek?
€) Disztributiv-e valamelyik miivelet a mésikra nézve?

legyen az A alaphalmaz az a +b « V2 alaku valés szdmok halma-
za, ahol a &s b raciondlis szdmok. Két miiveletet értelmeziink:

@+b«V2)%(e+d.V2) =ac+2bd+ (d+b.c). (2,
@+b. {2)® ¢+ d. V2) = avc + p+d) . V2,

Definidljuk x,y€ A -ra, ahol x =a+b ,¥2, y=c+d. ¥2:
xR,y <> (a-c) + (d-b) . /220 a szokott értelemben,

xR2y <= (a-c) + b-d) . Y2 20 a szokott értelemben.

Igazoljuk, hogy

a) mindkét miivelet kommutativ és asszociativ,

bya "% mivelet a "@" miiveletre nézve disztributiv,

¢} 1+ 0, Y2 egységelem,

d) 0 +0, (2 zéréelem,

e} a zérbelem kivételével mindegyik elemnek van mindkét miiveletre
vonatkozdan egyértelmii inverze.

f Mind az R 1 mind az R2 reldeibra nézve mindkét miivelet mono-

1Zaz
(xRiy i=1,2) :(VzRiO -ra xsziyxz és Vz €A -ra
x®z Ri y®@z) .

Tegyen egy A alaphalmazon két miivelet " % " &8s " + " értelmez-

ve az alibbi tulajdonsdgokkal:

1. mindkét miivelet kommutativ &s asszociativ,

2, a " %" miivelet disziributiv a " + " milveletre nézve,

3. létezik olyan e€ A elem, hogy Vag€ A -ra ex a=a,

4. létezik olyan 0€A elem, hogy Va € A -ra 0+ a=a2a és
O%a=2¢0,

5. A -n értelmezve van egy R reflexiv teljes rendezési reldeis,
melyre mindkét miivelet monoton, azaz
aRb => ( VcRO -ra axcRbxe 88 VdJdE€EA -ra (2+d)R (b+d) ,

6. Va # 0 elemhez léteznek olyan al &s -a -val jelslt elemek,
hogy axa-l = e é a + (-a) = 0.
Igazoljuk, hogy ekkor -e nem lehet négyzetelem, azaz nem é-
tezhet olyan a€A elem, melyre a %3 = -g !

i
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Az eldz8 feladat 4llit4s4at felhasznalva igazoljuk, hogy a komplex szfm-
testben nem lehet olyan R teljes rendezési relcist értelmezni, hogy

a komplex sz&mtest elrendezett testid viljék!

Legyen az A alaphalmaz egy aramforris két sarka kizé iktathatd

kapesol6k halmaza, mely tartalmaz minden kapcsoléval ellentett iliasu

kapesol6t is, és van olyan kapcsolé is, amelyen 4t mindlg folyik 4dram,

és olyan 15, melyen soha., K&t miiveletet értelmeziink, a soros- és a

pirhuzamos kapesoldst,

a) dilapitsuk meg, hogy milyen tulajdonsigokkal rendelkeznek ezek a
miiveletek !

b} a miiveletek tulajdonsfigait felhaszndlva egyszeriisitsiik az aldbbi

kapcsolési rajzokat, ahol T -sal jelsljiik az x kapesol6val ellen-
tétes miikddésli kapesolst:

Pl

Allapitsuk .meg, hogy az el8z8 feladatokban szerepld algebrai struktu-

rik kdziil melyek féle=oportok, croportok, gyiiriik iil. testek!



VIil. SZAMSOROZATOK

1, ALAPFOGALMAK

Allapitsuk meg, hogy az alibbi definici6 ekvivalens—- az {an) sorozat
konvergenciijinak definiciéjaval !
Van olyan A sz4m, hogy minden £ > 0 szim esetén minden n
index esetén

la -8l <€,
n

E@ fﬁliapitsuk meg, hogy az alibbi definiciék valamelyike ekvivalens-e az
(an} sorozat konvergenciijinak definicidjivall
1, Van olyan A szém, hogy minden N természetes szam esetén
van olyan £ > o sz4m, hogy minden n>N index esetén
la - Al < E,
n

2. Van olyan A szim, hogy minden € > 0 sz&m esetén van olyan
N természetes szdm, hogy minden n2=N index esetén

la_ - Al E.

3. Van olyan A s8zdim, hogy minden £ >o sza&m esetén van olyan
n természetes szfim, hogy

ja, - Al<E,
n

!'3. Mely {an) sorozatokra &ll fenn az alébbi 4llitdsok valamelyike ?

1. Minden A szdm esetén, minden € >o szimhoz van olyan N
természetes szim, hogy minden n>N index esetén

ja, - Al< £,
n

2, Van olyan A szam és N természetes szim, hogy minden
€ >0 szim esetén, minden n >N indexre

la - Al<t.
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4, Mely (an) sorozatok elégitik ki az alfbbi kbvetelményeket?

1. Minden A sz8m esetén van olyan £> o0 szdm, hogy minden N
természetes szim esetén van olyan n>N index, melyre

la_ - Al =E.
n

2. Van olyan K szdm, hogy minden N természetes szém esetén van
olyan n>N index, hogy

a < K,
n

3. Van olyan K szfm, hogy minden N természetes szim esetén
minden n>N indexre fennill, hogy

a < K.
n

@ Tegyiik fe!l egy {an) sorozat kielégiti az al4bbi kbvetelmények egyikét.
1. Minder K>0 szim esetén van olyan N természetes szdm, hogy
minden n>N index esetén

]an|<K .

2, Minden N természetes szdm esetén van olyan K>o szim, hogy
minden n>N index esetén

la |<X .
n

Kivetkezik-e valamelyik esethen az, hogy (an) korlditos ?

6. Definicl, Fgy szamsorozatot Cauchy-sorozatnak neveziink, ha teljesill rd
a Cauchy-féle konvergencia kritérium. ’
Legyen (an) sorozat az aldbbl tulajdonssgu:
minden & >0 8zfim esetén van olyan N természetes sz&m, hogy
minden olyan n indexre, melyre n>N, fenndll, hogy

la - a

n n+11<8'

1. Kovetkezik-e ebb8l, hogy (an) Cauchy-sorozat ?

2. Ha (an) Cauchy-sorozat, kielégiti-e a fenti kbvetelményt ?

16



VII. SZAMSOROZATOK

!@ Ekvivalens-e valamelyik definicid a Cauchy-féle konvergencia kritérium-
mal, ha igen melyik?

I

1.

Minden & > o 8zim esetén van olyan N természefes szim,

hogy minden k természetes szdm esetén, minden N-nél nagyobb
n indexre fennill, hogy

1an - an+kt < E,

2. minden € > o szém esetén minden k természetes széimhoz van olyan

-

N természetes szim, hogy minden N -nél nagycbb n indexre
fenpill, hogy

lan - an+kl <E.

Fogalmazzuk meg az aldbbi definicibkat pozitiv allitds formdjdban {ugy,

hogy a definiciéban ne szerepljen az a sz6, hogy "nem™).
Divergens sorozatok

b) Nem korlitos sorozatok

¢) Nem + oo -hez divergdld sorozatok

d} Nem Cauchy-sorozatok,

1.

A konvergencia definiciéja alapjdn bizonyitsuk be az alibbi allitdso-
kat, és hatirozzunk meg egy £ = 10-4 ~hez tartozd kiiszSbindexet,
9 2 2

. _ . 4 -n 1
tm (7FT) T m imo -3
oo n-=co

- A +oo -hez val6 divergilds definiciéja alapjdn bizonyitsuk be az

algbbi 4llitisokat, és hatdrozzunk meg egy K = 2000-hez tartozd
kiisz&bindexet!

a) ilm (n2 - 4n) = +o00 b) lim 1

1.1
n-00 n-.-ao-—z' +I~1-'
n .

+ 00

- A konvergencia definicidja alapjén bizonyitsuk be, hogy az aldbbi

sorozatok divergensek!

2

) a =" g+) b oa=ate )t ol
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2. KONVERGENCIAVIZSGALAT

10. Bizonyitsuk be a kivetkezd sllitisokat!

1. Ha (an) és (bn) konvergens sorozatok, lim a = lim Y s
nroe " peco O
és van olyan NEN, hogy minden n>N esetén
<S¢ < i (s
an\ c!{.~ bn , akkor (en) is konvergens, ¢s
lim ¢ = IlIm a .
n-oo neco

2, Ha (an) konvergens sorozat és  lim a >0, YkEN akkor VkEN

- n-oo
esetén
: k
Iim ak =( lim an) .
N-- oo wo0
és
1/k 1/k&
lim a /! =( lim an) /
n-oo N—~-co

3. Ha (an) konvergens sorozat, akkor létezik

lim [anl , 6s

N~oo

lim]a[=lima|.
n n

n—+oco n-»=oo

4. lim a =0 akkor és csak akkor, ha
0-+~o00 n

lim | —

n-»oco

= +00

n

2.1 Explicite adott sorozatok

Hatdrozzuk meg az alibbi {a_) sorozatok hatirértékét amennyiben
az létezik! n

n- + 1 3
1_1. a, = 5 2. a = -
2n +n -1 n
n+l
3. a =n—n2 4. a_ = (-1) *n
n n
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5. a_ =2+ 4n 6. a_ =n + ()1 . 3
n n
7 a = 1 8 a -4n2+5
" 2n + 3 i
" n Sn3 - 2n
n® + 3n - 1 5n2 - 2
9, L 10, a 3n 11
2n + Tn¥ 2 n n
- 5 3 2
1 + -1
11, an =(-é~:;—t:—i- 12. an - Vzﬂ n
i16n -8n + 2
3[/ 2 ——
13, a - 440 _*3n 14, a = 8%3 oy
n n+2 n 3
4
i- —
n
4
5. a = Yn+4 16. a = n+fn+{n
* “n 3 - * Sn
‘/n2+2n-3 Vn+1
i+ ¥Ym+ ¥
17. an=
2n + 1
8. a = b - 1}n - 2)(n -53}(n -4 - 5)
Bn -~ 1)
19. a) a = (). (1+@)°. 1
i )
n
by b = 32
n n
ad 2n K+l K
1. an= 2 2. an= {-1) .
k=1 n k=1 n2+1
3 _ 14345.,.+(2n-1) 4 _1+243+...4n n
* “n 2+446+,,..2n * “n n+2 2
1. a el 2 - 2! + (4l
' n  (n#l)t - n! © Tn (@2 - (@It

o fo+2)! + (n+l)!
n (n+3)1

[

.

n
{

49
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1_%_.! a

3. a
n
B. a
n
7. a
n

2, a
n
3. a
n
16. 1. a
= n
3. a
n
B. 3 =
n
17, 1. a
- n
3. a
n

‘,2

n -1 -~-n

/ T 1

1+n+ 2-1
n

k
1+1.1
1 (k EN ribgziteit)
n
V1+1-V1-Z
n
3
h 3
VI+1-—V1-1-
n n
n n
1'1I 2. an_zn-‘!‘n
4 -1 2 +4
n
n + n2 4. _25n+31 23
4" 11 noon 2°" _1
n
s
1_i_2:15
n3 n -8-4n
T 2. an— n
2 n +6- 4
4 n
V2“+1 4 o ltn . V3
n+2n n 2n+3n
2n I n
14+ 2, a = Vn2+100
2n n
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n n
3. a = ([1+ -1 4. a = | o0
n 2 n
2n
a2 L
@ an= ﬁ 6. an=(1+-:-l-)n

19. Allapitsuk meg, hogy mely a valos szimok esetén van hatirériéke az
alibbi (an} sorozatoknak, és szdmitsuk ki a megfeleld hatirériéket!

n
1 a-(l'az) 2, a =—1
n 1+ a2 a 1 + aZn
n al
3. a = 2 @a#-1) 4. a = -
n 1+ a 1 +a
2t - 2™
5, a =~ = (a # o)
a +a
an+2
6. a = (a 20)
" ffen 2n
27 +a
ol
! @ a = 5 o (2 20}
@ +a)l +a%...a+a)
20. Legyen o<a<b<l .
Allapitsuk meg az alibbi sorozatok hatarértékét!
1 _ 1+a+a2+ e+ 9. a = 1
1% L., 41" P S

3. b 20, ISiSk rigzitettek,
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Hatirozzuk meg az aldbbi sorozatok hatdrértékét, amennyiben az létezik!

10
n
2_1@ a =7 2. &n=fﬁ
10" !
3 an=;l—!—~ 4, an=:-:g
2 n
@an=-((12—11%" !@ an=m
2n-1 n
2
'2"'®an=(::1) 2 an=(1+n:})
5n 4n+8
- 3 2 8™
3 anS(:-z) 48, 2::5
n
a2 e (e ()
7. a = 2n +1 g
R n -1
1 \o? 1“2
23@ a =(1+;) @ an=(1--!;)
n n
® % (-3 ® 403
1 n
2. an—g ki + 1) 2 an=kZ](k+1-ﬁc_)
n n
3 = 1 4 - L
k 122 i - 1) n gl a1
- 1
= M({1-=
@an k=2( k2)
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25, Vizsgdljuk meg az al4bbi sorozatokat monctonitis és korlitossip szem-
pontjibo6l!
n

n -1
1. a T nTi 2. a = V a {a>o0)
n n
1 1
3. a = 1+ = 4. a_= >
n n k=1 n+k
n
n! 1.3.5-7 ... &n - 1) 2k -1
5. a_= — 6. a_ = =M =—
n nn n 2-4.6:8 ... 2n =1 2k

n k n -k

1. = 0.5)_ 2. - a1 -
1] s, = *n kZI fx

& 1 - > 3
® -3 4% @31
® 2,-> -

a =

= Vk—z

2.2 Rekurziv sorozatok

27. Vizsgiljuk meg az al4bbi sorozatokat konvergencia szempontjibsl, és
ha van hatfrértékiik, szadmitsuk ki azt!

an—l
3121,. 8n=1+T (n;2)
@ g =1 a = a ! >
1 ' %n n-1 3n-1 (n>2)
© -0 a-5-g ws
n n-1
2
a =1 L,
1 2" %72 2 (@=2)
a
_ _ __“pa
@ e =1 a, -7 (n>2)
n~1
(@) a,=-2 a =(n"a . -8
1 * n 1 (n22)
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@ al=;/§’ a =¢y3 +a {n=2)

n n-1
8, a]_ = -1, an = -4 + 3an_1 n>2)
a
n-1
@) a=1 a,=1-3 (n>2)

n -1
=15 T T T Hha (=Y

@ & =35 S (n=2
a 24 5
n-1
@ o=a o -
@ =L T "o (n=>3)

28, Dintsitk el az alsbbi sorozatokr6i, hogy konvergensek-e, &s ha igen
dllapitsuk meg hatdrértékiiket!

@ Legyen oSeSi- tetszdleges,

1 @ legyen c¢>o0 é&s a1>o tetszdleges,

1 c
T 3 (an-l * ) (n=2)
n-1
@ Legyen' c¢>o0 tetsz8leges,

al=ﬁ’ n "% " ¢ n=>2)

Legyen o<e<1 tetszfleges,

_ 2
2256 a = B T (n>2)

129, Milyen a, &rték mellett konvergensek az

1
-1 2
a a, =7 @ * ) (n>1)
és 3
b) =2 2 +
T A, A (n>1)

sorozatok, és mik a hatirértékek?
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i - _
30) Legyen b1 a , b2 b,
b =2(h +b )

n 2 "n- n-2 (n>3)

Bizonyitsuk be, hogy b,) konvergens és szdmitsuk ki a hatdrértékét!

131, Legyenek o<b<a régzitett sz dmok,

1 1
aﬂ + bn.
@ Legyen a  , = 2 n=2),

b1 = % bn (n=>2),

Bizenyitsuk be, hogy (an) és .(bn) konvergens,

és lim an = Ilim b

n
N> N oo
an * bn
® regren o, =t s,
2
bn+1 = -3- N .}_ (D.E‘—Z)-
a b
1 n

Bizonyitsuk be, hogy (an) és (bn) konvergensek, és

Um a = Um b = Vab .
n n

-+o0 n-+»oo

3. VEGYES FELADATOK

3.1 Konvergens sorozatok

!@ Bizonyitsuk be, hogy ha

an-l
= = 1.
lima+1 0, lim 2,
N+~oco n n-—-oo

akkor

55
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]
@ Legyen an>o . an+1> an VneN |,

Bizonyitsuk be, hogy ha
n

lim a -a <1,
n+l n
fl~~oo

akkor (an) konvergens.

AbbSl, hogy minden kEN esetén

lim (am_k - an) =0,

N0

kivetkezik-e, hogy {an) konvergens ?
35, Legyen () pozitly tagu sorozat:
a >0 YneN .
n

1.@ Bilzonyitsuk be, hogy ha létezik a

a
Hm A+ , &s
a
I-~00 n
a
m 2L ooy
n-oo n

akker lim a = 0.
n-=-co

b) Vizsgiljuk meg a) alapjfn a kivetkez§ sorozatok hatirértékeit:

b1, an =a" a>o0 rogzitett
k

b2. a =;]‘3,- kEN rogzitett
al

b3, a = a>o rigzitett
a®

b4, a =5 a>1 rogzitett
n KEN riégzitett
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2
_ ol - )~
b5. a = nn b6, a'I @)}

@ a)} Bizonyitsuk be, hogy ha létezik

n n
lim an . és lim llan <1,
hi+»=co il -~o0
akkor lim an =0,
n --oQ

b) Vizsgiljuk meg a) alapjan a kivetkez8 sorozatok hatirértékeit:

2
bl) a_ (e 1;)"

. nk
b2) a_ (1 - ;) KEN rogzitett

b3) a =( Vn-1"

n

@ a) Bizonyltsuk be, hogy ha létezik

lim an . és lim an <1,
n-- oo n -~ o0
akkor n
Hm a = =0,
n
n oo

b) Bizonyitsuk be, hogy ha létezik

Hm a és lim an >1,
n-~o00 n --co
akkor
lim a® -4 oo,
Il +=oo n

Mutassuk meg példdkon keresztiil, hogy
a) 1.a), 2,a) A4llitdisok nem fordithatéak meg

b) lim a = 1 esetén semmit sem tudunk a
o =oo

Hm an“ hatdrértékrsl,
n--co

1
~1
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Legyen a >0 VnEN,

Bizonyitsuk be az al4bbi 4llitdsokat!
1, a) Ha van olyan NEWN, hogy minden n>N esetén

-

a<s<h |, és a
n n

n
c = 3 b (VnEN) sorozat konvergens,
n k
=1
n
akkor a d = 3 a (Vn€EN) sorozat is konvergens.
n =1 k

b}y Ha lim 2" a2 = 0, akkor a
n-+~oco a

[
d =3 (VneEN)
& I

sorozat konvergens.
n

2. a) Ha a dn = k§1 a (Vnen)

sorozat konvergens, akkor

Hn a =0,
n
n--00
n
b) Ha a dn =3 2 (VnEN)
=1

sorozat konvergens, akkor konvergens az

2 2
fn = ¥ a, (VnEW )
=1
sorozat is,

37.(1) Bizonyitsuk be az aldbbi 4llitdsokat!
a) Ha egy sorozat minden részsorozata konvergens, akkor minden
részsorozatnak azonos a hatfrértéke.
b) Ha egy monoton sorozatnak van konvergens részsorozata, akkor
az egész sorozat konvergens,
¢) Minden sorozatnak van monoton részsorozata.
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@ Bizonyitsuk be, hog- . (an) konvergens, és

lim an = A, valamint
n-+oco

(a_) minden monoton részsorozata novekedd, akkor a sorozatnak csak
veges sok A -ndl nagyobb eleme van.

@ lechetséges-e, hogy egy (an) sorozatnak nines konvergens rész-
sorozata, de (;anl) konvergens ?

! 4, Legyen (an) olyan sorczat, amelyre

(azk) éa (azk—l) konvergensek,
lim gy = A, Hm azk_1 = B,
k—»oo k"'OO

Bizonyitsuk be, hogy
a) ha A =B, akkor (an) konvergens;

by ha A # B, akkor (aﬂ) -nek
minden konvergens részsorozata vagy A ~hoz, vagy B -hez

konvergil;
@ ha (ask) is konvergens, akkor (an) konvergens,

5. Legyen (an) konvergens, an>0Vn€IN esetén , &s

Hm (an . a4nz+2 + 2a2n+3) = 8 . Haffirozzuk meg
n-»oo .
lim a, értékét!

N+»oo

6. Milyen halmazalgebral dsszefiiggés van az alulrél nem korlitos soro-
zatok halmaza és azon sorozatok halmaza kozdtt, melyeknek van
~oo -hez divergilé részsorczata?

138, Legyen f : N— I¥ » azaz [ a fermészetes szimokon értelmezett
olyan fliggvény, melynek értékei is természetes szfimok.
Legyen (an) konvergens sorozat,

Mit mondhatunk (af(n}) konvergenciijirsl 9

Legyen ans bn Vn&EN esetén,
és lim bn =B,
n—»o0

Igaz-e, hogy
ansB VYnEWN esetén?
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0.1

Bizonyitsuk be az alibbi allitdsokat!

a) Egy konvergens szimsorozat elemei kizott mindig van vagy
legnagyobb, vagy legkisebb elem.

b) Egy +oo -hez tartozd sorozat alsé hatdra mindig tagja a soro-
zatnak,

Igaz-e, hogy konvergens sorozatnak mindig van leghagyobb &s leg-
kisebb eleme is? '

3.2 Tetszdleges sorozatok

ﬂ.

(418!

Bizonyitsa be a kbvetkezd allitdsokat!
a} Ha (an) monoion nbvekedS, nem korlitos, akkor

Hm a = +o00
n

I »o0o
b) Ha (bn) korlitos és lim a = 0,
D -»oc
akkor
lim a b =0,
n n
nN-»oo
¢) Ha lim a = A>0 és Hm bn=-oo,
Il »+c0 n -»oo0
akkor
lim a b = - co,
n n
o -+oo
d) Ha lim a = +oo &8 {bn) korlitos, akkor
n-»go
Iim @ +b )= +o00,
n n
000

1. Mit allithatunk az (an + bn; és az (a!1 bn) sorozatokrdl, ha
(an} konvergens és {bn) divergens ?
2, Legyen (an) és (bn) divergens sorozat,
Mit illithatunk az (a_+ b) € az (a b) sorozatokrsl?
é - 9
Lehet-¢ {an + bn) és (an bn) egyszerre konvergens ?
t @Ha an;bn ¥nelN esetén, akkor lehetnek-e az (3n bn) és az

(an 4 bn) sorozatok egyszerre konvergensek?
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3. Legyen (an}, (bn) két tetszbleges sorozat, és

Iim a b =0
n n

n-= 6o
a) Kovetkezik-e ebbdl, hogy valamelyik konvergens, &s hatirérté-
ke 0 ?
Kovetkezik-e ebbfl, hogy valamelyiknek van 0 -hoz tart6 rész-
sorozata?

Legyen (an) , (bn) két tetszoleges sorozat és
lim a =20
n
n+oo
Kovetkezik-e ebbdl, hogy
lim a b =072
n n
N1 »o00

5. a) Konstrudljunk olyan (an) és (bn} sorozaiot, melyekre

lim lanl = lim|b |=4+00
n-»o00 n-=oo n
és
Iim (@ +b)=1.
n n
oo

b) Konstruilhatéak-e olyan sorozatok, melyekre

m Ja_j= lim |b |= +c0
n n

n-»co n oo
és
itm a b =1,
n o
n-+-oo

43, Adjunk példat olyan sorozatokra, melyeknek
a) nincs torldédisi értéke,
b) pontosan hdrom torlsddsi ériéke van,
¢) egyetlen tolrédisi értéke van, de nem konvergens,
d) végtelen sok torléddsi ériéke van,
e} minden valés szim torlédési értéke.

bl
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Konstrudljunk olyan sorozatot, melynek egy el6re adott sorozat minden
eleme torlédisi értéke!
Mik lesznek az igy konstrudlt sorozat torlédssi értékei?

145, Definicié
A valés szfimok kibdvitett halmazén értjik azt a halmazt, mely a
valés szémhalmazbl &5 a +00, -o© szimbélumokbs] all, és

amely megérzi a valés szdmok eredeti rendezését, valamint minden
x valés sz4m esetén

~CO<X < +00,

Jelolése: R = [-o0, co] .
(A valés szdmok halmazinak jelslése: R = (-oo , 00 1.)

Definicié .

Legyen A, BE R ésvagy A ¢ R vagy BE¢R.
Iegyen m:R x R~ R a négy alapmiivelst barmelyike,
Legyen fa) és {bn) két olyan R -beli sorozat, amelyre

lim a = A, Iim b = B,
n h
a-~o0 n-+=-oo
Amennyiben a  lim (an m bn) hatirérték fijggetlen (an) és {bn)
n-—-oo

vilasztisit6l, definidljuk AmB értékét az

AmB= lim (an m bn) c ﬁ képlettel,
n-—-oo

Definicié
R -on konvergensnek wueveziink egy R -beli (a_ ) sorozatot, ha
R -ben konvergens, vagy +oo -hez, vagy -oo-hez divergil.

[} mely A, B elemeire és melyik m alapmiiveletre alkal-
mazhaté a fenti masodik Definicid, melyekre nem ?
Allitssainkat fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be!

2. Milyen - a valés szimok halmazén érvényes - miiveleti azonos-
sigok marcrdna¥ &rvényben R -on?

3. Bizonyitsuk be, hogy
a} Minden sorozathél kivilaszthaté R -on konvergens rész-

sorozat,

b} Monoton sorozat IR -on konvergens.

'48. Definicié

Azt mondjuk, hogy egy sorozatnak a +oo {-co) torlédisi értéke , ha
van +00-hez ( - oo -hez) divergilé részsorozata.
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Definicid ’

legyen E egy tetszdleges (an) sorozat Gsszes torlédési ériékeinek

habnaza (beleérive a +oo0-f €8 a -oo-t is).

Jelélje
E legkisebb felsd korldtja, ha E feliilr8]l korlitos
+ oo , ha E [feliilrd] nem korlites
sup E = vagy +too €E
- oo , ha B = {-co} wvagy
E=4§
E legnagyobb alsé korlitja, ha E alulrdl korlitos
. ) , ha E alulr6l nem korlitos
inf E =
vagy -oo €E
+ oo ,ha E ={+o00} vagy
E=¢

valamint sup (a ) = sup {an : n€N} illetve inf (a ) = inf {an: nEWN}.

1. Bizonyitsuk be a kivetkez8 4llitisokat!
a) E nem lires
b) E zirt (tartalmazza Osszes torlddisi pontjit)
¢y sup EC E,
inf EE€EE .,
d) (a) akkor és csak konvergens R -on, ha E egy pontbdl 4ll,

@ Bizonyitsuk be, hogy
inf (an) < inf EssupES,sup(an)

@ a) Bizonyitsuk be, hogy

képezve minden k&N esetén a

by = sup {ak‘}‘1 T ...} szémot, ezek sorozatira
fennili, hogy
lim b, = sup E.
k
k>oo
b)Y Tekintsiik a kbvetkezd 4llitasokat:-

1, BEE ;
2, ha x>B, akkor van olyan N€IN , hogy minden n>N
esetén a <X.
Bizonyitsuk be, hogy e két 4llitds akkor és csak akkor 41l fenn,
ha
B=supE,
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4. Mondjuk Id, és bizonyitsuk be a 3. -ban kimondott dllitdsok meg-
felel§it inf E -re is!

1(a7) 1. Bizonyitsuk he az alibbi Allitasokat!
a} Ha lim a > -ooés lim bn>-oo, akkor

lHm (a +b)>lima +lmbv .
—— "n n’ “=—"n — "n

b) Ha an;O, bnzﬂ VnelN esetén,
és lim a >0, lim b >0, akkor

lim 2 - Li_rp_bnsl_ig(anbn).

¢) Ha a < bn Vn€EMWN esetén, akkor

Um a <lmb .

d) Ha a >0 YnEWN esetén,
és 1
Hm a - lim = =1,
= n T—a

akkor (an) konvergens,
e} lim (—an) = -lim a -
2. Mondjuk ki &s bizonyitsuk be az 1.-ben szerepld 4llitisok megfele-
161t a 1lim sup -ra vonatkozéan!

3. Mutassunk példikat, melyek esetén az 1.a), b), és a 2, a), b) -ban
szerepl egyenlStlenségek szigoru egyenlftlenségek!

! 48. (1)) Bizonyitsuk be az alabbi 4llitdsokat!
a) Ha (an} konvergens, akkor tetszfleges (bn} esetén
lim (@ +b)= lim a + fmb .
n B n n
n-rco

b} Ha tetszdleges aan) sorozat esetén fenndll, hogy
bl Ulm {an + bn) = lim a + lim hn , vagy
b2) Ilim (an bn} = lim al_1 « lim bn

{eltéve, hogy an>0 YnelN -re),
akkor (an) konvergens.
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2. Mit mondhatunk (an bn) -r6l, ha

lim a = +00 ¢s lim bn>0?
n-oo

' = s
. Bizonyitsuk be, hogy ha (an) korlitos sorozat

lim a <Iim a
== “n n

lim lam—l - ani = 0,
n-~co

akkor - -
az E = [.LiE ar lim an-] intervallum minden pontja torlédi-

si értéke a sorozatnak!
! Konvergens-e az alibbi sorozat?

a
2n-1 1
= e aad = - >
2, =0, A, =TT %y T35 Yy (nz1)

Ha nem, hatdrozzuk meg lim a és fim a értékét!

g@ 1. Bizonyitsuk be a kivetkezd &llitdsokat!
a) Ha (an) konvergens sorozat, akkor

1 B
lim o > a = lim a
n»co k=1 n--oo

b) Ha (an), {bn) oiyan sorozatok, melyekre

bn>0 VneN esetén,

n
lim 3 bk=+oo,
n+co k=1
a
n

valamint létezik és véges a lim — , akkor
n>co  Vn

n
kgl ak an
lim = lim —.
n-+oo 5 bk n»co 1
k=1
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2. Vizsgiljuk meg az aldbbi sorozatok hatfrértékét:

h

1
a) a_= 3
n =1 k-n
o b =al+2=12+31513+...+nan
) n 1+2+3+,..+n

ahol lim a = A létezik.
n~co O

3. Bizonyitsuk be a kivetkez8 illitist!
Ha (an) , (bn) olyan sorozatok, amelyekre

bn+1>bn YnelN .esetén,
lim bn = +00,
n->co

nst 2

valamint lim

n--00 I]+1 bn
2n + " %
im H< lm 2 5 -
>0 Yy neoo n+l r
4. a) Igaz-e
Ha lim (a -a) = A léezik, akkor
n-=oco n0Hl n
2
lim — = A,
n
i -co

b) Bizonyitsuk be: Ym€EMN esetén

m m m
lim 1 +2 +.,,, +n - i

n-=oo n

c) Igaz-e az 1.a) dllitds megforditisa?
!@ Legyen (a) pozitiv tagu sorozat:
a > 0 VneWw -re .
1. Bizonyitsuk be, hogy ha (an) konvergens, akkor
n

lim Va-a-. *an=lima
ﬁh n-o0 n-»co
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41

2. a) Bizonyitsuk be, hogy ha lim
n —~co 1n

létezik &és véges, akkor

n

a
+1
lim t/ an = lim RLH .

a
1 =00 n-+ooc n

by Vizsgdljuk meg a) alapjin az alsbbi sorozatok hatirértékét:

n
bl)a=t/; l::2)a=n b3)an=m

3. a) Bizonyitsuk be, hogy ha

lim a = C#0,
n oo

n
akltor lim a =1,
n—-=oo n

b) Bizonyitsuk be a) alapjin, hogy ha

n
Hm V aﬂ = <1, akkor
n >0

Iim a =0.
n-+co

c) Vizsgiljuk meg 2a) alapjin a kivetkezd hatdrértékeket:

1\
cl} an = (1 + =3
n
1 1
c2) an=( - % kEN rigzitett
nl
nk
3) a = ‘/ n kEWN rogzitett






MEGOLDASOK ES UTMUTATASOK

L.

1.

2.
3.
4.

FEJEZET

a) AAB b) AATB c) TAAB d)y 1AATB
e) THAAB) f)y TAVIB g£) A=B h) IB=> 1A
i) A=1B ) (A=B)A(TA =B} k) A<>B

) (A>TB)A(TA =>B) m) (1B= A)A{71A= B)

n (AVBIATHAAB) o) B=>A p) B=>A
ef, 1 g.h j.kgr; Lmn o,p : 9 kilonboz8

¢} Ha A, akkor B, de ha nem A, akkor C,

a) Jeles lesz a bizonyitviny & nem ad kerékpirt.

b) az a, -beli eseten kiviil még: ha nem lesz jeles a bizonyitviny és
vesz egy keré&kpiart,

5.[a)] AAB: AB £ BAA AB1 |
t it MEAE.
Al EI v
tehdt AAB = BAA
6. a) helyes by helyes ¢) hibés
d) hibés e) helyes

®e

1. helyes 2. hibés 3. helyes

1. Csak azt az esetet kell megnézniink, amikor az elftag igaz,
Ellenkez8 esetben az implikdcié igaz fiiggetlentil att6!, hogy mi az
utétag értéke. Az eldtag csak akkar igaz, ha mind A mind B
logikat értéke igaz. Ekkor pedig az utStag, B igaz.

8. 4)
a) hibés b) helyes c) helyes d) hibas
B)
a) helyes b) hibéas ¢) hibés d) helyes
8]

a) helyes b) helyes c) helyes d) helyes



I. A MATEMATIKAI LOGIKA ELEMEI

2, pl. A) a) (A= B)A1A)=> "B
3. a helyeseknek,
4. C) a) , Ch)., Cjc.} &8 O)d).

8. Ha a valtozdk helyébe birmiféle logikai &rtéket irunk, két eset
lehetséges:

1. az eltag (premissza) &rtéke igaz. Mivel a kivetkezietésforma
helyes, ezért a konkluzié értéke is igaz. Tehdi az implikicis
is igaz, -

2. az elStag hamis, Ekkor az implikicié az utétagtol fiiggetleniil
mindig igaz.

Az a) ~hoz hasonléan igazolhat6,

a), b) 2 9.a) -hoz hasonl6an igazolhatd,

11..A tettes nem volt férfi, nem volt kistermetii, férfiruhdt hordott és a
szemtanu vallomésa nem voli hiteles. Kovetkeztetésformik:
[®=>a) 18]k,
FVRIATF) =R és
[(RAH) = A)ATAAR]=TH

12. a) A=t, B=t, b C=*% ¢ A=1}, B=¢%t, C=}
d) a 11. feladathoz hasonldan.

. Nem,

13
14. a) 4tl6i merSlegesek &s nem négyzet

b) Igen.
15. a) Legalabb az egyik viltozé értéke 1.
b) x<3 e} xX>3 d} x<3 wvagy x>5 e) x¥3
f) x<3 g) x=23 h) x =3,
i) Hitlink nem vélik valéra, és vagy nem vagyunk bolondok vagy nem
vesziink el,

i} Elet zengi be az iskolit, de az élet nem lesz deriis iskola.

k) Vagy nem vagyok kirily, vagy nem birok nagy erdvel, vagy nem
adod &és ugyanakkor nem veszem el ervel,

1) Holnap a gyerek lizas lesz vagy erdsen kihég, és az orvost mégsem ’
hivjuk ki. ;

m) Vagy holnap moziba megyiink bir jé id§ is lesz és j6 misor a
TV-ben, vagy nem megylink moziba, akkor amikor nem lesz j6
idS vagy jé miisor a TV-ben,

o Mind a kett6 helyes. Kiilonbség koztiik, hogy amit a)-ban egy konkrét
lemezrgl allitottunk, azt b) d1taldnosabban, minden dologra vonatko-
zin: fejezi ki, Megfordithaté kivetkeztetésformak.,



1. BIZONYITASI MODSZERER
17, d)y és e)

8. a)t Bt ot &t et Hi g+ Wt Dy HEt kKt b
mt nt ot pi

19, a) P6 by P9 c)y Pa dy T1Pb e) VxPx fy IV xPx
g) VxTPx h) WxIPx i) Vx(PxV1Px) j) Vx(PxATPx)
k) Pm =1Pn 1) Vz@Px="1P&+1)

20, a) IxQx b) IvVxIRx ¢} IxIQk d) TVxQx
e) Vx(@Qx =Qx) )13 x(Qx=77Qx) g) Vx@xV'1Qx)
h} TI@QxVIQX)
Ugyanazt fejezik ki: 2), by ill. ¢}, & i, g), h

21. a) Egész szim b) Piros szim

II. FEJEZET

1. Direkt
2. . n=1 -re igaz, Az troklédéshez az

nz(n + 1)2 /4 + (n+ 7)3 = {(n + I)Z(n + 2)2/4

egyenlieéget kell igazolni.

n =1 -re igaz, Be kell litni, hogy PRI S 2n+1 - 1.
n=1 -re igaz: (@ + b)t1]= a+b=hb+a= bEl}aEO]+ aFﬂbEO].

Be kell litnunk, hogy

(3N e rn -y - 3 (R,
m=0

m=0

< % (m )a[n-m]b[m])a +h-nh) =(m§ (o) a[n.m]b[m])(a—(n -m)htb-mY) =

m=0

_ a[n+1]+ § ( :1 ) a[n-m+1]b[m]+ zn ( ; ) a[n -m:lb[mﬂ}+ b[n-l—l].
m=1 m=0



1i. BIZONYITASI MODSZEREK
Vezessiik be a j = m-1 jel6lést az elsd, a j = m jellést a maso-
dik szumméban, Ekkor a kifejezés a kivetkezd alaku:

o1l %[(jfl) +(r;§ia[n-ﬂbfj+13+ 1]
j=o

n my_nli+nln+1 -4 n + 1)1 rn+l <
Innen (3-1)+(j)’ Jfm+1 -1  jlm+1-j) ‘(; ) miatt

kévetkezik az 4llitds. h = o0 esetén a binomiilis formulit kapjuk.
@ n =1 -re igaz, Az t+x)... (1+xn)21 L

indukeids feltételt szorozzuk meg 1 + x +1 Z 0 -vyal:

n

(1+x1)...(1+xn)(1+xn+1)=(l+x1 +... +xn)(1+xn+1) =

1Y)

=1+ xX_+, +X +X +X_ X + ... +X X
1 o n n+l 1" n+1 n n+l

'>1+
= X, + ... +%X +Xx
1 n n+l * -

mivel azonos elSjelii szdmok szorzata nem negativ,
n+l
n+ 20 _ 1 _
.(n+1 _(I+n+1 21+ @+ 1) n+1 2
a Bernoulli-egyenlStlenség alapjin.
@ n = 2 -re igaz az 4llitds, Az indukci6s feltételt szorozzuk meg

n+l
(n + 1) ~gyel, Kapjuk: (n + 1)1 < @—t%L—- . Igazoljuk, hogy
2
n+l n+l n+l
(nt1) < {nt 2 . Atrendezve 2 <(n * 2 .
2[1 2Il+1

n = 2 -re igaz. Szorozauk meg az indukciés feltételt (2(n + 1))! -
sal, Azt kell igazolnunk, hogy

n+l

[+ 1)7] [ien.+ 2)1] > > [in + 2)1]

@m+Hm+4)... 2n+2)
Atalakitva: m+20+2) ... @+2 !

n =1 -re igaz. Szorozzuk meg az indukciGs feltételt

+ 1
:f: T3 -vel. Azt kell igazolnunk, hogy g“ : ; R s
n Yen+1  V2n+3
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Atrendezve: V2n+ 1 - V2n + 3 <2n+2=@n+ 1); n + 3) .

(1) n =2 -re igaz az 4llitds, Adjunk az indukci6s feltéte! mindkét
oldalshoz 1 -t. Azt kell igazolnunk, hogy
VB +1

1
Vo + >fn+1 . Awendezve: {n + 1>{1 .
/ :

n+1l

@ n = 8 -ra igaz az dllitds. Szorozzuk meg az indukcids feltételt

{n + 1)n+2/ nn+1 gyel, Azt kell igazolnunk, hogy

M+ 1)211.+2/nn+1
n = 1 -re igaz, Az indukeciés feltételt szorozzuk meg (2n+ 1)-2n+ 2)
vel, Azt kell igazolnunk, hogy

+ - 2 2
Zn+ 2)n 1 . Atrendezve: n + 2n+ 121 + 2n,

22 mn2en + 1hEn + 2) < 2272 @ + 12,

Atrendezve: 2n+1<2n+ 2,
@ Azt hasznilja fel a bizonyitdsban, amit bizonyitanla kellene,
Jelsljiik az széban forgd szdmokat x,y,z -vel:

x+y+z<-1—+l+l és xyz > 1,
X ¥y =

ok

Tegyiik fel, hogy z = 1, Ekkor 1<xy és x + 3 <§ +3 ., ambbl

ay <1 kovetkezik, ami ellentmondis,
@ a) Tegyiik fel, hogy

F#4( -BUB -C) = ANBUBNTE) , de ANB~= ¢ 65
BNC =4,

ami- ellentmondis; Direkt bizonyitis: ANB =6¢ é BNC =§ -
bol kbvetkezik. b) Indireki: léteznek olyan k>1, p és g ter-

mészetes szimok, melyekre 2in + 4 = kp, 14 n + 3 = kq,
Ebb8l1 1 =7Tn+ 2 - 7n ~1=k@Eqg -~ 2p) kivetkezik, ami ellentmon-

dis.

. 2ln + 4 _ M™+1 o 34n + 3 1
Direkt: 35 = 1* Tin+ g 2mibol S7=ry =2+ 507y
kisvetkezik.

6. Nem.
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III. HALMAZELMELET! ALAPFOGALMAK
o, FEJEZET

2]
.

Pl. AUB = {2 és 3 koziil legalibb az egyikkel oszthatd egédsz

szdmok]},
2.8) A-M b} ANF c) FUM d FNM) - A
e) (M -F)-A4A f [MNa) - FIUF - (U 4)]
4. A¥B
5. ANBCA ; ugyanaz.
6. a) A b) Alaphalmaz. ¢ § &) A e} A fy AWYB
7. a) ANB b} AUB ¢) ANSB d) AUB

Nem. Legyen x€ANB ; ekkor x¢C. Igy xe(ANB) - C.

g. 1. A - BGCC. Ekkor minden Xx€A -ra két eset lehetséges :
%) XE€B, ekkor x€BUC ) x¢B, ekkor x€A - B és ezért
a feltétel értelmében x€C , tehdt x€BUC, igy ACBUC .
2. ACBUC, Ekkor minden x€A -ra két eset lehetséges:
o) x€EB, ekkor x¢€A -B . ) x¢B, ekkor a feltétel értelmé-
ben x€C kell, hogy legyen. Mivel ekkor x€A - B , igy

A -BCC,

10. C

11. B - C

12. ¢
Az Alf;Ai és Ai(;Al i=1,2%,...,n tartalmazisok csak ugy all-
hatnak fenn egyidejlileg, ha A1 = Ai .

14, a) CCACB esetén X = A, b) u.a. mint a)

¢) BUCCA esetén BUCCXCA ,

d) BCACC esetén X = (C - A)UB ,

e) BCA és ANC =¢ esetén X = (A - B)UC .
f) BCACC esetén X = C - B,

15.[d)] 1. Megoldis:
Igazolnunk kell, hogy 1. A - (A - B)CB - (B - A) és

2. B -8B -A)CA -{A - B).
1. Ha x€A - (A -B), akkor x€4 és x¢(s - By, igy x£B.
Ekkor x¢B - A, ésigy x€B - (B - A). 2. Ha yEB - (B - A) ,
akker ye€B és y¢B - A, gy y€A. Ekkor yda -B, &s igy
YEA - (A - B).



111, HALMAZELMELFTI ALAPFOGALMAK
H. Megoldis:

A miiveleti szabalyokat, az A - B = AMNB ocaszefiiggést és 7.c) -t
felhasznilva:

]

A-(A-B)=A-ANB = ANANE = ANQAUB) = (ANA)UMANB) =

= ANB .
Hasonléan:
B-®-A)=8BN4a,
16, a) B=ANC b}y A=B c) ANB=¢ d) A=B

e) B=A fy BNCCACC g) CSAUB hy A=4¢
iy a=¢=cC.

ﬂ- a) {(a!x)) G))x)f {cix)’ (d!x)l (a!Y)i (bsY)! (C,ZV), (dsy)}
Bizonyitsuk be az els6t: Legyen x €(AUB) x C. Ekkor x = (y,2),

ahol y€AUB, z€C. Ami szerint y€A vagy yE€B . Ez azt
jelenti, hogy vagy (v.2)€A x C vagy (v,2)€ B X ‘C. Tehat
{AUB) x CC{A x C)U{B x C). Forditva, legyen x€(A x QU@ =x 0.
Ekkor vagy x€ A x C vagy x€B x C, Ez azt jelenti, hogy az els§
esetben y€A, z€C, a masodik esethen y€B, z€C . Igy
yEAUB 8 x = {y,2)€(AUB) x C . Tehdt (A x QYUB x Qi
C 4UB) x C.

[2) Ha C #/, akkor AMB =§ . b) vagy C=¢ vagy ACB.
ay A={1}, B={b} b f(a, b,c)} # ({a,b), )

a) Legyen ACB és CCD, ekkor x€A és y€C esetén Xx€B
é6s ye€D, tehit (x,y)€B x D. Forditva, ha u¢ B, akkor
(u,v)¢B x D, igy semmilyen részhalmazinak sem lehet eleme,

) Legyen x = (y,2)€ {(AMB) x (CMND). Ez azt jelenti, hogy
yEANB és z€CND, ezért x€A x C & x€B x D. Forditva,
ha x€(A x O)N(B x D), akkor y€ANB és z€CND .

'22) Legyen x€(A x B)U{C x D} . Ekkor x = (¥,2) és vagy y€A,
z€EB vagy yEC, z€D. Amibdl y€AUC, z&€BUD és
x = (¥,2)€(AUC) x (BUD) kdvetkezik., Tehét a bizonyitandd tartal-
mazis fennill. Az egyenilség sziikséges és elégséges feltétele:
HCCAADCTB)V [ASC) ABCD)].

] Legyen a€A, b€EB. Ekkor (a,b)€A x B, ami azt jelenti, hogy
(a,M€EC x D, azaz a€C, beD . Misrészt (b,a)EB x A -hdl
b,a)€EC x D kovetkezik, azaz b€ C , a€D . Ekkor (a,a)€C x D,
ami act jelenti, hogy a€B. Hasonldan, {m,b)€C x D, és ezért
h€A . Tehit A =B, Igy A x B =C x D &s ebbdl a 20.b) feladat
szerint A - C , B =1,

G

2

-+
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1V. SZAMOSSAG
IV, FEJEZET

Igen
a) Megszdmlithaté b) Megszimldlhaté ¢) Kontinuum

Igen,
a) Igen b) Igen.

I 02 jpa e
- - )

Kentinuum.

o

Nem.

A} Megszimlalhaté

B) a) Megszdmlilhaté b) Megsziimlilhaté ¢} Kontinuum
C} a) Megszfimlilhat6 b) Megszémlilhaté ¢} Kontinuwm
D) 2) Megszimlilhaté b) Megszimlilhaté ¢} Kontinuum

= >
.

8. a} Véges b) Megszimlilhat6an végtelen
¢) Megszdmlilhats d) Véges €) Kontinuum
9. a) Legfeljebb kontinuum b} Kontinuum ¢) Kontinuum
d} Kontinuum e} Kontlnuum f) Véges
g) Kontinuum h) Kontinuum i) Kontinuum

j} Megszimlilhaté
10. Mindegyik kontinuum szdmosségu.
@ Bérmely (a,b) intervallumhoz talilhaté a<e<b racionélls szfém,
@ Tetszdleges xE€A pontnak feleltessiik meg az (x - , X+ —-) in-
tervallumot, &s haszndljuk fel a 11. feladat éredményét!
@ Racionflis: szimok szdmossfigihoz hasonléan igazolhatd,
H szimossfiga nagyocbb.
. Lésd 7.D.a)
Lasd 13, feladat (alx,11 *oae.ta gy tekinthet5, mint az
{x, +, 0, 1, 2, ..+} halmazb6l vett véges sorozat.)
Az el6z6 feladatb6l kivetkezik, mivel minden polinomnak véges szdmu
gyoke van,
A valés szimok halmaza kontinuum szfAmossigu,
IE Legyen [ egy-egy értelmii megfeleltetés A &és A kizott, tovabbd

2

BO=A, B1= 1 —f{B) n=10,%,2...),

! =2
Ekkor BO__BIQBZQ cees

16



V. SZAMOSSAG
oc oo
A =[U ®; - BH_IE\U[Q Bl =
i=o i=0

oo (-7 ?10
= [U Bgy - Bzm%u[ U By~ Bzm;JU[ Bi]

j=c i=o i=0
oo ‘ o0
A = [U ® - Bi+1;JU[ n Bi] =
i=1 i=0

o] s ' co
[i‘:’o By ~Bopg)V| U Bypyy ~ Byyppl|V B

1=0 1=0
£By1 = Bater) ™ Barnz ~ Popg
azaz (Bzi - B21+1)~(1321+2;321+3) . Minthogy az Hsszes Bi" Bi+1
halmaz & = 0,1,...) és N Bi pironként kizospont nélkiili, ezért
i=o
A~ Al.

Legyen £(A)S A, ahol f egy-egy értelmil fiiggvény, a€A - £(A) .
a =a, a,. = f(ai) {0 -ra. Ekkor a, # aj , ha 1 #.1.

Ez azt jelenti, hogy A a végtelen {ao, 2, ...} részhalmazt tar-
talmazza.

@ Legyen A végtelen 68 B = {bo,bl,...'} megsziml4lhaté részhalma-
za. Ekkor A = BUA ~Bj~ B - {bo})U(A -By=4A -{_bo}.

[22] a) Legyen A, az A megszimlalhaté részhalmaza, Ekkor A UB~A
Ezért

1

(A - AI)U(AIU Bl~{A - AI)UAI = A,

b) a) -b6l kovetkezik, mert A = (A - BYUB és A - B végtelen.
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8.

RELACIOK, FUGGVENY FK
FEJEZET

a) Reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv. b) Antireflexiv, szimmetrikus,
nem franzitiv. ¢) &s e) Antireflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv.
dy és f) Reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv. g) Reflexiv, anti-
szimmetrikus, tranzitiv, h) Antireflexiv, antiszimmetrikus, tranzi-
tiv. i) Reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv,

a) Reflexiv, nem szimmetrikus. Osszehasonlithatatlan elemek, ha mind-
két osztAsi maradék paratlan. Nem tranzitiv. pl. 4R2 &s 2R3 , de
@.3)¢R . b) Reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, c) Reflexiv, szim-~
metrikus, tranzitiv. d) Antireflexiv, antiszimmetrikus, nem tranzi-
tiv. Osszehasonlithatatlan elemek, melyekre sem x -y = 2, sem

¥ - x =2 nem teljesiil. e) Antireflexiv, antiszimmetrikus, nem
tranzitlv. f) Reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, g) nem reflexiv,
szimmetrikus, tranzitlv. V kontinuum szdmossdigu részhalmazai
egyet'en mds részhalmazdval sem hasonlithat6k tssze. h) Antireflexiv,
antiszimmetrikus, tranzitiv. Egyik elem sem hasonlithaté Ossze onma-
ghval. {) Nem reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv. Osszehasonlit-
hatatlan elemek: 1,1 iill, 3,3. j) Reflexiv, antiszimmetrikus, tran-
zitiv. Mindegyik elemhez lehet taldlni olyan elemet, .mellyel Ssszeha-
sonlithato.

a) b) ¢} d) Barmely alaphalmazon, e) f) Semmilyen halmazon.
a-a=0€Q, a-bHEQ b -aEQ, a-c=a—b+b—ct
a) Igen. b) Nem ¢) Nem

Igen,

Pi. b) HNyilvan szimmetrikus, Reflexiv, mert ¢ =a &8s d = b =

=>a+d=a+bs=h+c., Tranzitiv, mert (a,b) Q,d) és
e, Qe fH)==a+d=b+c 6s c+f=d+e=>f -bh=¢ -3
=>a +f=Db +e, '

Igen,

A tdrsasfg tagjait aszerint soroljuk osztdlyckba, hogy hiny emberrel
fogtak kezet. 11 osztilyt kapunk., 2.11<32<3 - 11,

a) {&,¥) 1 x,y€Q, Ix -yI<1}. b {&9: % yER, xsysxz}.

) {&,9: x,¥€Q, x<y}. d) {&x,¥): x,y€Q, x<y},

@ Az {Ai : i€1} osztdlyozdshoz rendeljiik hozz4 az R ={&,y) : léte-

zik olyan i€1, hogy x, ¥y EAi} relaciot.



V. RELACIOK, FUGGVENYFK
Legyen { R : 1€1} ekvivalencia reldcitk egy rendszere. Be kell lit-

nunk, hogy N R
iel
rikug és tranzitiv,
Pl, szimmetrikus: Ha @,be N Ri=> (:a,b)GRi Vie1 .
i€l
Mivel mindegyik Ri ekvivalencia, igy (a,b)}€ Ri=>(b, a)eRi Vi€l ,

Ezért (b,a)€ N Ri .
1€l

i is ekvivalencia relfcid, azaz reflexiv, szimmet-

17. L.

18. Antireflexiv részben rendezés.
19. Ekvivalencia igen, rendez€s nem,
21

. Nem juthat el, Létrehozhatunk.
Reflexlv teljes rendezés esetén eljuthat.

@ Abrazoljuk derékszogii koordinita-rendszerben a ndk és férfiak halma-
zénak direkt szorzatit (Descartes}). x -szel jeldljiik, ha nem lehetnek
hizasock, e -rel, ha igen. Tibor csak Hannit veheti el. Mivel Débra
fiatalabb mint Vera és Hanna a legfiatalabb, az életkorokra vonatkozé
egyenlséghll kovetkezik, hogy Dénes csak Dérit veheti el, és igy
Baldzs pedig Verat.

Tibor e el Rt x

Dénes - -+ —————— 1:< _____ *

Balizs |- -x------ PR 4:
Déra Hanna  Vera

24, Béla, Olga, kiillitds; Andrds, Sari, hangerseny; Csaba, Panni, mozfj
Rezsd, Rozi, szinhdz.

25. a) igaz b) nem c¢) nem.
26, 2y 2" By o>
c) Ha npm akkor (;;) m! , ha n<m nincs ilyen fliggvény
d) m = n esetén
27. a) egy-egy értelmii fiiggvény, injektiv.
b} nR—Im@m =n -1, egy-egy értelmii fiiggvény.
¢yPp =N, Dpy =N-1
d) Teljesiilnek.
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Ha X€A , akkor x€B és ezért f(x)€f(®B).
@ 28, -b6l livetkezik,

@ 25, -b5l kovetkezik,

Legyen f nem egy-egy értelmii fliggvény, Ekkor léteznek olyan
a\,bEDf elemek, hogy a #b & f(a) = f(b). Legyen A = {a},

B = {b}. A forditott allitis nyilvinvalé. ¢) Ha xe€f(A) - £(B},
akkor létezik olyan y€A, hogy f(y) =x és y¢€B . Ilven médon
X€I{(A - B). Ha f egy-egy értelmii fiiggvény, akkor ha x€£(A - B),
akkor létezik olyan y€A & y€B, hogy f(y) = x. Ilyen médon
% € f(A), Nyilvin x¢ {(B), mivel f egy-egy értelmii fiiggvény.
@ Val6di tartalmazés csak akkor 4llhat fenn, ha £1 nem fiiggvény. Le-
gyen D = {1,2}, f@) = {1}, A=1{1} . Ekkor 1@y = {1,2).
@ A definici6bs] kivetkezik.

34. a) f egy-egy értelmi fiiggvény.
b) f é g egy-egy értelmii fiiggvények, tovdbbi f(l?_)f)ﬂDg =4g.

A definlciébél kbvetkezik,
&-HAHB(X) = 1> xEAﬂB@HA(x) =1 &s Hch) = 1,

37. v.5. 25, pl,

38, [c)] xEDR‘OR;:p létezik olyan y , hogy (x,y)ERloﬁzg létez -
nek olyan y és z elemek, hogy (:-z,z)ER1 és (z,y)ERzm
1étezik olyan =z, hogy (x,2z)€ Rl éa z¢€ DR <=> létezik olyan =z,

2
-1 -1
hogy (z_,x)eR1 . ZGBI(DRI) és zEDR2@x€R1 (RI(DRI}n
nDRz . xERlc'R2 (DRIQRz) <= létezik olyan y, hogy (v,X)€

ER10R2® létezik olyan y és 1z, hogy (y,z)ER1 és (z,x)ERz‘@

létezik olyan z, hogy zERI{DB ) &3 {(2,x)€ R24=> létezik olyan
1

z, hogy zeleRl) , zGDRZ és (z,x)Eszsz:-xE1‘12(11T (DRI) A

NbD, ).

Ry

§_9_. (x,y)eRIo(I{ZORS)@létezik olyan z, hogy (x,z)ER1 és (,y)€ _
€ R20R3¢=> létezik olyan z, u, hogy (x,z)ERl, (z,u]GR2 &8s (u,¥y)e



V. RELACIOK, FUGGVENYEK

ER3<=:- 1étezik olyan u, hogy {x,u)ERlo R2 és ([, NE 33@ &, ¥E

ER,OR)oR,
. (x y)E(R o R ) @ (y,x)€R o R @ létezik olyan z, hogy (v,2)€
-1

ER és (z, x)E R <> létezik oiyan %z, hogy {x,2)€ Rz 8s (2,¥)€
en e &, y)€32-10R1'1 )
-(x,y)e{ U R.)°Q<=zv letezik olyan z, hogy (x,z)€ U R és

ier b €1
Z, V)€ Q<> létezik olyan z és i€1, hogy (x,z2)€ER, & (,y)€EQ
< létezik olyan i€1I, hogy (x, y)ER oQ = K, V€U {R °qQ) .

i€l
hasonlc‘xan igazolhaté mint c.; H NEQ (N Ri)t::» 1é6tezik
i€l

olyan z, hogy ,2)€Q és (z,y)€E N R
i€l
hogy (x,Z2)€Q és minden i€I -re (z, y)GRi = minden i€1 -re
x,VEQ °R <> K,y € N @Q°R, D - @ Hasonléan igazolhaté mint
i€l
@ PL. e R ={a,1}. R,={0OD}, Q={da0, an}

A bal oldal = § , a jobb oldal = R

Ha A Ff9 és B # ¢, akkor ilyen R reldcld nem létezik,

1. Legyen x €AMNB. Ekkor (x,%x)€ Re>{x,x)€ Rl (x,x)€R .
Ami ellentmondds. 2, Legyen A{YB = ¢ . Minthogy R™*CB x A és
RCAxB ezért RFI=R =y . Amib8l R = § 865 R = A x B k-
vetkezik, ami ellentmondés,

i@ létezik olyan =z,

Ha R Idlesbnbsen egyértelmii mepgfelelietés A& 6s B kijztit, ak-
kor a 35 --Os feladatbs! kivetkezik. Forditva, DB = A, mivel

RQR-I = IA’ és R(DR) =B, mivel R = L.B . Ha (X,Z)GR

és (x,y)€ER, akkor (y,Z)ER 0 R, ami azt jelenti, hogy y = z.
Ha (y,x)€ER és {&,x)€ER , akkor (y,z)ER OR'I, ami azt jelenti,
hogy y = z.

a) egyértelmii, inverze kétértékii.

b) egyértelmii, inverze végtelen sckértékii,
¢) egy-egy értelmit,

d) egyértelmii, inverze kétértékii.

e) egyértelmli, inverze kétértékii,

f) egy-egy értelmii,

Bl



V. RELACIOK, FUGGVENYEK
48, = =
46 DR R@y) = N, minthogy

x,X)ER ., rR1 - {(x,y) T X, yEN és yazx oszt()ja}. ReR =R,

RoR™T = Ng, minthogy (x,y}EROR—lqib létezik olyan z, hogy x =

osztbja 8s y Is z oszt6ja. llyen z kbnnyen vilaszthatd barmely
két x és y természetea szimhoz. Pl. z = x:y. R-loR = N2,
minthogy (x,y) € R™1 oR <= létezik olyan z, hogy z x -nek és

¥ -nak is osztéja. =1 tetszdleges x és y természetes szim-
hoz megfeleals, @ a) ~hoz hasonloan kaphaté . b) DR = R(DR)

-Q RY=R, RoR =RoR =R~ lor =@ . 4 I =

= = x -1 . _x
-[ 2 3 g] R(DR) [ 1 2]! R {(xly} . xsyeg 9 ]
8s x > sin y} RoeR = {&,y) : sin sin x£y}. ROR™ =

=[--§, g]z ,RToR = {9 xy e[- 1, ‘2—']}

47 Ha R =1 A’ akkor tetszdleges A -n értelmezett Rl reldcidéra

X,MER ORlﬁ étezik olyan =z, hogy (x,2)ER és (z,y) € Ri’

[N p

]

(o
-3

de (x,z)ER csak x = z esetén teljesiil. Ilyen médon Rt‘JR1 = R1 .

Hasonl6an RI°R = R1 . Forditva, legyen Rl =1
Ekkor, minthogy ROR1 = Rl’ igy R=1

RIUR2 ekvivalencia :RloRzg
(RIUR ) o¢R UR ICR UR2 , RIUR2 = (Rlo IA)U(IAoRZ)gﬂlo R2
Forditva, legyen R (UR, =R, oR, ., Ekkor R 0R = 32-10121‘1 =

—1 = =

R, 0 2) (RIURZ) R UR, , (RlLJRz) °® UR,)

1°31)U€32°R1 )U(RI"Rz)UéRZ*’Rz JSR,UR,, azaz R UR,

tranzitlv., Szimmetridja &s reflexivitisa nyilvinvalG,

R, oR, ekvivalencia . Nyilvin R ,UR.CR oR_,

Legyen most R 1U R Z‘ZQ valamely @ ekvivalencidira, Ekkor
C -
R oR,&@® UR2) ° (RIURZ)QQ °REQ.

I,SRe>1CR -1 , (a,b)ER@{b,a)EB_l

I,CRCROS b3l lathat6, hogy R©S reflexiv. ®oS) " = § R =
SoR = RoS -bOl kivetkezik, hogy Ro S szimmetrikus. Végiil a
tranzitivitist RoS)ocRoS) =RoeSoRoS=RoRoSoS =Ro8 hfl

kapjuk.

A -
A"

I

] [E]
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V. RELACIOK, FUGGVENYEK

ToT =(‘€J° Rn)O(DJ R" )= U R"CT. Ha S olyan tranaitiv rels-
n=1 n=1 n=2 i

ci6, melyre RCS, akkor minden i-re {E€N) R €5 kell, hogy le-

gyen, Ellenkezl esetben S nem lehet tranzitiv., Tehdt TCS.

oo -1
U ®URTUL)" .

n=1

Jelsijiik ~ A ~val az alaphalmazt. Mivel 1 AQB gs I AQS, ezért

IA(_;RO 5 és IAC:'S oR , Tehfit mind RoS mind SoR reflexiv.
(2,b)€E R 0 S<= létezik olyan x, melyre (@, x}€R é&s {,b)ES .

Mivel mind R mind 8 ekvivalencia reldcis, ezért szimmetrikusak
is, igy (,x)€S, (&,a)€S8, Tehit (,a3)ESoR. Ezzel igazolfuk,

-1
hogy {ReS8) =ScR, RoS szimmetrifja azt jelenti, hogy

RoS) =SoR = RoS, amib6l az 53 -as feladat értelmében RoS
tranzitivitisa kbvetkezik., Példa: A = {1,2,3},R = {{1,1), (2,2), 3,3),
8,2, 2,3}, s={a,n, 22, @3), ¢,2, @1)}, Ros-=
=Ax A -{Q1,3}.
Mivel R ekvivalencia reldeid, ezért tranzitiv, tehat RoRETR ,
amib8l T = R kbvetkezik.
C
IA "Rl és IA§R2 miatt IA részhalmaza a felsorolt halmazok
mindegyikének.
IAr‘lR1 =@ és IAﬁR2 = § b6l kbvetkezik, Viszont ha (a,b)€ Rl
és (b,a)€Rz , akkor ({a,a)c€ R10R2 .
-1 -1 J——
Rl = R1 és R2 = R2 b0l kivetkezik,
-1 -1 -1
(RIORZ) = RZ OBI =

-1
a) R antiszimmetrikus <RMNR QIA .

1 - -
b) ®UR)INR UR)™ = ®UR)NR, 1UR2 1, es
R -l 11

R2°RI'

Nk, = ® NR,
a) {&,y) : x,y€Q, x,y >0},

b) x€A = x,VER vagy (y,x)€R valamely y-ra
=X, )ER &5 ¥.x}€ER =(x,X)ER,

R =R-].
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V. RELACIOK, FUGGVENYFK
R ekvivalencia =>R™ = R, RoRCR ,
I AgR . Forditva, R OR"1 szimmetrikus tetsz8leges R -re, Ezért
R szimmetrikus és RoR = RoRICK,
2 2-1 -1 -1 -1
= = = [o] = =
AR =R oR b a” = (a) ® °R)™ =R,7oR ™ -RoK .

PI. <o<¥<: 1<2, de (1,2)¢ <o<.

@ Iegyen A = N, é&s a részben rendezés: a osztéja b -nek;
B = N a szokisos < rendezéssel, f(x) = x.

1. R és S refelexiv teljes teljes rendezés. Ebben az esethen ak-
kor és csak akkor, ha R =5 . Ha R # S, akkor létezik olyan x,y
pir, hogy (x,Y)ER, (X, )¢S vagy &, y)¢R, &,y)€S8. Az els§
esethen R,y)ERCRoS, (v,x)ESCR°S, x ¥ y. Hasonléan lithaté
be a méisodik eset, Ha R = § , akkor RoS = R . 2. antireflexiv
esetben az R = S feltételen kiviil, meg kell kbvetelni, hogy barmely
két aRb elemhez lehessen taldlni olyan ¢ elemet, amelyre zRc
és cRb.

. b) Igen,

a) Igazoljuk R tranzitivitdsat., fx,y) = x, f(y,2) = y = fx,z) =

= ff{x,y)2) = £z, £(yv,2))= £{x,y) = x, Reflexivitis és antiszimmetria
nyilvanvals. b} f€(x,y), %) = {&,f(x, ) = £, %),y = [, y).
Hasonloan, ff{,y),y) = f&x,y)., f(z,x) = 2, f@z,y) = 2 = fz.fix,y) =
= f€(z,x),y) = £(z,y) = z.

a) P, {m,n) R@u,v)<=((m<u) vagy (m =u és n < V).
b) (a + bi) R (eHdi)je=>(fa<c) vagy (a=c &s b<d),

Egy-egy értelmil megfeleltetés 16tesithetd az n elemii halmaz &s az
{1,2, ..., n} halmaz kozbtt, aRbe=> f(a) = i<j = £(b).

@ a) kUy = y=>xNy = xNEUy) = x. A forditottja hasonléan lathatd
be, b) xRx, minthogy xUx = xUNEUy) = x. xRy, yHx =
x =xUy = gNy)Uy = y. =Ry, ¥Rz = x = xNy = x NNz) = gNy)N
Nz =zxNz. ZRx,2Ry =>z = zNy = @Nx)Ny = zNxNy). xRz,
YRz =z = zUy = gUx}Uy = zUEUy.

784 A definicibkon kiviil alkalmazzuk a 77 -es feladat azonossigalt.
a) 0 =x - %, 1=x+X tetszbleges x €M -re.
b) Legyenek b & c¢ az a€M elem komplementerei., c¢ =
=@ b)+c=@+c)- b+c)=h+ec, Hasonléan, b=b + ¢ =
-@+b)=@-b-@W +@a-b-b)y=0. (a-b) +
a+b) p+a+b)y=1,

18] 18

+ |
-5,\0
+=
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VI. VALOS SZAMOK, FGYENLOTLENSEGFEK

V{, FEJEZET

1

. a)

d)
g)
1)

b

n)
D)
r)
5z)
ty)
v}

)]

-1 ~22 -34
X< 9 by x2 = c) x< T
3 4
x>-2a - § €) -,;<x<; fy 3<x<H
4<x<6 hy x<£-2 vapy x;%
x<% vagy X>Z" iy ~2<x<- k) x>3 wvagy zx<2
; ..Y 2 # +
x>1 vagy x<-2 m) 2 4 + 202 smz + 4 + 20a
3 2 2
2a 2a
-1<x <]l vwvagy x>2 - -vagy x<-2 0) x>-1 vagy =3<x<-2
x>0 vagy -2<x<3 a) x>3 vagy -3<x<:1~

5

“1<x <2 vagy 2<x<6 8) x<X-3 vagy 0<x<g7

1<x<2 vagy -2<x<-1 ) i<5<<0 vagy —3<x<:§

2 2
-3 21
x<2— u} x>—8— vagy x<2
:‘-:;-<x <0 w) x<-3 X} %L(x<9

x>2 vagy x<% zy x>7 vagy 1<x<4 vagy x<-1

2 2 2 2
2. x -yl 2lixt -1y %" - 2xy + y2;x2 - 2|xyj+ ¥ elxylzxy

3.

n

a)-b6l az y= - > %, helyetiesitéssel kapjuk.
i=1

~5 -1
a) ?<x<3 b} x>¥5 vagy x<-I5
c) 2 -V2<x<2 vagy 2<x<2 +/2
d} Nincs megoldis e} X< 2
fy x>3 vagy x<1 g) -1,01l<x<-0,99
hy x>212 wvagy x<-8 i)y x<-0,5
) O<x<§ k) -6g<xx<6
) x>-0,5 m) -0,5«<x<0,5
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MUVELETEK TULAJDONSAGAI
5 -VEE<X<51;V§E vagy B+ V20 _ 5 +30

" 1o 10 T
m m _ m+n m m
{J<m<n<i>0~r.—--'-~.:n 1 . Tovibba o on 1 és 0O« 2n<n .

A legnagyobb elem, ami egyben a fels8 hatir: % . Legkisebb elem
nines. Als6 hatir = 0.

inf B=20,5supB-=1,

inf B= -2, supB=2,

inff A=infB=0, sup A=supB=1,

a) x, < sup {xi :1€1} és létezik olyan Xy birmely € >0 -hoz, hogy

hogy sup {xi} -£<x A fenti egyenlGtlenségeket (-1) -gyel szoroz-

K
va kapjuk a kivint egyenlSségeket. b) Hasonl6an igazolhats,

3 = sup A1A2= inf Al - inf Az, -6 = inf AI . Sup A2 = inf AlA2 .

6 = sup A1A4 = inf Al « inf A4, -2 = sup Al « inf A4 = inf AlAé s
2 = sup A1A5=sup Al < sSup A5, -8 = inf Al' sup A5=inf A1A5 ,
0=supA4A5=supA4-mfA5 =supA4-supA5=1an4-1an5,

—4=ian4-supA5=mfA4A5.

Jelbljitk H -ban a részben rendezési reléciét R -rel, Ha ¢ &s d

az a é&s b elemek legkisebb felsS korlstjai, akkor asRd és bRd

és dRe . Mivel c is legkisebb alsé korldt, cRd, amib&l az anti-
szimmetria miatt ¢ = d kivetkezik, Ez csak reflexiv részben rendezés-
re Igaz,

FEJEZET

. a) Igen b) Nem; egész szimok c) Igen

d) Nem; a racionilis szdmok a nulla kivételével

e) Igen
Mindegylk miivelet kétvAltozés a megfelels alaphalmazon,

Nem
Miiveletek. a) és b) kétviltozés, c) egyvaltozds.
Igen. 2) & b) kétvdltozds, o) egyvialtozés

Nem



VIl. MUVELETEK TULAJDONSAGAI

8. a) Nem kommutativ, asszociativ

x 1-x
¢) Vam (x 1—x
e) Nines
7. a) Igen b} Igen
8. 1.a) Nem kommutativ, asszociativ.

¢} Nem:; QxQ -n igen
2,a) Igen
c) Nem; (@ - {0}) x @ - {0}) -
3.2) Nem kommutativ, asszociativ
¢} Nem
4,a) Nem komwmutativ, asszociativ

¢) Nem, nincs egységelem

9, a) Egyik sem

b) Nincs
d} a+ b # 0 esetén van

fy Van: (g g)

¢) Igen

b} (0,0) egységelem

b) (,1) egységelem
n igen

by (0,0) egységelem

b) Nem

b) Egyik sem kommutativ, =

asszociativ, o© nem asszo-
ciativ
10. a) Nem kommutativ, asszociativ
b)l e€x) = £(x), flelx) = £x)
(n+1)-1=n', Dh= 2,3,... 3
(gof)ogof) = go fog)of = @Eoe)of = gof
11. Vezessilk be az e = {0,1), 2 ={1,0), b = (1,1), e ={0,0) jelolést.
a) #flelalb|ec
eflelalbic
ajlala a
b " bia a
c " c| a|l ale
b} Igen c) Igen: e d) Igen: e
12, 1. a) Nem b) n=1 jobbegységelem
¢) n = 0 minden elem jobbinverze, m = 1 balinverz d} N -en
A természetes szimokon miivelet
2, a) Igen b) Nem ¢} Nincs d) Nem
3. a) Nem b) n = 0 jobbegységelem
¢} Minden elem inverze &nmaga
4, a) Igen b) n = 0 egységelem cyn=20 d) Nem
5. a) Igen b} n = 0 egységelem ejn=2 d) Nem
13. a) Nem b) Igen
14, a) Igen b) a = 0 egységelem cya=0 d) Igen

Q7



VII. MUVELETEK TULAJDONSAGAI
15. a) Nem kommu'ativ, asszociativ
b} .-ra vonatkozdéan A minden eleme jobbegységelem, + -ra vonat-
kozdan balegységelem,
¢) A minden eleme . -ra veonatkozdan bal-, + -ra vonatkozéan jobb

zérbelem.
d) Mindegyik elemnek van . -ra vonatkozéan bal-, + -ra vonatkozdéan
jobbinverze,
e) Igen f) Igen
16, Lisd a 8, és a 12, feladatot.
1. e} Igen 2. e} Nem 3.e) Igen 4.e) Igen

5. ) aolpb + c)=(aob) + (aoc), de
o +¢cloa # (bba) + {coa) .
6. ey Igen

17, A valGs szamokon értelmezett miiveletek &s rendezés tulajdonsdigaib6l
kivetkez ik,

18. Tegyiik fel, hogy
~-aR0 =»(a + (-a}}lio =>0Ra =>0R @ #* a).

Hasonléan lathaté be, hogy all0 -bdl is OR(uxw)  kivetkezik,

19, 12 = -1

20, a) Boole-algebra
b} Jelbljiik a soros kapesolist "." -tal, a pirhuzamost "+" -szal,
1, x+y 2. x+y+z 3. (y-z) + E-¥7%) 4, =z
5. x + ((y+u) - 2)

21. Félcsoport: ia, lc, 3a, 3b, 4a, 4b, 6, 8/1, 8/2, 8/3, 8/4, %9b-bdl x,

10, 11, 12/2, 1274, 12/5, 14,
csoport: 7, 8/1 QxQ-n, 8/2 (Q- {0}x(Q- {o}-n.
gytir: 16/1. 16/4. test: 16/3, 16/6, 17, 18. Bode algebra: 2(.

VIII, FEJEZET

@ Nem ekvivalens: a feltételt csak az an = const., Vn€N feltételt ki-

elégitd (azonos elemekbdl 41l6) sorozatok teljesitik, hiszen ha van
., n2 EN olyan, hogy

a #an . akkor a feitételben

valasztissal
88



Viil. SZAMSOROZATOK
=la -A+A- anzls|ani - A[+|an2 - A<

<& +£&=2€, azaz 3€ < 2g, ami ellentmondés,

@ 1. Nem ekvivaie%s: pl.
Az a = {(-1y sorozat A =0 & £ =2 mellett eleget tesz a

feltételeknek, de nem Y%onvergens.
2. Ekvivalens.
3. Nem ekvivalens: pl.

a =n esetén A =1, n=1 minden €& > o0-ra jo.
3. 1. Nincs ilyen sorozat,
2, Azokra a sorozatokra, melyeknek tagjai egy Indext8l kezdve azonosak.
4. 1. Divergens scorozatok.
2. Nem +oo -hez divergilé sorozatok.
3, Feliilrdl korlitos sorozatok.

@) 1. gen (lim a = 0)
neeo
2. Igen (a korlitossdigra ekvivalens definicid),

6. 1. Nem. 2, Igen.
@ 1. Ekvivalens, 2, Nem:
pl., az a = §: 1 sorozat
n i

nem teljesitl a Cauchy-kritériumot:

la,. - al= 1 + +—1->-1—+ R SR S §
2n n n+1 ** " 2n 2n 7 20 2n 2 °
de tetszlleges rogzitett kEN esetén

a = —— 14 plog K o
Gk "% T n ¥ 1 T n+k T n+1 )

n-»-oo

8. Példaul
egy {an) sorozat akkor és csak akkor divergens, ha minden A szim

esetén van olyan £ >o0 szém, hogy minden N természetes szim-
hoz van olyan n természetes szim, hogy

n>N 4s [an—Ai ZE.
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VIII, SZAMSOROZATOK
9. 1[a)] Legyen € >0 tetszéleges.
Oldjuk meg az ja - Al <& egyenldtlenséget n -re! Most

2
A=0, an=(n+21) ]

Az egyenlbtienségek rendezésére vonatkozé 4llitdsokat felhaszndlva

0 < la - {}E = ——i—é— <&
" @+ 1)
akkor &s cak akkor 411 femn, ha

2
n>i/f—1' 1)

Mivel minden § > 0 esetén

2 2 2

_— . ] €« — X

Ve e E/E v,
ezért (1) b8l lathats, hogy

N=[‘,2E t1EN @)

minden & >0 esetén megfeleld kiiszbbindex .
Ha £ = 10-4, akkor (2)-b8l N = 201,
b) pl. N = 200

2.a) pl, N = 200 b) pl. N = 4000

u‘ 1 +—1—
n2 + 1 2
Iim a = m ——————— lim —_—*n._z
2 1
oo n=co 2n + n-1 n-oo 2.;..___5
n
lim 1 + ‘12’) Hm 1 + Hm —
R dncd n n-es>oo n-»05 n _ 1+0 1
- 1 - = e
11111(2"';"12') im 2 + Hm ++ Iim (-—IE-} 2+0+0 2
O-»o0 n n--oo n.,oo‘ n->-o00 n

Megjegyzés: A megoldds sorsn felhaszndltuk, hogy n3x1, és azt

a tényt, hogy konvergens sorozatok esetén a limeszképzés és az
alapmiiveletek feleserélhetSek.

20
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VIIl. SZAMSOROZATOK

0 13. 0
- o0 14, + 0
. nem létezik 15, ¢
+ OO 16, 1
nem létezik 17. L
) Yz
18. —;—
0 5
}2— 19. a) nem l8tezik
+00 by1.
148
(3)
1
2
1 1
3 2., -1 3.1 4, - 2
0 2,1 3. 0

Miutén V n° -1 +n # 0, szorozzuk meg

EZ
4 01= n -1+n
vnz-l-r-n

S P P S s ("

-1
n - L]
l‘.112—1+n Fnz-li-n Vn2-1+n

' 2
Mintdn lim (fn -1+ n) = +o00, ezért

an -nel, igy

2

n-->o0
lim a =0

n
n-+oo

1

0 4, 1 6. =
1 1 12
E B —2' 7. E

e



Vill, SZAMSOROZATOK

1 3
@1. 0 2. o 3. 3

{Mindhirom esetben hasznilhaté az aldbbi AZonossag:

a” - B = (a —b){'an-'1 + an-zb +,.. +abn~2 +bn-1)
16. 1. 0 3. +oo 5. %
2, -1 4. O
4
17. 1. 0 2. -3 3. 1
Em Egyrészt b>2a>1 esetén Vn €MN-re

n n
ﬁ > V: =1,
Misrészt n2l1 miatt

1

lsl+§5$1+1=2.
Ezért
2n 2n 2n n
1= V1g V1+§IES Va< V2,
amibg!
n
1<lim a_< lim V2 = 1,

oo n-=-co

azaz lim an =1 kiivetkezik,
Nn-»=00

( ﬂ?1 s ezért a fellrhaté

Von=i+x -1 alakban,

Ebb3] Bernoulli-egyenletlenséget hasznilva
n -1

2
n

92



19. 1. Minden a -ra, és viI.
lim a = { 0 a#o
neoo 1 a=o0

2. Minden a -ra, és

1 Jal<1

fim a_ = 1/2 lal= 1

e 0 lal>1

3. Minden a # -1 -re, és
0 jal<i

lim a = 1/2 a=1
e 1 f{al>1

4, Minden a ¥ -1 -re, és
(0 lai<1

iim 1/2 a=1

n +-oo

a:i
]
0

5. Minden a # ¢ -ra, és

lal >1

-1 Jal<1
Hm a = 0 fjal=1
Roe 1 jai>1
6. Minden ax»o -ra, és
32 a> 2
m a =142V2 a=2
oo 0 0K a< 2
@ lim a = 4] Ya 2o esetén,
n--oo
alt
(osans 2 o ha a#1, és
I +a 2
an=(12-)n———-o, ba a=1)

SZAMSOROZATOK

93



VIil. SZAMSOROZATOK

1-b
20. 1. 7 2, -oo 3. max{bl,bz,...,bk}
?.-_1_! Legyen >3, Ekkor
n3 2 2 2
a = - n s n S n
n @ -Yn @-1! (n-3)n-2)(n - 1) (n-3)3
Igy >
o<a < 3
P om-3)
nz
de lim = 0, ezért

Gy o (a n!. ;ﬁ- k s(_l_)n)

n (@n+1) +...-2n g DK O\2

(Tetszé’leges rigzitett kK E€MN-re

nt = !cn_k‘F1 minden n>k esetén.

n n
Eb8t fn! 2k fk —— — k. azaz
n =00
/i

n
1im V-IE? k VkEN esetén )

n»oco

22, Jelbljiik az (1 + 1; )n sorozat hatirériékét e -vel,

2n-1 2n-1 2n-1
o, =(irp) () () -
r;+12 -3
o 2] e
n+1

Mivel  lim (1 +n1+1) =e

D00



VIIl. SZAMSOROZATOK

(mert az e -t definidlé konvergens sorozat egy részsorozata),

s m(1+—=) =1,

n+1
n+oo
igy lim an=e2.
n+oo
6
2, e 4, e 6. e
3. e“"3 5. © 7. +oo

43
1 2
1 n
( l$(1+~5) < 8 )
n
2_4.' l
m -et parciilis tortekre bontva:
i 1 1
kk+1)  k k+1°
igy
1
81—1—-2—
1 1 1 1
a,=1-5+(3 -3)=1-3,
- Tl Ly /1 1y,
33‘1'2*’(2'3)*(3'4)‘1

Teljes indukciGval belatjuk, hogy

L
T -



VIIl. SZAMSOROZATOK

1
an—l-n'_1

-

n =1 -re mar lattuk,

1
" =7 - .
Tegylik fel, hogy a b
Ekkor
n+l n
1 1 1 1 1 1
a =3 {r- )=Z"— )*“ = )=
n+l k=1(k e+ 1 k=l(k k+1 (n+1 m+ 1) +1
B 1 1 _ 1 1 1 _
an+(n+1 (n+1)+1)‘I n+t1l n¢i m+1)+1

S S

a+1)+1°
Tehit

a =1 - 1

n n+1 °’

igy

lim a =1,

n->o0

1 1
3. n 4, 2

® @ »
& o= g
8

b) ©

( (1 -ll—()(l+-1!;)=l -;13 és l4sd 5.. vagy: aln

I
= Lol
S

©

1 n+1 n+ 2
TS ey et r— =
(an 8 n-1 o ., ha n,5)
. Novekvd, korlstos,

1
2. a<1 esetén nbvekvd, a>1
korldtos.

3. Csokkend, korlitos,

esetén cstkkenS; mindkét esetben



VIII. SZAMSOROZATOK
Novekvd, korlitos.

4,
5. Cstkkend, korldtos.
6. Csokkend, korlétos,

2_6. n
.o(} a -a (71 M

| 2 » azaz

a >a , tehdt ¢a ) mon, nbvdl,
n-1 n

n k n

Ja =3 & o5 o55=p ;

n 2 n
k=1 k k=1

G)n) ugyanugy, ahogy (a,) monoton néve, és
: k 0,5
lim bn= lim > (0,5 = —>—==1

n -=oco neoo k=1 1-065

Igy o< ans bns 1 minden n€MN esetén, tehit (an) korlitos.
¥.) Mivel (2, ) monoton nv3 és korlitos, igy konvergens,

2, Konvergens, mert monoton ndv8 és korlatos,
@ Divergens, lim a = -oo.
-=oo

v 1 -2
Jeldlve bk— cr1 " bk__" -2 , igy van olyan NE€MN, hogy

bk<-1, ha k>N, Ezért ha n>N, akkor

N n N
a = 2 b + 2 b £ Y b -@m-=-N-=
B K e O e K
N
= 3 b + N -n. - oo
k=1 n-+oo

@ Divergens, im an = +00,
It oo

(Nem tesz eleget a Cauchy-féle konv. feltételnek, hiszen

1 1 1 . 1
ere > + ...
n+1 n+n n+n n+n

Q7



V1t SZAMSOROZATOK
Azaz

qon T B> VYneEMN melleit,
Mivel

1
a -a == > 0, azaz
n
(au) monoton ndvd, ezért
lim an = +00.)
n-eoo

@ Divergens, lim a, = +oo.

Il »oo

(n>3 esetén

—— oo (lasd elfzd pl.y)
i -» o0

n

v
M=
bl L

27, {E Elsd megoldis
o«.) Tegyiik fel, hogy konvergens. Mivel nyllvin

lim an = lim an_] ., ezért a sorozatot definiflé rekurzids
H-»oCo =00
formulgbdl
iim an_l
m a =1+ —=2
h—soo I 2

EbbSl a2 lim a = A  jelblés mellett

n-oco
A
A=1+ 2
2’
amib6l
A= 2
1 3 3 7
/b.)a]—l, a,=1+5=35, 8, =1 +7=7

Teljes Indukcidval belatjuk: 2 sorozat monoton névekedd.
Lithatjuk, hogy

31<82.
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Tegyilk fel, hogy an > an-l . ekkor

a a
a =1+ —=>14+ . N a
n+l 2 2 n’
azaz & . >a VY nEMN esetén.
n+1 n

.) Teljes indukei6val belétjuk, hogy a sorozat feliilril korldtos. Belit-
tuk, hogy monoton nov8, Ha feliilr8l korlitos, akkor az & J)-ban ka-

pott A felsd korlat kell legyen,
Lithatjuk, hogy

<
a1 2.

Tegyiik fel, hogy a a< 2, ekkor

a
n-1i 2
= < -_—= =
an 1+ > 1+ > 1+1 2,
azaz an<2 v n€MNesetén,

Tehét belattuk, hogy a sorozat monoton névd &s feliilrdl korlitos,
igy konvergens &8 ezért 0{)-bdl

Iim a = 2.
n--oo
Mssodik megoldis 1
1 1+3 11
gy =L 2, =145, =i+ =1l+o+7.

Teljes indukcidval beldtjuk, hogy

n-1 1 k
s 2 (3)

A
1

o k 0
1 EO(IE) 2(15) Tt

-1 1 k
Tegylik fel, hogy a = ¥ (—) .
n 2
k=0

Q¢



Vilt,  SZAMSOROZATOK )

a n-1 K n-1 k+1
mT T T EE) -
=1+ Z(l)k Z(z, ’
k12 a2

fgy. a Z (—) amibSl 7

lim a = lim 1_(_) 1 _ ...

n-» oo n-’-ool—E 1-';'

@a Z()VnEINlim an=%

n-~oo

@ an>3 Vn€N, mon. csbkkend, lim a = 3

n-o0
@ 0<an<1 Vn€iN, mon. ndvs, Hm a = 1

n-»oo
@ an>o VneEN, mon. cstkkend, lim a =o

n+»co
Divergens: tag, 8, 1} 8 VneEm

+ 1
@ anS 1 2V_- VnEMN, mon. nbvekv8, lim =——§£1§
n-oco

8. Hm a = -oo (pedig az A = 4 + 3A egyenlet megoldisa A = 2).

n-1 k 1.
® o, =3 0(3) wnen, im a - 2
k=0 nsc o 3

1
a == VnEMN: lim a =o (megjegvzés: a sorozat nem moneoton )

n +co
@ an>1 +Ve Vn€MN, mon, csbkkend, lim a = 1 +V§
n-co n
@ an>1 Vn€MN, mon. cstkkend, lim a =1
n+oca n

@ a =n! VnEN: lim a = +co
n n

0 +0o

100
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33@ Konvergens, lim a_ =1;§1_:_§£
n-oo
1 . ”
(a <> Vn€MN; monoton novekedo)
n 2
@ Konvergens, lm a_ = Ve

n-~oo

(an>o VnEN; (an a - &'_6}2?. o -b6! kovetkezik, hogy

-l-(a PP )? Ve Ynz2, azaz a > ¥c, tehit alulrél
2\ 'n-1 an-i n
korldtos, és ebbbl a, 2;9- , amibo! kvetkezik, hogy {an)
n
monoton csiikkenb’.)
@ Konvergens, lim a =¢

N0

(c>l esetén ans ¢ és '(an) monoton ndvekedd, ¢<1 esetén

a>c és () monoton csiikkenif) .

Konvergens, iim a =o

n -~o0

(an = an_l(l - an-l)‘ igy ha

°<an-1 < 1, akkor o<an<1 ., azaz korldtos. Mivel ekkor

<1- <
o<1 a 1, lgy an<an-l')

a) 4] -4<al<3

im a =13 al =3 vagy al=—4

n
n-=eo +00 2, ¢ [4,3]

(Ha valamely NE€MN esetén

©) oSaN<3, akkor osan<3 . anﬂs aln Ya>N -re,
3) —1<aN< o, akkor -1<an< o, an+13an ¥n >N -re,
1) —4<aN$.-1, akkor oSan<3 . an+ls a ¥n >N -re,
a) 3N=—4 vagy ay = 3, akkor an =3 Yn >N -re,
£) aN¢ [-4,3], akker a >3, a .>a VYa>N -re,

és ha konvergens, csak
iim a = 0 vagy lim an = 3 lehet,}

3o n-+co
1
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h. i
‘{ 277 :
lin a = i
et D e e} a] é [‘ 5 . O]

tHa valamely N€MN esetén

F > : > >N -
o) Ay >0, akkor a >o, 41> ¥n > N -re,
1
< -~ -]
p) Ay 3 akkor a >o, an> a ¥n > N -re,
és ha konvergens, csak lim a = o lehet.)
n--+oo

@ Felhasznilva, hogy Vn€IN esetén

1 1
r-1)n'(1§)n+ = (- 1)”-(%)Il + (™ -(%)Wr ’

teljes indukciéval bel4that6é, hogy n22 esetén

bn = an-2 a+ cn-—z b,
ahol
_ k (13K _
e = > - (2) és a =1 -e .
k=0
Mivel 1 2
cn 1 + 1 IR
2
ezért X . a+2b
h 3 =
31.(i) Belstands, hogy
1. bsansa b< bnSa Vn€EM -re
2. a >b Vo €N -re
n n
< v -~
3. an;am_l ) bn\ bn+I n €M -re
4. Indirekt, 4z A = lim a_>lim b = B feltételezésbil ellent-
l»co n A-=co n
mondésra jutunk,
. @ Beldtand6, hogy
1. bsanSa . bszSa VneEMN ~re,

2. a >b VneEMW v,
n” n
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< -
3. a za . s bn\ bn+1 YneMN -re
4., a b =ab Yn€EMN -re
n n
5. Indirekt., Az A = lim an>iim bn = B feltételez: - nisl
n ~oo n-—~oco
ellentmondisra jutunk,
2
6. ab= Hm a b = lim a . lim h = (iim 1}
nn n n n
n-»=oo N--00 n-~oo n-»oc0

@ o) () korltos, hiszen ha pl. feliilr8l nem az, akkor vun coivan

{an) részsorozata, amelyre a -+ -oo 5 ekkor valipa b

K e
NEMN-nel Vn, >N -re a > o
: k n
k
1
l - —ame
an -1 an
. k _ k
8 2 +1 L. 2 1#0.
nk a
T

Ugyanigy lathaté be az is, hogy (an) alulrél korldtos.

[ legyen € >o tetszSleges.
Mivel (an) korlatos, igy van olyan K >0, hogy,

ja + 1] <K Vné&N esetén.

:n " : —=o0 , amib8l kbvetkezik, hogy van olyan N €N, hog:
n n>N esetén

n 7 <g/ azaz |a_ -1} < &/ _-la +1 <€/ _* K= ¢
a + 1 K’ n K n K i

@ Van olyan N€MN, hogy ha n>N , akkor

n a - <q<]l
V n+l an q
Evért

n
o<a -~ a < .
n+1 n 4

ebbSt Vk € N -re
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n k-1 m
l2 4 2 lS9 - 2 a .
m=0
k~1 m -
Az Sk = ¥ q konvergens, (mert |q| <1), igy korlitos.
m=o0

Tehit VkEN-re |a_,, - an|$qn- L, [9i<1; ebbdl adédik, hogy

(an) Cauchy-sorozat,

Nem (i4sd a 7. példat).

35. 1.@ A feltételekbdl: van olyan NEN , hogy (an) monoton csikkend

Vn>N -re, alulrél korldtos (mert pozitiv. tgy konvergens.

ITa o
lim a_ # o, akkor Im n#l _ 1.
n-—+oo n~oco n
0 a<i1
b) b1, lim a = 1 a=1 b2, 0O b3. ¢
©0 a>1
b4. oo, (mert ;1——»0) b5. 0 bs. 0

n
@ a) A feltételekbdl: van olyan NEN , hogy

n|/an<q<i V¥n>N -re, gy o<an<qn, amib8l

{pl. bl. miatt) lim a =o.
n-=o0

n
’ n 1 P
b) bl. !/ a —~e, igy v;—ﬂ- — 1 e * amibol a) alapjan

1

~—=-0, azaz a_—=00.
a n
n
b2. lim a _{l/e k=1 teljes indukeibval.
’ n Lo k> 1
n-—-oo

n n ”
b3. Vn -1, igy ﬁ»—o, amib8l a —-o .

14
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n
= pann—-—c<1 ., gy 2. alapjin

n
a — {)

n .
;1 = V—-—-— — <1, gy 2. alapjin
n

- ——= O, 8ZazZ a Rl—— + 00,
n n
%
1 n
1 1
@a) lim —= o, limn+ = Iim 1. .
n 1 n
n-—~oco nNeoo - n-oo
n
1 n n
b) lim 1+ )= lim a-I;)= im {n= lm |/%=
Il - 00 00 00 n-—-—0o0
n
= lim ﬁ =1 {a>o},
n--00
1 n o 1
mig (I+n}—>e, (l—n)——-l';e, B-oo, 770,
a2 .

1. a) Cauchy-féle konvergencia kritériummal , példdul n>m esetén:

n n
PIECRE D al- = s s T b cle -c,
k=m+1 k=m+1 k=m-+1 " m

igy (cn) konvergenciajibol ldvetkezik (dn) konvergenciija.

b lim 2% a, = o -b6l kovetkezik, hogy van olyan N€&MN, hogy

oo
minden n>N esetén
a < 1_11 ,

2
és

n 1 k
lim 3 (5) =1,
n=oo k=1

aml a)}-val az allitdst adja.
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VIIl. SZAMSOROZATOK
2. a) Cauchy-konvergencia kritériumot m = n-1 {(n>1) -re alkalmazva
ad6dik az 4lliths, mivel ekkoer:

n n
ld -d | = 3 a =5 a=a .
n m emtl k i=n k “n

b} a)-val a—~o, 1gy van olyan N € N, hogy minden n>N
esetén an<1 3 anzo feltétel volt, Ezekbdl osan2< a

ha n>N, és az 1.a)-val az 4llidst adja.

37 @ a} Indirekt feltevéshfl: két kiilonboz8 hatérértékhez konvergilé rész-
sorozatb6l kivilaszthaté divergens részsorozat,

b) Indirekt feltevésbSl: pl. monoton ndvekedd esetben, ha nem kon-
vergens, nem lehet korl4tos, de akkor tetsz8leges valés szadmnil
kisebb elemei a sorozatnak csak véges sokan vannak.

¢) Ha nem korl4tos, a nem korlitossig definici6j5b6l. Ha korlatos,
Bolzano—Weierstrass-tétel alapjin van konvergens részsorozata,
ebb8l pedig mindig kivilaszthaté monoton részsorozat.

@ Indirekt feltevéssel konstruilhat6 monoton esdkkend részsorozat.
@ Nem, (an) -nek van vagy végtelen sok negativ, vagy végtelen sok nem

negativ elGjelii tagja, és a feltétel szerint az azonos elSjelii tagok-
b6l allkotott végtelen részsorozat konvergens.

4. {c) a)-val elég belitni, hogy A = B .
Indirekt feltevéssel: A#B

3¢2m} = 2@3m) Vm €N, esetén igy

(33 (2m)) részsorozata (azk} -nak is és (ask) -nak Is.
Ezért
lim
m-—-oo
Ugyanigy
lim
m-+oo

a3(2m) = A,

3 @m+1) - B

lgy ha A # B , akkor (aBk} nem lehet konvergens.

5. lim an = 2
n—+oco

6. A két halmaz azonos. .
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38. 1. Ha [ kblcsbnbsen egyértelmii, akkor
a is konvergens.
{ ¢ (n)) g
2, Ha f nem kblestnbsen egyértelmii, akkor (af (n)) lehet konvergens,
de lehet divergens is, pl.:
a =L n=12... f2k) = 2k k=1,2,...
n n
f(2k-1) = 1 k=1,2,...
Ekkor (a } -nek van egy 0 -hoz és egy 1 -hez tartd részsoro-
f(n)
zata,
Nem-p_l_ a=1+-}-<1+-1-=b
T n 2n = n n’
Hm b =1<a =1 + L YnéeMN esetén.
n n 2n
n-+oc
Azonbanh, ha (bn) monoton ndvé, akkor
ag<b<g lim b =B YneMN -re,
n 3 n

D—~oc2

gg@ a) A hatirérték tetszlleges kibrnyezetdn kiviil caak véges sok elem
van.

b} + oo -hez tarté sorozat tetszlleges eleménél kisebb elem csak
véges sck van.

@ Nem pl. szigoruan monoton ntvG konvergens sorozatnak csak leg-
kisebb eleme van.

(pI. an=1—%)

42, 1. oy (an + bn) divergens.
Ay Ha 1lim a # 0, akkor (a b ) divergens.
neco B non
Ha lim a =20
n
n~o0

és (bn) korlatos, akkor (an bn} kkonvergens.

Ha lim an= 0
n-+oo

és (bn) nem korlitos, akkor

i07
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. 1
(an bn) lehet konvergens: pl. ha a ==
bn =n Vn€N -re,
és lehet divergens: Ppl. ha a = i—
2
bn = n VnéEMN -re.

2. Az Osszeg é8 a szorzat lehet konvergens is és divergens is.
El- (an) = ("1’ 13 —1! 1: “ae)
b=, 1,0 1, ...

itt (an + bn) divergens,
(an + (~an)) | konvergens,
(an . bn) divergens,

a .23 konvergens,
{ n n) g

Nem fhiszen ha ¢ =a +b , d =a -b VnE N -re,
n n n n
akkor
c +d
n n
2 n
@Nem (riszen ekkor ¢ = (a +b)2=a2+2ab +b2 {VneEmN)
n n n n on n

is konvergens volna, ebbSl (mivel (anbn) konvergens)

dn = an2 + t:‘n2 is az volna, amibSl ugyanigy
e =-a 2 2ab +b 2. ~b }2 VnEN) és vel
n n nn n e, n ( ) vele

(an abn) fn =a —b!1 (Vnel) is konvergens volna, de ez b)

miatt lehetetlen),
Megiegyzés: Ha az anz bn kikotést nem tessziik, akkor lehet,
EI_' (an) = ( -11 1: —13 1: ---)

bn L (Ynem

3. a) Nem. El:_ (an) = (1: Os ]! 0! "')'

b, = 8 (Vnewn
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@ Igen. (Ugyanis tegyiik fel, hogy nincs,
Ekkor létezik £ > o , hogy véges =ok n€ N kivételével

1an bn1>€)
21 -
Nem. pl, an o s bn n {yneEm)
5. a) an= n
b = -pn+1 fVl'IEiN)
n
b) Nem: lim ja_ b | = +00.
a n
n-+-co

43, a) Tetsz, végtelenhez divergildé sorozat,
b)E_i_: {"lv 0: 1, —lv 0, 1; '--~)

1 1 1
c)Hi'_‘ (ll Evzy 5!35 Z!"")

k
d) pl. {-{’;; n=1,2... kn=1,2,...2“}
2

e) Cantor Atlés médszerrel rendezeit racionilis szdmok,
Legyen az adott sorozat (an) . €8 legyen (ank) minden rogzitett
4 —_ = -1
n€N esetén olyan, hogy a an{pl. 2. =a * i } .
Ekkor a kivant sorozat Cantor-féle 4Atlés moédszerrel megszerkeszthet:

(a

11’ 312’ a2], 331’ 822, a13, a14, a23, cee ) o

A sorozat torléddsi értékel az eredeti sorozat tagjain kiviil az eredeti
sorozat torlédidsi értékei is.

45. @ Egy konvergens és egy +oo -hez divergdlS sorozat tagjainak Sssze-
gébdl alkotott sorozat +oo -hez divergil, igy a Definicié alkal-
mazhat6é Gsszeadis esetén

VX€ER -re 68 +00 -re, 6s
X +oo= + oo VxER esetén.

Analég Gllitdsok felelnek meg az aldbbi egyenldségeknek, melyek
alapfan
definidlhato6:

a). X +00= +00 X -00 = -00 YxER

9
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110

i*-o: :’-‘;;— 0 VYXER
b} x+«(+oo) = +o00 X+ (~) = - 00
e, + 00 =22 - oo VXER, x>0
X X
C) X+ (+o0) = ~o0 X*{-o0) = +00
iv;-.‘:’=-oo 2 oo Vx€ER, x<o
X x
d) (#00) + (+oo) = +o0, (-o9 + (-00) = -0, (+00) - (-00) = +oo
(=00) - (+o0) = -o0
€) . (+09) « (+o0) = + 00 (-00): (-0} = +00 , (+00): (~o0) = -oo
{-00) - (+o0) = -00

Nem definidlhaté:
a) (+0o) - (+o0)
e} (+o0) + {-oq)
e} 0+ (-o0)

+ OO

mert pl, a =n b =n
a)a -b — O,

n n
b) (-a ) - (~bn)~*—+°0.

C) an +("hn) - =00,

d) --bn—+-+o<_>,

@
-
el l"" =no -

b} {-eq) - (~oo)
d) o (+o9)

400
h =

-0
M e

+ 0o -0
b5 Sy

{VneN) -el
b ~a - +00
n n
(-bn) - (-an)—"~0°

b +(-a )} —= +t00
n n

1
- a -0
b n

n

1
-_— 0
'n
b

n
—_—— 4 0O
a

n
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a bn -a -bn
8 308 T m-ee b) 3¢, o oo
n n n n
-3 -b b b
i) —‘I-!-—-—G —E——t-+oo ])-B—v-i-oo n'——’--oc
- ’ -a 1 ’ 1
n n _— - ——
a a
n n

~b n
a
n

2. Az 1.-et felhasznilva, minden olyan miiveleti azonossig érvényben
marad, amelyben szerepld miiveletek a Definicié alapjdn értel-
mezhetiek.

Példaul: Va, b, ¢ € R mellett,
ha a# o, akkor ab = ba.
Vagy Va, b, cefR mellett, ha a, b, ¢ >0, akkor

ab + e} = ab + ac .
46, (2) Indirekt, Pl inf(a ) > inf E, ebb8l (mivel 1.c) ~vel inf ECE,
igy Inf E torlédsei értéke (an)-nek)van olyan noefN, hogy

a_ < inf (an), ami ellentmondas.
o

@ a) oc} Sziikebb halmaz supremuma nem nagyobb, igy (bk) monaoton
cstkken.

p) lim ‘Jk torl6dasi értéke (an) -nek, igy
kwvco
lim b <<supE
kK-+>oo k
5 = lasd 2,
) sup (an} = gup E (las )

&) (an) és (an+k) torlédasi értékei ugyanazok VkEMN esetén,

és az (an+k) sorozatra is igaz 'J) megfeleloje, igy
bk = sup(a )2 sup E VKEMN mellett,
azaz

lim b Zsup E
k
koo

b}
«wtrha B = sup E, mivel E tartalmazza felso hatarat (lasd 1.c),
B€F 65 felsh hatar. igy (an) tetszileges p torlédisi
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értékére p<g<B , aminek ellentmondana az, ha a 2. tulaj-
donsfig nem teljesiilne.

B) ha teljesiil az 1, tulajdonsdig, akkor, mivel igy BEE és
sup E az E felst hatira, sup E>B, Feltéve indirekte,
hogy sup E>B, a 2. tulajdonsiggal sup E nem lehet (a,)
torlédasi értéke, azaz sup E ¢ E , ami ellentmond annak,
hogy E tartalmazza felsd hatirat (lasd 1.c)).

4, a) Képezve a

=inf{a

" k41’ Bisz oo )

szdmokb6l 4116 sorozatot minden k€N esetén, fenndll, hogy

lim ¢ =inf E
k
k-+co
b) Egy D szémra (lehet -oois) a kivetkezd két illitas:
1., DE€E
2. Ha x<D akkor van NEN, hogy
minden n>N esetén an > R,

akkor és csak akkor 4ll fenn, ha
D = inf E

Az 4llitdisok bizonyitisa analég a 3. -beli 4llitasok bizonyitisival,

1, a) A lim a >-00 és iln_bn>-oo feltétel miatt a jobb oldal min-
dig értelmes. Indirekt feltevéshdl az @ + bn) sorozatnak van
olyan toriédisi értéke, amelyre

Hm (an + bn)s_c<_l_ig 8+ lim bn'

Miwtin ¢ az (an + bn) torléddsi értéke, ezért az (an + bn}

sorozatnak van olyan (a + bn } részsorozata, amelyre

k
a +b —c. {a ) -b6l kivilaszthaté egy @ )}, az ennek
e Tk " e
megfeleld {bn ) -bGl pedig egy {bn } konvergens, vagy
k’ , K’
végtelenhez dlvergdlé részsorozat; (an) (b, }-nek megfe-
koo k”
lel6 részsorozata pedig @ ). Ekkor

k!!

2



b)

¢}

d)

)

VIIl. SZAMSOROZATOK

lim {a + bn y= e,
nk” k’l

Ezért

Hma +limb .sliman +ldmb =lin1(azl -t-b):i y =
n n k} nk’! kll k’!

=e¢ < lim a + lim bn’ ami ellentmondés.

Az el6z8htz teljesen hasonléan bizonyithaté,
(A lim a >0, Iim bn>0 feltétel miatt a bal oldal mindig
értelmes .)
Indirekt feltevéssel A = lim an>‘1__i_11'1~ hn = B. Miutin B torlé-
dési érték, (bn) b8l kivalaszthatd ugy a (bn ) részsorozat,
k
hogy b — B, (a_) -b6l kivdlaszthaté egy (@ ) konvergens
M Dy e

{vagy végtelenhez divergils) részsorozat: a — a’

k!

Mivel a <b , gy
LI

ASA'SB<A , ami ellentmondés.

lim an> 0. Indirekt feltevéssel: az (an) sorozatnak van olyan
(all } és (3n )} részsorozata, amelyre a —A | au — B,
k 2 M £

&z példdul A<B .

Tehdt lim a SA<B . De ekkor f-— — >

1 1
5 _._S__<__
1m a B

1
A
n
. . .1
Ezért lim a - 1 ;—<A-

n —-

=1, ami ellentmondis.

=

A (-an) gsorozatnak van olyan (-a!1 ) részsorozata, hogy
k
—ank—» lim (-2 ), igy ah.k-—- - m (-a ),

amib8l Iim a_>- lim {-a ) .
n —_— n

MAsrészt (an) -nek van olyan (an) részsorozata, hogy

£



VIIl. SZAMSOROZATOK h
a —lima, igy -8 —s-1llma ,
n‘a n D.L n

” - < _—. Tirm - 1§ -
amibél lim ¢ a) S Hm a, azaz 1im a < lim {( an) .
2. a) Ha lim a <+eo és {im b <+oo, akkor
g . < e o .
Iim (an + bn) £ lim an +-11m bn
b) Ha a > 0 , bn>0 Vn€IN esetén

és lim a >0, Tﬁbnw, akkor

im a - lim bn =2 lim (an bn) .

c) Ha ansbn VYn€MN -re, akkor
im a <imb_.
n n
d} Ha an>0 YnEN -re

és fma -lm =1,
n a
n
akkor (an) konvergens,
) fm (-2 )= - lim a
n —"n

Az 4llitdsok bizonyitdisa analég a Hm inf -re vonatkozéakkal,

3.. 1.3) és 2.3) -hoz (an) = ('11 19 "11 1! '--')
bn =a . - ¥oEN
1.b) és 2.h) -hez (an) ={, 2,1, 2, ....)
b = a1 YnEN

48. (1) a) 47. pl. b6l tudjuk, hogy
lima +b)<lima +lmb .
n n n n

Misréazt {bn) -nek van olyan (bn ) részsorozata, amelyre
k
bn — Hm bn, és (an ‘+ bn ) nyilvian (an + bn) részsorozata,

k k k
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VIII. SZAMSOROZATOK
lim {2 +b )=lima +1limb =1iman+limbn, .
Hk nk nk l'lk
s lim@ +b )S lim@_ + b)),
n, n n n
k k
azaz
im@ +b)=>lim@ +b )=1lma +lmb_ .
n n nk Ilk n n

b) Ha bl} &1l fenn, akl::or tekintve a brl = -a {Va€EN)

—

sorozatot, a 47, pl.-bbl.

limb = lim{-a ) = -lim a ,
n -n - n

igy hm(an—an)=ﬁ=li an-}_irgan,

ipy a 46. pl.-val készen vagyunk,

Ha b2) 4ll fenn, akkor tekintve a bn = -s-}- (¥n€EMN) sorozatot
n

Iim(a--}-)=1=lima—h —}'—,
n a n a
n n

amib8l a 47, pl.-val készen vagyunk.

2, lim a b = +00
n n
n=-=-00

a) az intervallum végpontjaira igaz, mert egy korlitos sorozat torlé-
dasi értékeinek halmaza korlitos zart halmaz, igy tartalmazza alsé
és felsd hatdrat,

b) egy tetszdleges belst p pontot tekintve és indirekte feliéve, hogy az
nem torlodisi ériék: van olyan £ >o, hogy

lim a <p - € <p +¢& < lim ak(l), és NOEIN, hogy

k
riinden n >ND esetén a <p -£ vagy p +E<an H Eaml - anj—r 0,

igy van olyan NEIN, hogy {aml - an] <&, ha n>N .

Miutdn az E1 =(~00, p=~£]8s az E2 = [p + & , +oo0} inter-
vallumokban a sorozatnak végtelen sok eleme van {(1) miatt), kell,
hogy legyen olyan k>WN, hogy

EEl és a_ ,E€FE

a k+1 2"’

k

Ekkor azonban - ak] >E, ami ellentmondss.

i ak+1



VIII. SZAMSOROZATOK
: L =
Nem._ig_nan—z#!lman—l

{ teljes indukciéval:

n 1 k
a2n+1 = kgl (E) n>1 |
n k
1
a = Z "') n=>2
2 s
2n k=2 2
igy Hm Tonel T 1,
n-+co
1
Hm azn =5
Nn-~oo

amib8l (mds hatdrértékhez konvergilé részsorozata nem lehet):

DY {leed

lim a =
— "n

lim a =
n

oy

- )

@ 1. a) Legyen €>o0 tetsz8leges, an—.- 4, igy van olyan NOGIN,
hogy ian - Al <€, ha n>NO. EbbS, ha n>N0, az

N
n 0
1 . 1
§ == 3 a jelsléssel 1S - Al<€+ = la, - al.
n n k n n k
k=1 %=1
Igy

tim iSn - Al <& s £ > o tetszlleges voit,

b) a)-hoz hasonléan, ha

a a
2 — 4, akkor |2 _Al<g, ha n>N,
bn lan o
amibol az n
k
g k=1
n n
> b
=1 K
jeléléssel
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VII. SZAMSOROZATOK

N, a n
|13 > b
gbk(bk ‘A)l =N °
A = + £ o , han>N_, ax
1 n n 0
5 b > b
k=1 k k=1 k
amib8l lim [Sn - AISE . £ > o tetszdleges volt.
n
2.8 a8 =%1- > :; . 1;—'0, igy a —o
k=1
1.a) maft,
b} hn-re fenniallnak - ¢+ v feltéieled,
na
—_— = —_— \ h — A
n n n
3. Alkalmazzuk 1.bh) ~ .
(anﬂ - an} . (bm_1 - bn) sorozatokra.
4, a) Igen @, -bdl bn = n -el}
by Az a =10 +2% 4+ .+
b = rlm+1
n
jeloiéssel
an-!—l - an _ {(n + i)m 1 b1
b -b m+l m+l n-+oco m+1 &
n+l n (r+1) -n

3,-mal adddik az 4llitas.

c) Nem: pl. (an) =qa,-1, 1, -1, ...) nem konvergens, pedig

1 n
. Zak______o_
k‘=] n--oa
@1.1ima = A .
Py n

n~-oco

Ha A>0, 0< € <A -hozvanolyanNEN, hogy A -€<a < A +E

ha n>N‘J , amibé! a



VII. SZAMSOROZATOK

n
bn = 8 8, ... a8, jelbléssel ha n>N0:
n n‘/—rno n n AN
V aI...aN. 4 -§) <bn< al"‘aN' {A+£) .
o 0
EbbS1 ITim b - AlsE,
és f iim bn - Al &,

Ha A =0, akkor az elébbl gondolatmenet csak fels§ becslést
hasznilva alkalmazhats,

b
2, a) Alkalmazzuk 1,-et a a1,=h1, =% n (h>1) sorozatra!
n-1
b n
_ . n n+l _ 1
b) b1) 1 b2) e(bn—an-el, b_ -(1+n) )

b3. oo (b2} miatt).

a
3. a) 2.a)-b6}, mert ha Eim a = C # o0, akkor lim o

N-~00 n=co an

3.2)~b6l: ha 1 1 im @ =1
b) 3.a)~b6l: ha Hm an#o enne, akkor lim g = lenne,

n——b-w n—oo

1 n?
¢) cl) mivel (1 + —5) — e, 3,a} -bdl
n
n

1 \P
a = (1+—) —_—,
n 2

n

. /e k=1

cZ)hman={’; k>1
n-oo

(aigyanis m -re valé indukcibval igazolhaté Vk€N esetén,
hogy minden o<m<k -ra

k-m
1 I
nk Bw=oco

e3) lim a, = 1 (k-ra vonatkozé teljes indukeiéval.)
n+o0



