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1. NUMERIKUS SOROK
1. ALAPVETO FOGALMAK ES TETELEK

A végtelen gor definicidja, konvergenciija
€s divergenciija

végtelen szdmsorozat segitségével felirhatjuk az

+a,4 ...ta L., 1.1
a, +a, a3 an : (1.1)

ugynevezett végtelen sort.
Az Osszeadfis azonban csak véges szimu Osszeadandbra értelmezett

miivelet, igy az (1.1) alatti kifejezésnek nincs kézvetlen értelme. Ahhoz,
hogy az tsszeadist végtelen sok tagra kiterjeszthessiik, egy uj fogalmat ve-
zetiink be: a részletdsszegek sorozatit. E sorozatot a végtelen sorhoz az
aldbbt médon rendeljiik hozz4:

sizal
52:3.1*'32

$ =a, +a_ -+ + a
n 1 2 n

1.1 Dafinicid: A végtelen sor konvergens, ha re.szietosszegemek 50~
rozata konvergens. A részletdsszegek sorozatinak hatdrértékét tekint-
jik a végtelen sor Gsszegének,

Ha a2 részletisszegek sorozata Givergens, akkor a vegtelen sort is
divergensnek nevezziik.

™3

Jelélések: Az (1.1) alatti véptele:. sor jelilése an , (amit szo-

=
I
—

vegen belil sokszor csak / a_ alakhan fogunk irni).
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i
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Az n-edik részletUsszeg rividebb fetirss modija: Sy T K
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Példik
1. Az
1 -1+1-1+ ...

sor divergens, hiszen a részlettsszegek sorozaténak két siiriisodési értéke

van:
-0 - = 1- k=l 2
Sp = 03 68 s, =1; (1,2,
2. A harmonikus sornak nevezett
o0
1 1 1. 1 1 .
e B SR el . P
n= n 2 3 4 n

sor szintén divergens. Ezt az alibbi moédon lithatjuk be:

A 'sor tagjai pozitivak, igy a részletdsszegek sorozata monoton névo.
Kérdés csak az, hogy korlitos lesz-e a részletosszegek sorozata ? Ennek
megvizsgéléséh9z felhasznéljuk az aldbbi egyenlGtlenséget:

1 1 1 1 1 .
— R - . = e 1.
ettt K w3 (1.2)

(a fenti egyenlotlenséghez ugy jutunk, hogy a k' tagu &sszeg minden sz~
: L1

szeadandéja helyébe a legkisebb Osszeadandét: Tk -+ irjuk). |

Ezek utdn tekintsiik 2 harmonikus sor n-eléik részlettsszegét, ahol

n>2™ . m=1,2,3...)

Sn=1+—é-+(1-+—)+(—+...+8—)+...

+
=~

A zérdjellel kbriilfogott tagok indexei Z-nek két egymaést kivetd hat-
vinya kizé esnek. Ezekre a bezdrdjelezett taszegekre alkalmazzuk az (1.2) -

egyenlStlenséget:
1 1 1 1 m-1 1 1
-— — — —_— 2 . — L o=
s, > l+5+2 .7+ 4 g8 gt 2>m 5

(1.3)

Ebbdl mAar adédik, hogy s, nem lehet korlitos, hiszen tetszileges

K >0 esetén m > 0 egész szim megvilaszthaté ugy, hogy

1
m.2>K



teljesiiljion. Igy viszont

1
sn> m .z >K
m .
minden n 22 -re (1.3) miatt.
3. Vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e a

o n B 2 n
Z 4.g =a+a.gq+a.gq +...+a.q + ...

n=0

végtelen geometriai sor.
Az n-edik részletisszeg felirhaté az ismert formulbval:

.

n
s =a.—c’q—:—1i (q # 1)

n

Elvégezve az a-val val6 beszorzdist és a iortet két részre bontva:

adodik. Lithaté, hogy q viselkedésén iaulik, van-e s -nek n—s oo
esetén véges hatirértéke,

a) Ha lgql<1, akkor Iim qn=0.

n— co
Igy i
lims = —=2
n 1-gq
N> oo
by Ha g > 1, akkor lim ,qn=c>o<
n-» oo
Igy
lim sn = 4+ oo, illetve -oa,

n— oo

a sor els§ tagjinak elfjelétdl fiiggben. Tehst a sorbsszeg nem létezik,

c) Ba g = 1, akkor a geometriai sor

a+a+a+ ..,

alaku, igy



amibdl

lim s =oo , illetve —oo, az elsd tag el8jeléis] fiiggGen.
N— oo
Tehdt a sordsszeg nem létezik.

dy Ha q<£ -1, akkor lim s~ nem létezik. (Ennek speciilis esete

az 1. példa, ahol a =1 és g = -1.)

Osszefoglalva: a végtelen mértani sor akkor és csak is akkor kon-
vergens, ha |[g| < 1 é&s flyenkor

R oo 1
Z}I.(n+1)

sorrdl belithatd, hogy konvergens.
Bontsuk fel a sor tagjait az aldbbi médon:

n=1

A sor n-edik részletisszege:

1 1 1 - 1 1 1

1 -3+ GC -~z ——-—}=1 - .
sn:( PGP Sy n o+ 1
Innen
1

1i = i - =1

im sn lim (1 — 1)
= o0 n - oo

Tehit a sor konvergens és dsszege 1.

A végtelen sorok néhdny tulajdonsiga

1.2 Tétel: Egy végtelen sor konvergencidjat, ill. divergencii-
jat nem befolydsolja, ha véges szamu tagot elhagyunk beldle,
illetve, ha véges szému tagot megviltoztatunk a sorban. (Termé-
szetesen az Gsszeg megviltozik!) ' "
Mis széval ez azt jelenti, hogy azok a sorok, amelyek csak
az "elejiikben" kiilonboznek egymdstdl, egyszerre konvergensek,
ill. divergensek.




A tétel kinnyen belithatd, Hagyjuk el az

a. + o ta o+ L. : 1.
al 3.2 n-r ( 4)

sorbdl az els6 m darab tagot (m rogzitett 8zim!) Igy az

+ + ...+ o h .
am4_1 am+2 a (1.5)

maradéksor keletkezik.

Allitis: a) ha az (1.4) sor konvergens, akkor az (1.5) sor is kon-

vergens &s megforditva:
b) ba az (1.5) sor konvergens, akkor az (1.4) sor is az,

Bizonyitds: a) Tegyiik fel, hogy (1.4) konvergens. Vizsgiljuk meg az
(1.5) sor k-adik részlettsszegét:

8. =a + a + ..., + a ahol rogzitett!
mek ¢ m  rogzitett!)

Irjuk fel s'k -t az (1.4) sor részletdsszegeinek a segitségével is:

g, =8 -5 . (1.6}

Mivel feltetiiik, hogy (1.4) konvergens, igy

lim s = g
k— co m+k

hatdrérték létezik. Ugvanakkor kikotottilk, hogy m régzitett szdm, igy 8
egy meghatdrozott véges szdm. Ezért (1.6)-bs! ’

Iim s’ =35 -3
k m
E{—-)oo

véges hatirérték létezik, tehst az {1.5) sor konvergens.
b} Megforditva: tegyiik fel, hogy (1.5) konvergens . Ekkor beldthato,
hogy (1.4) sor is az. Hiszen

s =3 +g' n > m
n m n-~m (> m)

alapjdn az elébbi gondolatmenettel ez azonnal kdvetkezik.,

o0
1.3 Definicisé: A Z an sor m-edik maradékiagjinak a sor
=1

dsszegének és az m-edik részlettsszegének a lkiilnbségét nevez-

ziik:
g



r =8 ~38§8 . 1.7)

m m
o0
ahol s, 3% 8= Z a konvergens sor m-edik részietdssze-
n=1 '
ge. Igy
r =a +a + ,,. +ta + .
m m+l. m+2 m+k

Divergens sorra a maradéktag fogalménak nincs értelme,

1.4 Tétel: A konvergens sor m-edik maradékiagia m — oo
esetén 0-hoz tart, vagyis: ’

lim r = 0.
m
m-—>co

Bizonyitis: A ém sor konvergencigja miatt
‘ Hm s = s.
m

m —>oo
Igy az (1.7) Gsszefiiggéshdl:

Jlimr =s-s8= 0.[]J
m

- m-—»oco

A tétel folvoménya: egy konvergens sor dsszegét tetszdleges pontos-
sdggal id lehet szdmitani alkalmasan nagy indexi részletisszege segitségé-~
vel, Hiszen elég nagy m esetén a maradékiag birmely E> 0 szamnil
kisebhé -vilik.

1.5 Tétel: Ha egy komvergens sor valamennyl tagjit ¢ szimmal
megszorozzuk, & sor konvergens marad és Osszege az eredeti
sor c-szerese lesz, vagyis

OO0 <2
Ec.an:c.z a_ -

=
ot

Tgyanis a Z ¢ .a sor n. részlettsszege s’I; = e85, igy

im s” =c. ims_ .
n n

n—sox n—oo

10



1.6 Tétel: Ha egy sor konvergens, akkor tagiainak sorozata null-
sorozat ,vagyis

lim a =0,
n

Il ~» oo

Bizonyitis: a felirhaté két egymist kbvetd részletdsszeg kﬁiﬁnbsér

geként:

A .sor konvergenciija miatt

lims = lim s =B
N2> oo n—soc
igy
lima =s -5 =0,
n

n—->oco

A tétel méis megfogalmazgsban igy 8261:

1.7 Tétel: Egy sor konvergencigdianak sziiksépes feltétele:

lim a =0 .
n

n— oo

E feltétel azonban korsntsem elégséges a konvergenclﬁhoz 14sd péds-
ul a harmonikus sort (2. példa),

MEGJEGYZES: A fenti tételt késcbb az 4ltalinos tipusu soroknAl az
1,23 Tétel folyoményaként més médszerrel is bebizonyitjuk.

2. KONVERGENCIA KR!TEHIUMOK

Az 1. fejezetben kbzdlt példak koziil az 1., a 3. & a 4. feladatban
szereplo sorok részletdsszegeit el§ tudtuk 4llitani zart alakban, gy a de-
finicié alapjin el lehetett donteni, hogy konvergensek, ill. divergensek-e,
S6t konvergencia esetén a sor Osszegét, - mint a részletdsszegek soroza-
ténak hatarértékét, - ki is lehetett szdmitani.

11



A részlettsszegek azonban tShbnyire nem irhaték fel zart - alakban,
igy a sorok konvergencifjanak vizsgdlatdhoz a definicié kevés segitséget
nyujt. Sziikseég van ezért un. konvergencia kritériumokra. E kritériumok
haszpilhatésiga szempontjab6l kiilonvilasztjuk a pozltiv tagu sorokat és a
viltakoz6 elfjelil sorokat az 4ltalfnos tipusu soroktél. (E kritériumok egy
részére késSbb az 1.3 utolsé fejezetében a sordsszeg kizelltd meghatérozéi-
sén4l /az elkbvetett hiba becslésénél/ még visszatériink.)

Pozitiv tagu sorck konvergenciz és divergencia
kritériumai

Pozitiv iagu minden olyan sor, amelynek valamennyi tagja pozitiv
szim, vagyvis

a >0 (m=123..)

A pozitiv tagu sorok részletdsszegei szigoruan monoton nove sorozatot .
alkotnak a > 0 milatt. Igy e sorok konvergenciija a részletSsszegek soro~-

zatinak korlftossfghn mulik. (L4sd ""Valés egyviltozos figgvények differenciil-

szfimit4dsa" c. jegyzet II. 4.4 pont.) :
Kimondhatjuk tehéit a pozitiv tagu sorok konvergencifijdnak szitkséges

és elégséges feltételét:

1.5 Tétel: Egy pozitiv tagu sor akkor és csakis akkor konvergens.
ha részletisszegeinek sorogzata korlitos. o
Ha a részletdsszegek sorozata nem korlitos, akkor a pozitiv ta-
gu sor a + oo -hez divergal.

Az 1.8 Tétel alkalmazhatd nem negativ tagu sorckra is, ahol

a 20 m=1,2,3,...}).
n

el

A "zérus tagok' ugyanis a részletdsszegek sorozatfnak korlitos- .
sfgit nem befolyasoljdk, igy a

sor helyett a zérus tagok elhagyisfval keletkezo pozitiv tagu
sort vizsgélhatjuk,



Az 1.8 Tétel a csupa negativ tagb6l 4116 sorckra ugyancsak

alkalmazhat6, hiszen a tagokat (-1 )-gyel megszorozva, - ami a

konvergenciit nem befolydsolja (Iasd 1.5 Tétel), - a sor pozi-
. tiv taguvd vilik.

1.9 MEGIJEGYZES: A tovdbbiakban gyakran kihasznfljuk majd az
1.2 Tételt, nevezetesen azt, hogy véges sok tag viselkedése nem befoly4-
sclia a sor konvergens vagy divergens mivoltit. A konvergencia vizsgila~
ta szempontj&bdl tehdt mindegy, hogy a kritériumokban szerepld feltételek
n > 1«61, vagy csak valamely n > N Indext8! kezdve teljesiiinek.

Osszehasonlité kritériumok

Az 1.8 Tételbdl széimos elégséges feltétel szhrmaztathaté a pozitiv
tagu sorok konvergencifjinak eldsntésére. Ezek egy csoportjit képezik az
ugynevezett sszehasonlité kritériumok, amelyek a vizsgilt sort egy mar
ismert viselkedésii pozitiv tagu sorral hasonlitjik Ossze,

OO
1.10 Tétel: Majoréns Kritérfum: Legyen a ) c, konver-

oo . n=1
gens pozitiv tagu sor. Ha a a  pozitiv tagu sor tagjai
n=1

egy bizonyos N indextSl kezdve minden n >N esetén eleget
tesznek az

a <
oo
egyenlStlenségnek, akkor a Z a  sor is konvergens.

n=l

A bizonyitds sordn felhaszniljuk az 1.9 Megjegyzésben mondottakat
és feltessziik, hogy a fent! egyenldtlenség mir n = 1481 kezdve érvényest
Ekkor a

<=0

Y a_ sor n-edik részletdsszege: A ésa
n n

n=1

= e we *

)_ ¢ sor n-edik részletisszege: C, lkozbtt a fenti egyen-
n

=1
i
—

16tlenség miatt

13



A £C m=1,2,3,...) ‘ (.8)

Y

kapesolat 41l fean. :
Mivel feltételiin_k értelmében Z cn< .konvergens, lgy részletdsszegei-

nek sorozata korlifos, amibdl az (1.8) miatt An korlitoss4ga is adi’;dik{.j

Majordns sornak alkalmas sorok példdul az alabbiak: -

a) Tetszbleges pozitiv tagu konvergens geometriai sdr:

. g @>0 é 0<g<gl)

™38

n=0
(l4sd 3. példa.)

b} A konvergens

5$1 1d
———~e—we gor. (lasd 4. példa.}.

n=t n{n + 1)

c) A
> —% (@hol ¢ > 1) tipusu sorck, amelyek konver-
n=1

gencidjat e fejezet végén, integrélkritériummal bizonyitjuk.

o0
1.11 Tétel: Minorfins kritérium: Legyen a 3 d ~divergens

oo n=1
pozitiv tagu sor, Ha a Z an pozitiv tagu sor tagjai bizonyos :
n=1 ;

N indextd]l kezdve eleget tesznek az

an >/dn (n > N)

egyenlotlenségnek, akkor a > an sor is divergens. A bizonyi-

tdis gondolatmenete az eldzd tételéhez hasonld:

oo
a Z dn sor részletSsszegeinek sorozata nem korlitos,
n=1

: oo — :
ebbdl kovetkezik, hogy a Z a sor részletosszegeinek sorozata

n=1 n :
sem lehet az. []

14



Minorins sornak alkalmas sorok példdul az alabbiak:
a} TetszOleges pozitiv tagu divergens geometriai sor:

e nd

2.4 @>0 & q>1) (l4sd 3. példa)
n=0 - _ -

b} Az ugyancsak divergens

Z 711 harmonikus sor. {l4sd 2, példa)
n= -

—

Az Osszehasonlitd kritériumok egy miésik tipusdhoz jutunk, ha a viza-
gdlt pozitiv tagu sor két egymist kovetd tagjdnak hényados4t hasonlitjuk
Gssze egy ismert pozitiv tagu sor megfeleld tagfainak a hényadoséval.

. oo (=]
1.1.2.Tétel. Legyen Z ¢~ konvergens és dn divergens
ozitiv tagu sor, =1 =1

L= =
Ha a 3 a  ~pozitiv tagu sor tagjaf bizonyos N indextdl
n=1
kezdve az
a c .
T"f-l < ’:’1 (n >N) (1.9)
n n
o0
egyenlStlenségnek tesznek eleget, akkor a Z a  sor kon-
vergens. n=1 1
Viszont, ha
a d
fﬂ— > gﬂ n 3N (1.10)
n n

(e e
egyenlitlenség teljesiil, akkor Z a divergens.
n=l

Bizonyitis: Figyelembe véve a fejezet elején tett 1.9 Megjegyzést,
feltessziik, hogy a fenti egyenlGtlenségelr minden n-re teljesiilnek. Igy az
(1.9) egyenlStlenséghdl kivetkezik, hogy

15



a ' a
n+ n
’ 5?;' m=1,2,3,...).
n+l n
a
Tehdt az ?r} sorozat monoton fogys, ezért
n
a -a
n 1
< (n =23, ...},
n 1
amibol
!
—_— = 13’
ané 5 cn n =2 }
adédik.
’ O .
A a sort tehit az
n
n=1
a o
1
=2 °
1 n=1

kouvergens sor majorélja, igy Z an konvergens.D

M8

Viszont, ha az (1.10) egyeniStlenség teljesiil, akkor a

]
It
-

az

divergens sor minorilja, tehst ) a_ maga is divergens.

Példik:
5. A

sor divergens, ugyanis

miatt a divergens

18
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$ 1
n=1 Zn
sor minordlja. (Lisd 2. péida)
6. A =
2
n=1
[o.2]
sor konvergens, ugyanis majorilhats a konvergens Z m sorral
o< 1 n=l1 -
(lasd 4. példa), hiszen a Z —5 sor n-edik részletsszege:
n=l n
1 1 1 1 1 oy
§ =1+ "= 4 =4 o (bt L+ =1+ )
n 22 3 n2 r.2 2.3 n,(n-1} = I(k+1}
7. A
- $ L
<
n=1 n
=2 1
sor & < 1 esetén divergens, hiszen a Z oy divergens sor minorélja.
(Lasd 2. példa.) n=1
8. A
io 8in ;]-1—
=1 Zk
sor Konvergens, mert a
o X
a. 2 (3)
k=t
konvergens geometriai sor majorélja, hiszen
i oo
0 < sin — < — k =1,2,3,...).
k k
2 2
A gyok és a hianyados-kritérium
Ha az Osszehasonlité kritériumokban s
e n 2 3
2 9 =q+q +q +...4+q+... 0<qg<1) (@.11)
n=1

geometriai sort haszniljuk majorsns konvergens sorként, illetve az

17



1,+1 +1+ ...+1-+ ... . ' (1.12)
sort divergens minordns sorként, akkor ujabb kritériumockhoz jutunk.

1,13 Tétel: {(Cauchy-féle gytkkritérium) Ha a Z a pozitiv ta-

gu sorban hizonyos N indext8! kezdve minden n>N esetén

n

Van_\<q, ahol 0 < g<1 ,

akkor a ) a sor konvergens.
Ha viszont

n .
\’ a 21, (@m>N)

akkor a ) aﬂ sor divergens.

Bizonyitss: Ha

n .
l'[ : < g
al’l \< q, VagYiS an ~ q *

ahol 0 < gq <1, akkor ez azt jelenti, hogy a Z a sort az (1.11) kon-
vergens geometriai sor majorilja.

Viszont, ha
n .
\# a 21, vagyis a 21,

akkor a 2_ a sor az {1.12) divergens sorral minordltuk.

MEGJEGYZES: A divergencishoz mér 2z is elegendS, ha végtelen sok

n-re fennill az
n
yoa >1
4 n

egyenlotlenség,) Tehat nem kell valamely N-t6l kezdve valamennyi n-re
teljestilnie!)
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Bizonyltis: Beldthats, hogy ha a feltétel teljestil, akkor a részletisz-
szegek sorozata nem korlitos. Ugyanis birmely X pozitiv egész sz4m ese-
tén megvélaszthatjuk az m- indexet olyan nagynak, hogy az 8 részlet-

Osszegbe legaldbb K darab olyan tag jusson, amelyre . an 21, Ekkor

sm>K,

vagyis a részletdsszegek sorozata nem korlitos, emiatt a sor dlvergens.D
A Cauchy-féle gytkkritériumbél szdrmazik az

1.14 Tétel: Ha a

Il
\/ = 1
im {a =C, ahol C<1,

Nl—roo

hatarérték 16tezik, akkor a » a
Ha a

n sor konvergens.

lim ;;an=c, ahol C >1

N-—+oo

hatdrérték létezik, vagy ha
n
Iim \/ a_ =oo,
n

akkor a a i gens.
kkor Z n pozitiv tagu sor divergens

Bizonyités: a hatirérték definici6ja értelmében birmely & > 0-hoz
taldlhaté olyan N index, hogy minden n > N-re fennfilljon a

n
C -£L ” an<C + & _ (1.13)
Ssszefliggés.
a) C > 1 esetében vélasszuk meg £ > 0-t ugy, hogy
0<€&ELC -1
legyen, amibdl
c-£2>1

adédik, Ekkor (1.13) miatt van olyan N, hogy
n
1< a8 n > N)

' ' 19



1

egyenldtlenség teljesiil. Tehst a Zv a 'sor az 1.13 Tétel értelmében di-

vergens.[]
n n .
b} lim \[a = oo esetén az \[? sorozat nem lehet felilrél kor—
’ N—» co I 1 ’

léfos, ezért itt is liSteznie kell olyan N indexnek, hogy

- n
1L an 1 > N)

legyen, tehit a Z an sor divergens.D
¢} C <1 esetben ED>0+4 megvilasztjuk ugy, hogy

. 0< €K1 -C
legyen. Ekkor
gq=C+ £<1

" védlasztissal (1.13) egyenlStlenség alapjan

n
V?n<q<1 (m > N).

Tehat a Z a.ﬂ sor az 1,13 Tétel értelmében konvergens.[]

A D’ Alembert-féle hdnyados kritériumhoz jutunk, ha az 1.12 Tétel-
ben konvergens sorként az (l.11) geometriai sort, divergens sorként pedig
az (1.12) sort alkalmazzuk:

1.15 Tétel: Ha az an pozitiv tagu sorban bizonyos N in-

dextdl kezdve n=l

* el >
T=<a<l (=N,

n

akkor a ) a_ sor konvergens, viszont, ha
n

a .
+1 >
-;—’—-21, m 2N,
n

akkor 2 sor divergens.
4 tétel misodik fele tulajdonképpen 2zt mondja K, hogy

1

a a
n+1>/ n
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vagyis a sor tagjal monoton névé sorozatot alkotmak. Ilyenkor a
konvergencia sziikaéges feltétele sem teljestil, (ldsd 1.6 Tétel)

hiszen egy pozitiv tagu, monoton névd sorozat nem lehet null-

sorozat!

1.16 MEGJEGYZES: A hdnyados és gy'dkkrité.riumoknél egyarint a fel-
tételeknek - egy 0 < q <1 konstansra kell teljesiilniiik. Korsintsem elegen-

n a
dG ugyanis azt beldtni, hogy V a <1, il o+l <1
=2 1 . an+l
Jol illuszirélja ezt a Z = harmonikus sor, amelyre V': és ——
n=1 n n an

is ldsebb 1-nél, holott a sor divergens, (Lgsd 2. példa.)
Az 1.15 TételbSl szarmaztathats az

o
1.17 Tétel: Haa 3 pozitiv tagu sornil
n:

P

a+1
-, ahol C>1

lim
N— oo n

hatdrérték létezik, vagy ha
. an+1

lim

a

n—soco h

=00

L

akkor a sor divergens.

A tétel bizonyitdsa lényegében megegyezik az 1,14 Tétel bizonyitdsd-~
val,

1.18 MEGJEGYZES: Az 1.14 illetve az 1.17 Tétel C = 1 hatdrérték
esetében nem mond semmit a sor konvergenciijirél. Legfeljebb abban az

esetben tudjuk, hogy a sor divergens, ha a C = 1 hatdrértéket feliilrél,
n
vagyis 1-nél nagyobb szdmokon 4t kozelit] meg az ‘{ an illetve az

a
n+1
a

n

kifejezés,

1.19 MEGJEGYZES: Az 1.14 és az 1.17 Tételek dltaldnosithaték az
alabbi médon:



‘|

a - .
+
Ha az !? aIi , fll. az n+l sorozatnak nincs limese, viszont

‘n
n :
lim sup \/ an <1, ekkor a sor konvergens,

n
lm inf 1/ a >1, ekkor a sor divergens.

Hasonléképpen
a;
-n+l ’
lim sup 2 <1 esetén a sor konvergens,
-n
a
n+l
lim inf >1 esetén a sor divergens.
n
a +1
Természetegn a lim sup l: >1 feltétel a konvergenciir6l nem
n

mond semmit., Ezzel szemben a divergencishoz mér az is elég, ha lim sup

n
\f a > 1, hiszen {lyenkor végtelen sok n-re a >1 teljesiil.
(Lisd az 1.13 Tételné! tett meglegyzést!)

N

Példik:
o0 nk
9. A Z vy sor konvergens, ugyanis .
n=1
"k -1
hil _@m+1) nl =gn+1zk
a n+ 1)y ° k !
n n n
igy a
im =22 = 0< 1.
n-—»oc 0
=B -
10. A Z -;- sor is konvergens, mert
n=l n
a
. n+l _ n B 1
lim = —ﬂm(n+1)-e<1.

- oo n n—»cco
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Az integrilkritérium

Befejezésill az integrilkritériumot ismertetjiik, amely a vizsg4lt 5-01;1:
egy alkablmasan megvilasztott. fiiggvény improprius integriljshoz hasonlitja.

o0
1.20 Tétel: Legyen » a  pozltlv, monoton cstkkend tagokbsl

n=1

4116 sor és f(x) ugyancsak pozitiv, monoton csékkend fiigevény

(x 2 1-re), amely minden n-re
< fn) = an m =1,2,3,...)

értéket veszi fel. (Lésd 1, idbra)

A Z an sor akkor és csak akkor konvergens, ha az

R=d

jf(x)dx
1

improprius integral konvergens,

(1.14)

Bizonyitds: Feltételiink értelmében fix) monoton csdkken, ezért

a kg vkl intervallumban  fix) £ ak , viszont
a k-1<€x<k intervallumban  fix) zak

Emiatt az egységnyi intervallumon vett integriljaik kozétt

k=2,3,...

).



k+i ‘ K
{ toaxga < [ i (k=23,...) -(1.15)
k o k-1

kapesolat érvényes, Osszegezziik az (1.15) alatti egyenlStienséget
k=2,3,...n értékekre: .

n+l . n
2j f(x}dxéaz tagt ...t e =8 - alg lf fixydx .
Innen egyrészt _
n
5 < I( fxMx + 2, , 1.16)
masrészt
n+l
s >a + zj f(x)dx (1.17)
adédik. o

Ha az (1.14) improprius integrAlnak van véges hatdrértéke, akkor

n
J f(x)}dx korlatos és igy (1.18) miatt B szintén korlitos, tehidt a Zan

1
sor konvergens. (L#sd 1.8 Tétel.) O

Viszont, ha az (1.14) integrdl divergens, vagyis értéke » oo , akkor
tetsz8leges K > 0 szémhoz megvilagzthaté n é&rtéke ugy, hogy

n+l
J fx@dx > K
2

legyen. Ekkor az (1.17) -egyenlc'itlenségbb’l kbvetkezik, hogy

n+l

sn2,a1+g fx)dx >a, + K -

is fenn4ll, teh4t a részletdsszegek sorozata nem korlbtos, amibdl 2 a
sor divergenciija mér kdvetkezik. (Ldsd 1.8 Tétel,} [
Az (1.16) &5 az (1.17) egyenlotlenségeket a 2, ill. a 3. 4bréin szem-

161tetjiik.
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1
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1.2 gbra

Y=fx)

L
0

G,

—

T2 3 4

1.3 &bra
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P&ldak: » , - S

= 1
11, A Z T sor divergens, ugyanis

O
1
zgm = Ixm[inln:l

t oo

12, Milyen »alos el értekekre konvergens a Z —-- sor?

a) Ha «£ =1, akkor a, Z-rll— divergens sort kapjuk. E sor divergen-
ciajat integrélkritériummal is beldthatjuk: '

o<

J%—(—=lim|:inx] + oo

1 {2 oo

b) Ha o # 1, akkor:

—oCrl 1-00
L o4 = lim ] - um(.t._._ 1
x> —+ 1 1 - 1 -£
t {»00

- oo i

Ha of > 1, akkor az integrdl és vele egyiiit a sor {s konvergens,
Ha & <1, akkor az integril és vele egyiitt 2 sor is divergens.

Vialtakozd elbjeli (alternjld) sorok

Viltakozé eldjeliinek nevezziik a sort, ha az egymést kvetd tagok
eibjele felviltva pozitiv, ill. negativ, A

ey

n-1
cl-c2+c3-c4+_,.+(-—1) .cn+ ahol

cn>0 m=1,23,...)

alternflé sor. (Természetesen e sor (-1)-szerese is alternéldé sor!)

A viltakozé elSjelii sorok konvergencidjira egy igen egyszeril elégséges
feltétel mondhatd ki: .

1,21 Tétel: (Leihnltz krltermm) Ha az alternilé sor tagJamak
abszolut ertékeboi kégezett gorozat monoton fogyd, vagyis
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%2%;%>”_%;%ﬂg_. (1.18)
és
lim cn =0, - 1.19)
N—»oco

akkor a sor konvergens.

Bizonyités: 1, 1épés: belstjuk, bogy a pdros indexii részletdsszegek
sorozata monoton novs és feliilrSl korlitos, tehat konvergens. .

Pariz T Sak (o1 T Copgn) > 8oy J

hiszen (1.18) miatt (c = Copra) > 0. Tehét a sorozat monoton nd.,

2k+1
Viszont e sorozat feliilr§] korlitos, hiszen

fok T T8 T -l )~y L oey

ugvanis (1.,18) miatt minden zir6jelben nem negativ szém 411,
A piros indexil részletdsszegek sorozata tehit konvergens:

Hm S2k =5

k- oo

hatirérték 1étezik, .
2. lépés: belatjuk, hogy a pdratian indexii részletésszegek sorozata

ugyanehhez a hatdrértékhez tart, Irjuk fel e részletosszegeket a piros in-
dexiiek segitségével: .

=B -C .

ok-1 = B2k T Cox

Ebbsl

im s = lim s = g,

K on 2k-1 Keson 2k

hiszen (1.19) miatt
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- PEld4k:

oo _ n-l '
13. A Ll};x_ sor tagjainak abszolut értéke monoton fogyé null-
. n=1
sorozatot képez, tehat a sor konvergens.
14, Ugyancsak beldthatd a

— OZO n'- 1
(=1} .—
n n.{nn

alternsl6 sor konvergenciija Leibnitz kritédummal.

1.22. MEGJEGYZES: A Letbnitz kritérium nem alkalmazhaté abban.az
esetben, ha a tagok sorozata nem monoton fogyé! Egy példaval szemléltet~
jik ezt: ’

15, Az

1 1.
- + ...+

1 1
2-~-1 E+1 ﬂ-l ﬁ+1+”'

valtakozd elé'jelﬁ gor esetében

1

=0,

lim cn: lim = lim
- oo nwsocofn -1 n-—oo '{;1_4'1

A monoton fogyfissal viszont baj van! Igaz, hogy
1 1
> ,
fo-1 " o+

viszont a rikdvetkezd tag esetében: -

. 1 < 1 .
{r—x- +1 \jn+1 -1

Teh4t a Leibnitz kritérium nem hasznilhaté. Egyébként a sorr6l konnyen
belsthaté, hogy divergens. Ha kettesével zdrdjelek kizé fogjuk a sor tag-
jait, egy. régi {smerGshdz jutunk: :

= 1 1 ) °Z° 2
a ( - = —=< —  (l4sd 2. példa)

-1

iz Mn-1 {a+1/ a2 "
(A konvergencift a zirbielezéssel nem nronthattuk el”, l4sd késGbb 1.27
Tételt!)
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MEGJEGYZES: Egy alternilé sor természetesen lehet akkor is kon-
vergens, ha & tagok abszolut értékébSl képezelt sorozat nem monoton.
Példful:

16.
2737179 Tk

A sor tagjainak abszolut értékébdl képezett sorozat nem monoton fogyé, hi~
szen )

1 1
= <
3}( 2I{+1

(k =2,3,...)

A gor mégis konvergens, mert részletbsszegei két konvergens geomet-
riail sor részletdsszegeinek kiilonbségeként {rhaték fel,

Altaldnos tipusu sorok konvergencia vizsgilata

Amennyiben a sortagok elSjele tetszileges, nem alkalmazhatjuk sem a
pozitiv tagu sorokra, sem az alternild sorokra vonatkozé kritériumokat.
Ilyenkor a konvergencia elddntése csupin a részletésazegek vizsgdlatdn ala-
pulhat. (Ldsd 1.1 Definici6.)

A részlettsszegek sorozatira viszont kimondhaté a sorozatok konver—
genciﬁ;éra vonatkozd Cauchy-féle szlikséges és elégséges feltétel, (L4sd
VALOS EGYVALTOZGSS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA c. jegy-
zet II. (5.4) pont.) .

1.23 Tétel: A Z an sor akkor és csak akkor konvergens, ha

bidrmely &£ > 0 szamhoz taldlhaté olyan N(E) kiiszdbindex,
hogy valahinyszor n > N(§&) és k 21, mindannyiszor teljesiil
az _

|sn+k ~Snl< &

més szoéval az

|an+1 ta ot +an+k|<6

egyenldtlenség,

MEGJEGYZES: A tétel természetesen alkalmazhaté pozitiv tagu &s al-
terndlé sorokra is!
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A tétel folyoménya: Ha egy sor konvergens, akkor tagjal pull-
sorozatot alkotnak. : )

Bizonyitsis: Ha Z an konvergens, sor, akkor eleget tesz a Cauchy-
féle feltételnek k =1 v4laazts mellett is, Igy : E
Ian+1 | <E I >N(E) és £ > 0 tetszoleges)

ad6dik. Tehfit a sortagok valéban nullsorozatot alkotnak. (Ugyanezt mér
kordbban mfs médon is bebizonyitottuk az 1.6 Tételnél.)

Abszolut és ‘felt'ételeé konvergencia

Az el8z8 pontban ismertetett 1.23 Tétellel dltaldban nehéz a konver-
gencia meg4llapitdsa, Ezért gyakran konvergencia helyett abszolut konver-

genciit vizsgllunk, vagyis a ::1 a £ltaldnos tipusu sor helyett a tagok
abszolut &rtékébd]l képezett

o ,

,,;—1 ]an[ = la |+ ]a2|+ +|an|+

sorra alkalmazzuk a pozitiv tagu sorokra vonatkozé kritériumock valamelyi-
két, Ugyanis kimondhat6é az aléabbi tétel: )

1,24 Tétel: Ha Ian[ sor konvergens, akkor a a_ sor
is konvergens.

oo

Bizonyits: Ha a .y Ian] sor konvergens, akkor az 1.23 Tétel ér— -
n=1 ;
telmében birmely € > 0 szfmhoz talslhaté olyan N(E&), hogy

<& (1.20)

Ian+1! + Ian+2l+ cee ¥ lan+k l

minden n > N(E)-re és k > 1l-re, Viszont Ismeretes az Osszeg abszolut
értékére vonatkozé egyenlitlenség:

2p1 " Bnas * "'+an+klé |an+1| * Ian+2l T ]an+k]

~
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Ezt az egyenlStlenséget egybevetve (1.20)-szal

|an+1 Bt + an+kl< £ adédik,

- Teh&t 2 a  sor eléget tesz a Cauchy-féle feitételnek, igy kKonvergens.

1.25 Definicié: A 3 a  sort abszolut konvergensnek nevezzik,
ha a tagok abszolut értékébdl képezett > |gn| sor konvergens.

Az 1,24 Tétel tehdt kimondhaté igy is. Ha egy sor abszolut
konvergens, akkor konvergens is.

A tétel nem fordithats meg! A Zan sor konvergenci4jibsl nem
kdvetkezik a sor abszolut konvergencidja.
1.26 Definicis: Azokat a konvergens .sorokat, amelyek nem ab-

szolut konvergensek, feltételesen konvefgens goroknak nevezziik.
Feltételesen konvergensek péld4ul:

= n-1 1 . .
A D (- . 7, Sor.(Lisd 2. példa, illetve 13, példa)

n=I
s 5 )y : d Hetve 14. péld
é = -1y . et (Ldasd 11. példa, illetve 14, példa)

A feltételes konvergenciira késdbb még visszatériink, (Lisd hétrabb
az 1.31 Tételt.)

3. MUVELETEK SOROKKAL

Az aldbbiakban arra a kérdésre keressiik a vdlaszt, hogy a véges
Osszegekre vonatkoz6 miivelet! szabdlyok érvényben maradnak-e konver-
gens végtelen sorokra is.
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Z4ardjelezés, zirdjelfelbontds:

A véges szfimu Ysszeadandob6l 4116 bsszeg asszociativ tulajdonsiga
érvenyben van konvergens végtelen sorokra is. Erre vonatkozik az

1.27 Tétel: Ha az

a_ +a, +...+8 +a A .21)
1
2 n, m# n,

konvergéns sor tagjait tetszSleges modon zédrdjelezzik, (anélkil, :
hogy a tagok sorrendjét megviltoztatnénk), az igy nyert :

@, +a_ + ...+a )+ (@ ..o+ a )+ ... {1.22)
1 2 . ny nl+1 a,

sor Is konvergens és Uaszege megegyezik az (1.21} sor tssze-

gével,

Bizonyitis: Az -(1.21) sor konvergens, tehit részletisszegei konvergens
sorozatot alkotnak. A zhréjelezés miatt az (1,22) sor részletosszegel az
(1.21) sor részletssszegel sorozatinak egy részsorozata csupdn, igy kon-
vergencigja az (1.21) kunvergencifj4b6l mér kovetkezik.

A tétel nem fordithats meg! Ha egy konvergens sor tagjainak egyes
-csoportjait zérbjelek fogjsk kbzre, akkor e zdrdjelek 4ltalsban nem hagy-
haték el, hiszen ezzel a réazlettsszegek sorozata bovui és igy el6fordul-
hat, hogy a zédréjelek elhagyfiséval nyert sor divergenssé wvalik. Egyszeri
példa erre az alahbi: .

1l -1)+{l «1)+ (@ -1)+ ...
gsor konvergens, hiszen minden tagja (1 - 1) = 0. 56t tsszege is szimolhatt:
hiszen T -1)=

Viszont a zAr6jelek elhagyisfival nyert sor:

1 -1+1-=-1+1=1+ ..,
divergens. (Lisd 1. példa.)
Megadhatd tsbb olyan feltétel is, amelynek teljesiilése esetén a kon-
vergens sorban a zdrdjelek elhagyhatbk és az igy nyert sor is konvergens
marad, E feltételek egylke igy szol:

1.28 Tétel: Az

LIV .23
(al tay+ o F atl) + (at1+1 + + atz) + 1.23)
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konvergens sorban a ziréjelek elhagyhaték, ha birmely & > 0
szdmhoz megadhaté olyan N index, hogy minden k > N ese-
tén a k-adik zdréjelben levd kifejezésre

| atk+1l+latk+2l+ +’atk+1'<£ (1.24)

teljesil.

Bizonyitds: Jelsljiik az (1.23) sor Osazegét S-sel, a k. rélszlketdsz-
szegét pedig S, -yal, )

k
S =f{a, +.,. +a Y+ ...+ {a

+ ... +a .
k 1 t t . +1 t)

1 k-1 k

Mivel Sk véges szdmu Ssszeadandébsl ill, igy a zé4réjelek elhagyhatok:

Feltételiink értelmében az (1.23) sor konvergens, igy bérmely £ > 0=
hoz talilhaté olyan M(E) 83z4m, hogy k > M esetén

fS-—Skl=IS-(aI+a2+,.,+atk)!<-§— @.25)
teljesiiljén,
Viélasszuk meg k-t olyan nagynak, hogy (1.24) is telfesiiljén, vagyis
a k-adik zdrdjelben levd elemek abszolut értékének Gsgzege s .‘;; -nél
kisebb legyen. )
Irjuk fel ezek utdn a zar6lelek elhagyisdval nyert sor n-edik részlet—
Osszegét, ahol tk< ng tk+1 {vagyis a,J a k. =zédrbjelben szerepel).

8 =4a, + a_, + + a + a + s + A .
1 2 ‘
n tk tk+1 n
Becsiljiik meg az (1,23) sor Gsszegének S-nek és s -nek az eltéré-
8ét: n
| |s -snf =[s -@ ra, L, +atk+atk+1 *eetad].
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Haszniljuk fel az ismert Ssazefiiggést: (Ja - b [a|+ [b]) és az (1.24),
valamint az (1.25) egyenlitlenségeket:

s 'snlsls - @Ay et atk)1+|atk+1 HRIERILN IS

£ £, L.
2+]atk+1|+.,..+|a |<2+2 =&,
ha k elég nagy és igy tk< néthrl miatt n is elég nagy.

Ezzel beldttuk, hogy a tett feltevések mellett

n

lims =8,
n

n—oa

vagyis a z4ardjelek felbonthatok és az igy nyert konvergens sor dsszege meg

egyezik az {1.23) sor ssszegével [ |
A fenti bizonyit4ssal azt is belattuk, hogy a zédrdjelek elhagydsdval

nyert sor Osszege megegyezlk az eredetl sor Gsszegével, Ez 4ltaldban igy

mondhatd- ki

1.29 Tétel: Amennyiben a zirdjelek elhagyssival nyert sor kon-
vergens, akkor ennek Geszege megegyezik a z4rojelekkel rendel-
kez0 sor dsszegével. ’ ' '
Ugyanis a zirdjelek elhagydsdval a részletbsszegek sorozata

béviil 8s ha ez a sorozat konvergens, akkor hatirértéke sziikség
képpen meg kell hogy egyezzék részsorozaténak, - vagyls a zé-:
réjeles sor részletdgszegei sorozaténak, - hatirértékével. [

A sortagok sorrendiének megviltoztatisa

A véges: szamu Osszeadanddbsl 4116 Ssszeg kommutativ tulajdom?ﬁgﬁval;
a konvergens végtelen sorok 4ltaliban nem rendelkeznek. f

Definici6: A
OO

a =g, +a_+ ... +a + ...
n 1 2 n
n=1

konvergens sor Atrendezése alatt azt a
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ay =a; +a) + .., + e
L2 =a)+a "k

sort értjilk, amelyben az eredeti sor minden tagja egyszer &s
ceakis egyszer szerepel.

1.30 Tétel: Ha a sor abszolut konvergens, akkor az ftrendezéssel
nyert sor is abszolut konvergens és a két sor tsszege egyenld.

Bizonyitis:

a) A tételt eldbb pozitiv tagu sorokra bizonyitjuk:
Jelslfitk a an pozitiv tagu konvergens sor n. részietosszegét s -

nel, Osszegét pedig s-sel.
A 7 a;(- dtrendezett sor n. részletSsszegét s’n -xel, Osszegét pedig,
- amennyiben létezik, - s’ ~vel,
Vilasszuk meg N-t olyan nagynak, hogy sy mindazokat a tagokat
tartalmazza, amelyek sI’l-ben aszerepelnek. Ekkor nyiivén
s’n < SN <s .

EbbSl kivetkezik, hogy s’n korlstos és igy a Za;( sor konvergens.
(Lésd 1.8 Tétel.) A sor Osszege, &', pedig a fenti egyenlStienség miatt

s’<s.

Ezek utfn tekinthetjilk a Zan sort a konvergens Za'k sor ftren-
dezésének, igy a fenti gondolatmenet alapjan
s s’
ad6dik, Ezt az elSbb kapott egyenlfilenséggel beszevetve

egyenlGséghez jutunk, Tehdt pozitiv tegu konvergens sorok tetszés szerint
dtrendezhetSk anélkiil, hogy a sor Osszege megviltoznék. ]

b) A tételt abszolut konvergens sorokra bizonyitjuk:
Ha a Z an sor abszolut konvergens, akkor az a) pont értelmében

a ) |an| tetszlegesen Atrendezhets és a J [al’{l sor is konvergens, ami-

bél a ::1’k sor konvergenciija mir kivetkezik.
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A kérdés csupin az, hogy a Za'k sor Osszege is .egyenlf les;-e
a 2 a sor osszegével? Ezt alibb bizonyitjuk:

Mivel 3 8, abszolut komvergens. ezért birmely £ >0 eseién m
megvilaszthatd olyan nagynak hogy minden k 21 esetén

|2t | F P!t o0 P | < E .26)

legven. (L4sd /1.23/ Tétel.) Vegylk ezek utén n_ indexet olyan nagynak,
hogy minden n>n0 egetén s tartalmazza az

al M 32; o am
tagok mindegyikét, Ekkor.az
50 " 5 | <&
lesz , ugyanis az
g -8
n n

kiilonbség csak véges szfimu tagot tartalmaz &s csupa olyan tagot, amely-
nek indexe > m, igy rdjuk az (1.26) tsszefliggés érvényes. Tehél

im s’ = Yms =5 .0J
n n

n- oo N— oo

Az abszolut konvergens sorok tagjai teh4t tetszés szerinti sorrendbe
rendezhetdk, anéikiil, hogy a sorbsszeg megvaltoznék,

Ezzel szemben 2 nem abszolut konvergens sorok tagjainak sorrendjéi
megviltoztatva a sorbsszeg is moédosul. Erre vomatkozik az alabbi

1.31 Tétel: (Riemann-féle htrendezési tétel). Ha Zan konver- :

gens sor, de nem abszolut konvergens, (azaz feliételesen kon-
vergens sor), akkor mindig 4trendezhetS ugy, hogy Gsszege egy
elére megadott tetszdleges véges szam legyen, 1lletve a sor

+ oo -hez, vagy - oo -~hez divergiljon.

-

Bizonyitis: Iegyen a

5 8 ' a.2m
=]

=]
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sor konvergens, de nem abszolut konvergens. Jelsljitk pozi_th'v eldjeld tag-
jait pk-val (k =1,2,...), negativ el§jeli tagiainak abszolut értékét pedig

qm-mei m =1,2,,..).
Mivel az (1.27) sor' konvergens, tagiai nullsqrozétot aIk,dtnak, vagyis

Hm P, = 0 és lim 9, = 0. , (1.28)
k‘-)oo m—-oa
Konnyen beldthats, ‘hogy a pozitiv tagokbbl képezett
io .
P (1.29)
Pl

€5 a negatlv tagok abszolut &rtékébsl képezett
) O
Z qm {1.30)
m=1

divergens, .
Ugyanis az (1,27} alatti konvergens sor n, részletisszege felirhatt

= - .31
8y © Py QU 1.31)
alakban, ha abban k darab pozitlv és m darab negativ tag van.

(Pk-val jelbltitk az (1.29) sor k. részletdosszegét és Qm-mel_az (1.30) sor

m. részletisszegét.) .
Viszont az (1.27) sor tagjainak abszolutértékébsl képezett sor n.

részletdsszege a fenti jelslésekkel
]all+[a2[+...+lan|=Pk+Qm 1.32)

alaku.
Ha az (1.29) vagy az {1.30) sorok koziil az egyik konvergens lenmne,

akkor (1.31) miatt a masilmak is konvergensnek kellene lenni. {(Lésd ké- -
s6bb 1,34 Tétel: K&t konvergens sor Osszege és Liilonbeége is konvergens!)

Viszont mindkettd nem lehet konvergens, mert akkor (1.32) miatt az
Gsszegiik is- konvergens volna, viszont ez azt jelentens, - feltételiinkkel el-
lentétben -, hogy az {1.27) sor abszolit konvergens.,

Tehat az (1.29) és az (1.30) sorok mindketten divergensek,

Ezekutin belstjuk, hogy birmely H véges szimot adunk is meg, az
(1.27) sor 4trendezhet8 ugy, hogy Osszege H - legyen. Az alsbbi eljirfst
alkalmazzuk: (az egyszeriiség kedvéért legyen H > 0.)

Osszegezziink az (1.29) sor tagjaibdl annyit (egymés kbzétti sorrend-
jliket tartsuk meg!}, hogy

Pp¥pp+ ... 4 ¥k1>H ' (1.33)
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legyen (viszont, ha egy taggal kevesebbet vettlink volna, - akkor még < H.
4llna fenn.) Adjunk (1.33)~hoz ‘az (1.27) sor negattv tagjaib6l annyit, (egy--
m#és kizott! sorrendjiket Grizzik meg!) hogy -

'p1+p2+...+pk1-q1—...-qml<H

teijesiiljon (de ha eggyel kevesebb negativ tagot vettiink velna, akkor még

>H 4llt volna fenn).

Eljarssunkat folytassuk ujabb pozitiv tagok, majd ujabb negativ tagok
hozz4ad4sdval, a fent leirtak szem elStt tartdséval. '

Az eljards vég nélkiil folytathaté és az igy szdrmaztatott végtelen
sor H-hoz konvergil, hiszen a részletbsszegeknek H-t61 valo eltérése
Idsebb, mint & részletsszeghben szerepld utolsé tag, ami viszont (1.28)

miatt 0-hoz tart.[]
Hasonl6 meggondolissal belsthats az 1s, hogy az {(1.27) sor oly mé-

don is itrendezhetS, hogy tsszege a + oo -hez divergéiljon.
Tekintsiink ugyanis egy

Hl, H2, H!1 y ees

'pozitiv tagu sorozatet, amely a +oo-hez divergil. Majd az (1.27) sor po-
zitiv tagjaibdl vegylink annyit, hogy

_p1+p2+ ,,,+pk1—-q1> Hl legyen.

Majd vegyiink megint annyi pozitiv tagot, hogy a kivetkez® negativ taggal
egyiitt is -

Py +p2+ +pk1 - q + oues +pkz --(;2>H2 legyen.

Az eljirss vég nélkiil folytathaté az (1.29) sor divergenciija miatt.
Igy az (1.27) sor olyan 4trendezéséhez jufunk, amely 2 +oo-hez divergal.[]
A fentiekhez hasonlé médon bizonyithatt 8 H< 0 és & -oo-hez tar-

tas is.

1.32. Definici6: Azokat a konvergens sorokat, amelyek tetszdle~
ges modon strendezhetSk és az fitrendezés utdn nyert sor Bgsze-
ge megegyezik az eredeti sor psszegével, feltétleniil konvergens

sorolmak nevezziik.

1.33 Definici6: Azokat a konvergens sorckat, amelyek dtrende-
zés utin megviltoztatjik Osszegiket (vagy divergensekké vilnak),
feltételesen konvergens soroknak nevezziik.

o]
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Az 1.30 Tétel értelmében minden abszolut konvergens sor feltétleniil
konvergens és az 1,31 Tétel értelmében minden nem abszolut konvergens
- sor feltételesen komvergens.
Ez azt jelenti, hogy egy konvergens végtelen sor akkor és csak akkor
feltétleniil konvergens, ha abszolut konvergens.

MEGJEGYZES: A feltételes konvergencifir6l mar kordbban kimondott
1.26 Definici6val a feltételes konvergencia fenti meghatirozdsa tehit teljes
dsszhangban van.

Konvergens sorok Gsszeaddsa és kivondsa

1.34 Tétel: Két konvergens sor:

a_ +a + .., +8 +,..=A4A
1 2 n

b1+b2+...+bn+...=B

tagonként Gsszeadhat6 és az igy elGalit

a +b1)+(a2+b2)+...+(an+bn)+... (1.34)

1

sor konvergens és #sszege = A + B,

Bizonyitds: Jelsljik a fenti két konvergens sor n. részletisszegét

Aﬂ ill. Bn-nel, az (1.34) ser n. részletdsszegét pedig sn—nel.

s = (a1 + b1)+ ves F (an + bn} .
Mivel S véges sok tagb6l 4lI, igy #tcsoportosithaté:

3n=(_al+a2+,,.+an)+(b1+b2+_,_+bn)=An+Bn.

Innen

im s = lim (A +B)=A+B .
n n n

N—+oco n-—+oca

Konvergens sorok kivonsisa visszavezethetd (<l )-gyel val6 szorzésra
(ldsd 1.5 Tétel) és Osszeaddsra, tehft két konvergens sor kilonbsége - is
konvergens sort alkot és Usszege = A - B,
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Konvergens sorok szorzisa

Legyen két konvergems sor:

a +a .+ ...+a + ... A
1 2 n

1

b1+b2+...+bn+.._. B.
Mit értsiink a két végtelen sor szorzatin? Két Usazeg szorzatit véges
szdmu Osszeadandéd esetén ugy képeznénk, hogy az egylk Gsszeg valamennyi
tagjdval rendre megszoroznink a misik Gsszeg tagjait és a kapott szorzato-
kat Osszegeznénk. Végtelen sorok esetében is kovessik formailisan ezt a
médszert- az egyik sor, péld{ml a Za tagjaival szorozzuk meg -rendre

‘a mésik sor tagjait és a kapott részletszorzatokat rendezziik az aié.bbi 36~
m#aba:

alb1 -albz alb3 ab

:3.2131 a2h2 azb3 azbn {.35),

sos s

anbl anb2 flnbs anbn

ts e

Most mér csak az a kérdés, hogy a kapott végtelen sok tagot milyen
médon &sszegezzitk? Egyik lehetdség, hogy az (1.35) sémiban a bal felsd
sarokb6l kiindulva a négyzetekkel bekeretezett tagokat foglaljuk egybe.
(Lisd 1.4 ébra).

v albn .
vaa azbn .
. asbn cee

anh1 anb2 anb3 anbn

ce s e

1,4 dbra

40



Az ilyen médon képezhetd
(albl) + (atzb1 + azbz + albz) + (aBb1 + a3b2 +7a3b3 + a2b3 + albs) +

+ (anb1 + ... F anbn + ... albn) + oaa. {1.36)

sor konvergencifijira vonatkozik az

1.35 Tétel: Ha a Zar'1 és a an sorok konvergensek &s

bsszegiik A ill, B, akkor az (1.36) sor is konvergens &s 6sz-
szege = A , B.

Bizonyitds: Megfigyelhetd, hogy az 1.4 4bra egy-egy négyzetén beliil
a Za , i1l a Zb sorok azonos indexil részletSsszegeinek szorzata

4ll. Tehit az n. négyzet belaejében

= : L) + - e LN
An'Bn alb1 + albn + a2b1 + + a b + + anbn

van, Ez azonban éppen az (1.36) sor n. részletosszegevel sn-nel egyenio-
Mivel a két eredeti sor konvergens, igy

im (A .B)=A.B
n n

N oo

hatarérték létezik, ami azt jelenti az elébbiek alapjén, hogy

Hm 5 = A. B,
n—ocao

amit bizonyitani akartunk.[]
Végtelen sorok Cauchy-féle szorzata ag (1.35) sémfban felsorolt ta-

- gokat pirhuzamos 4tl6k mentén csoportositja (ldsd 1.5 dbra).

alb1 a1b2 alb3 .«s ab

azblV a2b2 a2b3 ab

a3b1 a3b2 a3b3 ab‘ cew

.

1.5 gbra
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A Cauchy-szorzat tehdt
a,by * (@b, + a,b,) + (3 by +aghy +agh)+ ...t
\ + ... +—(a1bk + azbk-l + p + akbl) + ... (£.37)
alaku. .
(A Cauchy-féle szorzat jelentGségére a I, fejezetben, a hatvinysorok
tdrgyalisdndl visszatériink és ott e szorzfst tobbszdr allalmazni is fogjuk!)
A Cauchy-szorzat konvergenciijira vonatkozik 2z alabbi két tétel:

1.36 ’fétel: Ha a

(o] O
glan=A . ésa Z___bn=B

sorok abszolut kouvergensek, akkor a két sor Cauchy-szorzata is .
abszolut konvergens sort alkct és a szorzatsor Osszege = A.B.

Bizbny_ités: Feltételiink értelmében mindkét sor abszolut konvergens.
Jelsljiik az abszolutértékekbdl képezett sorok Gsszegét az aldbbi médon:

Sla=a e 5 p]=F". (1.38)
=1 n=l

Tekintslik ezekutfn az. (1.37) alatti sor k-adik részletdsszegét:

Sk = alb1 + alb2 + a2b1 + ... F albk + azbk-—l + ,.. akb1 .

Alkalmazzuk erre az dsszegre az ismert |a+b ]\<[a[ + [b| Sssze-~
fiiggést:

Isk[<|31b11+ lalb21+|a2bll‘+ +]a1bk]+ vee +]akb1[ .

A fenti egyenlStlenségben szerepld |aibjl alaku szorzatokban az 1 ésa

4 indexek lehetséges értékei: 1,2,3,...k. Mivel k-nil nagyobb index
nem szerepelhet, igy a fenti kifejezés majordlhaté az (1.38) alatti sorok
k-adik részletisszegeinek a szorzatival, vagyis

k k . x
EN |<(1§1 |2, |) (j}::l ]bj [)<A . B .
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{Az utSbbi egyenldtlenség azért igaz, mert az (1.38) ‘alatti sorok pozitiv ta- .
guak és igy a részletbsszegek értékénél nagyobb a sordsszeg.) -
' Ezzel belattuk, hogy az (1.37) alatti Cauchy-féle szorzéssal nyert sor

részletdosszegeinek abszolutértéke korldtos, vagyis, hogy az (1.37) alatti
sor abszolut konvergens, (L&sd 1.8 Tétel. )

Mivel az (1.37) sor abszolut konvergens, igy tetszés szerint Atrendez-~

_hetS, a sor Usszege az Atrendezéssel nem véltozik. (Lasd 1.30 Tétel )

Az (1.36) alatti elrendezést tekinthetjitk a Cauchy-féle szorzat egy 4tren—
dezésének, igy a Cauchy-szorzat értéke megegyezik az ott kapott szorzat
&rtékével, vagyis = A.B. (L:isd 1.35 Tétel.) [

Az 1.36 Tétel igen erds kdvetelményt 4llit mindkét sor els, igaz,
hogy ennek fejében maga a Cauchy-szorzat is abszolut konvergens sort al-
kot a zdrdjelek elhagydsa utdn is.

A kovetelményeken enyhit az aldbbi (Mertenstfl sz&rmazd) tétel:

1.37 Tétel: Ha a Za 65 a Zb konvergens sorok_egyike

abszolut konvergens akkor a Cauchy-féle gzorzatuk konvergens.
E feltételek mellett a z4réjelek 4ltalsban mér nem hagyhatdk el.

Bizonyitas: A tett feltevésekbGl az alabbiak kivetkeznek:
1. Ha a Zan sor abszolut konvergens, akkor a ) [an| s0r rész-

letosszegel korlatosak:

Iall+|82f+ +Ianl<K n=1,2,...) (1.39)

2. Mivel a_ konvergens,

lima =0 ' (1.40)
n—soo
3. Mivel > bﬁ konvergens, igy m. maradéktagja: r =(B -Bm)-

re teljesiil: (l4sd 1.4 Tétel)
' ' limr =0, (1.41)
m 2> oo

ahol B a > b sor m. részletésszege:
m n

= - « .2A
B =B-r_ .42)

Ezek elorebocsitdsa utn képezziik a Cauchy-szorzat n. részletdsz-
szegét:

Cn = alb1 + (alb2 + gzbl) + ., . (salbn + azbn_1 + L.t anbl) .
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Elvégezzilk a szorzdsokat és kiemeljiik az ai-ket:

+ ... +aB
n-l

adédik, ahol B , B SETIETR > bn ' sor részlettsszegei, igy (1.42) alap-
jan felirhaté: :

Cn = al(B - rn) + az(B - nn_l) + ...t an(B - rl).

Ezt beszorozva &s iirendezve:
Cn B(a +a2+...+a)-(ar +a,r -l ...+anr1)
adodik, vagyis
= - vaa T R
Cn B'An (ar +32n1+ anrl)

ahol An a Z an sor n, részletSsazege. Mivel e sor konvergens,

A = A
Hm n . 18y

n—roo
A = - + e ae + a .
lim Cn A.B lim (a r + 9,2 -l nrl)
n—co n—oco
Ha sikeriil beldtni, hogy
im (ayr +agr ot ¥ a r)= 0,
n-—>oo :
akkor ezzel Mertens tételét bizonyitottuk.
Bontsuk fel az
+ ...ar
alrn + azl'n_1 + .. T an_mrm+1 -+ an_m+1rm n 1

sszeget két részre, Az elsd {n - m) tag Gsszege:

|e I+ - +lan_m[.1rm+1|.
{1.43)

Viszont (1.41) kivetkeztében m olyan nagynak vdlaszthatd, hogy minden

n >m -esetén .

Iar + a_r + ,.. +a

1n 2 n-1 n-mrm+1l< Iall'

&
[ f <2k



Felhasznflva még (1.39)-et is
& E _£
ar +... +an-—mrm+1l < K (]a1[+{a2|+ "'Ian-m|)<2K . K= > -

Tekintsitk ezutdn az (1.43) Ssszeg misodik felét az
pemir 'm Yoo a1
Osszeget, ahol m rigzitett, Igy n>m megvilaszthats olyan nagynak,
hogy (1.40) miatt ebben az m tagu sszegben minden tag olyan kicsivé
valjék, hogy
<

‘an-mi-lrm T anrll< 2
adédjék, Ezzel belsttuk, hogy
[
2 - 8

£
ar + B ot e F aﬂrll < 5+

teljesiil, ezzel a tételt igazoltuk. Tehst

lim C_ =4 .B. O

N> oo

Végtelen sorral végzett szdmitdsoknil elkbvetett
hiba becslése

Kozelitd szdmitisoknil gyakran alkalmazunk konvergens sorokat. Ter-
mészetesen ilyenkor a sornak csak az n. részletSsszegével, az

véges Osszeggel dolgozunk, vagyis az
=

ro= an+1 + an+2 + e. = Z ak

k=n+1
maradéktagot nem vessziik szamitdsba. Ezzel nyiltdnvaléan hibat kévetiink
el. Ennek nagysigit a maradéktag becslésével hatirozhatjuk meg. A mara-
déktag becslése tehit felvildgositist nyujt a kdzelitd szamitss pontossdgdra,
illetve segitségével meghatdrozhatjuk, hogy milyen nagy indexi S, rész-

letosszeggel kell szdmolnunk ahhoz, hogy az elkdvetett hiba egy elfirt kor-
14t alatt maradjék.
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1. A hibabecslés a vialtakozé elbjelil, Leibnitz-tipusu sorplmil a leg-

egyszerlibb.
Ugyanis a

Cl - 02 + 03 —-04:...

sor n. maradéktagjit becsiilve

lrnl= |cn+1 - cn+2-+ | =

= cn-{—l - (cn+2 - cn+3) - (cn+4 - Cn-!-s) T I élgnﬂl

adodik, hiszen a zArdjelekben csupa nem negativ tag 4dll. (Itt kihasznpiltuk a
gtlrb)nitz-tipusu sorokra jellemz8 ¢ > c, } Cq >/ e € P tula;doqsﬁ-

n+l1
Példdul 2 . (~1) -n sor esetében | |<n — .

2, Pozitiv tagu, illetve abszolut konvergens soroknil gyakran célsze-
rii a maradéktagot egy olyan konvergens pozitlv tagu sorral majordini,

amelynek Osszege pontosan meghatﬁrozhato . 3
Konnyen belathatd, hogy a majorslé sor Bsszege alkalmas hxbabecslés-

~ re. Legyen ugyanis

a +a, + ...a + ..,
1 2 n

a vizsgilt abszolut konvergens sor, dmelyet a

C, +C. F sus €+ ...
1 2 n

konvergens poziiiv tagu sor majoril, vagyis valamely N2> 1 indext8] kezd-

ve

2l o>

teljesiil. Ekkor a vizsgilt sor maradéktagjara

ENCICARE W ...[< a2t < S F St
[= =)
= Z c, @2N)
k=n+l -

ad6dik. Ha ch szdmolhatd, akkor ezzel a hiba abszolut értékére felsd

becslést kaphatunk. Erre a célra gyakran hasznéljuk a konvergens geometriai ‘:
sort. .
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Példdul a Z;l-,- sor esetében:

—

1 1 _ 1 i + 1 .
L n+l (n+1){n+2)

“n T T omez)r Cot T el

1 . 1 . 1 + :

> 3 ceas

{n+1) {n+1)

Mivel a zdr6jelben egy végtelen geometriai sor 4ll, melyre q = el
gy

+ S S— + <—1—- 1+
(m+1}n+2)(n+3) T Sn+l)r T {n+1)

r < 1 1 o1 ntl 1
n > o+t C L 1 m+l)! ° n n.n!
n+l

3. Ha egy pozitiv tagu sor konvergencisja integrilkritériummal slla-
pithaté meg, akkor a maradéktag is becsiilhet§ integrallal. Ugyanis, ha a
Zan pozitlv tagu konvergens sor, ameiyre az integralkritérium alkal-

mazhaté, akkor van olyan f(x) >0 monoton fogyd. fiiggvény, amelyre

f(n)=afl n=1,2,,.,) és

O

jf(x)dx létezik. Ekkor a sor maradékbsszege:
1

[ 5]
n T fner T e NN Jf(x)dx,

n
n

ami az Integridlkritérium bizonylt4sdndl alkalmazott médszerrel azonnal be-
lathaté. Itt csupdn az aldbbi (1.6 Abraval) illusaztréljuk-a fenti egyeniGtlen-

séget,
?’
f
]
i

2 n n+t

1.6 4bra 47
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Példaul a -13- gor esetében
. ,

(=]

1
Jsdx_
n x

r <

lim
X —roo




1. FUGGVENYSOROZATOK,
FUOGGVENYSOROK

1. ALAPVETO FOGALMAK ES TETELEK

A konvergenciatartomény, a hatir- és az Osszefiipgvény
definicibija

Tekintsiik az X szdmhalmazon értelmezett fiiggvénysorozatot:

fl(x), fz(x), fn(x) ey (2.1)
illetve a belGle képezhetd fiiggvénysort:
L)+ L@y ...+ fx)+ ... 2.2)
A (2.1) fliggvénysorozat konvergenciatartomanydnak az X szimhal-

maz azon H(f) részhalmazit (H(f) << X) pevezziik, amelynek minden
X € H{f) pontjaban az (fn(xo)) szadmsorozatnak véges hatArértéke van., Ha-

sonlé mdédon-definidljuk a (2.2) fiiggvénysor konvergenciatartomanyat.

2.1 Definicié: A {(2.,1) filggvénysorozat hatﬁrfﬁgg‘vényének azt a
konvergenciatartomdnyban értelmezett f(x) fiiggvényt nevezziik,
amely e tartomany barmely X pontjdban kielégiti a

lim fn(xo) = f(xo)
oo

egyenlGséget, A hatdrfiiggvényt igy jelpljiik:

f(x}) = lim fn(x) x & H(f))

N— oo

2.2 Definici6: A (2.2) figgvénysor bsszegfiiggvényének azt az
§(x) fliggvényt nevezziik, amely a konvergenclatartomfiny bér- .
mely X, pontjdban kielégiti a

o0
'L:l £(x) = s(x_)

egyenloséget. Az Osszegfliggvényt igy jeldljiik:
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'_s(x) = OZO fn(x) = lim sn(x),

n=1 Noo
aho! sn(x) a (2.2) figgvénysor n-edik részletisszege:
sn(x) =_f1(x) +f2(x) + ...+ fn(x) .

A fliggvénysorozatok és a fliggvénysorcok vizsgilatdnil szdmos érdekes
kérdésre virunk v4laszt: vajon a fiiggvénysorozat elemeinek tulajdonsidgait
srokli-e a hat4rfliggvény, illetve az Ssszegfliggvény? Példdul folytonos-e a
hatir, =~ illetve Osszegfiiggvény egy olyan pontban, amelyben a fiiggvényso-~
rozat valamennyi eleme folytonos. Vagy, ha a fiiggvénysorozat elemei egy
[a b] intervallum felett integrédlhatok, vajon integrilhaté-e ugyanitt az osz-
szegfiiggvény és szabad-e az integrildst tagonként végeznl? ;

Mieldtt e kérdésekre 4ltaldnos vélaszt keresnénk, nézziink néhany

példat:

Peldik:
1. A 0<x<1 intervallumban az

X

2
1+n2x

fn(x)=' nh=1,2,...)

fﬁggvénysorozat konvergens és hatirfiiggvénye:

X
fix) = lim ————2—2=0' .
Noo L +1 X

A fliggvénysorozat elemei és a hatirfiiggvény egyarint folytonosak [0,1]-
ben.
2. Az

k) = 3 =1,2,...
f i) =x (n 02y .00)
fiiggvénysorozat ugyancsak konvergens a 0 <«:< 1 intervallumban, hatir- .
fliggvénye:

0, ha 0 x<1

n :
f(x) = llm x = 1, ha x-=1

n-2co

A figgvénysorozat elemei [0,1] ~-ben mindeniitt folytonesak, a hatérﬁiggvény-—_ :
nek azonban-az x = 1 helyen szakadisa van! :
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3. Az
22
fn(x) ='2.n2x.e-n X n = 1,2,...)_

fiiggvénysorozat a 0\<x<1 intervallumban konvergens, hatérfiiggvénye:
‘ 2 —n2x2
fx) = lim 2.n'x.e =40,
oo
A fiiggvénysorozat elemei +s &és a hatirfiggvény is integrdlhatéak a [0,1]

intervallumban, Kérdés, hogy az x viltozé szerinti integrilisnak és az
n indexben végzett hatiritmenet miiveletének a sorrendje felcserélhetG-e,

vagyls

1 a0 1 ’
lim £ (x)dx =f ( im f (x)dx).
n—»oo (3] N—ooo n
Végezziik el a szdmitdsokat:
1 22 [ 2 2 1 : I
lim j2.nx.e dx = lim |- =lim {1 ~e "~ )})=1,
Neoo © ’ n-soco o
Mésrészt:
1 ’ 22

1
2 .
(Iim2.nx.e~n'_x )dx'—'f 0 dx = 0.
0

o n—» oo

Amint l4tjuk: két kiildnbdzd eredményhez jutottunk!

MEGJEGYZES: A fiiggvénysorozat elemel és a hatarfiiggvény egyarint
folytonosak 2 0 x< 1 intervallumban.

Egyen letes konvergencia

Az el6z8 pontban ismertetett példdk is figyelmeztetnek arra, hogy a
fiiggvénysorozatoknsl és a fliggvénysoroknil nem elég a konvergencla tényét
megéllapitani, hanem annak modjat is mélyebben tanulméanyozni kell. E cél-
b6l egy uj fogalmat vezetiink be, az egyenletes konvergencia fogalmét.

2.3 Definicis: A=z f (x) fiiggvénysorozat, flletve a an(x) fige -

vénysor egyenletesen konvergens a konvergencia intervallum egy

51



részintervallumidn, ha bdrmely £ > 0-hoz megadhaté olyan
N( £) kiszobindex, hogy minden n > N( £) esetén, az inter-
vallum birmely x helyén

.

| £ ) - f(x)|< £, : (2.3)
illetve soroknil: '
lsn(x) - s(x)l = lrn(x3l < £, _ 2.4)
ahol rn(x) a sor n-edik maradéktagija.

Vizsgdljuk meg, hogy az el6zd pontban ismertetett fliggvénysorozatok
kizill, melyik egyenletesen konvergens a megadott Intervallumon!
Tekintsilk az 1. példabeli
fn(x) = ——-5-—2-—2- filggvénysorozatot és hatdrfliggvényét, az
1 +nx
f{x) = 0 fiiggvényt. :
Kérdés, tetszdleges & > 0-hoz taldlhat6-e olyan N{ &) kiisztbindex,

hogy a (2.3)-bell egyenltlenség, vagyis:

—5 -] <

1 +nx

teljesiiljon, ha n > N(g) & 0LxK1
Konnyen beldthatd, hogy

X 1
2 Zl <2n !
1 +n
ugyanis < 1 on . x <}-
22 2 2.2 ~2n°
1 +nx 1 +nx
hiszen ‘ on
> <1
1 +n'x
Teh4t tetszoleges & >0-hoz az N(&) —( kiiszébindex esetén minden

n> N(&)~ raJ f (x) - f(x)[( 6, teljesiil, vagyis a sorozat {O 1] ~bhen egyen-

letesen konvergens. [l :
Tekintsiik a 2. példdban szerepld

fn(x) = 5" fiiggvénysorozatot, amelynek 0 x<1 esetén

f(x) = 0 a hatdrfiiggvénye.
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Legyen 0 << E<1 &5 0<x<1. A (2.3) egyenlStlenség, vagyis
]fn(x) - E(x) I = ]x" - 0]<E,

teljesiil minden n > N{§,x)-re, ha N(E&,x)t igy vélasztjuk meg:
N(E,x) = l}n &
n &

(Ugyanis, ha n > in P akkor In x < 0 miatt

n.ln x<ln £ , vagyis < < £ teljesiil.)

Ennél a sorozatnil azonban tetszéleges £ >0-hoz nem talilhatd olyan
N(¢&) Kkiiszébindex, amely az x helytGl fliggetleniil a teljes (0,1) interval-
lumban megfelelne, ugyanis az x = 1 helyhez kizeledve az N{& ,x) értéke
egyre nd lim In x = 0 miatt. Vagyis a konvergencia nem egyenletes a

X'}
(0,1) intervallumon.
A 3. péidabeli

22
2
fn(x) = 2.k, e * fiiggvénysorozat hatdrfiiggvénye a ~0< x< 1

intervallumon az f(x) = 0 fiiggvény.
A konvergencia azonban a 0 lj intervallumban nem epyenletes, ugyan-

1
is az x = iy helyeken

@

1 -1
) =2.me 2 n=1,2,...)

1
Emiatt a 0 hely kizelében, vagyis az x = o helyeken (n = 1,2,,..)

a fliggvénysorozat n. tagjinak eliérése a hatdrfliggvénytl nem lehet & -

nil kisebh, - amennyihen 0 <£<:—Z' , = bArmilyen nagynak vilasztjuk is az
n indexet, €
4, példa: A
oD
Z xn geometriai sor konvergens a -1 < x <1 intervallumon
n=0 1
és Osszegfiiggvénye: e Teljesiil-e a (2.4) feltétel a (-1,1) intervaliu-
mon ? )
& B
' B - 1
irn{x)l —]s(x) - sn(x)l =|l -x K - i:ll - X l

Az intervallum belsejében |x[< 1 miatt




. .
0 _X|= 0.

lim Irl-l(-x) | = liml

n—-oo n—rco

Viszont tetszdlepes, de rigziteit n esetén az Intervallum végpontjai felé
kizelitve: :

. n
) X
lim |rn(x)| = " lim |l—x 1= + co
x—» 1-0 x—1-0 .
illetve: ‘
n .
. X 1
lim |r (x})| = lm =3 adodik.
X =140 X+ -1+0

Lithaté, hogy az intervallum két széle felé kbzeledve [rn(x) | nem

tesz eleget a (2.4) kivetelménynek, tehst nincs olyan N(§E) index, amely .
a teljes (-1,1) intervallumban megfelelne. Tehdt a sor it nem egyenletesen !
konvergil, . '
Az egyvenletes konvergencia szilkséges és elégsépes feltétele megad-
haté a Cauchy-~féle konvergencia kritérium alapjsn. (Lésd 1.23 tétel.)

2.4 Tétel: Az fn(x) fliggvénysorozat akkor és csak akkor kon-

vergfil egyenletesen az 1 intervallumban, ha birmely & > 0~
hoz megadhaté olyan x-t6l fiiggetlen N{L) sz&m, hogy minden
n>N(E) és k >1 esetén

I £ ™ - fn(x) l & &, minden x€I helyen.

2.5 Tétel: A £ (x) fiiggvénysor akkor és csak akkor kon-

vergil egyenletesen az 1 intervallumban, ha barmely E>0-
hoz megadhaté olyan x-t§] fiiggetlen N(E) szém, hogy minden
n > N(E) 6s k _>1 esetén

() =8 00 ] =|f, 00+ 1 a0+ e 60 | < E
{2.5)

s
| n+k

minden x€I helyen,

Bizonyitds: A 2.4 Tételt kiildn nem bizonyitjuk, ugyanis birmely

fl(x), Iz(x), fn(;:)...
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fiiggvénysorozat egyenletes konvergencidja helyett vizsgilhaté a vele ekviva~
lens c '

£ () + [f2(x_) - f1(X)J+ et [fn(x) - fn.l‘x’]’“

fiiggvénysor egyenletes konvergencisja.
A 2.5 tételt két lépésben bizonyitjuk:

a) belitjuk a feltétel sziikségessépéi:
Ha % fn(x) egyenletesen konvergens I-ben, akkor a 2.3 Definicié

alapjin bdrmely 6)_0 szamhoz talilhaté olyan N( &) kiiszébindex, amely
x-t31 fiiggetlen, 83 amelyre

lsn‘x)‘s(?",|<'§'= ha n > N(E)

és .
&
1sn+k(:<) - s(x)'< > ha n>N(E) és k2.
E kett8bdl éppen az
|sn+k(x) - Sn(x){/\’ E @ >NE) és k>-1)

egyenléséget nyerjilk.

b) belatjuk a feltétel elégsbgessémét:
Ha a Cauchy-féle feltétel teljesiil, vagyils az I intervallum wminden x

helyén -

I8n+k(x) - sn(x) <& (m>N(E) és k)l),

akkor a Z fn(x) sor az intervallum birmely régzitett x helyén konver-

gens, igy e helyen

]
R RN £ .3

Ha régzitett n > N(E) mellett k— oo, akkor ez éppen az

| [ = [se - s 0] E

egyenldtlenséget adja minden n > N( &) esetére birmely x&I helyen.
Vagyis a fliggvénysor egyenletesen konvergens I-bhen, mert eleget tesz a
2.3 Definicié kivetelményének.[]

Az egyenletes konvergenciira vonatkozo Cauchy-féle sziikséges és elég-
séges feltételbdl a fliggvénysorokra egy igen gyakran hasznilhatl elégséges
feltétel vezethet§ le:
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2.6 Tétel: (Welerstrass-féle kritérium)
Haa » fn(x) filggvénysor tagjal egy I intervallumban eleget
tesznek az :

]fn(x_)l\{ ¢, =123,

egyenldtlenségnek &s a Z c numerikus sor konvergens, ak-

kor a Z fn(x) fiiggvénysor I-ben egyenleteéen konvergens.

Bizonyitis: Az lfn(x)|< e feltétel miatt a > ¢ konvergens sor

abszolut értelemben majorsdlja a fiiggvénysort az 1 intervallumban:

ifnﬂ ) + fn+2(x) T ? fn+k(x)I< lfn+1 (X)|+ Ifn+2(x)|+ et

N ‘fn+k(X}l<cn+1 Pl T o <&
" Ez utébbi a Z c ~sor konvergencifijabd! kévetkezik minden n > N(£) és

k=1,2, ... esetén. .
Ezzel beldttuk, hogy a Z fn(x) fiiggvénysorra (2.5) teljesiil minden

n >N(E) és k >l-re az intervallum bdrmely x helyén, vagyis a
Z fn(x) fliggvénysor egyenletesen konvergens I-beuD(Lﬁsd 2.5 Tétel.)

Peéldik: .
1. Ha Zan abszolut kenvergens numerikus sor, akkor a

Za .8in nx s a Za .COS nx
n n

fiiggvénysorok minden x-re egyenletesen konvergensek.
Ugyanis |sin nx |1 és |cos nx|\<1 miatt
oo i<y
illetve
ian.cos nx 1<’anl.

Igva > Ian] sor majorélja a 2 a_.sin nx 1l a > a .cos nx ‘soro-

kat, tehit azok egyenletesen konvergensek x barmely értékére.
2. 4 ) rt.cos nx filggvénysor Jr|<{1 esetén egyenletesen kon-
vergens a f-oo, +oo) intervallumban, Felbasznilhatjuk ugyanis az el6zd
o
példa eredményét, hiszen a Z r' sor r |<1 esetén abszolut konver-

gens. n=,
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Az egyenletes konvergencigval ﬁsszefﬁggﬁ tételek

_2."7 Tétel: Ha a Z fn(x) figgvénysor az 7a< xg b inter- -
vallumban egyenletesen konvergens és a sor tagjai az x_€(@,b)

helyen valamennylen folytonosak, akkor 'e_ helyen a sor Gsszeg~ -
fiiggvénye, s8(x) is folytonos. {A tétel filggvénysorozatokr

ugyanigy szdl.) . 3

.

Bizonyitas: Be kell l4tni, hogy b&rmely £ 0-hoz talélhaté olyan
& >0 szém, hogy

|sx) - sx )| < €,
ha xe[a,b] é5 |x—x0|<5‘.

Irjuk fel a vizsghlt kiiloribséget
[stx) - six )| = Ism(x) + (%) --Em(xo) + rm(x"))] ]=
= |sm';x) - sm(xo)"r- r ) - rm(:;o)i\(\ :
< ls-m(x) - sm(xo)l + Irm(x) I + Irm(xo)’ (2.6)
alakban.

Az egyenletes konvergencia miatt az intervallum birmely x helyén
megvilaszthatjuk az m indexet olyan nagyra, hogy

l rm(x) I <—3§' és lrm(’,(o)] <%

legyen. :
Rogzitsitk a2 fentl m iIndexet &s haszndljuk ki azt, hogy rogzitett

m esetében az sm(x) fiiggvény folytonos az X, helyen, hiszen m da~
rab (vagyis véges szému!) olyan fiiggvény Ssszege, amelyek e helyen foly-
tonosak, Ezért tetszdleges &£ > 0~hoz talilhaté olyan & > 0, hogy az In-
tervallum birmely x helyén, amelyre |x - x0|<5,
- £
ism(X} E‘m(xo)l < 3

teljesiiljon. A kapott hdrom egyenldtlenséget (2.6)-ba beirva
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£
s(x)-s(x)l< T+ ?5-:5
adédik, (minden x € (a,b) és |x - xo]< &'). Ez pedig éppen az s(x)
fiiggvény x_-beli folytonossagat jelenti. ()

2.7.a) Tétel: Ha az fn(x) fliggvények egy I intervallumban
~ folytonosak és ott a Z fn(x) fliggvénysor egyenletesen konver-

gens, akkor ezen az Intervallumon az Usszegfiiggvény is folyto-
nos. ’ .

MEGJEGYZES: Az Usszegfiiggvény (fliggvénysorozatok esetében a ha-
tarfiiggvény) folytonossdganak az egyenletes konvergencia nem sziiksépes
feitétele! A .. fejezet bevezetijében ismertetett 3, sz. példaban szerepld

22

fn(x} = .‘Z.r:z.x.e-lr1 * n=1,2,8,...})

fiiggvénysorozatrél belittuk, hogy a [0,1_] intervallumban nem konvergil
egvenletesen a hatdrfliggvényhez. Ennek ellenére a fliggvénysorozat batir-
{iiggvénye:
2 -n2x2
fix}) = lim 2.n .x.e =g
N—2>oco

folvtonos a fent{ intervallumban.

2.8 Tétel: Ha a Z f (x) fiiggvénysor valamennyl tagja az

ag( x b intervallumban korlitos és integralhaté fiiggvény 6s
a sor ugyanebben az intervallumban egyenletesen konvergens, :
akkor az s(x) = an(x) osszegfiiggvény is integrilhaté [a,b]-_j

ben és
b b oo
_]' sixux = [Z fn(xﬂdx 1:j f (x)dx}
a a n=1 n=1

vagyis a sor tagonként integrilhaté és az integrilok Ssszege megegyezxk a
sorosszeg integraljaval.

Bizonyitds: Két 1épéshen toérténik:
a) El6szbr beldtjuk, hogy a tett feltevések mellett az six) fiiggvény

integrilhaté az [a,b] intervallumon.
Az egyenletes konvergencia miatt birmely & >0-hoz megadhatunk

olyan n indexet, hogy az intervallum minden pontjdban
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&
|se) - s 00| < 5,
vagyis ’
s, (x). - -—2‘2 <s(x)<xn(x) + —i—’ 2.7)

teljesiiljon. Ezekutdn rdgzitsilk n-t, majd osszuk fel az [2,b] interval-
lumot tetszéleges médon részintervallimokra. Jelsljiik az I-edik részinterval-

lumban
sn(x} fliggvényértakeinek alsé hatsirat m, —vel,
sn(x) fiiggvényértékeinek felsd hatdirat Mi-vel.

Igy sn(x) oszcilldcidja az [xi—l’xi] -hen: o1 = Mi - mi'

Jelsljiik ugyanitt az s(x) fiiggvény oszcillaciGjat Gi-vel. Beldthaté, hogy
Oi< oi‘i'a. (2.3)
Ugyanis (2.7)ymiatt
£ £
m -5 sy M, + S "E[xiil'xJ ,

ahonnan (2.8) méar adédik,
A (2.8) egyenliGtlenséget Axi-vel megszorozva és szummdzva

2 0 Ax K)o Ax i &L p-a) 2.9)
|

i

kifejezés adédik, ahonnan az s{x) fiiggvény [a,b] intervallumbeli oszcil-
laciés Ssszegére kapunk felsd korlitot: a jobb oldalon 4li6 & (b - a) ér-

téke tetszGlegesen kicsivé valik £ megvilasztdsatsl figghen. A Zo_'.ﬂxi
. i
1

az sn(x} oszcilliciés dsszege és mivel sn(x) az [a,b:l -n integrilhatd

Zoi. Axi—-bo, ha maxAxi——tO.
i

Igy (2.9} miatt az s(x) oszcillacids 0sszege

2 0. Dx—0, na max 1 x,.—> 0.
i

Tehit s(x) integrilhaté [a,b] -.0J



b) Be Kell litni, hogy s({x) integrilja megegyezik a tagok integrdljai-
nalk az Usszegével. T > : )
Az egyenletes konvergencia kiivetkeztében birmely & > 0-hoz talalhaté
olyan ' N index, hogy n > N esetén minden xG:[a,bJ -re 7

< o
| |7 - S @a0)
Régzitsiik n-i;-l Mivel
8{x) = sn(x) + r {x),

ezért

b

b < b
= ajru(x)dx\aj[rn(x)]dx-_ 2.11)

- h
af s{x)ydx -J sg(}s)dx

Alkalmazzuk az mfegrélszémitﬁs kﬁzépértékté{elét &8 vegyiik flgyelembe
(2.10}-et:

b 3 £
o<y < ® -2 =€,
a

Igy (2.11)-bGl
b
sx)dx - | sn(x)dxl <€ : (2.12)

a

B

adédik. Vegyiik figyelembe, hogy n rogziteft, igy. sn(x) véges szimu
Osszeadandébél 4ll, tehdt szabad tagonként integrilni:

b b/n n b :
j sn(x)dx = f ka(x) dx = Z fk(x)dx
- a \k=l a

a k=1

Ezt beirva (2.12)-be:
1 b n/b
‘f s(xyx ~ ) J f (x)dx l<é
a =1
egyenlStlenséget kapjuk, ahol a kivonand6 éppen a

oo b
Z fn(x)dx
n=1
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sor n-edik részletsszege. Tehdt az n. részletSsszegnek van hatdrértéke

éspedig
b

f s(x)x,

a

amit bizonyitanl kivantunk.{]

MEGJEGYZES I.: Amennyiben a 2.8 Tételben a anp_;) fiiggvény-

sor tagjairél kikotjiik, hogy azok az [a,b] intervallumban folytonosak és a
sor ugyanot! egyenletesen konvergens, akkor az elSbb kdzdlt bizonyitis
a) pontja szlikségtelen, ugyanis a fonytonos fn(x) filggvények Gsszegfilgg~

vénye Is folytonos (ldsd 2.7 Tétel) és mint ilyen az [a,b:I mtewallumban
integrdlhat6. Igy a bizonyitds b) pontjira van csupin szilkség.

MEGJEGYZES II.: Az Osszegfiiggvény (illetve sorozatndl a hatirfiigg-
vény) integrilhatésdginak az egyenletes konvergencia nem sziikséges feltétels. -
A II. fejezet bevezetdjében a 2, sz, péld4ban szerepld

£ (x) = <"

fiiggvénysorozatrdl belattuk, hogy nem konvergil egyenletesen a [0,1] in=-
tervallumban, Ennek ellenére

/

1 1
 lim U fﬂ(x)dx) = j( lim fn(xadx,
n—soca \0 ‘ 0 in—»oo

vagyis az Integrilds &s a hatdritmenet miiveletének sorrendje felcserélhetd.
Hatdrozzuk meg el8sz8r a bal oldalon 4116 integral értékét:

1 1 rxn{rl-]l
lim jfn(x)dx = Hm an dx>= lim I:Hll =0,

N~ oo 0 n-s+co \0 n—oo JO

A jobb oldalon 4116 integril kiszimitdsihoz elfszér eld kell allitani

f(x) = lim f (x)
n

It —=> o0

hatarfliggvényt:

f(x) = lim xn=
n-3 o0 1, ha x =1
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Integriljuk ezek utin a hatdrfiiggvényt : ' . ,

1 1
jf(x)dx=6fo(ix=o
0

eredményre jutunk, A két eredmény megegyezik, anélkiil, hogy a fiiggvény-
sorozat egyenletesen konvergilna a fenti intervallumban.

2.9 Tétel: Legyen a Z fn(;c) fiiggvénysor valamennyi tagja az

a<x <b intervallumban differenciilhaté fliggvény &s a differen- _:
cizlhdnyadosokbdl képzett '5

- Z f; (X) .
n=}

sor az [a,b] intervallumban egyenletesen konvergens.
Ha a)_ f x) sor az [a, b] intervallumnak legalibb egy c

pontjdban konvergens, akkor a Z fn(x) sor az intervallumban

egyenletesen komvergens, Osszegfiiggvénye, s(x), az intervallum-
ban differencidlhaté és differencidlhéinyadosa:

' oo
8" (x) = Z f’n(x).
n=1
Vagyis a sort a fenti feltételek mellett szabad tagonként diffe~
rencldlni &s a didferenciilbfnyadosokbs! 4116 sor Osszege meg-
egyezik az Gaszegfliggvény differencishényadossval.

Bizonyitds:

a) Elfszor azt latjuk be, hogy a tett feltevések mellett a an(x) sor is

egyenletesen konvergens az [a,b:[ intervallumban.
Mivel az fn(x) fliggvények n = 1,2,3,...) valamennyien differencisl-
hatsk [a,b] -ben, ezért véges szamu tag Osszege, vagyis
ntm

> ) (2.13)
k=n+1

is differencislhaté az intervallumban. Alkalmazni kivinjuk a (2.13)~bell
fliggvényre a differenciilszdmitds kizépértéktételét, mégpedig a tetszGleges
XE [a,b] pont és a feltételben szerepls cE[a,b] pont figyelembevételé-

vel.
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n+m n+m

> [ -gel-w-o. S g, @14

k=n+1 k=n+1
{ahol a z pont x és c pontok kiizé esik). .
A feltétel alapjin Zf'n(x} egyenletesen konvergens, Igy a 2.5 Tétel

értelmében bérmely & > 0-hoz talslhaté olyan N index, hogy n >N 6és
m}l esetén az [a,b] intervallum b&rmely hel_yén ’

n+m E

Z f’k(x) <b-a ‘

k=n+1

Ezt (2,.14)-ben felhaszniiva:

n+m

gl [t - e ]

TUgyanisl i ::l\<\l, hiszen x és ¢ az [a,b] intervallum bels§ pont~
jai.)
A kapott eredmény éppen azt fejezi ki, hogy a~

oQ .
nz=1 [fn(x) - fnccyj 2.15)

<b£_a'[x-c|<£.

sor az [a,b] intervallumban egyenletesen konvergens, hiszen eleget tesz az
egyenletes konvergencia sziikséges és elégséges feltételének. (Lisd 2.5 Tétel) .
Azonban feltételiink értelmében a ¢ pontban an(x) konvergens,

vagyis a Z fn(c) konvergens numerikus sor, igy (2.15)-b3! kivetkezik,
hogy =
| >
£ x)
n=1 n

sor is egyenletesen konvergens [a,b] -ben, amit bizonyitani kivéntunk.[]
b} Ezek utin méir esak azt kell belstni, hogy az

8{x) = an(x} : : (2.16)

fliggvénynek a differencisilhényadosa

§'x) = ) £ x),



Allitsuk e}§ az intervallum egy ropzitett x _ pontifban az
0

£ (x +h)-f (&) , '
k o ko (k=1,2,3,...) @.17)

h
fiiggvényeket. Ezek h fliggvényel (xo rtgzitett!) és minden olyan h %0

helyen értelmerzettek, amelyre (x + h) az [a,b | intervallumba esik.
Az a) pontban alkalmazott elfﬁr&shoz hasonléan a (2.17) fiiggvények~
bdl véges soknak az Ssszegére alkalmazzuk a differencidlszdmitis kozép-

értéktételét:

ntm £ (x '+ h) - £ (x ) n+m
ko k"o )
. =h. 2> f& +th, (.18}
k=n+1 l=n+i

(ahol 0 t< 1), o
Feltevégiink értelmében Z f;l(k) egyenletesen konvergens az [a,b]

intervaliumban. Igy a (2.18) egyenl8ség jobb oldaldn 4116 kifejezés tetszéle~
ges kis - € >0 értéknél kisebbsé valik, ha n index elég nagy. (Lésd 2.5
Tétel,) EbbG]l kovetkezik, hogy a bal oldalt 4ll6 kifejezés is §£ -nil kiseb-
bé vialik, vagyis: S

ptm  f (X +h} - fk(xo)

<&

h .

k=n+1
Ez viszont a 2.5 Tétel értelmében éppen azt fefezi ki, hogy a

= n(xo * h) ~ fn(xo)

) A=

n=1

sor minden h-ra {amelyre (xo + h)€[a,b] ) egyenletesen konvergens, E

sor Osszege (2,16) miatt nyilvan:

OZO fn(x0 + h) - fn(xo) =,S(xo + h) - s(xo)
h h .
n=l1

Mivel a sor a fenti kikitésnek eleget tevé minden h-ra egyenletesen kon-
vergens, igy h—p0 esetén hatdrértékét tagonként szémithatjuk. (Lésd
2.7.a. Tétel.} és a tagok hatdrértékének Usszege:

oo/ . fn(xo + h) - fn(xo) oo
Hm = = )
n=1th—>0 ol |
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megegyezlk az Gsszegfilggvény hatdrértékével:
s(x_+ h) - s(x)
. g s
{im o =g (xo) .
h— ¢

Mivel ez az [a,b_] intervallum tetszaleges X pontjdban fennall, igy

2 6w =5,

amit bizonyitani akartunk,{]

MEGJEGYZES: Csak hangsulyozni kivdnjuk, hogy a sorok tagonkénti
differencidldsdhoz nem elég megkovetelni a sor tagok differencidthatésagst
és a Zfr’l(x) sor egyenletes konvergencidjat. Ugyanis konnyen elSallitha-
tunk olyan példit, amely e két kivetelménynek eleget tesz és a sor mégsem
differenciathaté tagonként. Ilyen példdul 2

= = sin nx
2 fw =2 3+ TEIL,
n=1 =1 n

sor, ahol a tagonkénti differenciiidssai nyert

(o)
N COs nx
o - S Lo

n=1 n

N8

It
—

n

sor egyenletesen konvergens minden x-re, hiszen a Z —é— konvergens
sorral majordlhaté. n
Mégsem szabad a sort tagonként differenciilni, ugyanis az eredeti sor se~
-hol sem konvergens, mert a konvergencia szitkséges feltételének (lisd 1.6
Tétel) nem tesz eleget:

im f (x)= lim +i‘“—3£x-) =3 #0.

N—co N— oo n

Ezért kell meghkivetelni, hogy a Z fq(x) sornak is konvergensnek kell

lennje legaldbb az intervallum egy pontjiban.
Ugyancsak hibds eredményre juthatunk, ha a Z f (x) sorrél kbt

jik ki az egyenletes konvergenciat a Zf;(x) sor helyett.

Péid4ul a
5
f (x) =
n=1 O

oo .
sin nx

2
n=l1 n
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sor egyenletesen konvergens minden x-re, viszont a tagonkénti differencifilis-

sal nyert sor .
o0 : 2] in
E 3 E 8 nx
n=1 n=1

az x = o helyen a divergens Z L sorra vilik, tehdt itt sem differencisl-
haté tagonként a sor. n
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Hi. HATVANYSOROK

Definicié. Konvergenciata rtomény

-Hatvanysornak nevezziik az x hatvdnyait tartalmazoé

= ‘n 2 n '
28 .X =a +a .x+a .+ ...+a x4 ... (3.1)
n o] ! 2 n

n=0
figgvénysort. Az an dllandék a hatvinysor egyiitthatoi.
A hatvdnysor 4ltalsnosabb alakja az x - xo) hatvényait tartalmazé

oo
n : n

. (x = = (x - vee Hx - + ... (3.2

ngo a (x xo) a +a.x x )+ ta (x Xo) 3.2)

fiiggvénysor.

Mivel a (3.2) hatvdnysor a z = (x - xo) helyettesitéssel a (3.1) sor-
ral megeg}"ezé' alakuvé vélik, ezért a tovibbiakban csupin az x hatvanyait
tartalmazd (3.1) sorral foglalkozunk,

MEGJEGYZES: Természetesen mindazok a tételek, amelyeket az elSb~
bi fejezethen a fliggvénysorokrsl elmondottunk, a hatvinysorokra is érvénye-
sek, hiszen a hatvanysorok maguk is fliggvénysorok, De az 4ltalfnos fiigg-~
vénysorokrél elmondottakon feliil a hatvdnysoroknak még szdmos egyéb tu-
lajdonsdguk is van, amelyeket alibb ismertetiink.

A batvinysor konvergencidjival kapesolatosan két igen egyszerii tétel
mondhatd ki:

3.1 Tétel: Ha a (3.1) hatvdnysor az x = x, helyen x, # 0)

konvergens, akkor minden olyan x = X, helyen, amelyre

’ % l < ] Xo j + abszolut konvergens.

Bizonyitds : Mivel a (3.1) hatvanysor az x2' helyen konvergens, ezért
tagjai e helyen korlitosak, vagyis

|a . x; <K m=0,1,2,...).

n
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X

) 1
Ugyanakkor az le 1< ,le kikotés miatt | — | = t<1 is fenndll, Igy
- . 2
n n Xl n
|2 | = [ogeg | - r x." @m=1,23...

Tehat a Z|an.xfl sort a K . Z " (0<t<i) konvergens

n .
Zan.x sor abszolut konvergen-

pozitiv tagu sor majorflja, amib&l a 1

cidja mar kbvetkezik.[J
3.2 Tétel: Ha a (3.1) hatvénysor 4z x = X, helyen divergens,
akkor minden olyan x = x, helyen, amelyre 'xll> |x2| , &

sor szintén divergens.

Bizonyitds: Ha a sor az X, helyen konvergens lenne, akkor a 3.1
Tétel értelmében az Ile< ]xll helyen is konvergens lenne. Ez viszont
feltételiinknek ellentmond, tehit a sor xl ~ben divergens.D

Az elfbbi két tétel felhasznfliséval a hatvinysorok konvergencifjérél
egy alapvetd tétel mondhaté ki:

3.3 Tétel: Ha a (3.1) hatvinysor az_x = 0 helyen kiviil még
m#s pontban is konvergens, - de nem konvergens minden x-re,~
akkor talflhbaté olyan R >0 szim, hogy a sor minden |x|<R
helven konvergens (st abszolutkonvergens!) és minden [x[>R
helven pedig divergens.

Az R szamot a (3.1) sor konvergencia sugarfinak, a (-R,R)
szamkdzt a sor konvergencia-intervallumgnak neveszziik.

MEGJEGYZES: Az x = +R helyeken a sor lehet konvergens is, de
lehet divergens is.

Bizonyitis: A feltétel értelmében van olyan pont, ahol a2 (3.1) sor
divergens és olyan x # 0 pont, ahol a sor konvergens. Meg lehet tehit
adni egy olyan T, > 0 szémot, amely a konvergencia pontnél kizelebb

fekszik az. x = 0 helyhez é&s egy olyan rz >0 szémot, amely a diver-

gencia pontnfl messzebb van x = 0-461. & 3.1 és a 3.2 Tételek értelmé-
ben a sor r_-ban konvergens, r"; -ban pedig divergens.
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Ezek utin felezziik meg az (ro, r ) intervallumot és nevezziik Il—
nek azt az (v 1,r ) félintervallumot, amelynek bal oldali végpontja
r, > 0 konvergencia pont, jobb oldali végpontja: r1 > 0 pedig divergencia-
pont. A 3.1 és a 3.2 Tételek értelmében

o
0<r1<rI .

Az Il intervallumot felezve folytassuk az eljirést vég nélkiil. Ilyen médan

intervallumskatulydzdshoz jutunk, amelynek magja: R > 0 szém.

Konnyl beldtni, hogy R a keresett konvergencia sugir:

a) Vegyiik fel az X pontot ugy, hogy [xol < R legyen. Ekkor a
sor X -ban konvergens, ugyanis az el6bb leirt eljirasnil az n indexet

megvilaszthatjuk olyan magynak, hogy

[%o| <7 R

teljesiiljén. Viszont [x0!< r miatt az X, pont konvergenciapont.‘
(Lasd 3.1 Tétel.)

b) Vilasszuk meg az X, pontet ugy, hogy |x1’>R teljesiiljon. Ek-
kor a sor X -ben divergens, ugyanis a fenti eljirdsban most olyan nagy-

nak vilaszijuk meg az m indexet, hogy

< I‘* <Ix1l

teljesiiljon. Ekkor a 3.2 Tétel értelmében !&: [> r miatt a sor xl-ben
divergens.

Végil belitjuk, hogy egyetlen ilyen R > 0 szfim van. Ugyanis, ha
R’ # R ugvancsak konvergenciasugir lemne, akkor ezek egy intervallumot
hatdroznénak meg, amelynek belsd pontjai egyidejiileg lennének konvergen-
cia és divergencia pontok, ami lehetetlen.

Tehit R’ = R kell hogy legyen.[]

A hatvinysor konvergenciatartoméinyinak meghatirozdsara t5bb méd-
szer is megacdhatd. Erre vonatkoznak az alébbi tételek:

3.4 Tétel: (Cauchy-Hadamard-féle tétel)
Z a .xn hatvinysor egviitthat6ibdl képezett

Ia [ F] v_i M—I ... szimsorozatra
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n .
l_im sup \’ ]ani = é : 3.3)

véges szdm, akkor a hatvé.nysor konvergencia sugara : R.

II. Ha
dim sup w lani= 0

akkor a sor minden x-re konvergens, vagyis R =oo.

1i. Ha .
n
lim sup V 1anl = + o0,

akkor a sor csak x = 0-ban konvergens, vagyls R = 0.

Bizonyitani a pozitiv tagu soroknil megismert gyokkritériummal lehet.
.(Ldsd 1.14 Tétel.)

1. eset: Vegylink fel egy rogzitett x Ertéket és szorozzuk be (3.3)-t {x1-
kel. Igy

i n_ lxl

lim sup fa, - x|= R

adodik. :
Ha |x |[<R, akkor -%{-L(l miatt taldlhaté olyan 0<q<{1 szdm,

hogy
j—j' <9<

fenndll (x rogzitett szdm!). Igy a lim sup definici6jabbl kovetkemieg taldl-
haté olyan N Index, hogy |

;;I n [\q(l minden n > N-re,

Amibol a Z la X I gor konvergencidja mér kivetkezik, (Lésd 1.14 Tétel. )
Ha viszont |[x|{>R, akkor —1>1 miatt végtelen sok n-re :

nv ]an : xn[> L,

tehst a Z |an.xnl sor divergens. (L4sd 1.13 Téteinél tett megjegyzés. )]

P

II. eset: Tetszdleges |x| rogzitett értékkel szorozva a
’ n
lim sup - al| =20
v {2,
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kifejezést mindig 0 eredményhez jutunk. Igy minden x—'ré,“ ha n ‘elég

nagy,
n

1an P lgq <1

adodik, tehdt a sor minden x-re konvergens. Azt szoktik mondani: a kon-
vergencia sugir, R =+ oo ,[]

. eset: n *
' Hm sup Vian =+ oo

lévén, az V’Tn] sorozat nem korlitos, igy birmely x # 0 rogzitett
8zAm esetén végtelen sok n-re
N n
|an.x ]> 1,
tehét a sor divergens. (L&sd 1.13 Tételnél teti megjegyzést.)[ )

3.5 TéEtel: Ha &

a
n+l

a
n

lim

- o

véges hatirérték létezik, akkor 2 konvergencia sugir:

1 |n+1l

%]
n-» o< n

A tétel hinyadoskritériummal (ldsd 1.17 Tétel) az eldzd tételnél
alkalmazott moédszerrel bizonyithats.

Példak:

O
1. A Z ntx" hatvénysor konvergencia sugara: R = 0, ugyanis
=1

1 !

R = a = =0,
I n+1’ im.(n + 1}
n—+ oo’

lim

nvoo |%n]
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oo )
2. A D> x' geometriai sor esetében R =1, ugyanis |a | =1.
n=1 n

. oo ‘{n )
3. A Z Ef_ hatvdnysor mindeniitt konvergens, mert
n=l
lan+1| ) n! .
1lim = lilm ————= 1 =0,
s oo ln[ n-seo (@M + 1)! h—>o°n+1
igy R = +o,
O xn
4., A Z iy sor a (~i,!) intervallumban kenvergens, mert
n=1
lim |2
n
Ne» o<

A hatvinysorock tulajdonsigai

Az alibbiakban a hatv4nysorckra vonatkozd igen fontos tételeket ismer- -

tetiink.
Tekintsiik a

o
n 2 n
Za.x =a +a .x+a,.x + ...8.x + ... (3.4)
non o} 1 2 n

hatvénysort, amelynek 8sszegfiiggvénye f(x) és konvergencia sugara: R,
{ahol R > 0).

o
3.6 Tétel: Tetszdleges 0 < r< R szim esetén a Z an.xn
n=o

] .
hatvinysor a [—r,r_l intervallumban egvenletesen konvergens.

Bizonvitds: Mivel 0 <r< R, ezért a 3.3 Tétel értelmében a hat-
vénysor az x = r helyen abszolst konvergens, vagyis a

o

Z Ianlrn

n=0
numerikus sor konvergens.
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(-]
Viszont minden lx'|<r helyen lxn|< " miatt a Z ’ a . xn[
n=o

sort majordlja a fenti Zlan’rn konvergens numerikus sor. Igy az egyen-

letes konvergenciira vonatkozd Wejerstrags—féle kritérium (ldsd 2,6 Tétel)
értelmében a (3.4) sor [—r,r] ~ben egyenletesen konvergens.

MEGJEGYZES: Ambér r akrimilyen kézel lehet R-hez, a fenti
tétel mégsem mondhaté ki a teljes konvergencia intervallumra, vagyis a

[—R,R] intervallumra. Gondoljunk csak =
(o

-

n=}

geometriai sorra, amely minden & >0 esetén a [-—1 +&, 1 - £:| zart
Intervallumban egyenletesen konvergens, de (-1,1) nyilt intervallumon mar
nem. (L&sd a 2.3 Definiciét kivetd 4. példdt.) ’

3.7 Tétel: A Z an.xn hatvdnysor Oaszegfiiggvénye, f(x), foly-
tonos fliggvénye x-nek minden -R < x<R helyen.

Bizonyitds: A konvergencia intervallum barmely belsé x = :-:O helyé -
hez taldlhatd olyan r <R sziam, hogy

| %o] <x
legyen.
A |:-r,r] zdrt -intervallumon a sor egyenletesen konvergens (lisd az
eldbb bizonyitott 3.6 Tételt) és tagjai x-nek folytenos fifggvényei. EbbSl vi-

szont az Osszegfliggvény folytonossdga a 2.7 Tétel értelmében mar kijvetke-
zik.

3.8 Tétel: (Abel-tétele.) Ha a hatvianysor az x = R helyen is

konvergens, akkor e helyen osszegfiiggvénye balrél folytonos.

Bizonyitds: A hatvdnysor a (=R,R) nyilt intervallumon mindeniitt
konvergens és az f(x) figgvényt dllitja elg, vagyis

_ 2 n
fx) =a_+a .x+ ByeX F o ta X+, @3.5)

ahal -R < x <R.
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Feltételink értelmében a sor az x = R helyen is konvergens, jeloI—
jiik e pontban az dsszegét s-sel:

2 n -
s =8 + al.R + az.R + ...+ an.R +-... (3.6)

Azt szeretnénk belsmi, hogy az f(x) fliggvény a tett feltevések mel-
lett balrél folytonos, vagyis

lim fix)-=
X~+R-0

A tovibbiakban vezessiik be az x fiiggetlen viltozd jelSlésére az
x=R . t
‘kifejezést. Igy a (3.5) uj alakja:

fR.4) =a_+@ . RE+...+@ . R +... 0<t<1  @.7)

Az x—»R - o megfeleldje pedig t—~+1 - o lesz, (3.8) -
Mivel 0<{t<1, ¢
o0
I—-l—t-=1+t+t2+...+tn+...=2tn 3.9)

fennfll., A (3.7) és a (3.9) alatti sorok egyarént abszolut konvergensek
igy Cauchy-szorzatuk (ldsd 1.36 Tétel) képezhetd:

5@-—-1 Z(a ta LR+ ... +a JRO.€. (.10

n=0 n

Jelsljikk a (3.6) sor n-edik részletdsszegét sn-nel, vagyis

n
s =a +a ,R+,.,. +a.R
n [+) 1 n

Ezt irjuk be (3.10)-be:

_ _
=0 s .t (3.11)
n
n=0

adédik,
Ezek utfin szorozzuk meg a (3.9) alatti egyenléség mindkét oldaldt a

{3.6) sor Usszegével, az s véges szdmmal:
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)
I -t

(3.12)

M3
o

1]
(=3

n

A (3.11) és a (3.12) alatt] kiféjezéseket (1-t}-vel megszorozva és a kiilsnb~
aégiiket képezve az

fR.t) -s =@ t). ) (sn-s).tn
=0

adédik. A tovdbbi szdmitdsok érdekében bontsuk fel ezt az Ssszeget két

részre:
k-1

O
fR) -8 = (L -t) . > (s -s).tn+(1-t).Z(sn-s}_.tn.
n=0 - n=k

(3.13)

Az la + b[<|a] + |b| egyenlStienséget a (3.13)-ra alkalmazva:

k-1 . ‘ oo "
f®.0 -sl<a -—t)‘. 2> (8 -8).t|+@-t) l b (s, ~9).t i (3.14)
n=0 n=k

adddik.
Vizsgidljuk meg elfszdr a (3.14)-beli II. Ssszdand6ét, Haszniljuk ki,

hogy a (3.6) sor konvergens és vilasszuk meg a k indexet olyan nagy-
nak, hogy minden n >k esetén

|5, 5[ <%

fennilljon, Ezéltal a (3.14)-beli II. sszeg (ahol n _>Kk)

n t
<(1-t).-—-.Zt=(1-t).—-, =
e’ o 271 -t

oD
f(l -ty . > (sn-s).tn
n=k

L& k& -
—2.t<2. (3.15)

(A legutolsé lépésnél figyelembe vettiik, hogy 0<t<1 miatt tk< 1.)
Vizsgiljuk meg ezek utdn a (3.14)-bel Gsszeg 1. részét. Ez egy raci-
onilis egész fliggvény (ugyanis véges sok dsszeadandobdl 4111) és gy t-nek
folytonos fiiggvénye. Emiatt barmely £ > 0-hoz talilhat6é olyan 0 < 5<1
szdm, hogy

il n|_ &
T-t .2 s -8 .t | < (3.16)
n=0
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legyen, valahinyszor : P
1 -§<t<1.

Ha a (3.15) és a (3.16)~ot felhasznéljuk (3.14)~ben, akkor arra az
eredményre jutunk, hogy
' : E. &
tm 0 -s|[<Fr =€,

ha

1 -8<e < 1.

Mivel barmely & >0 szémhoz taldlhaté olyan 0 < 5(1 s5z.8m,
amelyre

i@ .0 -s| < &,
ezzel bebizonyitottuk, hogy

Iim f(R .t} = s.
t—l-0 :

fennill. Ez viszont x = R .t és a (3.8)-ban mondottak miatt éppen

lim f{x)=s
X—PR -0

egyenléséget adja, amit bizonyitani kivantunk.[]

MEGJEGYZES: A tétel akkor is igaz, ha a hatvinysor az x = - R

helyen konvergens. Természetesen ilyenkor az Osszegfiiggvény az x = -R

helyen jobbrél folytonos.
Abel tételének egy lényeges folyominydra a kovetkezd fejezetben, a

Taylor-soroknil még visszatériink.

3.9 Tétel: A Z an.xn hatvdnysor a konvergencia intervallum

birmely belsé részintervallumin tagonként integrilhaté &s a ta-
gonkénti integrildssal nyert sor tsszege egyenls az Gsszegfiigg-
vény ugyanezen intervallumon szimitott integriljdval.

Vagyis
2 AB An+l X
X { {
S . - Rl nan PR . + ... = N
a .x a1 > + a2 3 an ey of f(t)ydt

ahol |x|< R, f£¢) pedig a hatvinysor Osszegfiiggvénye.



Bizonyitas: A tétel egyszerii folyoménya annak, hogy a hatvanysor tag-
jai integrilhaté fliggvények és a sor egyenletesen konvergens - [O,X] ~ben,
amennyiben [x <R 6és igy a 2.8 Tétel értelmében az integrilds &s az

Osszegképzés sorrendje feleserélhets.

MEGJEGYZES: Az integrélds a [0,E] mtervallum felett s elvégez- '
hetd, ha @ sor Re~ben is konvergens. (Lfsd 3.8 Tétel.)

3.10 Tétel: A Z an.xn hatvinysor a konvergencia interval-

lum b4rmely -R<x <R helyén tagonként differencidthaté &s
az igy nyert hatvaAnysor Osszege egyenld a sor osszegfuggvényé-
nek, f(x}) -nek, a differenciélhé.n}adosaval .
Vagyis:

n-1

d fgxz 2
= X . + L.
ax a1 + 232.}: + 3a3.z + ... F n.a11 X

n re
Bizonyitds: A . hatvén aiff. 151haté fliggvényekbol
zon z an X ysor erenc 0 fliggvény

4ll és a tagonkénti differencigldssal nyert
n
7 M—a + 2a + 3 2+ +- axn_1+
< o 1 5+ X a,.X cee tma .

rozzuk értékét a Cauchy-Hadamard-tetel {l4sd 3.4 Tétel) alapjin. Elﬁzé’leg
azonban szorozzuk meg a differencidldssal nyert sor x # O-val, ami a

konvergenciidt nem befolydsolja (14sd 1.5 Tétel) és az igy nyert >: n.an.x11
n=1

sorra alkalmazzuk a fent emlitett tételt:

n n
1
— = lim sup fn.a = lim sup |2 I Lim \/ n .
R n-—»co n— n—co
n
Vegyik figyelembe, hogy lim n =1, {gy
nN~r o
1
—1;-= lim sup | }a !zﬁ R
R now0 n
amibél «
R =R
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adédik. Tehdt a differencidldssal nyert sor ugyancsak a (-R,R) intervallum-
ban konvergens. Mivel é_ sor maga is hatvénysor, igy a 3.6 Tétel értelmé-
ben a2 {-R,R) intervallum birmely belsé részintervallumin egyenletesen

konvergens. Ugyanitt az eredeti Zan.xn sor is konvergens, iehAt sza-
bad tagonként differencislni. (Lisd 2.9 Tétet).[]

A 3.10 Tétel kvetkezményei:
Belattuk, hogy az

OO

f(x} = Zan.xn

n=o

sor differencisldsdval nyert sor maga is hatvanysor, melynek
konvergenciasugara megegyezik az eredeti hatvanysor konvergen- .
clasugaridval, igy e sorra a 3.10 Tétel ujbdl alkalmazhaté. Vagy--
is az eredeti hatvinysorb6l kifndulva, egymés utén végzett dif-
ferencidldsokkal az algbbi sorozathoz juthatunk:

2 n
f(x) =a_ +a .x+a,.x +...28.x + ...
o n

1 2
£ (x)'=a; +2.a,.x + 3.a3.x2 + e n.an.xn.l + ...
£7(x) = 2.2 + 2.3.a,.x + +n.n-1).a &2 4
A T .2

aes
ae

™y =1,2,3,... @-1) . na + ...

Ha a fentl kifejezésekbe x = 0 értéket helyettesitiink, akkor az aldb-
bl Ssszefiiggéseket nyerjik: |

£(0) = ao

f7{0) = 2,
£10) = 2.a,)
() .. _
£7°(0) = n! .an

Innen a hatvinysor egylitthatdéi meghatdrozhatdk:

ao = f(0)
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a; =£(0) : :

a = f—(-ol

2 21 . (3.17)
o)

a 120

n nl

css

Eszerint az f(x) fiiggvényt el54llité hatvénysor

o0 .
Z a . xn = f{x) - .
n=0 r

felirhats a (3.17) egyiitthat6k felhasznglfssval

i3]
fo) =10y + £70) L x + L@
alakban. , '
Kimondhat6 teh4t az alabbi tétel:

3.11 Tétel: Ha az f(x) flggvény egy intervallumban, - amely
az x = 0 pontot tartalmazzz -, hatvinysor Gsszegeként elG4]-
Hthat6, akkor az f(x} fiiggvény a sor konvergencia Intervaliu~
mén beliil akirhanyszor differenciflhaté. A hatvénysor egyiitt-
hat6it pedig a (3.17) egyenletek szolgsltatjak.

3.12 MEGJEGYZES: Ha az {(x - x ) hatvanyait tartalmaz6
2 n
{) = X - - - oo - - + ...
f(x) ao + a1 {x xo}+ a2 x xo) + +an x xo)
hatvinysorral végezziik el az egymé#s uténi differencifilasokat és a lmpott
egyenletekhe az x = X értéket helyettesitjiik be, akkor a fentl hatviny-
sor az alibbi alakban irhatd fel:

{n)
f (xo)

£x) = ) + £ (x ) - (K = x )+ ..l b . & -xo)” .

3.13 MEGJEGYZES: A (3.17) egyenletekkel mar kordbban talflkoztunk:
A "Valés egyviltozbs fiiggvények differencidlszmitésa’ c. jegyzetnek V.3.
a Taylor polinomokkal foglalkozd) fejezetében,
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Miiveletek hatvinysorokkal

3.14 Tétel: Két batvinysor tagonként Gsszeadhatd &s eredményiil
a .

Za.x +Zb.x = Z(a +b).x

n=0

hatvénysort nyerjiik minden |x|<{r helyen, ahol r-rel a két
hatvdnysor konvergencia sugara koziil a kisebbiket jeldijiik.

A tétel nem szorul bizonyitdsra, mivel csupdn a sorok b'sszeadé—f;
sdra vonatkozé 1.34 Tétel alkalmazisa. :

3.15 Tétel: Két hatvinysor minden |x|[<{r helyen (ahol r a
két sor konvergenecia sugara kiziil a kisebbik) bsszeszorozhatd

83 eredményiil-

> a_.x . > b X = > (@b +ah  +... +a .b).x
n={ n=0 n=0

hatvinysort nyerjiik. (Cauchy-szorzat)

Bizonvitds: Mivel r a két hatvdnysor konvergencia sugara kdziil
a kisebbik, igy minden {x|< r helyen a két sor abszolut konvergens
(14sd 3.1 Tétel) és igy alkalmazhaté a Cauchy-féle szorzdsi szabidly. (Lisd
1,36 Tétel.)

A 3.15 Tétel alkalmazhatd egy hatvinysor pozitiv egész kitevsiii hat-
vinyainak az eloillitisira is:

n < :
Legyen a Z a .X  hatvanysor konvergencia sugara: r,

A Z a x5 hatvé.nysor négyzetét kapjuk eredményiil, ha a sort az
[xj( r helyen dnmagéval szorozzuk meg: ’

OO

n = n
Z an.x = Z {ao.an + al.an__1 + ,,. + an.aO) . X )
n=0 = .
Ezt az eljarist megismételhetjiik akdrhanyszor és ezzel a konvergen-—
cia-intervallumon beliil eldailithatjuk a hatvAnysor barmely pozitiv egész ki~

tevGiji hatvédnyit,
Az ismételt szorzfisokkal nyert sorock hatvianysorok és valamennyien

abszolut konvergensek minden olyan helyen, ahol az eredeti Zan.x]1 sor

abszoelut konvergens. (Lisd 1.38 Tétel.)
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Végezziik el két hatvénysor szorzisit egy érdekes példdn:

Tekintsiik az
o-oxll x2 x3 xn
F(x)=%;—t-=1+x+§!—+§-!-+ ...'+I-l-!-+

hatvdnysort, amelyrGl a 3.5 Tétel segitségével mar belsttuk, hogy minden
x=re konvergens és az

SOt
F¥) = 2 5 R A THE TR SRRy I
n=o¢
hatvédnysort, amely -~ 1évén a fenti sorral azonos felépitésii, - minden

y-ra konvergens,
Képezziik 2 két sor szorzatdt:

o0 n 2 2
Z Z "1+(x+y)+(-'+2y—'-+x.y)+
n=0 O
3 2 2 3
L _L+‘L}(_+_X_')+.“+
3 21 © 21 31
n n-l 2 n-2 ‘n
L I A D T
n 11 n-1! 21 n-2! n!

A zéarGjelben 4ll6 kifejenéseket rendezve:
n 2 n
A IR - .0 N LJE Yy
. 1+ (x+y)+
n' rd n! 21 n!
=0 n=

adddik, vagyis
O
Z Z > wxa

=0 n=0

Vezessilk be a fenti sorok Gsszegfiiggvényeire az alibbi jeldlést:

(= o) n oD n

z X p : ¥
F(x) = ;‘ és Fix) = ol

n=0 ’ n=0 )

A kapott eredményt a sorok dsszegfiiggvénvével felirva:
F(X)_- F(y) = Fix + y)
adédik.
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MEGJEGYZES: Konnyen felismerhetd, hogy a kapott fuggvényegyenlet-
nek az fix) = e* fliggvény eleget tesz, hiszen

X X+
e .ey=ey.
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V. TAYLOR-SOROK

Definicid. Konvergencia

Az elgz6 fejezetben a hatvinysorok targyalisindl arra az eredményre
jutottunk, hogy ha egy hatvdinysor az x = 0 pontot tartalmazé intervallum-
ban egy fix) fliggvényt 4llit eld, akkor e fliggvény 2 hatvénysor konvergen-
cia intervallumin beliil akdrhdnyszor differencidlhaté 8s az f(x) fiiggvény
differencidlhinyadosal segitségével elillithaték a hatvanysor egylitthatdi:

n!

(n)
fx) =£0)+£7(0) x4+ ... + =0 B 4

Illetve az x = X pontra felirva ugyanezt:
n .
{ )(xo) -
f{x} = f(xo + f (xo) . (x -xo) + ... +""';1-!—'-' . -xo) + ..

Kérdés, hogy az eljirds megfordithaté-e ? Eddig a hatvdinysorbsl ki-
indulva jutottunk el oda, hogy az f(x) fiiggvény, vagyis a hatvianysor &sz-
szegfiiggvénye, felirhaté (4.1) alakban.

Vajon elindulhatunk-e egy akérhdnyszor differencislhaté fix) fliggvény-~
bGl és eljuthatunk-e az f(x) fiiggvényt eldallité (4.1) alaku hatvénysorhoz ?
Amennyiben ez sikeriilne, akkor e konvergens hatvdnysor részletdsszegeivel,
vagyis polinomokkal, lehetne bonyolultabb fiiggvények kiizelitd értékeit szd-
molni az x = 0, (illetve az x = x ) pontnak a megadott hiba dltal meghatd-

rozott kis kdrnyezetében.

4.1 Definicié: legyen az f(x) fiiggvény az ~x = 0 helyen akir~-
hdnyszor differencidlhaté. Ekkor a formélisan el8allithatd

» {n)
f(0)+f'(0)-x+f—@ x2+...+£——(-9).xn+... “4.2)

. n!
hatvénysort az f(x) fliggvény x = 0 alapponthoz tartozé Taylor
sordnak nevezziik. )

Amennyiben az f(x) filiggvény az x = X, helyen akdrhanyszor
X

differencislhats, akkor feHrhats az x = alappontra tdmasz-

kodd Tavlor sora
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{n), .
f (xo}

n!

Bx )+ B (x ) (x =X )+ 1u. . (& - :‘:0)n + e, (4.3)

alakban.

MEGJEGYZES: Az x = 0 alappontra timaszkodd {4.2) sort szoktik
Maclaurin-sornak is nevezni.

Hangsulyozni kell, hogy a fenti elddllitds csak formdlls. Egy akir-
hdnyszor differenciilhaté fliggvény formilisan elddllitott (4.2) illetve (4.3)
alaku Taylor-sora nem biztos, hogy egyiltaliban konvergens, De az is le~
hetséges, hogy a sor konvergens csak éppen Osszegeként nem az f(x)
figgvényt 4Mitja eld, Ez utébbira Cauchytél szdrmazik a kdvetkezl klasszi-

kus példa:

L
T2

e ¥ ,ha x #0

fix) = 0 ha x=0.

E fiiggvény 2z x = 0 pontban-akﬁrhényszor differenciilhaté és e pontban
valamennyl deriviltja 0 4rtéki, igy az x = 0 alappontu Taylor sora:

G+ 0 .x+0 . K +.00. 40,85+ ...

E sor mindeniitt konvergens és Osszege természetesen = 0.
Azonban a sor csak az alappontban 4llitja elo a fiiggvényt, annak kérnyeze-
tében mir nem, hiszen f(x) # 0, amit az [f(x) dbrdja is tanusit (ldsd 4.1

dbra):
Y
A
|

\ - /-y=8—31(7
. S X

4.1 dbra
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Meg kell tehdt vizsgilni, hogy egy f(x) fiiggviny Taylor-sora mikor
dllitja els a fiigpvényt. Irjuk-fel a (4.2) sort

f(n}

fix) = £(0) + £7(0).x + .., +—;7(9).xn + 1 (%) 4.4)

alakban, ahol rn(x) & sor n-edik maradéktagija, (Lfsd 1.3 Definicid.)

. 4.2 Tétel: A (4.4) sor az f(x) figgvényt valamely x helyen
akkor és esak i3 akkor 4llitja eld, ha e helyen

lim rn(x) =0,
n=oo

A tétel nem szorul bizonyitdsra, hiszen ez a sorokra kimondott
1.4 Tétel egyszeril alkalmazidsa.

A Taylor-soroknil fellépd maradéktagra mir megismertiink egy for-
muldt a "VALOS EGYVALTOZSS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMIT 3-
SA™ ¢, jegyzetben a Taylor-polinom tdrgyaldsénal, (Lisd V. fejezet 3. pont.}
Espedig az n-edrendii Taylor-polinom, Tn(x), és az- f(x) fliggvény elté-

rése Iagrange-féie maradéktaggal felirva:
]

{n+l)
- _ ) n+l
f‘n(x) = f(x) - Tn(x) = YSEY < fxo- xo) {4.5)

alaiae, ahol X,X ).
aku, ahol £ &€(x,x )
Alkalmazva ezt az X, = 0 eseire és bevezetve a 5 = t{.x jelolést:
{n+1}

rn(x) - f {t.x) Xn+1 . 5)

(n+1) °

adédik, ahor 0 <t 1.
A maradéktag vizsgilatdhoz sok esetben eredményesen hasznilhaté az
alabbi térel.

4.3 Tétel: Ha az f(x) Higgvény a [0,H] (illetve a [-H,0] )
intervallumban akdrhdnyszor differenciilhaté és differenciglhinya~
dosai az intervallum barmely x helyén abszolut értékben bizo-
nyos kozds_korldt alatt maradnak, vagyis

§f(n)(x) < K m=1,2,... és K fiiggetlen n érté-

XétGll), akkor a (4.4) sor az f(x) fiiggvényt az egész {OH}
intervallumban elosllitja,
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Bizonyitis: A fentl feltételek mellett a Lagrange-féle maradéktag ab=

szolut értékére az alabbi 'becslés‘ adhats:

=lf(n+1)(§2’ P Kk b . @

lrn("’ Ty ‘@ r L)

Ugyanis If(“+_l’(5)l_\< K & |x|<H,

Ismeretes, hogy

ezért (4.7)-bd1

n=—p oo

. Tehét a sor minden x€[0,H] helyen eléillitia az f(x) figgvényt.

86

4.4 Definici6: Az f(x) fiiggvény az x = 0 ponthan analitikus,
ha e pent valamely kémyezetében eldillithaté x hatvényal sze-
rint haladé hatvdnysor Ggszegeként:

n
fix) =a_ +a x+ .,.+8 .X + ...,
&) 0 1 n ?

amely sor a mir bizonyitott tételek értehmében az f(x) fligg~
vény Taylor-sora, vagyis .

(n)

) = £60) + £ 0) L x + ..+ I=BL P
Ilietve az x = X, alappont esetében:
f(n)(xc) n
— ' -
flx) = f(x )+ £ (R )k =x )+ ...+ - £ -x) ...

Az f{x) figgvény valamely nyilt intervallumban analitikus, ha az
intervallum minden pontjiban analitikus, :



A Taylor-sorck tulajdonsipgai

A figgvények hatvdnysorba fejtése egyértelmii. Erre vonatkozik az
alibbi: i )

4,5 Tétel: Ha két hatvanysor:

n
a +a .x+ .,..+a.x +...=fx)
s o] 1 n

a :
b0 + bl.x + oL+ bn.x_‘ + ... = gX)

oeszegfiiggvénye az x = (0 pont kirnyezetében ugyanaz a fiigg-
vény, akkor a két sor azonos, vagyis :

ao=b0; a1=b1; e an=bn;

Bizonyitds: A feltétel értelmé&ben x = 0 egy kibrnyezetében a két
Osszegfiggvény megegyezik, vagyis

f(x) = g{x) .

h{x) = f{x) - g(x) = 0
fiiggvény Taylor-sora csupa 0 egyiitthatét tartalmaz:
h{ix) =0+ 0.x + ... + 0.5+ ...

" Méisrészt

"

. n
h(x) = f(x) - gix) = (a -bo) +a, - b)) .x ... (@ -bn)- X o+ ...
E ketiSt egybevetve
a =b ; a =b ; ... a =b ; ...
C L4
ad6édik, amit bizonyitani kivantunk.[]
4.6 Tétel: Ha f(x) phros fiiggvény, akkor az

n
fx})=28 +a8 .x+ ...8 .X + ...
[+] i n.
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hatvinysor x-nek csak.piros hatvinyait tartalmazza, vagyis

a; =8, = ... =32n-1 =0, m=1,2,...)

Ha f(x)} pé4ratlan fiiggvény, akkor hatvinysora x-nek csak pa-
ratlan hatvényait tartalmazza, vagyis ‘ ' g

a =a_=,,,=a, =0, (n='1,2,...).

Bizonyitds: Kihasznaljuk, hogy a hatvanysor tagjai az abszdlut kon-
vergencia miatt atrendezhetGek &s az aldbbi mddon csoportositjuk a sor tag-

jait:

2“_,.)+(a1.x+...a .x2k_1.--)(4~3)§

’ 2
£(x) ~(ao +a_.K +...+a 2k-1

2 2n""

Irjuk fel ez utan f{x) hatvdnysordt 2 -x helyen:

2n 2k-1

B 2
f(-.x)-(ao*-az.x +...+a2n.x ...)-(al.x+...a2k_1.x e} (4.9)

a) Legyen f{x) péros fliggvény, ekkor
f(x) = f(-x)

miatt a (4.8) és a (4.9) sorfejtésekhdl

@ .x+a_ . +..+a .x2k°1+'...)=0
1 3 2k-1

adédik a konvergencia intervallum barmely x helyén. Tehat

= = e = = =1 g eas
a1 33 . a2k-1 0 {k s 2 )

ad6dik, amint 4llitottuk,[]
b) Legyen f(x) pératlan fiiggvény, ekkor

-£(x} = f(-x)
miatt 2 (4.8) és a {4.9) egybevetégébil
2 2n 0

(a0+a2.x + .. +a2n S S S B

adédik a konvergencia intervallum minden x helyére. Tehat
a =a =...=a,_ =10, (n=1,2,,..)

amit 4llitottunk,{}
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4.7 Tétel: (Abel-tételének /14<d 3.8 Tétel/ egy folyoménya.)
Ha f(x) a (-R,R) nyilt intervallumban eloéllithaté

(=]
fx) = ) an.xn (= < x<R)

n=0

hatvinysorral és f(x) az intervallum egyik végpontjéban,
X =R (vagy x = -R-ben) pontban folytonos és ott a sor kon-
vergens, akkor a fenti sorfejtés e pontban is elS4llitja a fiigg~
vényt. -

Bizonyitds: Az
o0
fix) = Z a_.x"
n
n=0
egyenlet mindkét oldalan elvégezve az x — R-o hatiritmenetet, a fent el-

-mondott eredményhez putunk.[’}
E tétel két alkalmazdsét a kbvetkezd pontbeli 5 és 6. példanil bemu-

tatjuk.

Példsk Taylor-sorba fejtésre

Az aldbbiakban el6illitjuk néhiny elemi fliggvény Taylor-sorst &s
megvizsghljuk azok tulajdonssgait:

1. Az
Oox XZ . n
X
E b N I R U L T
=0 n! 2 n!

hatvanysorrsl a 3.5 Tétel felhasznﬁléséval (lasd ott 2 3, pelda) belattuk,

hogy minden x-re konvergens.
Ezenfeliil birmely [-H,H| intervallumban e" akérhényadik deri-

véltjara
l(ex)(“)] =< @w=1,2,..

fennill, ezért a 4.3 Tétel értelmében e sora minden x-re az ex
fliggvényt 4llitja eld.
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Ha a fenti sorba x = - x -t irunk, az
2.3 n

- X X ’ n x
e =1 ext+ormar—t .0 * (= . —_—F ...
Lex+or-3r*- G

sor adédik. .
2. A hiperbolikus fiiggvények koziil az
- ’ X -X

=€ ésa chx-=

e
gh x = >

Taylor~sorét a fenti két sorbdl szdrmaztathatjuk

x3 x5 X2n-1
sh x =x+-3—!-+ §+ ces +(é;—_——1)! L PPN
2 4 2n
chx=1+3‘2-!—+i-:—!—.+,_,+ g—nT + ...

Mindkét sor az 1. példsban elmondottak miatt minden x-re komvergens és
sh x, illetve ch x-et allitja eld.

- MEGJEGYZES: Emlékeztetiink a 4.6 Tételre: mivel sh x paratlan
fiiggvény, sorsban csak x paratlan kitevGjii hatvényal szerepelnek. Vi-
szont ch x sorfban x péros kitevéi 4llnak, mivel ch x péros fiiggvény.

3, Ugyanez jellemzi a2 sin x, illetve 2 cos x fiiggvények x = 0

alappontra tdmaszkodé Taylor-sorit:

X3 v . n-t 2ol
Sinx=x-§—!-+.,,+(-1) ,m+_,.
x2 n 2n

cos_x=1-2—f—+...+(—1) < ol + ...

E sorok minden x-re konvergensek (l4sd az 1. példindl mondottakat),
Ezen feliil mindkét fiiggvény valamennyi derivéltja abszolut értékben kizds

korldt alatt marad:
st )< es | (cos A< m=120

Igy a 4.3 Tétel értelmében barmely [ -H,H| intervallumban mindkét fiigg-
vény Taylor-sora minden x GEH,H] -ra & sin x, illetve a cos x figg-
vényt 4llitja €10,

v
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4., A binomiilis sor

a+xt=> /'t.) L5 4.10)
. n=0 i‘[l .

alaku, ahol t tetgszfleges valds szam. A (t) szimb6élum pedig az alibbi-
akat jelenti: n

a) Ha n = 0, akkor (:)) =1,

b) Ha n tetszdleges pozitlv egész szdm:

(t):t.(t-l).,.(t—n+1)

n n!

Ha n _>1, akkor az aldbbi kénnyen igazolhats Gsszefiiggés 4ll fenn:

66 e

(A fenti definicié alapjin uténa lehet szimolnil)

MEGJEGYZES: Amennyiben t pozitiv egész szdm, a (4.10) sor csak
véges szamu taghdl 411, vagyls egy polinom. Ugyanis az egyiitthaték -
n = {t + 1)-t5l kezdve valamennyien 0-v4 vilnak. Minden mis esetben a
(4.10) sor végtelen sor.

Hatdrozzuk meg a

> ().

hatvidnysor konvergencia sugaridt a 3.5 Tétel felhasznildsdval:

124 ?fiqtu)l [ - nl
= - lim == =1,

L. lim 15} =
R 131 I '["t)l n+1_
N—»oca n n—oa ! n—» 00
Ha
amibdl a konvergencia sugir:
R =1.

Ezek utdn mdr csak azt kell bizonyitani, hogy a -1 <{x<1 (inter-
vallumban a sor Ssszege valéhan {1 + xit,
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Bizonyitds: Mivel a (4.10) sor konvergens {-1 < x < 1)-ben, ezért
van Osszegfiiggvénye, amelyet ft(x)-szel jelsliink.

(> =]
£ (x) = Z(t) Pl (4.12)
t n :
n=0 _ )
Ugyancsak felirhaté (4.12) alapjdn ft 1(x) is:
. _ - 1
- n
£, ) = Z Ln) £ . {4.13)
n=o

Szorozzuk meg (4.13)-at (1 + x)-szel:

o0 o
d+x)y.f ,(x)= Z (t-l), xn + Z (t—) . xn+1. (4.14)
t-1 n n
n=0 n=0
St 1 < (11
A Z (t- ) xn+ felirhaté’ Z (t- ) e alakban is.
—. \.n n-1l
n=0 n=1
A Z (t;l) . X pedig 1+ Z (t;;l) . x°  alakban.
n=0 n=1 .

(Szdmoldssal igazolhats!)
Haszndljuk fel a két 4dtalakitdst (4.14)-ben:

@+ . £ &) =1+ [(t;1)+(;: H S=1e o (;) . @15y
n=l :

n=1

A legutolsé 1épésnél felhaszniltuk a (4.11) azonossdgot.

< [t 2 1t
Mivel 1+Z(n).xn= Z(n).x“

n=1 n=

o

igy (4.15) atirhatd
oo

ft n
1+ x).ft_l(x) = Z \n) x = ft(x)

n=0
alakra, ahol még felhaszniltuk (4.12)-t is. Innen
£t

£, ) = o) (4.16)

adodik,
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Az ft(x) filggvényt a tovabbiakban a differencidlhinyadosa segitségé-
vel vizsgiljuk, A (4.12) sor 'tagonként differencisthatéd {lasd 3.10 Tétel),

o0

R - t n-l -
£.x) = > n. (n) LT (4.17)
n=0
Viszont B
oo &= haacd
Z 0. (;) ] xn-l =Z n+ 1), (il)' &= Z t .(t;)_ &
n=0 - n=0 n n=0
Ezt {(4.17)=be beirva:
(=] 1
£ix) =t . ZLt°).x”=t.f ®) . 4.18)
t n t=-1
n=0
A legutols6 lépésnél felhasznéltuk (4.13)-at. Irjuk be (4.18)-ba (4.16)-ct:
f.&x)
L&) -t -y
Ezt (1 + x)-szel beszorozva:
[ . @ +x) -t )= 0. (4.19)

adédik. Ennyi elSkészités utén mér kinnyi beldtni, hogy
) =@+ x)
vagy ami ezzel ekvivalens, hogy

ft(X)

~=1 (1< x< 1) . (4.20)
(1+x)

4 fenti fliggvény (-1 < x<{1)~ben mindeniitt differencidlhatd és a dif=-
ferencidlhényadosa:

!’ft(x)"’ ) B . (L +x) -1 .t

. = 0,
L)t a+

(a derivdlt szdmldléja (4.19) miatt egyenld O-vall) ami azt jelent!, hogy a
fiiggvény értéke (-1 <{x < 1)-ben 4llandé. Kénnyen kiszémithaté a fliggvény
értéke az x = 0 pontban: Itt a nevezd értéke = 1, a szamlild értéke pedig
{4.12)-b81 adédban: ft({)) =1,
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Ezzel (4.20)-at igazoltuk.” Tehit -1 < x < l-ben

- m -
R0 = @+ xf = 2 (") e

- amit bizonyitani akartunk,{]
5. Alltsuk el az

f(x) = In{t + x)

Taylor-sordt az x = 0 alappontban, Kihaszniljuk a 4.5 Tételt, nevezete~

sen azt, hogy ha bdrmilyen médon fejtjiik is a fliggvényt x hatvinyal sze- -

rint haladé hatvdnysorba, a kapott konvergens sor a fliggvény Taylor-sora,.
Alkalmazzuk az aldibbi mddszert:

Fejtsilk eldszdr sorba a fiiggvény differencidlhinyadosdt:

[ln{l+x)]' = lile -x+x2—x3+...+(-1}n.xn+...._

geometriai sor, amely konvergens, ha |x[<1.
Mivel a hatvinysor a° konvergencia intervallumon belil tagonként in-

tegrélhato, (t4sd 3.9 Tétel) igy:

In{l +x)=ﬂ:ln(1 +xi]’dx if(l --J.:+K2 -...)dx =C + x =
) | x2 x3 n xn+1
--2—+T+,..+{-1) a1t e

A C integriciés konstans meghatdrozhaté, ha mindkét oldalt az x = 0
alappontban tekintjilk: :

Inl=¢C, amibél C = ¢ adddik,

Igy a keresett Taylor-sor:

xz 3 n n+l
ln(1+x)=x-?+ + ..+ (=1Y .

24w

w‘%

n+1

A konvergencia iIntervallum az integrilidssal nem valtozik, 1gy a sor
(=1 < x < 1)-ben konvergens.

MEGJEGYZES: A fenti

X o0 n x_n+1
I +x) = ) )" . P
n=0



sor az X =1 helyen s konvergens (l4sd 13. pé&lda) &s € helyen az

In@l + x) fiiggvény folytonos, Igy a 4.7 Tétel &rtelmében a fenti sor az
x = 1 helyen is elSsllitja a fliggvényt, vagyis

1

n

111(1+1)=_§_ (1) gl
n=0

Tehét

1
+

n
.+ (+1}) R

=

(X}

il

—t

i
o

+
L=

6. Allitsuk el§ az
f(x) = arcsin x

fiiggvény Taylor-sordt az x = 0 alappontban. Ugyanazt a médszert alkalmaz-

. zuk, mint az 5., példin4l, most is elGszdr a fiiggvény differenciilhinyadoss-
na2k a sorét dllitjuk eld:

(aresin x)° = ———— = a - xz)-1/z .

Itt a 4. példdban fsmertetett
t = [t

@+ x = Z().x“

n=0

' 2
binomiélis sorfejtést kivdnjuk felhasznélni, mégpedig t = -1/2 és x = (=x )
értékekre. Igy a binomidlis sox:

a -7 - :go(’ljz). (_‘32)” —1s (‘1{2) .(-x2)+ ('lf). (-x2)2 .
. (-13/2).(.,;2)3 . (14/”) (.xz)‘* -

2
. Xt

Tehit

3 4.1 3 €
.4.X 4

. 1 5
(arcsinx)—1+2 6.x+

BI |-

s 1
2

L]
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A sor a (<1< x<1) intervallumban konvergens, amint ezt a 4., pél-
dénil a binomi4lis sorokrdl belsttuk.

Mivel a hatvanysor a konvergencia tartoményon belill tagonként integ-
rdlhatd, igy: '

] .21 3 4
aresin x = J(arcsin x)dx = y(l +51 e A
.3 .
fLE5 6 ecaxal X131 8 s K
5z g X .o Xt gty e st e

A C integrdcids konstans meghatirozhaté, ha a kapott sort és a sorha-
fejtett fliggvényt az x = 0 alappontban tekintjiik:

arcsin ¢ =.C, amibdl C = 0 ad6dik,

Igy a keresett Taylor sor:

aresimxoxsl 2,1 3 2,135 x
sxx2.3 2.4.5 2.4.6.7 oo

A konvergencia intervallum az integrdlds révén nem viltozik, tehdt a sor
a (-1 <x<{1) intervallumban konvergens.

MEGJEGYZES: Erre a sorra is alkalmazhat6 a 4.7 Tétel, vagyis
Abel-tételének a folyoménya és segitségével J1 kdzelitd értéke is szdmol-
hatb. Ugyanis a fliggvény a konvergencia intervallum mindkét végpontjdban,
a -1 és +1 pontokban egyarfnt folytonos, ezen kiviil kinnyen beldthaté, hogy
€ pontokban a sor konvergens, Alibb az x =1 pontban bizonyitjuk a sor
konvergencigist: '

A sor pozitiv tagu, tehit az n-edik részletésszeg  kisebb a sordsz-
szegnél, vagyls birmely o < x<1 pontban
il
2

sn(x)<arcsin x< arcsin 1 =

(az utdbbi egyenldtlenség annak a kivetkezménye, hogy a 0<x<1 in-
tervallumban az arcsin x fiiggvény monoton névd. )
Rogzitslik az n indexet &s tekintsiik a fenti kifejezés limesét:

I

lim sn(x) =sn(l)< P
X— l=0

Teh4t a fenti pozitiv tagu sor n-edik részletdsszege az x =1 pont-
ban is korlétos, amibSl a sor x = 1 pontbeli konvergencidja mir kovetkezik.
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A kapott eredményt felhaszndlhatiuk <~ értékének kizelitd szimi-
tdsdra, ugyanis a 4,7 Tétel értelmében: :

J] 1

aresin 1 =—2-—=1+

(MEGJEGYZES: a fenti szdmitisokhoz hasonlé médon ldthaté be a gor kon-
vergencidja a -1 pontban is.)

97



' ' V. FOURIER-SOROK

1. Bevezetd

Ha egy periodikus jelet vizsgslunk, aklor (gyakran) els§ 1épésként,
azt szinusz alaku jelek szuperpozici6jaként 4llitjuk eld ugy, ‘hogy a szinu-
szos jelek kiiffrekvenciii egy adott () kdrfrekvencia egész szdmu tobbszd-
rosel,

Egy ilyen el64llitds matematikai megfogalmazdsa a kdvetkezo: Legyen
f egy olyan periodikus fliggvény, amelyre

- 27
ft -a)=1ft), a=%3;

hatdrozzuk meg bl , b bn , ... egylitthatékat ugy, hogy a

9 csay

bl sincut+b2 sin 22t + ... +bn sinmedt + ...
sor Gsszege f(t) legyen minden t értékre.

(Itt és a tovibbiakban f 'kbzinséges egyviltozds" fiiggvény.)

Egy ilyen sor nem minden esethen létezik. Ha azonban a
sin kwt ; k= 0,1,2,.,.} fiiggvényekhez hozzdvessziik a
cos whkt 3 k =1,2,3,...} fiiggvényeket, akkor minden sz4imba johetd a
periddusu (vagyls az f(t™- a) = f(t) feltételt teljesitd) fliggvényre a fel-
adat "majdnem minden" t pontban megoldhatd.

A Fourier sorok elmélete periodikus fiiggvényeknek ilyen un. trigo-
nometrikus sor alaku el64llitdsdval és az ilyen sorok tulajdonsédgaival fog-
lalkozik.

2. A Fourier-egyiitthaték meghatdrozisa

A

a .
0 .
Tu(t) =5 ta cos wt + bl sinot + a, cos 2wt ~r-b2 sin 20t + ...

. + an co8 n Wt +bn sin neJt
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alaku fiiggvényeket (n-edrendil) trigonometrikus polinomnak nevezzﬁk Témo=-
rebb jeldléssel:

a n
T () = == + > (a_cos ket + b, sin Kcot) . ’
n 2 =1 : k

A trigonometrikus polinomok tehdt az {cos kwt; k=01 2,...,n_}
és {sin ket ; k=1,2 ...,n_} fiiggvények Hnedris kombinéciéi.
Trigonometrikus -sornak nevezziik azt a fiiggvénysort, amelynek 2n + 1- .
edik részlettsszege egy n-edfoku trigonometrikus polinom, vagyls egy tri-
gonometrikus sor a kovetkezd alaku

a +a coswt+b sinwt+ .., +a, cos kedt + b, 8in ket + ...
o 1 1 k - k

= E (a, cos kwt+b gin k «wt).
k
k=0

A tovdbbiakban csakis olyan a pe-

ri6dusu fiiggvényekkel foglaikozunk )
amelyek olyanok, hogy [0,a ] inter-
vallum feloszthaté véges sok olyan
részintervallumra, amelyek belse-
jében a fliggvény monoton {nemcestk- /

kend v. nemndvekvd), Ezeket a fligg- .- -—/’\/
vényeket megengedett fliggvényeknek II .
| t

[ S

nevezzitk majd [5.1 4bra]
Az egyszeriibb jelslés céljsgbsi a
a tovibbiakban csakis 2T  periédusu ’
fiiggvényekkel foglalkozunk. (Ekkor megengedeft fﬁggyény
W= 1) Eredményeinket kdnnyen 4t- 5.1 abra

irhatjuk ezutén az a ~A2J esetre.
A legelsd probléma amivel foglalkozunk a kivetkezd:
Hogyan vilasszuk meg az ao, a, bl"" ak, bk' ... egylitthatékat,

hogy a

o] .
fit) = +a; COSt+bISmt+...+akcoskt+bksinict+...
legyen ?

Tételezziik fel azt, hogy a jobb oldalon 4}i6 trigonometrikus sor
egyenletesen konvergil az adott f fiiggvényhez. Ekkor az egyenldség mind-
két oldalit megszorozva a_cos nt fiiggvénnyel (n rogzitett!), majd tagon-
ként integrilva a [O,Z‘J:'] intervallumon, az egyenldség érvényes marad:
(1d. 2.8 Tétel).
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297 a 2 24
. (o]
f fit) cos ntdt = E—J‘ cos ntdt + a1 cos t cos ntdt +
o] . o o
29T ' 25
+hl gin t cos ntdt + ... +ak cos kt cos nt dt +
0 0

20
+bkf sin kt cos nt dt + ..
0 .

Kozvetlen szimoldssal beldthatd az
(%} 1, cos t, sint, ..., cos kt, sin kt, ...

fiiggvénysorozat kbvetkez§ nevezetes tulajdonsiga

25 ‘ i
_1J' cos mt © ¢t = 0, ha n#m
To mi cos o h 1, ha n=m

5
ij" . ¢ si tdt;‘ 0, ha n#m
To smm'smn = _1, ha n=m

1251“

;f sin mt cos nt dt = 0
J .

[}

vagyis (ez a lényeges tulajdonsig) a [0,25?] intervallumon birmely két
kiilonbbzd fliggvény szorzatinak integrilja nulla a (%) filiggvénysorozatbhan,
Az ilyen fiiggvénysorozatot ortogonélisnak fogjuk nevezni.

Az elmondottak alapidn

1 20
7= j f(t) cos nt dt

a =
n Jx

o]

és ez nyilvin tetszlleges n-re, vagyis n = 0,1,2,... értékekre érvényes.
Hascnléan nyerhet$, a sin at filggvénnyel végigszorozva majd integ-

ralva,
29

j f(t) sin nt dt
(&)

o
i
S




A..kapott an,bn n=20,1,2,... értékeket az f fiiggvény Fourier

egyiitthatéinak és az ezekkel az egyiitthatékkal felirt trigonometrikus sort
Fourier sornak nevezziik. Eredményiink a kivetkezs:

5.1 Tétel: Ha agz

a
O

= + sin kt)

™8

@,

kcos_kt+b

k

o
1]

1 -

sor egyenletesen konvergens és a sor Usszege f, akkor

L 20 ,
ak = ra E(t) cos kt dt k = 0,1,2,...
Lo ]
: 1 29
bk=—5—r—of f(t) sin kt dt k=1,2,3,...

Példak: I. Irjuk fel az f(t) = |sin t| fiiggvény Fourier sorit {5.2 &b-
ra). Ekkor

a 29 J
o -1 . 1 .
—2——=,}r:f [sin t]dt=:q-:-[Jsmtdt— y
o 0
2w .
—ismtdtJ—,r, .
]
i 29 ¥ Y ¢
ak:‘J‘T‘[ | sin tjcos ktdt = q 20
. d
1[3' y=]eint |
=5 jsin t cos It dt - 5.2 dbra
0
2%
~Jsintcosktdt—]:~l-"1 ﬂ-coe(k+1)UT)-l (I -
| "JTl_k+1' k-1
T
- cos (k-l)'il")], ha k> 1,
}
mivel a
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1 .
sin t cos kt =73 [sin (k + 1)t - sln (k -l)t]_

trigonometrikus azonossﬁg alapfin

‘ 1 1 1
J’.Sintcos}ctdt—g[-k+lcos (k+1)t+k_1c:os(k-1)t],

ha k # 1. Tovabbi4

T

g
12.1 IJ 12!
al_zg?,( | sin tlcos t dt = q—rosmtcostdt -ii-;j sin t cos t dt =

0 0
a T
2 1 . _
Jf'f sintcostdt—‘-l,; gin 2t dt = 0.
o] o ’

Hasonld szimitisokkal

2%
1!’ | .
= sin t]sin kt dt = 0 (k =1,2,...).
by T

Arra az eredményre jutottunk, hogy y = |sin t| Fourler sora "tiszta ko-

szinusz" sor és a Fourier egyiitthatok sorozata

< 4 4 4
—_— - — - —— - 0
.jT' H 0: 33‘5— 1 O 15&?" 1 Or 353{— ] ’
4ltaliban
0, ha k péaratlan
a =
k 2 1 1
g il -E——_l_) , ha k péros
és igy a Fourier sor
4 4 4
|sin t]= ﬁ*- T3 008 2t ~ Tgm— €05 4t - ... = TTyETy) ©08 2 K+,

Tomoérebb forméban

o

2 4 1

lsmtl:ﬁ:'j-?z_—#z cos 2kt.
k=1l 4k -1

MEGJEGYZES: a) Figyeljilk meg, hogy
29 +5

f | sin tlsin kt dt = |sin t]sinktdt
O -

=
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és igy abbél hogy |sin t| sin kt paratlan fiiggvény, mér rogion kdvetkezik;
hogy bk
b} Figyeljiik meg azt Is, hogy
29 : +qr
I's
J lsintlecs wat = [ |stn t|cos ktat
3 :

és igy abbsl, hogy lsin t]cos kt piros fiiggvény, az a, k # 1 egyiitthato-
kat
T &
0 N] _J?
j | sin tlcos ktdt = 2 J[sin t[cos ktdt = 2 J sin t cos iktdt
G o 0

alapjdn az elmondottainal egyszeriibben is kiszdmithatjuk.

¢) Arrdl még nem beszéltiink, hogy y =|sin t| Fourier-sora kon-
vergil-e a fliggvényhez, Itt "elGlegezett bizalommal' egyenlSséget irtunk a
fliggvény és a Fourfer sora kizé, Ezt fogjuk tenni a jovoben Is. Igy minden
esetben amikor a konvergencia problémsik nem tlsztézottak "fE) = 7 igy
olvasandé: '"f{t) Fourier—sora egyenld",

A Fourler-sor Gsszege itt valéban el84tlitja a fiiggvényt ?

o

) 1
Mivel a Z —% —— sor konvergens &s nyllvan
k=1 4k -1

21 2 21 |cos 2Kt ]|,
4k™ -1 4k

ezért a Fourier-sor egyenletesen konvergens. (ld. 2.6 tétel).

Késdbb, a Fourler sorok konvergenciijirél sz616 4. pontban megmutat-
juk, hogy ha f folytonos fiiggvény és a Fourfer sora egyenletesen konver-
gens, akkor a sor Osszege maga a fiiggvény. (Ez nem nyilvinvals, Id. a
Taylor sor esetében a 4.1 4br4t.)

II. Irjuk fel az

fity = it - 29) = f(t)

figgvény Fourfer sor4t (5.3 dbra).
Kizvetleniil lathaté, hogy
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Mivel minden 25 peribdusu g
fiiggvényre
_ 20 2% +a
fr , [ ewat = [ gt
/-' o o )
—
5?'\/.'17 (tetszileges a -mellett), ezért
5.3 sbra
T 39
29 * 2 9 .
-4 J Et) cos ktdt = = 2t cos ktdt += [ (2 —=t) cos kidt = o
5 T )y T & l ,
- E f’:l:
2
k=1,2,...)
a 57
20 ; _;' %
1 2
b =,l_ fit) sin ktdt=-,1: ,z.t sin ktdt +z f [2-;—4}, sin ktdt =
k & ] p4 a
5 = a
2 2
o[ W & § 30 . @1 3% _:ge_'l_s‘JT]
_{a""-[—ZkCOSkZCOSk2+k25mk2+kZCOSk2 kzsmk2+
2 9 HI
+kﬁr(cos k2 -cos k ) .
7o 4 .
amib6l kiolvashatd, hogy bk =0, ha k piros, bk = ha %k négy-
k
4
gyel osztva egyet ad maradékul, és bk == ha k néggyel osztva
hdrmat ad maradékul. Formuliban: k .
g, ha k péros
b= { =, ha k=4n+1 "0 =0,1,2,...
K 2
K .
2
- =, ha k=4n +3 n=0,1,2,...
k2

Eredményiink alapjan

i) = 2(smt-l—sm3t+ —Lsm 5t--—-sm Ttr.)=2 Z (-1)
9 25 49 ko

L — 5 sin (2k + 1)t
2k + 1)
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és éppugy mint az elfzd példdban belathatd, hogy a sor egyenletesen konver-
gal az [ fliggvényhez. :

I, Az [. példa eredményében, t = drtélket helyettesitve

— - o0
|sin£-t={:—2_-%z —L— cos k.

~
Figyelembe .véve sin ;—‘ és cos kT k = 1,2,.... értékeit, megfeleld
rendezés utidn ¢

—
]
S-1-2 2 ()=,
k=1 4k -1
vagyis az
1 1 1 k 1.
-+ = o+ ., + ={1) >
3 15 35 A -1

sor 0sszegébdl kiszAmithatjuk T értékét.

MEGJEGYZES: Ahhoz, hogy T értékét ebbSl a sorbsl 0,01 pontos-
siggal biztésan megkapjuk 10 tagot kell Gsszeadnunk. (Miért?)

A Fourier egyiitthatékra vonatkozdé eredményeket azon feltétel mellett
nyertiilk, hogy az [ fiiggvény Fourier sora egyenletesen konvergil az f
fiiggvényhez (az egész szdmegyenesen).

A Fourier sorok jelentls
része azonban nem konvergil
egyenletesen,

Példa: Gyakran fordul elg,
hogy az dbran lithatd pericdikus
jeleket kell Fourier sorba fej- i
teni, (5.4 és 5.5 dbra). Ekkor i
a Fourier sor nem konvergdihat f
egvenletesen a megfeleld fiigg~
vénvhez, mivel folytonos fiigg- I o
vénvek egyenletesen konvergens :
sordnak Osszege is folytonos
fliggvény. (Ld. 2.7 Tétel.}

!

negyszog rezges
5.4 4bra
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LA ' /
' et
29

a a

flrész rezges
5.5 fbra

(Ebb8l arra is kivetkeztethetiink, hogy az ugrashelyek koriil lehet baj

a kozelités pontossdgival.) _
Részben ez a jelenség indokolja, hogy a Fourier egyﬁtthaték meghatd-

rozfsdra egy misik utat keressiink.

3. Egy minimum probléma

Hatirozzuk meg az ak, bk k= 0,1,2,,,. egyiitthatékat ugy, hogy

2 a
),}_-f (f(t)-]:-—-+Z(a coskt+b sinkt):l)dt

i
o 2 k=0

értéke miniméalis legyen.
Részletesen kifejtve a fenti integralt és figyelembe véve az

2, cost, sint, ..., cos kt, sin kt,

filggvénysorozat ortogondlitisat (ld. 2. pont) a fenti integrail
247 9 aj n 0 5 1 29
j ft) dt +-?+ kZ {a, + bk) - aoi.J f(t)dt -

=0

k

S-

92 2
L7 17 _
-2 5 akff‘oj f(t) cos kidt - 2 kzl b 5 Oj £(t) sin ktdt

alakot §lt. Ez a kifejezés, minden egyes a,_ és bk méisodfoku fiiggvé-
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nye. Ezért a minimumkeresést ttees négyzetté egészitéssel kezdjiik, A
fenti Osszeg ekkor

a

4 2
j fit)cos ktdt)} +
3 ‘

G 2 2 g )
1 2 1 1 9
+7 b -z [ 0 stk - (| ft)dt) - (g [ flrcos waty” -
0 o -
247

f £(t) sin ktdt)2
o]

5

-

Ebbdl az alakbdl viszont ny11vénvalo hogy a szbban forgd tntegréi értéke
pontosan akkor lesz minimilis, ha

1 29 ] 2
a, :ﬁ?f £t) cos ktdt; b :&:'“f ft) sin ktdt
, o )
vagyls 2, bk k=0,1,2,.... éppen az elfz8, 2, pontban meghatfro-

zott Fourler egyiitthatok.

MEGJEGYZES: Ha a tobbvéltozés fiiggvények szélsSértékszamitasst is-
merijiik, akkor annak alkabnazisgval is eljutunk a fenti eredményre. Ugyan-

is, az ay és bk vAltozdk szerinti parcidlis deriviltak,

i

2
1
2ak—2,1-3'_j. £(t) cos ktdt (k= 1,2,...)

t

O

2 .
2b -2—1-f f(t) sin ktdt k=1,2,...)
K72 2 aan

pontosan a fenti értékmél nullsk és a masodik derivaltakbé] alkotott métrix

2 0 . 0
o 2 .
0 , 2

nyilvan pozitiv definit. (Ld. Valés tdbbviliozbs fiiggvények differenciilszi-
mitdsa IV. 2.12. és 14.)} .
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A lkitiizott minimumprobléma megoldis4bdl fontos Ssszefiiggést kapha-

tunk egy fiiggvény négyz'gtintegréija 68 a Fourier egyiitthat6i kozott.

Ha a b, - Fourier egyiitthat6k, akkor

k’ k
29 a 1 290
f (f(t)—[—g + Z (a, cos kt+b sin !ct):l dt ,—.J' f(t) dt ~
2 k i)
e} k=1 _ o
.2 n
a0 2 2
"(T+Z ak+bk b
k=1

amibfl kdvetkezik, hogy a Fourier egyiitthatok négyzetisszege konvergens

és

Ez

27
j £)2at.
o)

‘=7|H

2
0
zZ<a-b>

az egvenlftlenség alapvetden fontos a Fourier sorok elméletében.

FELADATOK

1,

108

Legyen h egy 271 szerint periodikus fuggvény és c tetszoleges érték.

Igazoljuk, hogy ekker

29 c+2 97
hit)dt = h{t)dt.
oo |

Milyen, a fentihez hasonlé tulajdonsdga van egy tetszdleges T-periodosu :
fiiggvénynek ? 'i

. Igazoljuk, hogy

cos kt sin mtdt = 0

0, ha k#m

cos kt cos mtdt :{&T ha k = m

1

i
J
o
2 (
0 ha k
C]J sin kit sin mtdt = ' h kfm
5 T, a =m .

Adott a<hoz hogyan kell w) értékét ugy megvélasztani, hogy az
1, cos wt. sinwt, ..., cos kawt, sin kwt, ... fiiggvénysorozat

ortogonilis legyen a [O,a:l' intervallumon ?



5—. Legyen h egy T-periédusu fiiggvény. Ekkor a h Fourier-egyiitthaté-
inak nevezziik az ’

T

T .
2 A 2 y 2%
ak—Tofh(t)costhdt, bk-Tofh(t)skatdt
k =0,1,2,...)

értékeket. Igazoljuk, hogy ha az
a .
o 20 . 2W 20 T
2+a1 cos T’c+blsm Tt+...+ancosnTt+bnsinTnt+...

trigonometrikus sor egyenletesen konvergdl a h fiiggvényhez, akkor
a, bk k=0,1,2,.,. csakis a Fourier egyiitthatok lehetnek,

6. Igaz-¢ minden piratlan fiiggvényre, hogy Fourier sorfban a_ = 0
k
&k =0,1,2,...)?
7. Mi jellemzi egy paros filggvény Fourier -sorit ?

4. A Fourier-sor konvergenciija

Eddig még nem foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy egy fiigpvény
Fourier-sora mikor konvergdl a fliggvényhez. Csupfn két dolgot 4llapitot-
tunk meg: -

a) Ha az

18

o :
5 (akcoskt+bks_mkt)

=
it
—

trigonometrikus sor egyenletesen konvergil az f fiiggvényhez akkor a,

b, éppen az f fliggvény Fourier egyiitthat6i.
b} Ha .
ao n
T ) =5 + b (a, cos kt + by sin ki),
k=1
akkor
20
%) [ em -1 00 o
3 n
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értéke pontosan akkor minimflis, ha ak, bk éppen az f Fourier egylitt-

hatéi. .
Az els6 eredmény azt sugallja, hogy megvizsgaljuk, melyek azok a
fiiggvények, amelyeknek Fourier sora egyenletesen konvergens és a sor

Osszege minden t értékre ().
A miésodik eredmény pedig azt a problémét vetf fel, hogy n nivelé-

sével az (%) integril értéke tetszGleges kicsivé tehet§—e ? Roviden, igaz-e,
hogy ha Tn(t) az. f(t) Fourler-sorinak n-edrendli részletosszege, akkor

297 o .
lim f [¢¢) ~ T (t)] dt = 09
L n
n—+oe 0O
A kbvetkez8kben az egyenletes konvergencia probléméjsval foglalko-
zunk. A mésodik problémAra a 6. pontban tériink ra,

Segédtétel: Ha g egy olyan megengedett fiiggvény, amelyre
2% . t .
gt = 0 & ft) =f(0) + | TWT,

0 0

(anyis, f egy olyan (27 szerint) periodikus fliggvény, amely

egy megengedett g integrilfliggvénye), akkor az f &s g fiigg-
vény -{ak, bk} és {ak R bk Fourier egyiitthatdi kozott
a kovetkezd Gsszefiiggés van

1 1,
= o — ? I b e ' . =1 PP
q T TPk P TR k=1,2,

Bizonyitds: Kozvetlen szdmoldssal:

) 20 1 - _ 2 29 1,
ak = §0J f{t} cos ktdt=1;-§_|f(t) 8in kt]o - Eﬁ-lzo gft) sin ktdt = - E bk -
1 2% : ) 25 1 29
by =ﬂ,-0j £(t) sin Kt = - E—,}[f(t) cos kt]o + ﬁoj gt) cos ktdt =

L L eoay L
= ) - fer) - o)

és f{2%) - £f{0) = 0, mivel f 27 szerint periodikus folytonos fiiggvény.[]
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5.2 Tétel: Ha f kétszer differencidlhatd, flipgvény &8s az
derivéltfuggvény is folytonos, akkor f Fourier-sora egyenlete..
sen_konvergens.

£ rr

Bizonyitds: Kétszer alkalmazva az elz8 eredményt

1 1
a = =—an és b, =~ b" f k =1,2, .y
k k2 k k k2 k
ahol a‘i{, b';{ az " TFourier egyiitthatéi, Ennek ajapjin

a V a > 1 ir
—29—+Z (akcoskt+bksm kt)=—2—°-+Z —2-.(ai;cos kt+bks‘m kt) .
k=1 k=l ok

Ha figyelembe vessziik azt, hogy a'l;--,(} —> 0, (hiszen az elGzo, 3,

b
. a2
o 0
pont végén igazolt egyenlStlenség alapjén 1t Z (a + bk)<c>o) , akkor

azt kapjuk, hogy elegendGen nagy n-re ]a'r'1 cos nt +b" sin nt | kisebb pél-

ddul mint kettd.
Ebbol kovetkezik, hogy elegendoen nagy n,m paArra

m
’ Z (a cos kt + b sin kt}! IZ (a” cos kt+b" sin kt)lé Z

k=n

L\D‘lﬁ

amibGl a 2.6 Tétel, a "Weierstrass kritérium" alapjin mir kovetkezik, hogy
f Fourier-sora egyenletesen konvergens.[]

A most bebizonyitott tétel nem kielégit§ a villamosmérnik szimira,
hiszen még a 2. pont megoldott példbira sem alkalmazhaté. (Miért?). Ha-
tdsosabb tétel igazoldsfira a Stieltjes-integralrsl tanultak sziikségeselk,

5.3 Tétel: Ha az f Figgvényrdl csupdn azt tételezziik fel, hogL
egy megengedett g fiiggvény integrilfiiggvénye, a Four1er~sora
akkor is egyenletesen konvergens. .

Bizonyitds: Ekkor
t
) = 10) + [ gTHT
0

€s a g Fourier egylitthatira:
i 24

2 2
f glt) cos ktdt = ,{ g(t) sin kt] + El'_f’j sin kt dg(t) ,
o o o

.
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amibdl a folytonos filggvények Stieltjes integraljira vonatkozé alapvetd becs-
lés alapjin '

[éi{]é-&ﬁ,‘lar g 3

és hasonlé moédon '
s 1 .
B[S g var e :

(Itt Var g jelenti a g fiiggvény totdlis varidciéjat. 1d. Valés egyviltozis
filggvények integrilszdmitdsa III.2.21)
A Segédtétel alapjin ebbdl kovetkezik
b konst 1
k]< nst, -

1
a konst. % 3
2| < 2 2
63 éppugy mint az el6z§ 5.2 tételben ebbSl miar kovetkezik a kivint egyen-
letes konvergencia,

AbbSl, hogy egy f fiiggvény Fourier sora egyenletesen konvergens,
még nem kivetkezik, hogy az f fiiggvényhez konvergil. Ezt kiilon be kell
bizonyltani.

Meg fogjuk mutatni a kbvetkezdt:

5.4 Tétel: Ha az f folytonos fiiggevény TFourier-sora egyenle-
tesen konvergens és Gsszege T(t), _akkor T(t) = f(t} { minden

t _értékre).

A Dbizonyitds két 1épésben torténik. -
1. lépés: Legyen T(t} a Fourjer-sor {sszege, ekkor
20 20
f ) [T(’t) - f(t):l cog ktdt = 0 ; J' [T(t) - f(t)J sin ktdt = 0
0 6

k =0,1,2,...) vagyis a T -f folytonos fiiggvény minden Fourier egyiitt-

hatéja nulla.
Ezt az 4llitdst kdzvetlen szamolissal igazolhatjuk.

1. lépés: A momentum tétel: Ha a h [folytonos fiiggvény minden Fourier-
egyiitthatdoja nulla, vagyis

j

(k = 0,1,2,...), akkor h{t) =0 minden ¢ értékre,

('["’

25 -
h(t) cos ktdt = 0 s f hit) sin ktdt = 0
0

a
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MEGJEGYZES: A momentum tétel tartalma az, hogy csakis a h = 0
fiiggvény az, amelynek minden Fourier-egyiitthatéja nulla,

A _momentum tétel bizonyitdsa. Ha van olyan to, hogy h(to) = c# 0,
akkor

1
g(t) = Zht + ¢ )

olyan folytonos fliggvény, hogy g(0) =1 és.

£ T ity aos kit - t a8 = i F7 hetyeos Kkt dt
e fg(t)cosktdt=J (t) cos kit -t )dt = cos oj (theos '
- -0 <
+Ir g
+ sin kt J " h(t) sin ktdt = o0,
© g
amibdl kévetkezik, hogy
20
j git) cos ktdt = ¢ (k = 0,1,2,...).
3 .

Ugyanigy ldthatd be, hogy
2@
g(t) sin ktdt =0 (k =1,2,...).
0

Mivel g folytonos és g(0) =1,
ezért van olyan (-a, +a) interval-

lum, .amelyben g(t) >é— . Le-

gyen T(t) =1 -~ cos a + cos t
6.6 dbra); ekkor T™(t) n=1,2,...
mind trigonometrikus polinomok
(miért?) és igy
+
g(t)Tn(t)dt =0 n=1,2,.,,

T(¢)

- b ] } E —
_5}-/ ¢ 9 +c Nag
Bontsuk fel ezt az integrilt 6t
részre 5.6 dbra
+5 a-g - +a a+g w
vea = J + J' + J + J + J' *
- ~q -£ a a+ &
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A (-2, +a) intervallumon T@)>1 és g(t) >% 65 igy
+a

[ 0 Tt >a .
3 .

A(-T, -a-g)és @+ &, T) intervallumon ]T(t)|§q<1
és igy

2-& n (- il
lim L gh) Thedt - | g TNwat -
e o at+ g

Végiil, elegendben kicsi &£ >0 esetén

a+& a+f
| [ ety e [ | emar
a a :
& -a- & ’ -a-£ .
| J g(t) Tn(t)dt’__g f [g(t)ldtJ
- -

alapjin a bal oldali integrilok értéke tetszlegesen kicsi.
Azt kaptuk tehit eredménylil, hogy
+0
n
I ew T

=

nem lehet 0, ami ellentmond feltételinknek. Igy h{t) = 0 minden t ér-
tékre, amit bizonyitanl akartunk. '
Mias esettel nem foglalkozunk. Ugyanis ha f{ nem integrilfiiggvény,
akkor a konvergenciaproblémik térgyaldsdhoz olyan matematikai eszkézok
sziikségesek, amelyek tulmennek az eddig tdrgyalt matematikal ismeretek

keretén.
Erre az esetre bizonyitds nélkiil kiizlink egy olyan eredményt, amely

a villamosmérndki gyakorlatban elSforduld eseteket magéban foglalja.
Dirichlet tétele. Legyen a |0, 2;]}-97’ intervallum feloszthatd olyan (a,b) |
részintervallumokra, amelynek belsejében [ nem cstkkent vagy nem nG-
vekvd fliggvény 6s a végpontokban pedig létezik az f(a + 0) Jobb oldali |
%s az f(b - 0) bal oldali hatdrériék.

Ekkor minden t pontban létezik az f(t + 0) jobb &s f(t - 0) bal- -
oldali hatarérték és az f fiiggvény Fourier-sorénak Usszege

ro =

l:f(t + 0y + fit - 0)] .
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K‘dvetkezésképpen, minden olyan t pontban, ahol f folytonos, a Fourier-
sora az f fliggvényhez konvergil.

FELADATOK

8. Igazoljuk a 3, Tétel bizonyltisdnak I. lépését!
9. Igazoljuk, hogy

: k
pt) = (sin £ . (cos t) m=1,2,..., k=1,2,..,
trigonometrikus polinom.

"10. Igazoljuk a kivetkezf tételt:
"Ha minden t é&rtékre

a oo
—9—+Z(a cos kt + b, sin k) = 0,
2 k k
k=1
= = = = .1
akkor ak 6, k=0,1,..., bk 0, k=1,2,...
11, Mutassuk meg, hq@y az elozd feladatban kizolt tétel a kovetkezdvel ek-

vivalens:
"Az f— {ak, bk} leképezés egy-egyértelmii. {Ahol f folytonos

fv és {ak, bk} a  Fourier-egyiitthatéi.)"”

12, Irjuk fel a 4. dbrdn lithatd fiiggvény Fourier-sorit. Mutassuk meg, hogy
a Fourier-gor Osszege 0 a t = k% pontokban.

5. A Fourier-sor komplex alakja

Az Euler-formula
it
ej =cogt+ jseint

t
alapjidn az e] hatvinyai szerint haladd sor alakjiban is felirbatunk egy
Fourier-sort.
Az Euler-formulibdl

jkt

cos kt =%(e + e ) k =0,1,2,...}
sin Ikt = @ - I, k=1,2,...)

2]
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aminek alapjin a Fourier-sor n-edik részletisszege igy is felir'haté
eJnt + ~int

_ir jt o LTSRN - ~it
Tn(t)—z,Lao+al(e + e )-]bl(e -8 )+...+an( »e ) -
- @™ - e“’nt)].
n
1 .
Bevezetve a ck =3 (ak + jbk) jelolést, a Tn(t) trigonometrikus polino-
mot az eJt hatvinvai szerint rendezve
+n
Ty = ) e,
k=-n
ahol C-—k =c ha k =1,2,...

(Természetesen, bérmely trigonometrikus polinom felirhaté ilyen alakban

a fenti 4talakitfissal.)} :
A komplex alaku témdrebb, jobban kezelhetS, "esztétikusabb" formula, :

mint az eredeti Fourier-sor. Ezért a tovibbiakban, kiilonésen az elvi meg-
fontoldsoknil, ezt haszniljuk.

6. Kapecsolat a line4ris algebréval

A geometriai vektortérben-minden vektor felbonthaté hérom, piron-
ként merdleges vektor Osszegére ’

Y=V Vel +ovgk

2:

Vy=r i

ahol \)1_. Y \)3 egyiitthatok skaldris szorzattal hatdrozhatok meg:
1 \)2

=v .. Vg=x.k.

A linedris algebraban tanultuk ennek ‘absztrakt megfelelojét: Egy n-
dimenziés Euklideszi-térben adoit {ek; k=1,2,...,n ortonormilt

bazissal minden v vektor felirhatd

v:\)lel+ \)2e2+,..+ Ve

nn

alakban, ahol \)k = {viek) k=1,2,,..,n, .
r
A t\)k, k=12, ...,n} szim n-es az adott {ek}bﬁzisban,
"teljes mértékben" képvisell a v vektort abban az értelemben, hogy két
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veltor 8sszegének (linedris kombinfci6jdnak) a megfelel§ szim n-esek b8z~
szege (linedris kombinicidja) felel meg és ha v, w két vektor, . akkor

'.(VIw=>E\)—.
_ ) k=1 k /%

ahol { /Ek}a w "koordindtfinak" komplex konjugiltja.

A kivetkezdkben megmutatjuk, hogy a Fourier soriefjtés az elmondot-
tak "végtelen dimenziés' 4ltalinositdsaként is felfoghatd. '

El8szér az n-edfoku trigonometrikus polinomok és 2 szfim 2n + 1-
esek kapesolatit fogjuk megvizsgéini.
» Rendeljiik hozzd minden egyes (legfeljebb) n-edfoku trigonometrikus
polinomhoz a (Fourier) egyiitthatéit, Ekkor egy linedris izomorfizmust adunk
meg az n-edfoku trigonometrikus polinomok &8 a szim 2n + l-esek kozitt.
Ennek az izomorfizmusnak a kdvetkezd fontos tulajdonsigai vannak:

5.5 Tétel: Legyen

+n +n
_ ~fkt v —jkt
Tn = Z ck e és Tn = E c,_ e
k=-n k=-n

két (legfeljebb} n-edfoku trigonometrikus polinom. Ekkor

o

¥ —

1 . ~ ;
P J T, & To@)dt = 5 o of
o k=-n

speciflisan
20 . +4n

7 [T et = 2 [ef
o k==

Bizonvitds: Kozvetlen szdmoldssal:

2f 2% +n +n .
L ) -1 ~jkt jmt
g_J T(t)Tn{t)dt~2ﬁ.j Z cke Z cme dt =
o o k=wn m==n
g
= . < c, ¢ Lfﬂ e-jkt eJmt dt ;
Z _Z k m 2T ?
k=-n m=-n (o]
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figyelembe véve, hogy

25 . 29 251
L f o ikt mtg L Ktdt + f sinm - Kt dt =
2T ) . "201‘! cos(m - kjtdt + j 737 (m
_J0, ha m#Kk
“.l1, ha m=k

kapjuk a kivant eredményt.[]
Az elGz§ tételhez hasonlban bizonyithatd:

5.6 Tétel: Ha
p 3T
T(:)—Zc ) akkorc=—;:J T(t)e d&.
n akkor %
k== o)

A fenti két tétel a kilvetkezd analogidt mutatjal

Két trigonometrikus polinom szorzatintegrilja az egyiitthatokbsl alko-
tott szdm n-esek skaldris szorzatdval egyenld.

A Fourler egyiitthatokat ugy szémitjuk ki, mint egy vektor komponen-
seit adott ortonormilt b4zishan, ha skaliris szorzatnak a megfelelo szor-
zatintegrilt teldntjitk.

A fenti egyenlGségek atvihetok egy folytonos f fuggveny Fourier-sorira,
ha a Faurier-sor egyenletesen konvergens:

Ha a folytonos f fiiggvény Fourier sora egyenietesen kenvergens,
akkor (2.8 Tétel}

27 n .
2—15 | |ty - Z ¢ e']kt!z dt = 0,
n-—>oco 1] k=-n

ha {Ck V; k=0, +1, +2, } az [ (komplex) Fourier egyiifthatsi:

@ 1 29
f(t) cos kidt+'Tq~J f(t) sin ktdt =
Q

L

¢ 25

+ jbk) =

Og_,,,,,,_\N

_l,
k-2 B
i 27
=—,§.J’ f(t)e
0

EbbSl kivetkezik az 5.3 pontban mondottak alapjin
[o=]

P AT, 2
57;6[ fe)dt = ) le I -

k==oc
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Tovabba

5.7 Tétel: Ha az f és- g folytonos fiiggvények Fourier-sora
egyenletesen konvergens &5 a megfeleld Fourier—egyhtthaték

{ és {d;} akkor
20

4 . :

1 Jla

5 [ tweer=2 o a . |
Q k=2 oo

-+ O

Bizonyités. Ha a megfeleld Fourier-sorok n-edlk részlettisszege Fn
és Gn’ akkor az 5.5 tétel alapjin

1 20T +n .
'2'?;J F ()G @Mt =7 ¢ d
o l=-n

mivel feltételiink szerint F—> f és G—-)g egzenletesen ezért (id.
2.8 Tétel)
a

o 2% -
F_(t) G_(t)Xit—> j £t) gt)it |
0 .

O B2

amivel 4allitdsunkat bebizonyitottuk.D

Felmeriil a kérdés, mit mondhatunk arra az esetre, amikor f Fo-
urjer-sora nem konvergél egyenletesen ?

Ennek a kérdésnek a tfirgyaldsihoz olyan matematikai eszkizdk szuk-
ségesek, amelyek tulmennek az eddig targyalt matematikai ismeretek kere-

o

tén. Bizonyitds nélkiil azonban k&zdljiik, hogy az eldzd 5.7 tétel minden
"megengedett" fiiggvényre érvényes.
Specialisan, minden megengedett f fiiggvéry re

’ 297 +oo )
'IT‘OJ ) dt = ké-'mlck’z

és igy, ha Tn az f Fourier sorinak n-edrendii részletosszege, akkor

n—co

2% 0
lim f [f(t) - Tn(t)] at =
0
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7. Ortogonalis fiiggvényrendszerek

Az elmondottak alapjdn sejthetd, hogy a’ Fourter sorfejtés "silkere" az

1
v:, cos t, sin t, ..., cos nt, sin nt, ...
2

fliggvénysorozat kivetkezd tulajdonsigin alapul

12ﬁr ' 0 ha k #
, a . m
T(;I cos kt cos mtdt~{1 ’ ha k = m
1 27 0 ha k #
. . _ + m
TJ smktsmmtdt~{1, ha k = m
29

J gsin-kt cos mtdt = 0,
(]

Ez, valamint a Fourier sorfejtés és a linedris algebra kbzitt az elo-
z3 pontban kifejtett kapesolat a kivetkezs altaldnositdst sugallja.

Legyenek a tovibbiakban szerepls fiiggvények egy |:a, b] intervallu-
mon értelmezett olyan valés, vapgy komplex értékii fiiggvények, amelyek az
5.2 pontban leirt megengedett fliggvényosztilyhoz tartoznak, illetve a valds
és képzetes része megengedett fiiggvény.

5.8 Definici. Az {ek(t) , k=1,2,...} figgvénysorozatot az
[a,b] intervallumon ortogonilisnak nevezziik, ha

b b
_— 2

= & 0.
{ eftye ()t =0, ha k#m és Ji lek(t)l dt >
a a

b

2

Ha ezen feliil f Iek(t)l dt =1 k=1,2 ... akkor-

a
ek ; k=1,2,... ortonormilt rendszer.

Ortogonilis és normélt, réviden ortonormdlt fiiggvénysorozatokra
is érvényesek a kivetkezok:

5.9 Tétel: Legyen f megengedett fiiggvény az [a, b] interval-
lumon. Ekkor az
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b n 2
éf]f_(t)— S e et a

k=1 _
- b
értéke pontosan akkor miniméilis, ha ¢ = f f(t) e (t)dt,
k k
Ekkor a

2 g P 2
2 e "< [ iy ax .
k=1 a

A Ck értékeket az f Altaldnositott Fourier-egyiitthatéinak

nevezzilk (az ek ortonormili rendszerre vonatkozdlag.,)

A tétel bizonyitdsa az 5.3 pontban leirt médon térténhet, &ppen ugy
mint 2 Fourier-sorck esetén.[ )

5,10 Definici6. Az {ek ; k=1,2,.,. } ortogonslis rend-

szert teljesnek nevezziik, ha a Momentum Tétel (6.4 Tétel II.} -
érvényes az ,{ek ; ko= 1,2....}fﬁggvénj;sorozatra.

Ez azt jelenti, hogy ha a h folytonos fiiggvény minden altali-
nositott Fourier-egyiitthatdja nulla, vagyis

b

[ ne e ft)dt =0 (k=1,2,...),

a

akkor h(t) = 0.
Ha az {ek i k=1,2 ...J}ortonormélt rendszer teljes, a

fliggvénysor egyenletesen konvergens, a {c s k= 1,2,,.._} .
egy f folytonos fiiggvény dltalanositott Fourier-egyiitthatéi (az
e, rendszerre vonatkozban), akkor érvényesek az 5.4-5.7 Té-

k
telek kivetkezd 4ltalsnositdsaj.
* o

5.4 Tétel: f(t) = c, €. t)
k=1

€s nyilvanvaléan

b n o
bm 1) - > e ew]Zat=0.
. k 'k
n—>o< 3 k=1
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O

5.7" Tétel: ‘Ha f = J_ ¢, el & g = Z de, ®),

k=1 k=
akkor
b —
[ e Fodt =2 o
k 'k
a . k=1
specidlisan ' S

b ) oo
e e =2 fe .
a - k=1 .

Ezek a tételek teljesen az 5.4 illetve 5.7 Tétel mintdjara bi-

. zonyithaték.
Abban az esetben, amikor f é8 g az e fiiggvények lined-
ris kombindctéi, a fenti két tétel a kovetkezo alakot Bltf.

5.6" Tétel. Ha
b
s @) = RZI o(k ek(t), akkor oCk =c = ! sn(t)ek(t) dt.

5.5° Tétel. . Ha

il n
s (1) = 2 c e ft) és s’y =7 ¢ e (t),
n - k k n =1 k "k
akkor
b n _
2o s =2 c oo
a k=1

Felmeriil a kérdés, mit mondhatunk arra az esetre, amikor f é&s
g 4ltaldnositott Fourier-sora nem konvergil egyenletesen?

Ennek a kérdésnek a tdrgyalisshoz olyan matematikal eszkdzdk szik-
ségesek, amelyek tulmennek az eddig targyalt matematikai ismeretek kere-
tén. Bizonyitds nélkiil azonban kdzoljik, hogy az 5.4% - 5.7* tételek min-
den "megengedett" fiiggvényre érvényesek.
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5,7’“ Tétel. Legyen {ek . k=1,2, } teljes ortonormalt
rendszer, .

o . o o
> o e ) s > 4 e )

k=1 k=1
a_megengedett f és g fiigpvények gltalsnositott Fourler-sora,
Ekkor '
b _ o
@ [ fwemd= ) c 4,
a k=1
specidlisan
b 2 < 2
[ lo)* e =2 |e [
a k=1
tovdabba
b o} 9
im | [t - >~ ¢, e ] dt = 0..

n—»>oc a k=1

A tételben szereplG (%) egyenliségeket nevezzilk Parseval-formuli-
nak v, Parseval-egyenloségnek. -

8. Példdk ortogonilis fiiggvényrendszerre

1 ..2 1. 3
(3t - 1), E(St - 3t), ...

1, t, 3

kezdetli polinomsorozat, amelynek képzési szabdlya

& 2
— = -1,
2 n! ot

P )=

ortogonilis a [ -1, +17] intervallumon, Ezt az ortogon4lis rendszert Legendre-

pelinomokpak nevezziik. i
A legegyszertibb fliggvények, valamely intervallum karakterisztikus

fiiggvényei (a miiszaki tudoményokban négyszégimpulzus-fliggvénynek is ne-
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vezik az ilyen fiiggvényeket). A Haar-rendszer ilyen karakterisztikus fiigg-
vények linedris kombindei6lb6l 4116 ortogondlis fliggvényrendszer. Ez egy
kettds. Indexszel ellatott a [0,1 ] intervallumon értelmezett

3 m
{Hmk s k=1,2,...,2
H01 a 6. dbran ldthatd fliggvények és 4ltaldban a Hmk' fliggvényt ugy
kapjuk, hogy a [0,1] intervallumot 2™ egyenld részre osztjuk; a Hmkﬂ
fiiggvény értéke a k-adik intervallumon kiviil nulla, a k-adik intervallu-

;s m =1,2 } fiiggvényso;'ozat, ahol H00 és

mot pedig megfelezve a fiiggvényérték az intervallum els§ felében V2™ ,
a masodik felsben - V2" [5.7]abra '

A
| f m=72
! oo 2l H i k=3
! - 1
—t = {
T [ 1
!
; A1
1
{
; y—
b
5.7 dbra

Ennek a rendszemek alkalmazisinil hitrdnyos, hogy nagy m ese-
tén a Hmk(t) filggvény értéke igen kis intervallumon kiviil nulla, més-

részt a fliggvényérték igen nagy lehet. Ezért elonydsebb a megfeleld Haar-
fliggvények Ssszegezésébdl szdrmazd un. Rademacher-fliggvényekkel szdmol-
ni; amelyek szintén ortogonilis rendszert alkotnak, [5.8]ébra .

A Haar és Rademacher-fliggvinyscrozat kizitti kapcsolat a kdvetkezd:

R =H ; R, =H és
ofl
=1,2,...) .
R =Vz'“Z Hg @752
n 1,
k=1
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A Rademacher-fliggvényrendszer )
azonban nem teljes. Példsul, ha h R M=

1—— .
f{t) = cos 2% t, akkor ° ._} ”””1 iy
I gl
j R (1) ft)t =0 (m =1,2,...) . ~1- '
O

Ezért a Rademacher-rend- 5.8 dbra
szert kiegészitik tovébbi lépesd-~
fuggvényekkel ugy, hogy a bdvitett ortogonslis rendszer mér teljes legyen. -
Ez igy torténik:

wn =Rn 1 Hn a e Rn 4 @ >13,
1 2 P

1
ahol n=2" +2 + .., +2 % vagyls az n szim binAaris alakjabsl de-~

termin4lt,

Figyeljik meg, hogy W n =R, vagyis a fenti sorozat tartalmazza
2

a Rademacher fiiggvényeket.

A Rademacher-rendszer fenti bdvitését Walsh-fiiggvényeknek nevezaziik
és a Fourier sorfejtés utdn a Walsh-fiiggvények szerinti sorfejtésnek van a
legnagyobb jelentdsége.

Laguere fiiggvényeknek nevezzik a P oL >0 fiiggvények li-
nedris kombindciébdl nyert a [0 ©0} intervallumon ortogondlis rendszert.
Ezeknek foként a differencidlegyenleteknek a Laplace-transzformicio segit-
ségével térténd megolddssnil van jelentdsége.

A kitlizétt feladatok megoldésa:

t. cr+2’]T 29 25 +e
j wamdt= [ hwa+ [ h(t)dt
c 20
és t =T + 29 helyettesitéssel
2T 4o ¢ ¢
! h(t)dt=j WT+ 2Tl = J' hTHd T,
290 0 4]

amibdl az 4llitds kivetkezik.
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L
& 20 2F+c
5.9 4dbra

T T+c
2. | bat = f hit )t .

0 C

20 +T
3.a)f cosktsinmtdt=J cos kt sin mt dt

o -~

- &s cos kt sin mt pératlan fiiggvény.

b} Ha k = m, akkeor
9

)

Ha k # m, akkor az integral értékét a

9 123’
cosktd1:=§'j @ + cos 2 kt)dt =T .
Q

cos kt cos mt =%-[cos {(k + m} + cos {k - m)t]

alapi&n sz&moljuk ki,
¢} Teljesen a b) mint4jdra.
2%
4, w= = érdekes specislis esetek:

ha a = 20, akkor =1 és ha a =0 , akkor W= 2.

¥

5.  Sz6rél széra ugy torténik, mint a 2. pontban a T = 207 esetben,
6. Igaz, mivel ekkor f(t) cos kt pératlan fiiggvény és

25 +9
o -jgr ' .
T, Ha { piros, akkor f(t) sin kt paratlan fiiggvény &s gy
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10,

i 27 1Y . .
= fit) sin ktdt == f(t) sin kt dt =
b =7 r
8 ¥
Ha T (t) a’ Fourier sor n-edrendd részletSsszege, akkor

T -f—T ~f.
n

egyenletegen s igy a [T(t) - f(t) | cos kt tagonként integrilhat6.

27 3 a_ q oo

of [-T(t) -f(t)] cos kt dt-= Z—OJ cos Wt dt + IZI, a .
2T
j cosntcosktdt+Z J sin nt cos kt dt -
é
20 ' 25

-Gf ft) cosktdt=akﬁ'—f ft) cos Wt 4t =
o

Ham=1, k=1, akkorsintcost-—éstt;ham=l, k=2,

akkor sin t (:0{32 “51" gin 2t cos t = ?%—(sin 3t + sin t),-

ha m = 2, k =1, akkor sintcost %sintsin 2t=12-'—(cos 3t -
- cos t),

ha mir az m, k pirra igazolt a tétel, akkor ebbSl mar kivetkezik az

m, k+l pirra a kivetkezSképpen:

n _
(sin t) " (cos t)k+1 =2 (oC,cos kt + ﬁ sin kt) . cos t =
] k k

n
1 t-
== { cos (k+ 1)t + cos (k - 1X +ﬂ sin (k + 1} + -
2kZ:1°Ck[ 1+ 8L

+ sin (k = 1)t] ),

ami ujra trigonometrikus polinom, s.i.t.
Ez a tétel a momentum-iételle]l ekvivalens. Ugyanis, ha a sordsszeg
s(t), akkor

9

290 29
j s(t) sin kt dt
[&]

1 . .
K Eﬂjf a{t) cos kt dt ;

W
‘a:'“p—-a'

és igy ak = bk = 0 pontosan akkor, ha a moméntum tétel feltétele

teljesililnek.
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11.
12,

128

Nyilvinvals.,

Mivel a fiiggvény paratlan, ezért Fourier sora "szinuszos" sor és igy
a Fourler sor Gsszege a t = k9 pontokban nulla.

A Fourier -sor ' '

O
4 1
Tty =+ = ) S Sin @k + 1)t




