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Fl8azd

A Jegyzet célja, hogy hallgatdinimak segf{tséget
nydjtson e-tdrgy tanuldsdban. A levelezd oktatdsban a
tanérdk szikre szabott kimérete miatt, a szdbeli eldadd-~
gokat és gyakorlatokat igyekszik pétolni az elmdleti ré-
szek (fogalmak, tételek) bizonyitis nélkiili tsszefoglald-
sdval, szdmos kidolgozott feladat bemutatdsival. Kidolgo-
zatlan feladatokat is k&zliink, illetve hivatkozunk Dr. Rei-
man Istvdn és Dr. Nagyné dr. Szilvdsi Mirta: Geometriasi .
feladatok c. példatdrdra (J4-1007) azzal a céllal, hogy a
tananyagot kellSen begyakorolhassdk hallgatéink. A mdd-
szertanl Utmutaté alapjdul Dr. Strommer Gyula: Geometria
cimd tankbnyve szolgdl. E tankdnyv megf{rdsakor a gzerzd a
szokdsos {ananyagot meghaladd, de a gyakorld mérnsktk szd-—
mara olykor igen fontos ismeretek. tdrgyaldsdt is fontosnak
tartotta. 4 tudomdnyos igényességgel megirt ktnyvek hasz-—
ndlatdban jJdratlan hallgatdkmak aziltal szeretnénk gegi-
teni, hogy ez egyes tenanyagrészek végén k1Jel81jlik a Ge-
ometria tankbnyvben 4ttanulminyozendd anyagrészeket.

A heti rajzfeladatok sztvegét és adatait minden £41-
év elején sokszorositisben kapjldk a levelezd ds kiegész{-
%6 képzésben résztvev hallgatbink. A beaddsi hatdriddket
pontosan meg kell tartani.

A rejzfeladatokat A/4~es, azaz 210x297 mm-es nagysi-
gl, fehér ,DIPA"-jellegd rajzlapon ceruzival kell elkészf-
teni. A rajzok keretezése 3 fel{rdsa 1 mm-es vonalvagtag-
sdggal, minden esetben tussal készftend§. A felfrdshoz
haszndlt szabvdnyirds: 7 mm-es nagybetd (5 mm-es kisbetd)
nagysdgot kell hasandlni. A rajzok keretezési és fel{rdsi
mintdjat & mellékelt dbra mutatja. Egytuttal- f6ltiintet jiik
rajta azt is, hogy mit kell érteni egy felddatban mega -
dott A4(80,150,230) koordindtdkon. E koordinitdkat csak a
pontok kitdzésére adjuk meg, ezért a rejzlapon vald fel-
tintetésilk zavaré és f&lbsleges.

A rajzfeladatok szerkesziését 2H-3H keménységd, 341
hegyezett ceruzdval végezziik. A kiinduldé pontokat vonal-
zéval rajzoli kis keresztekkel tlintessiik fel, a gzerkesz-~
t€s sordn adddd pontokat Xiildn jeldlni nmem kell. A szer-—
keartési vonBlakat a rajzbél nem szabad kirad{rozni, a
szerkesztés menetének J61 kovethetdnek Xell lenni. A sger-
kesztés eredményét 0,6 mm vastagsdgi egyenletes, fekete
vonallal, kb, B puhasdgl ceruzdval kell kihtGzni. A szag-
gatott vonalak 0,3 mm-es vonalvastagsigiak legyenek. A
megszerkesztett pontokat betlvel jeldlhetjiik, ez esetben
4,5 nm-es szebviny nagybetlket haszndljunk. Hallgatdink az
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egyéb tgdnivalo%rdl & foglalkozdsokon szdébeli Uton, vagy a
Geometria Tanszék H éplilet IT. emeleti hirdet8tablirdl &r—
tesiilhetnek.

_ Az elé’szo}}oz mellékel jiik a rajzlapok keretezésének
eldfirdsos formdjdt, illetve a Magyar Szabviny szerinti
tombirds betilit.
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1. TERGEOMETRIA

Az alabbiakban egy rov1d osszefoglalast adunk a tér-
geometria azon fogalmairdl és tételeirdl, amelyeket a ké-
s8bbiekben_lépten-nyomon alkalmazni fogunk.

Egyenesek kolcsondg helyzete: Két kiiltnbdad egyenes
vagy metszd, vagy parhuzamos, vagy kltero. Két egyenes ak—
kor padrhuzamocs, ha nincs X6z 6s pontjuk és egysikisk. Két
egyenes akkor kitérd, ha nincs kozds sfkjuk.

Sik helyzetének megaddsa: Zgy sikot egyértelmien meg-
hatdroz:

a) Hdrom pont, amelyek nincsenek egy egyenesen:

b) Egy egyenes és egy rajta k{viil fekvd pont.

c) Két metszd egyenes.

d) Két pdrhuzamos egyenes.

Sik ég egyenes ktlcsonids helyzete: Egy egyenes és egy
sfk parhuzamosak, ha nincs kozds pontjuk. Egy egyenes vagy
parhuzamos egy adott gfkkal, vagy egy pontban metszi a sgf-
kot, vagy a sikban van. Sik és egyenes parhuzamossigit &
&ovetkezo tétel alapjdn szokiuk megdllapitani: Egy egyenes
parhuzamos a sfkkal, ha pdrhuzemos & gtk egy egyenesével,

Két afk ¥%0lcsonds helyzete: Két sfknak vagy van kozba -
ponija, vagy nincs, Ha a két siknak van kbzis pontja, ak- -
kor a ket 9fk metszi egymdst, kxtzida pontjalk egy egyenesen
a metszésvonalon vannak. Ha két s{knak nincs k&zds pontja,
akkor azokat parhuzamosaknak nevezziik., Két sfk pérhuzamos—
gdgdt a kovetkezd tétellel tudjuk elddnteni: Két sfk akkor
pérhuzamos, ha sz egylkben ven két metszd egyenes, amely a
mégik sikkal (annak két megfeleld egyenesdvel) parhuzamos.

Két egyenes hajldsszdge: Xét metszd egyenes a sikju-
¥at négy szogtartomanyra bontja, e szbgek kvzlil kettl-ket-
t6 egyenld. A A két szOg kizil a kisebbiknek a mértékét ne-
vezzilk a ket egyenes haJlasszogenek (MerSleges egyenesek
a afkot négy egyoevago régzre osztjdk.)

Bebizonyithatd, hogy a térben is érvényes az egydl-
ldslG szogekre vonatkozd itétel: Ha két gzdg gzdrai parhuza-—
mogak €s egyirdnylak, akkor egyenlék is,

Bnnek alapjdn definidlhatd két kxitérd egyenes hajlds-
szige: Két kitérd egyenes hajlisszdge a velik pdrhuzamos,
xét metazd egyenes haJlasszogeVﬂl egyeqlo {figgetlenil at—~
61, hooy hol vessziik fel a %térben 2 két metszl egyenes
e tszés spont jdt). '




S{kra mer§leges egyenes: Egy egyenes merdleges a sfik-
ra, ha merdleges annak minden egyenegére. A merSlegességet
a kovetkezd tétel alapjdn kdnnyen eldtnthetjiik: BEgy egyenes
meréleges & sfkra, ha annak két metszd egyenegére merdle-
ges.

Egy adott sikra & tér minden pontjdbdl pontosan egy
merdleges egyenes all{thatd.

Egy adott egyenesre merdlegesen egy adott ponton 4t
pontosan egy mer%{eges afk fektethetd.

A s{kra merdleges egyenest & sfk normdlisdnaek mond-
juk. 4 sfk normflisai egymdssal pdrhuzamosak.

Két sfk hajlisszoge: Két metszd s{k hajldsezbge a sikok-
ban a metszésvonaira (ugyanazon pontban) d11{tott merdleges
egyenesek hajldsszdgével egyenls. Bebizonyf{thaté, hogy ez
a sz0g egyenld a két sik normdlisainak (n1, n2) ha jlasgzb-
gével. (1.7. &bra) : . '

N

/

11 abra.

Két sfk merSlegessége: Két sik merdleges, ha hajlds-
gzogiik derékszvg. Ket sik merdlegességére vonatkozd tétel:
Zét s{k akkor merdleges egymisra, ha az egyikben van olyan
egvenes, amely merdleges a mdsik sfikre.

S{k és egyenes hajldsszbge: A sikot metszd egyenes-
nek 2 sikra vald meroleges vetiletével bezdrt sztge a gik
és egyenes hajlisszige.




A hajlasszbg
megha tdrozdsit
Ugy is elvégezhet- L~
Jilk, hogy a sfk
normilisdnak és az
egyenesnek a haj-
ldsszBgét hatdroz-
zuk meg. Ezt a gzi-  _
getl derékszoggd ki-
egészlts szdg a sik
és egyenes bajl4a-
szbgével egyenld.

(1.2, 4brav)

12. dbra.
Két kitéré egyenes tdvolsdga: Két kitérs egyenes té-

volsdga az a legrovidebd szakasz, amely a két egyenes -egy-—
—egy pont}dt Vsszekidti. )

Bebizony{thatd, hogy a
két egyenes tdvolsidgdt add
szakagz olyan egyenesen

van, amely a4 két kitérs \\\\\\\\\\\\
egyenest merilegesen met-—

szi: normdl itranszverszd-
lis.
(1.3, 4bra)

13 abra.

Térgeometriai, szerkesztések: A sfkgeometriai szer—
kesztésekhez hasonldan a téergeometridban is feladataink-
nak egy része abbdl 411, hogy megadott térelemgkbsl, bi-
zonyos megengedett 1épések véges sokszori alkalmazdsival
eléirt tulajdonsdgd térelemekat kapunk. Tetsz§leges pon-—
tok felvételét megengedve az alapszerkesztési lépések a
kévetkezdk:

1. Egy sfk akkor van megszerkeszive, ha ismertek meg-—
hatirozd adatai. ) ’

2. Ha adott két metszd sfk, akkor metszésvonaluk is
adott. ‘

3. Ha adott egy sik, akkor ebben minden sfkgeometri~
81 szerkesztés elvégezhets.

A térgeometriai szerkesztések csak gondolatban ,vé-
gezhetlk el",




Szerkesztéal példdk

Szerkesszunk olyan b egyenest, amelyik A ponton
dtmegy és parhuzamos az a egyenessel.
Megoldés. A pont és az a egyenes Altal meghatdrozott
s{kban A-n 4t az a-val pirhuzamos egyenest szerkessztiiink.

i‘?) Adva az a egyenes és a rajta kfviil fekvsé A pont.

Szerkesztend§ a P ponton Athaladé o« sfkkal parhu-
zamos f sik.

Megoldds: Vegyunk « afkban két metszd egyenest a-t
és b-t. Az a egyenes és P pont sfkjdban P-n &4t a-val pdr-
huzamos ¢ egyenest szerkesztiink. Hasonloan P-n 4t b-vel
pdrhuzamos d egyenest szerkesztiink. A c és d egyenesek &
keresett sikot adjidk,

l‘z) Adott az « sfk és a sfkon kiviil fekvd P pont.

3) Adve vennak az a és b kitérd egyenesek. Szerkesz-
gziink olyan « és P pdrhuzamos sfkokat, melyek ko-
zill o tartalmazza az a egyenest, > pedig a b egye-
nest,

Megoldds: Az s egyenesen tetszolegesen felvett A pon-
ton At szerkessziink b-vel parhuzamos ¢ egyenest (1. eld-
z8%). Ugyanigy & b egyenes egy tetszGleges B pontj)dn 4t

a-val pdrhuzamos d egyenest. Az a és ¢ egyenesek sfkja a
keregett « sik, & b és 4 egyenesek sikja pedig f.

“4) Szerkessziik meg egy adott & egyenes metszespont—
jat egy adott « sikkal.

Megoldds: Vegylink fel az « sikon egy tetszdleges P
pontot. (P pont nincs az a egyenesen.) Az adott a egyenes
és P pont sikja P. Az « és P sfkok metszégvonala egy b
egyenes. ﬁ sfkban addédik a és b egyenesek A metszéspont-—
ja, ami éppen a keresett metszéspont.

 Trangzverzdlisnak nevezziik kitérd egyenesek kizis
metszdjeto .

5) Adva vannak az a és b kitérd egyenesek és a mind-
kettdn kivil fekvd P pont. Szerkesszilk meg azt a
t egyenest, amelyik dtmegy P-n és metszi a-% és
b-%. (Ponton &thaladd transzverzalls )

Megoldds: A P ponton atmeno és b cgyeneat metszd egye-
negek kdzdtt (vagyls a P pont és b egyenes 41tal meghatd-
rozott gikben) van & keresett egyenes. Ezt-a sikot az a e-
gyenes metszi egy A pontban (1. 4. feladat).Az A pont és
P pont 4ltal meghatédrozott egyenes d1ltaldban metszi a b e-
gyeneat egy B pontban. AB egyenes a keresett transzverzd-
lis. (Mikor nincs a feladatnak megolddsa?)



Szerkesszlink olyan 1t egyenest, amely i-vel pdrhu-~
zamos és metszi az a és b egyeneseket.
Megoldds: Az & egyenest metazf i-vel pdrhuzemos egye-—
nesek agz a-t tertalmazd i-vel padrhuzamos sfkban vennsk.
Ezt a sfikot megkapjuk, ha az a egyenes tetszdleges P pont-
jén 4t i-vel parhuzamos i, egyenest szerkesztiink. Az a és

i, egyenesek altal meghatirozott sfkot 41taldban metszi a

b egyenes. A fentiek aszerint megszerkegztjilk b-nek és a
s{knak B metszéspontjdt. Ezen a B ponton 4t i-vel pirhuza-
mos egyenest szerkeszive, ez dltaldban metszi az a egye-
nest egy A.ponthan. Az AB egyenes a keresett transzverzd-
lig. (Mikor ninecs a feladatnak megolddsa?)

I6) Adott hdrom, pdronként kitérd egyenes a, b és i.

7) Adott hdrom, pdronként kitérd egyenes: a, b és c.
Szerkesszink olyan egyenest, amely mindhdrmat met-
szi.

Megoldds: Az egyik egyenes egy tetszSleges pontjdn 4t

a midsik két egyeneshez szerkeszthetd transzverzdlis (1. 5.

feladat).

8) Adott az a €3 b kitérd egyenespdr és az egymdst
metszd o éz P afk., Szerkessziink az a és b kité-
r»§ egyenesekhez olyan transzverzdlist, amely o s{k-
kal is és p sfkkal is parhuzemos.
Megoldds: A franszverzdlis irdnya nyilvinvaldan az
o és P sfkok metszésvonala. Ezdltel a feladat megolddsa a
6. feladatra vezethetd vissza.

|9) Adott az A pont és az a egyenes. Szerkessziink az
A ponton 4% az a egyenesre merdleges o sikot.
liegoldds: &) Az A pont az a egyenesen van. Fekiessiink
az a egyenesre két tetszfleges sfkot: p -t és 4 ~t.

Szerkesszink P-ban és § -ban az a-ra merdleges A pon-
ton 4thaladd b, illetve ¢ egyenest. 4 keresett sfk a b és
¢ egyenesek sikja.

b) Az A pont az a egyenesen kiviil van. Ekkor szerkesz-
szlink az a egyenes tetszdleges X pontjdn 4% az a egyenesre
merdleges £ sikot, majdaz A ponton 4t a kordbbi mddon pdr-
huzamos sfkot szerkesziiink az £ s{kkal. {(Gondoljuk meg a
feladat direkt megolddsédt is, amikor nem az a) esetre ve-
zetjiik vissza.)

lTO) Adott az € sfk és az A pont. Szerkessziink az A
ponton a4t & sfkra merfleges n egyenest.

Hegoldds: Vegyiink fel az & sikban két metszd egyenest
a-t és b-t. Az eldz8 feladat szerint az A ponton 4% az =
egyenesre merdleges o sfkot és a b egyenesre merfleges f
sfkot szerkesztiink. E két sik A ponton 4thalaedd metszésvo-
nala nyilvédn merSleges lesz a-ra és h-re, {igy az & sfkra
is. ’



és az A pont. Szerkessziink olyan e egyenest, a-
mely Atmegy A-n, pirhuzamos o sfkkal és merdle-
Zes az 3 egyenesre,

Megold4s: Az A-n 4t az a egyenesre merSleges sik tar-
talmazza a keresett egyenest és a 9. feladat gzerint meg-
szerkeszthet§. A keresett e egyenes benne van asz A ponton
4t ow-val pirhuzamosan haladdé és a 2. feladat® szerint meg-
szerkeszthetd sfkban, B két s{k metszésvonala éppen a ke-

resett e egyenes, amely 4ltaldban nem metszi az a egyenest.

_ “11) Adott az o sfk, a sfkra nem merdleges a egyenes

12) Adott oz egymist metszd « és P sfk, tovdbbd mind-
kettdn kivil fekvd P pont. Szerkessziink a P pon-
ton 4t olyan 7y sfkot, amely az adott « és P si-
kokat egymdssal pirhuzemos a, illetve b egyenes-
ben metszi.

Megoldds: Az o é3 P sfkok m metszdésvonaldval pdrhuza-

mos Iy egyenest szerkesztiink a P ponton dt. Az mq egyenest

tartalmazé sikok — az «, illetve P sfkokkal pdrhuzamos si- .
kok kivételdvel — mindkét sfkbhdl az my-gyel parhuzamos e-
- gyeneseket metszenek ki.

Az eddig t4rgyalt térgeometriail szerkesztések beveze-
t6 példdkként szolgilnak egyszerd iérgeometrial feladatok
megolddsira. A késbbbiekben el§forduld geometrisi felada~-
tok megoldésdt is hasonld médon, az Un. térgeometriai meg-
old4s &tgondoldsdval (esetleg vdzlatban vals rogzitésdvel)
kell kezdeniink. Egy helyes térgeometriai me%oldésra épill-
net csak a feladat kidolgozdsa, ami dbrdzold geometrial
feladatndl szerkesztést, analltikus geometriai feladatndl
pedig tervszerien végrehajtott szdmftdst Jelent.
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Heréleges (vagy derékgztgll) vet{tds

4 %ér pontjainak sfkon valé dbrdzoldsira az egyik 4s

a4 leggyakrabovan alkalmazott médszer a merdleges vetitds,
5 P pont a sikon levl merSleges vetiilete a P-b8l az o -ra
d11{tott merdleges P! telppontja, Az oo s{k & képsdk, a P!
pont a F pont képe. (Az « sfkban levd R pont képe Snma--
ga.) A Pr' egyvenes a P pont vetitfegyenese., (1.4, 4bra)

- - B

A
+ P ¢
R=R A
o
14, dbra.

a) A mer§leges vet{itds egyértelnd leképezds: a tér
egy pontjdhoz egyértelmien tartozik a képpont. Ez megfor-
ditva nem igaz, mert ugyanazon képpontnak végtelen sok
térbeli pont felel meg.

b) A merSleges vet{tés egyenestarts: egyenes képe e~
gyenes (csak a vet{tdegyenes képe pont), AB egyenesdarabd
A"B' képe 4ltaldban rvidebb az AB szakaszndl, csak akkor
egyenldék, ha az AB gzakasz pirhuzemos & képsfkkal; A'B' =
= AB+cos ¢,

¢c) A leképezds ardnytartd: ha ABC egy egyenes hidrom
rontja, amelyelmek képe A' B'C', akkor a megﬁe%elﬁ szaka -
gzok ardnya térben és a képen ugwnum:%%-= %r%r .

“ehdt szakasy felezéspontjdnak képe a képszakasz felezd-
pontii. S

1) Iaralelogramma képe paralelogramma — feltéve,
hozy sfkis nem merSleses & képafkra ——, arar ninces vedf-

400 LA L
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EbbSL kdvetkezik, hogy a Lleképezés pérhuzamosség—
tartd, (1.5. dbra)

H
E G
E’ G’
Fl
15. abra.

o) Képsikkal pdrhuzamos g{ikban fekvd alakzatok kéne
a térbelivel egybevadgd. Vet{tds{kban 1evd alakzat képe a
vetitsik és a képsik metszésvonaldba esik.’ ,
£) Szdgek nagysdge & meréleges vetités soran kisebbe
ig és nagyobbd is vilhat. Derékszig yetiiletére igaz & k-
vetkezd tétel: Ha egy derdkazdg egyik széra parhuzamos &
képsfikkal, akkor a derdkszbg vetiilete 18 derékazig.
Flméleti tenanyag: Tenkinyv: i-8. &s 15-35. pontjai.

-~ 12 -



2, A KETKEPSIKOS ABRAZOLAS
PONT £S EGYENES ABRAZOLASA

Minthogy az egy képsfkra valé mer§leges vetiiletbdl nem
lehet megdllapftani a pontok térbeli helyét, ezért két,
egymisra merdleges helyzetl képsfkra veift]ik a pontokat,
majd a két képsfkot az x metszésvonaluk (képsfkiengely)
koril egyesftjiik. (2.1. 4bra)

T

2.1 dbra.

A pontok elsé, illetve mdsodik (m,, ill. nz) képai-

kon keletxezett (P', P', ill. @', Q") képeit Usszek0ts e-
gyenesek a képsiktengelyre merdlegesek, tehdt egymdssal
parhuzamosak. (1. 2.71. dbra) Az elsd képen leolvashatd

a pontok misodik képs{ktdl valdé tdvolsdga: a P' ég Q' pon-
tok x képsiktengelyiSl vald tdvolsdga. Ugyanigy ez Abrd -~
zolt pontok elsd képsfiktdl mért tdvolsiga a P" és Q" pon-
tok x képgiktengelytbl vald tdvolasdgaként kaphaté meg. En-
nek alapjdn a képsikrendszerhez viszonyitva meg tudjuk 41—
lapftani a pontok térbeli helyzetét. A gyakorlatban erre
nem szokott ilyen formiban sziikség lenni. Az dbrdn beje-
1514 nyilak meghatdrozzdk a pontok relat{v helyzetét, Az
egy veaszdvel Jeldlt nyfl a P és Q pontok tn., elsd kép-
siktdvolsdg-kiilonbgégét Jeloli, a két vesgazdvel Jeldlt

- 13 -



ny{l & pontok mdsodik képsfktdvolsipg-kiildnbssdgét muitatj",
mis a hdrom vesszovel jeltlt nyfl azt mutztje meg, hozy =
pontok koziil melyik van a mdsikhoz viszonyitva jobbra és
mennyivel. B hdrom t4dvolsdg ismeretében az egyik pont tet-
gz5leges térbeli elhelyezéséhez & mdsik pont térbell hely-
zete mir egyédrtelmlen meghatdrozhatd; tshb pont eseitén az
Boszes t6bbi pont meghatdrozdsa is egydérielmi. A képsik-
tengely ennél a vigszadll{tdsi médszernél nem jadtszik szc-
repet, ezért a tovdbbiakban nem is fogjuk azt megrajzolni
(természetesen, ha valakinek ktnnyebbgéget jelent & kép-
sfktengely haszndlata, nyugodtan berajzolhatja).

Egvenes dbrdzoldsa

Eét pont dbrdzoldsdval ~4 "
Suszekdts egyenesiiket is meg- ™
rajzolhatjuk (2.1. 4brén g e~ \ \
gvenes). Ha az el&bbiekben | I N = 1
tdrzyalt hdrom tdvolsdg koziil \\\\
egyik sem O, akkor 8z AB egye- el
nes 41ialdnos helyzetl. e — | A2 — —m
(2.2, dbra) AN

N
i
A X" B , X
L‘ff Al X
H
E;:e
Al £ <
AN A X! B’ 2.2. dbra.
£§>\1
23. dbra

Hs a hérom tivolsdg kizil az egy, illetve kéi vesz-
sz3vel jeldlt idvolasdg O, akkor elad képsikkyl pirhuzamos,
illetve mdsodik képafkkal pirhuzamos egyenesekei kapunk
(elasg f£8von:l, mdsodik £§vonal). (2.3. Abrz)

- s -



Ha a hdrom vesszdvel Jeldlt tdvol-

sdg 0, akkor olyan egyeneshez jutunk,
amely mindkét képsikra mer8leges, in.
profil sfkban van. Az ilyen egyenese-
zet profil egyeneseknek nevezziik.
(2.4, dbra)

A profil egyenest csak két pont-
Jédnak megaddsival lehet megadni. (A
t6bbi egyenest képeinek megrajzoldss-~
val ig meg lehet adni,) :

Ha a .szébanforgd hdrom tdvolsdg
kozlll kett6t-kett6t vesziink O-nak,
akkor mindkét képs{kkal pdrhuzamos
egyenest (2.5. dbra), illetve az el-
10 vagy a mdsodik képsikra merdleges
2188 vet{tSegyenest, illetve mdsodik
ret{téegyenest kapunk (2.6. dbra).
iz elsd vetitdegyenes elsd képe egyet-—
lLen pont, hasonldan a mdsodik vet{it6-—
cgyenes masodik képe. {(Eddigi dttekin-
téaiinkkel ki is meritettilk az osszes
lehetgéges egyenes tipust.)

(AZ fq, f2, a,
t, r egyenegek“lega-
lébb az egyik kép""‘ /3 i ]
sikkal pdrhuzamo- A" X E?
gak, ezért a rajtuk a’
felvett AB szakasz
valédi méretében le-
olvashatd.)

Az egyenesen a'
levd pont képe axm y F’
egyenes megfeleld A X B
képén van. Bzt mu-
tatla be a 2.2, - :
2.6. 4dbrik egyene- 2.5. abra.
sein levs, XZ-agzel
Jeldlt pontok dbrdzoldsa, Profil e-
zyenes esetében ez az 4dbrdzolis esxy
ardnyos szerkeszidssel lehetsdges,
felhagzndlva a merdleges vetitds a-

xqu
\
p"
)@1/’/
Bf:-/ \
BI 4
Lyt
p I
i A+
2.4. abra.
X+ A==t
TAY 'ﬁxu
1
.._Bi I
J=4
Xt
+ A’
A'=Bi=t
'
2.6. dbra.

rdnytartd tul.jdonsdsdt. (A médscdik .cép melld o fer:ic e-
gyenesre az elsd kipnosszakat mdsoliuk.)

4 81X 3brdzoldsi a neghatdrozd adataival t¥rtinik,

» 3 - rd I rd k] I'd
wivel 1 gik wontjainak képe f1ltaldban teljes egéazdben
nededne & keépsikeot. A 2.7. 4dbrdn hdroa, nem egy egrenesen

D

1evd A, B, C

- 15 -

a

1o,

onttal a2diunk meg egy 41ltaldnos helyzetd
tikot. & 2.8. dbrdn két (2, b) metszd egyenes
~in két pdrhuszamos (o, d) egyenes, véglil a 2.

2.9. ab-
Abran



egy e egyenes és egy P pont 4ltal meghatdrozott d1ltaldnos
helyzetd sfkot dbrazoltunk. (Egytittal bemutattuk a metszd

B% .
i
T
ff a \\
AII \9”
C#
e 2\
f! M ]
; 1 \Z a!
I
féf
A’ u’
bf
f
8 2.8. dbra.
2.7 dbra

2.9. abra. 2.10. abra.

é3 parhuzamos egyenesek dbrdzoldsdt is.)
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S{kbar fekvs egyenes és pont dbrizoliss

A 2.9, dbrdn az s" képével megadott egyenes elsd képét
ugy hatdrozzuk meg, hogy 82z a c¢ és d egyenesek sfkjdban
legyen. A szerkesziéat az s egyenes és a ¢, illetve 4 e~
gyenesek metszéspontjdnak kijeltlésével végeztiik el.

A 2.10. 4brdn egy olyan r' képegyenes adott, amely
e' -vel pdrhuzamos. Az r"-i Ugy hatirozzuk meg,-hogy az r
egyenes a (P, e) sfkban legyen. Ezért eldbb a P pontot az
e egyenes egy pontjéval Usszekitd + egyenest vessziik fel.
A %t és r kbzds Q pontjdnak ismeretében r" az e"-vel pirhu-
Zamosan megrajzolhatd.

A 2.8, Adbran bemutatjuk, hogy hogyan lehet sfkban fek-
v pontot dbrdzolni. Legyen adva a sfkban fekvé X pont el-
88 képe. Ezen a ponton At felvesziink egy sfkban haladd u
egyenest (els6é ma])d mdsodik képével) és u"-n kijelsljiik
Xh-t,

A 2.7, dbrdn az ABC afk egy elal és egy misodik f8vo-
naldnak megszerkesztését ldthatjuk.

Az eddigiekb8l nyilvdnvalé, hogy két kitérd egyenes
nem lehet egy sfkben, tehdt elsd, illetve misodik képein
addddé metszéspontjaik nincsenek egy rendezdn. (2.11. &bra)

A kivetkezS 2.12. dbrdn egy dltaldnos s{kotsziget &b-
rdzolunk. A sfksokszidg egyik képe tetszés szerint megad-
haté, de mimik képébSl csak hdrom csicspont vehetd fel. Ha
az utébb vdlasztott hdrom pont egy egyenesre esik, gy a
sokszdg sfkjJa vetftésfk, és a tobbi pont is erre az egye-
nesre fog keriilni (2.12.a). Ha a vdlasztott hirom pont nem
esik egy egyenesre, akkor az dltaluk meghatdrozott sfkban
fekvé pontokként kell a t8bbi pont mdsodik képét szerkesz-
teni (2.12.b). cr

8" =

Cﬂ'

bﬁ'
- D"
. A”
& , D* g

I C!
b\ e
S D A
. ~ B’ y]
a / ¢

Al a) B b)

2 11 abra. 2.12. abra.
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Az ABCDE 6tsz0g els§ képe és ag ABC pontok mdsodik képe
volt adva,D"-t ametszd helyzetd AC és BD 4t16kkal, az E'-t
AB-vel parhuzamos segédegyenessel szerkeaztettiik.

A 2.13, dbra ké3%
kitérd profil egyenest
mutat be. Ennek kimu-

tatdsa azdltal torté- B'T. 1
nik, hogy a profil e- ‘\\,

gyeneseket meghatdro- N 1oy
26 két-két pont Osz- A

s3ekG18 egyenesei ki- AlF
wérdk. -

A 2,14, 4bra
két pdrhuzamos pro-
fil egyenest dbrdzol.

Itt az AB21 négy- B+ —--_
3z8g 4t14i metazik
2gymist.
-3
at -
2.13. dbra.

L 2"
Bﬂ-
All-

n Tﬂ

- B I - D!
A!-

\1!
2.14. abra.

S{k és egyenes metszéspontia. Két sfk metszésvonala

A metszési alagszerkesztések bizonyos esetekben olyan

AII

egyszerlien végezhetdk el, hogy szin-

te 6nma§uktél adddnak, Ilyen példéd-
ul a 2,15, 4brdn adott « elsd vetf-
t68fk és e egyenes D metgzéspontjd-
nak megszerkeszidse,
Két elsl veti-
t6s{k metszdésvona~
hatdroztuk meg,
feltiintetve az
\BCD és 1234 pa-
ralelogramma le-
mezek lithatdad-
gi viszonyait.
A két sik met-
széavonala elsd
vet{tdegyenes.

2.15. dbra.

- 18 -
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Ha két vetitds{
« elsd, a midsik 3 md
akkor metszésvonaluk

= a’és Hié.SOdik képe m" = P"- (2-17.

abra)

Altaldnos hely-
zetl ABC sfk éas a t
médsodik vet{tSegye-
nes metszéspontjit
a 2,18, &brén szer-
kesztettilk meg. 4
D metszéspont mi-
sodik képe a t"-
vel agonos, az el-
88 képét pedig az
ABC sikbeli pont
elad képeként
gzerkeszt Jiik.

Bif
Cﬂ

CII
Aﬁ

219, abra.

Ennek alapjdn mir meg

tud juk szerkeszieni

nos helyzetd sik (ABCD pa-
ralelogramma) és a c egye-

nes metszéapontjdt.
(2.20, dbra)- -

k kozil az egyik
sodik vet{tSafk,
elsd képe m' =

Cl
Bi=m”
Afl
CI
Al‘
1o et
X'=m # B
2.17. Gbra. 218 abra.

Az ABC hidromsztg sfkjdnak és a ¢
elsé vet{tSsf{knak ¢ metszésvonaldt u
kapjuk, hogy ¢'= ¢' és ebbSl meghatd-
rozzuk a misodik képét. (2.19. dbra)

altala-




Eljdrdsunkban a térgeometriai s3zerkesztésekben alkal-
mazott médszert ktvetjik: A ¢ egyenesre fektetett & elsé
vet{tos{knak megszerkeszi]ik az ABCD s{kkal vald m met-
azdsvonalit, amely a masodik kepen kijeldli = ¢ egyenes és
a s{k M metszespontjat. A 14thatdsdgot tedbpontokkal lehet
megdllapftani, pl. a misodik kepen éa 2=vel Jeldlt pon-—
tok kosiil az AB egyenesen lev$ 2 pont fedi a c egyenes 1-
es pontjat mivel a 2 van Tz—tol tdvolabb, Ugyanigy az
elad képen levd 3 éa 4-gyel Jeldlt pontok kozll a 4-es
pont. (AD oldal) fedi a 3-as pontot (¢ egyenes).

Két sik metsszésvonaldnak
meghatdrozdsa: A 2,21, 4brdn B
szerkesszilk meg as ABC hi-
romszog és az 123 haromszog
aikjanak metszéavonalit! Az
eldz8 szerkesztés azerint
meghe tdrozzuk az 12 egye- I
nesnek és az ABC sf{lmak az "
M metazéapontjdt, illetve
a BC egyenesnek az 123 sfk- M
kal vald N metszespontjat. Al
A kXét pont Oa3szekiid egye- ]
nese a két s{k metszésvo- C
nala. A metszésavonalnak
csak az a darabja ldtha- C’
t4, amelylk egyide)lleg

mindkét sfkidomon rajta 7
van. A lathatosag fel tin- 3
tetéaénél a fedlponios A
médszert haszndljuk fel.
\,/
2

221 dbra.

Az illeszkedéai feladatok gyakorlaaara oldJuk meg
(A/4-es méretd lapon) a 2.22, dbrdn felvételi vazlattal
megadott példdkat.

1) Adott egy paralelepipedon A calicsdbdl kiinduld
hdrom €le. Sxzerkessxiik meg a paralelepipedon két képét.

2) Egy hatoldald hasdb alaplapja szabdlyos hatszdg.
Abrazoljuk 8 hatoldald hasdbot, ha adott asg alaplap 0 k6-~
zéppontia és két szomszédos csicsa, A és B, tovdbbd a
BB4 oldalél.

3) Déntsiik el, hogy egy sfikban van-e az ABCD pont-
negye S

4) Adott as ABCDE sikGtsztg mdsodik képe és az A,E,D
csicsok elsd képe. Szerkesszilk meg az Stszdg elsd kepet.

\\;;;
ey
@
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3
B cry_ ‘ Er p
Al ~
_i_Q”
BII
&t
_. L 5
e 4 | A
B :
£ G
222. dbra.
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Gyakorldsul szerkessziik meg a 2.23. dbridn vdszlatban
megadott s{kok metszésvonaldt. %A feladat megolddsshoz
nagy{tsuk fel A/4-es méretre a feladatokat.) Az Abrin
szerepld két utolsd feladat:
) Szerkesszilk meg az a és b egyenesek P ponton dt-

haladé transzverzdlisdt.

2) Szerkessziik meg az 2 és b egyenesek i1 irdnnyal
parhuzamos transzverzdlisidt.

Elméleti tananyag: Tankényv: 53-67. és 72-74. pontjai.
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X
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A
C!

1)

al

bl

L2

dll

2.23. dbra.
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3., UJ KBEPSIK BEVEZETESE
TRANS ZFORMACTO

Feladataink
megolddsa egysze-
ribb lehet, ha az iy }\

A

dbrdzolt alakzat
az alkalmazoti
képgfkhoz viszo-
nyitva specid-_ At
1isabb: - helyzetu. éL///f T3

Ez a specidlis

helyzet nem min- T

dig garantdlha-

té, de lehetd- X AN \p#
ség van arra, N
hogy pl. a ma- . ~ =

sodik képsik T N\ \ "
helyett egy, 8% oL Y
elsd képsikra 1

merdleges, Uj, B

in. harmadik
képsikot (“3)
vezesgsink 31 abra.
be. (3.1. dbra) '
A ﬂj alkalmas valaszidsdval sokszor egyszeribbe valik

a szerkesztés. Az Adbrdn J61 1ldthatd, hogy az dbrdzolt A és
3 pontnak az elsd képsikidl mért tivolsdga a misodik és
harmadik képen egyarant le-
olvashatdé az x, illetve ¥
képsiktengelyektél mért ta-
volsdgokként. Ugyanakkor az
is 14thaté, hogy az A és B
pontok elsd képsiktdl mért
tavolsdg-kiilonbsége lemérhe-
t3 a misodik, ill. harmadik :

\Eru

xépen. Ha a képsikokat egye-

s{tjiik, akkor a képsiktenge- 77 '

lyek megrajzoldsa helyett a :

rajuk merSleges rendezdi- ' . P

rdnyt rajzoljuk meg. (3.2. ; -

dbra) ‘ _ e
Az AR egyenes harm:dik ; h

xépét Ugy kapjuk meg, hogy A 1 Y

a B pont ) rendezéjén tet- y

szdlegesen kijeldlJik a har- B

madik képét B™ -t. AM ~-% azg ,

elsd képsiktdvolsdg-kiilonb- 32 abra

séggel Jeloljiix ki.
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Bzt az eljdrdst, amellyel i) képsfkrendszerre térink
4t, képs{k-transzformdcidnak nevezzilk., A misodik képsfkra
merSleges u, képsikot is bevezethetink, s6t e mnegszer-
kesztett harmadik képhez rendezett negyedik kép is az ed-
digiekhez hasonldéan szerkeszthetd meg.

A 3,3, dbrdn dbrdzolt kockdrdl szemléletes kepet kap-
hatunk, ha a misodik képsfkra merdleges 0iJ képsikci vezme-
tink be. A C pont harmadik képét vettilk fel az 1) rendezd-
irdnyon tetszdlegesen, a t6bbi pontot a mdsodik képsiktoli
mért tdvolsidg-kiilonbségekkel hatdroztuk meg. A C' ponton
it meghtzott vizszintes egyenestSl mértik az elssé képen .
képsiktivolsdg-kiillonbségeket, mfg a harmadik képen & C™
ponton 4t az 1) rendezfkre merdleges egyenestll mértik 1
megfeleld tdvolsdgokat. Ezeket az egyeneseket képsiktenge-
lyeknek ig tekinthetjik.

H# Eﬂ th Fﬂf-

D

- 33 abra.

- 25 -



A 3.4. 4brdn egy Omszetett sfklapi test elsd €3 miso-
dik képén igen specidlis vetiileteit adtuk meg. Két egymis
utdni transzformiciéval a test képies képéhez jutunk. A
transzformicid lépései, a képek megrajzoldsa és ezek 14+4-
hatdésdgdnak eldontése az e18z8 példa megolddsi menetdvel

azonos. (A lithatésig feltintetéséndl J31 felhaszndlhatok
a feddpontok, )

o ' 104124 o

& 7"
5 6"
S o
/ ~
v o / Ny
I 2%" 3 N / \ 2"
¢ !
/
! \\\\ 0" //
4 ] >
2! | _ » 7,, 117
& 412! 7!
N 8" \\
\\
r kL zm \
9 19~ 3 124
"
\ 8’ \\
‘ \
57 S 6’ 19
\
\ fy// gm
s 10
34 abra.

- 26 -



A togébbiakb§n 8zt vizsgdljuk, hogyan lehet az aJ
képasfkot ugy megvalasztani, hogy az egyenesek, illetve
iikok a; Uj képsfkhoz viszony{iva specidlisabd helyzetlek

egyenei,

Egyenes transzformicidia

A 3.5. dbrdn egy 41tald- .
nos helyzetl e egyenest dbrs- B =
zoltunk, €s az egyenes elsd r/ir
vet{t6sf{kjdval pdrhuzamos
harmadik képsfkot vettiik fel.
Ekkor a harmadik képs{iknak az
elsd képs{kkal vald metszds-—
vonala e' -vel parhuzamos, te-
hdt az 4J rendezbiriny e' -re
merileges.

Az e egyenesen felvett
A és B pontok transzformf-
cidjdval adddik a harmadik
kép. (Az AB szakasz a har-
madik képen valddi nagy-
sdgban latszik.)

A' B’ ffll

3.5 dbra.

A 3.6, Abrdn egy £
Al els§ f6vonalat dbrdzol-
tunk €5 felvettiink egy
1] képsfkot axz fy-re me-

]
£9bii\\\§K r6legesen. Az f4~re me-
" réleges sfk nyilvén axz
f 1 =A"=B" elsd képsfkra is mers-

, leges és az els§ kép-
3.6. abra. s{kkal alkotott metmzds-—
vonala f.-re merfleges,

tehdt az 1) rendezfirdny I{-vel pairhuzamos. Az egyenes va-

lamennyi pontjdnak harmadik képe ugyanaz a pont.

Egyetlen transzforndcidval d1taldnos helyzetd egyenes
vet{tSegyenessé nem transzformilhats, de két lépdésben mir
lehetséges; azaz eldszor az F1taldnos helyzeti egyenest
févonalld transzformil juk, m2jd a kapott f5vonalat egy to-
vdbbi transzlformicidval vetf{tSegyenessé transzformdljuk,
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.rre mutatunk példdt a kdvetkezd feladatbun:

Jzerkessziik meg az 2 és b kitérd helyzetd egyenesek
ncrmil transzverzdlisdt (3.7. dbra).

A. a egyenest vet{tdegyenessé transzforméltuk. A& IV, ;
képun az n normil iranszverzdlis veililete a wW.re merdleges, |
mivel az n a-ra is merSleges, és igy padrhuzamos & negyedik
xépsfkkal., Ugyanezért a harmadik képen a"'-re merdleges n".

Az n egyenesnek a-val, illetve b-vel kOzis pontjait N, il-
letve ¥ Jeldli.
D"

Mo

o
=
i

=]

327 obra

1 8{k transzformdcidja

gy sik bizicsan vet{t8=1{k, bz tar=
nest ezéri egy Altaidnos helyzetl sfkotl
‘unk retf{t§s{kkd, ha egyik fdegyenvslt ve
tronszformdljuk ugy, mint a 3.6. dbran.

;.imaz vetitde, yse-
Ty trungzl ... O
t{tdegyenesse



4 3.8. ébrdn
felvett ABCM hdrom-
oldali ghla ABC
sfk}dt transzfor-
mal juk vet{t8s{kkd.
Az ABC sf{kban fel-
vett elsd fdvonal
elsd képe’ adja meg
'+ transzformacid
irdnydt. A harmadik
képen leolvashatd
12 M pont @ésa asz
ABC mik tdvelsiga.

3.9 abra

jat m,rszerktszteni

elidrdsdvel. 12 iR &3 uz 12 profil

2,10, dbrdn vemutatjuk, hoygyan
lehet «o 't profil egyenes metszespont—

M.l
C#

A Fr

38 abra.

A 3.9. dbrdn a mdsodik ve-
t{tdafkban levd ABC hdromszdg
sikjaval parhuze mosan vettik
fel az 4j képsfkot. Ekkor a har-
madik képen az ARC haromszog
valddi nagysdgban ldtszik.

4 transzformiaci

t-renesel m .,52'=spont,j=v. e : 310 dbra.
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A transzformdcié eljdrisdnak gyakorldsdra szerkessziik
meg & 3.11. dbrdn szerepld feladatokat. A harmadik, illet-
ve negyedik képek megszerkesziésdhez a vazlatokon megadtuk
a transzformicidhoz az GJ rendezSirdnyokat. Ezeket a fela-
datokat is A/4 méretd lapon dolgozzuk ki.

Szerkessziik meg tovabbsd & 3.8. dbrdn megadott tetra-
éder ABC és MBC sfkjainak hajldsszdgét a transzformdcid
eljardsdval.,

Elméleti %ananyag: Tankbnyv: 69-71. pontok.
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4. POLIEDEREK (SIKLAPCKKAL HATAROLT TESTEK)
SIKMETS ZETE

Egy poliéder (pl. hasdb, gila, tégle.test, kocka, pa-
ralelepipedon) sikmetszete egy olyan soksgdg, amelynek ol-

s

dalai a poliéder oldallapjai és & metszdsfk metszésvonala-
ként Jonnek létre. E sokszdg csicspontjai a poliéder élei-
nek a metszdsfkkal vald metszéspontiai.

A s{kmetszet akkor szerkeszthetd a legegyszer(ibben,
na a metszdafk vet{tdsik.

A 4,1, 4dbrdn egy =zabdlyos
négyoldali guldt meisziink el az a
mdsodik vet{tSs{kban levé parale~
logramms lemezzel. A gila oldalélel
az o 3fkot az 1,2,3,4 pontokban
metszik, de a lathatdésag feltinte-
téaénél a kimetszett négyszdgnek
.sak egy része jon tekintetbe.

M 3 ByDY G
NG

4.1 abra.

A 4,2. Abrdn azg
ABCD alapi négyoldall
ferdehasidbnak az o elsd
vetit6sikkal képeszzilk &
metszetét. A kimetszett
hatszog 1,6 oldals a ha-
54b alapsikjdban, 3,4
oldals pedig a fedllap
sfkjdban van. A ldtha-
t6sdgot Ugy tintetiilk
fel, mintha a metszet-
sokszdg a hasdbra ri
letie rajzolva,



Ha egy poliédert dltaldnos helyzet(d sfkban levS hatid-
rolt sfklemezzel metsziink el, akkor célszerd itt is eld-
szdr a teljes sfkkal vald metszetet meégszerkeszteni, és
csak utdna megvizsgdlni, hogy ennek mely része van a sik-
lemezen. Ezt tessziik a 4.3. abra megszerkesztésénél is:

a szabé@ios 6toldald MABCDE gila és az FGHI paralelogramme
metszetet szerkesztjiik meg. A metszet kinnyebb megszerkesz-~
tése c€1jdbSl az FGHI sfkot vetf{iSs{fkkd transzformiljuk; a
harmadik képsfkot az els§ képsfkra merSlegesen veasziik fel,
ennek megfelelSen az UJ rendezdirdnyt a paralelogramma s{k-
Jdnak f4 elal flvonala adja meg. A harmadik képen a metszs-

s{k képe egyetlen egyenes, tehdt a gila éleivel alkotott
metszéspontok (1-5) kizvetleniil leolvashatdk a harmadik ké-
pen es elvben kidnnyen (%i. rendezdk meghlzidsival) az elss
majd a masodik képre adtvihetfk. Vannak azonban olyan élek,
mint pl. az ME €1, amelyen a 4 pont elsd képe ezzel a méd-
szerrel nem hatdrozhatdé meg. Itt a misodik képet hatirozzuk

N
‘= H* f
1' C# '?, 5# Dﬂ El

\

4.3, abra.
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meg a transzformicié eljdrdsdval, ugyanis a 4,E pontok el-
85 képs{fktél mért tdvolsdgkiilonbsége mind a harmadik, mind
pedig a masmodik képen ugyanakkora. A 4 pont mdsodik képébdl
az elad kép mir rendezdvel kijeldlhetS. A ldthatésdgot Ggy
tlintetjilk fel, hogy a gila ABCDE lapja le van véve és a le-
mezbSl kész{tett gildba a fellilnézetben beleldtunk.

A 4.4, dbrdn egy paralelepipedon és egy paralelogram-
ma lemez metszetét sazerkesztjiik meg. A paralelogramma sfk-

Bx
2#

4.4. abra.
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jédnak fq elsS févonaldt felvesszik és az elsé képpel ren-
dezett helyzetG harmadik képet az fj-vel pirhuzamos rende-

z8irdnnyal hatdrozzuk meg. Az 1234 paralelogramme sfkja
harmadik vet{tdsf{k, tehdt a harmadik képen a paralelepipe-
donbdl kimetszett hatszdg csicsai (I-VI) ktzvetlenill addd-
nak., E cstcspontokat az elsd majd mdsodik képen kijeldlve
megrajzoljuk & hatszog mindkét képét. Lathaté, hogy & hai-
szdg a 23 és 14 oldalakat metszi, e metszéspontok elsS és
masodik képeinek — pontos szerkesztés esetén — kozis
rendez8ktn kell lenni. Ennek ellendrzése utdn tiintetjiik
fel a lathatdsdgot.

Gyakorlds: Nagyftsuk fel A/4 méretre a 4.5. dbran sze-
repld feladatvdzlatokat és szerkesszilk meg az egyes polié-
dereknek a megadott s{kokkal vald metszetét, majd tiintessiik
fel a ldthatdsdgi viszonyokat,

Elméleti tananyag: Tenkonyv: 85-89. pontok.

- 35 -



Y%

DA

|

REEy




5. POLIEDEREK ATHATASA

Két poliéder athatdse lgy jon létre, hogy az egyik
test lapjait metszik & mdsik {est lapjai. Feladatunk most
az, hogy eljdrdst taldljunk két metszddd polidder metszés-
vonaldnak meghatdrozdsdra. Két poliéderfeliilet kbzds része
gfkidomok metszésvonalaibdl, tehdt egymdshoz csatlakozd e-
gyenesszakaszokbél 411, ez az Un. dthatdsi poligon.

E poligon csicsai dltaliban nincsenek egy sfkban, ha-
nem egy (esetleg t6bb) térbeli sokszdget alkotnak. Ennek a
sokszognek a csucsai ott vannak, shol az egyik poliéderél
a mdsik poliéderbe metsz. XKét poliéder dthatdsdnak meg-
szerkesztésénél elSszir megszerkesztjik az egylk polieder
éleinek a mdsik lapjaival képezett metszéspontjait, majd a
migik polider éleinek az elsd lapjaival alkotott metazés—
pontjait. E pontok keépezik az Athatdsi poligon (vagy poli-
gonok ) csucspontjait. E pontokat megfeleld sorrendben Usz-
szekotve az athatdsi poligonhoz Jutunk. :

Két csﬁgspont Osszekotd szakasza csskis akkor tartoz—
hat az Athatdsi poligonhoz, ha egyik poliéder belsejében
sem halad. Tehdi két Athatdsi catucspontot akkor k&t Gasze
az athatdsi poligon egy éle, ha & két pont egyidejileg
mindkét poliédernek ugyeanazon lapjdn van.

Az elvi részek dsszefoglaldsa utin moast laszsunk néhany
el8készi{td feladatot.

Az 5.1. dbrdn az elsS kép-
s{kkal pirhuzamos sfkon 8116
MABCD négyoldald gula és az f
elsd f8vonal metszéspontjait
szerkesztjiik meg. Az fy f6vonal-

ra a gila alapsfikjdval pdrhuza-
mos sikot fektetiink, és az AM
é1lel alkotott metszéspont elsd
képének kijeltdlése utdn megszer-
xesztjik a gildbél kimetszetl
negyszbget, amelynek oldalai a
gila alapéleivel pdrhuzamosak (a
gila ABCD slaplapja és a kimet-
szett négyszdg hasonldak). A ki-
metszett négyszdg az I, egyene-

sen kijeltli a P és Q metszés-
pontokat.
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Az ABCD alapi ferdehasib A D% BE Ck

az elsd képsfkkal pdrhuzamos

sfkon &11. (5.2. &bre) /e g/
Megszerkesztijik a t mdso- ) 7

dik vet{tSegyenes és az £y el=- ARy

86 f6vonal metszéspontjiait az
emlitett hasdbbal. Mindkét e~
gyenesre egy-egy elsd képsfk- A1 o4 Ig¥ I¢v
kal pdarhuzamos sfkot fekte~

tiink, ezek az AL élen kije-

10lnek egy-—egy pontot. Ezek-
b5l a pontokbdl kiindulva és
az alapélekkel rendre pirhuza-
most huzve, az alaplappal egy-
bevdgd négyszdgeket kapunk. Az
egyik négyszdg a % egyenesen
Jeltli ki a Ty, T, metszéspon-

tokat, mig a misik négysztg az
I, egyenesen lev§ Fqy F, met-

széapontokat tlzi ki,

52 abra.

Az 5.3. 4brdn egy els6 képs{kkal pirhuzamos sfkon 41-
16 szabdlyos négyoldald MABCD gildt és= egy misodik vetfts-
egyenes élekkel meghatirozott négyoldalyd nasibot abrazol-
tunk (a hasdb oldelélei az 1, 2, 3, 4 egyenesek). Ebben a
helyzetben a két poliéder dthadisa jS1 dttekinthets, mi-
vel kbzvetlenll adddnak a gila éleinek a hasib lapjaival
vald metszéspontjai. A hasdb éleinek a gila lapjaival al-
kotott metszéspontjait pedig az imént tdrgyalt eldkész{ts
Teladatok mintdjéra szerkeszijilk meg. A metszéspontokat ré-
mai szdmokkal jeldltiik (I-VIII) és egy tdblizatban felje-—
gyeztilkk, hogy melyik pont mely lapokon van. Nyilvdnvald,
hogy s gila MC €1én levé I pont az MC élet tartalmazd BCM
€s CDM lapokon van; ugyanlgy a hasdb 3 élén levd V. 4tha-
tdsi pon:. a hasdb 2,3 és 3,4 lapjain van. ) )

Az dthatdsi poligon meghatirozdsdban az I pontbdl in-
dultunk el és olyan pontot kerestiink a tdbldzatban, amely
szintén rajta van a BCM és 2,3 lapokon. Ilyen pontnak add-
dott az V. pont. Tovdbb csak gy Juthatunk az dthatdsi po-
ligonon, ha most BCM és 3,4 lapokon levd pontot keresiink.
Ilyen a VII. pont. A VII. ponti{él a BCM és 1,4 lapokon le-
v6 pontba tudunk tovdbb menni, ilyen a II. pont. Innen
CDM és 1,4 lapokon levd pontba megyiink tovdbb, vagyis a IV
pontba. Ez az eljdrds folytathaté, mig a kiinduldsi pont-
ba visszajutunk. Ha valamennyi dthatdsi pontot felhaszndl-
tunk, akkor egyetlen ziarti térbeli sokszdg az athatdsi poli-

on.,
& Ha maradnak még pontok, akkor ez azt jelenti, hogy az
dthatds két (esetleg t6bb) kiill“ndlldé poligombdl 411, tehdt
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Gula |Hasdb
I 1\BCM CDM] 23
Il \BCM COM 14
il |ADM COM 23
IV | ADM COM)| i4
Vi BCM |23 34
Vii ADM |23 34
VitT BCM |14 34
Vi) ADM |14 34
1=V -Vli-ll - IV-VIl-Vi- -1

27
53. abra.

a maradék pontok Ssszekitdsét az ismertetett eljdrds sze-
rint végezhetjiik. (Erre mutat példdt az 5.4. dbra.) Az

5.3. abrdn az dthatdsi poligon megrajzoldsa utdn feltiin-
tettik a ldthatdsdgot, (4 fedépontok itt is alkalmazhatdk,)
Az dthatdsi poligonnak csak azok az oldalai lithatdk, me-
lyek mindkét testnek 14thatd lapjan vannak.

Az 5.4. dbrdn egy ABCDE btszbg alapi gildt dbrdzol-
tunk, amelynek alaplapja elsd vet{tés{kban van, hatodik
cstcsdt M-mel jeloltiik., Szerepel az 4dbridn még egy hdrom-
oldald hasib, amelynek oldalélei 1, 2, 3 elsd vetitGegye-
nesek, a

ElSsz6r a hasdb élein levs metszéspontokat hatdrozzuk
meg, lényegében azzal a médszerrel, amelyet az S5.1., illet-
ve az 5,2, 4dbrdn bemutatott eldkész{t§ feladatokban mir
megismertink., Az 1 élen 4% az ABCDE elsd vet{t6s{kjdval
pidrhuzamos ={kot felvéve, ez a sfk a gilibdl az alapttszog-

- 39 -



Gula |Hasdh
! AEM 12 13
i ABM 12 13
i DEM 12 23
| ABM (12 23
v DCM 23
vi| BCM 3 23
Vil |DCMDEM, 13
Vil |DCMDEM, 23
IX 1ABMBCM 13
X |ABMBCM| 23
Xt |AEMDEM 13
Xit [AEMDEM, 12
P XU -V -V=VI -XI -]
-1V =X -Vi-1X- I

54, abra.

noz hasonld otezdget metsz ki. A ximetszett Gtezig és az

1 &1 xozds I és II pontjai az 4&thetdsi sokszdg csuUcsaltl
adja. Teljesen hasonldan szerkeszthetlk meg a 2. és 3, é-
len levd IXI, IV, illetve V, VI metszéspontok. A giila éle-
inek a hasdb lapjaival alkotott metszéspontjait az elsd
képen vetitdsik és egyenes metszéspontjaiként kbzvetlenill
xapjuk (VII-XII pon*ok). Az Osszekitéshez az elfzd fela-
datban ismertetett médon elkészitjiik a tdbldzatot. Az &%-
hatdsi pontok dsszekdtésénél két térbeli scokszbget kapunk,
Ennek az az oka, hogy a hasab ,dtfirja" a guldt, az egyik
soksztg az dtfirdsndl a bemenetnek, a mAsik a kimenetnek
felel meg, A lithatdésdgot azon feliételekkel tintettiik fel,

- 40 -




hogy a hasibot s a lemezbSl készillt gila alaplapjdt az at-
hatis megsszerkesztése utdn eltdvolitottuk.

Az 5.5, dbrdn az ABCD alapi szabdlyos négyoldali gi-
ldnak és az 1, 2, 3, 4 elsd f8vonalakkal megadott hasdbnak
az dthatdsdt szerkesztettiik meg. (A gila 6todik csicsa M
az alaplap sikja alatt van,) A feladat ktnnyebb dttekint~
hetdsége céljdbdl a hasdb éleit vetftlegyenesekké transz-
formdljuk. A harmadik képen a gila és hasdb Athatdsa olyan
helyzetben mutatkozik, mint az 5.3. dbra feladatiban. A
hasdbéleken levd metszéspontokast az 5.1. abrdn bemutatott
médszerrel hatirozzuk meg (I-VI pontok). A gila é€lein levd

A A Bll ' D' C#

Dm

5.5. abra.
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metszéapontok a harmadik képen kidzvetlenlil adddnak, azonban
az elsd, majd a mdsodik képen vald kijeldlésiik nem mindig
lehetséges csak a rendezdk segitségével., Példdnkban az MA,
illetve MC éleken levd metszéspontok elsd képének kijelslé-
se az Un. ,hegyes metszés" miatt igen pontatlan lenne. Ezi
gy tudjuk kikilisztbolni, hogy a transzformdcid eljdrdsinak
alkalmazdsdval az MA és MC dlen addds pontok mdsodik képét
jeldljiik ki el8bb, majd ezutdn az elsd képliket. Az dbrdn
egy vesszbvel megjelolt ny{l mutatja a XI. pont midsodik ké-
pének transzformidcids kijeldlését. A megszerkesztett pontok
Omszekdtésdét a kordbban megismert eljdrds szerint végezazlik
el, a lathatdsdg feltiintetésénél pedig a hasdbot és a le-
mezb8l késaziilt gila ABCD lapjdt eltdvolfitjuk.

Az 5.6, dbrdn két hasidb dAthatdsit szerkesztettiik meg.
Az egyik hasdb alaplapja az ABCD négyszdg és oldalélei pro-
£il egyenesek, amelyeket az AIBxCxDI fed8lappal egyértelmi-

en meghatdroziunk, A mdsik hasdb oldalegyeneseivel van meg-
adva, ezek az 1, 2, 3, 4 elsd fSegyenesek. Feladatunk meg-
olddsdt most im azzal kezdjlik, hogy a f8egyenes €14 hasd-~
bot dn. vet{tdhasdbbd transzformdljuk. A misik hasdb har-
madik képét is elkészfitjilk., Az AA_, CO én Db éleken levd

metszéspontok a harmadik képrdl az elsdre rendezdvel kije-
1l8lhet6k, de md=zodik képlik meghatirozdsahoz ismét a transz-
formicid eljdrdsat haszndljuk. Az 4dbrdn az I pont kijeldlé-
séhez felhaszndlt magssaagkiilonbsdget egy vesszlvel jeldlt
ny{llal szemléltettilk, A 2,3 és 4 éleken levd metszéspon-
tokat a harmadik kép felhagzndldsdval, az 5.2. dbrdn bemu-
tatott médszerrel szerkeszteitilk meg. Misodik képiik rende-
zdvel kijeldlhetd. Az dthatdsi poligont a mdr ismert mdédon
hatdrozzuk meg, majd f&ltiintetjlik a 1dthatdsdgot azon fel-
tételek mellett, hogy az 4114 hasdb lemezbdl van, fedSlap-
jidt és a fekvd hasdbot az dltala kimetszett résszel egyitt
eltavol{itjuk., .

Gyakorldsul szerkesszik meg az 5.7. dbrdn megadott
dthatdsi feladatokat. Mindegyik feladatot A/4 méretd lap-
ra felnagyitva szerkessgzilk meg.

Elméleti tananyag: Tankdnyv: 91-94. pontok.
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6., MERETES SZERKESZTESEK. TAVOISAGOK IS HAJLASSZOGEK
SZERKES ZPESE, MERETES ADATAIVAL MEGADOTT TESTEK
ABRAZOLASA

Pl

A) Két pont tdvolsdga. Adott félegyenesre adott hosszisdg
szakagz felmérése

Két pont dltal meghatdrozott egyenes Abrdzoldsindl ldt-
tuk, hogy o két pont egymidshosz viszonyitott helyzetének meg-~
41lapf{tasdndl jelentds szerepe van a pontok képsfkoktdl mért
tavolsdg-kiilonbségeinek,

A 6.1, Abribdl ldthatd, B
hogy az AB szakesz hosszdt .
meg tudjuk hatdrozni egy
olyan derékszogli hidromszig-
b81l, amelynek egyik befo-
géja a szakasz egyik képe,
mazik befogéja pedig a sza-
kasz két végpontjanak a kép-
3fktél mért tdvolsdg-kilonb-
SégEQ

6.1 dbro.

a pSB Ha az A'B' els§ kép-
( b6l indulunk ki, akkor az

A é8 B pontok magassdg-
kiildnbsége a miasodik ké-
pen olvashatd le, és a
két szakaszbdl szerkesz-
tett deréksztgl hdromsazibg
dtfogldja megadja az AB

%
Al ; szakasz hosszdt.
\\\} (692- éibra)
) B’

6.2. abra.

Kir a 2.3., 2.5. 63 2.6, dbrdkkal kapcsolatosan emlftettiik,
hogy a képsikkal pdrhuzamos egyenesen lev$ szakasz hossza
e megfeleld képen valddi nagysdgdban liatszik. (Profil e-
gyenesen levs szakasz hosszat ugyanigy szerkesztjik meg,
qint az dltaldnos helyzetl egyenesen lev( szakasazhosszi,
csupdn arra kell ligyelni, hogy profil egyenesen levd sza-
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kagznil a két végpont magassdgliilonbadge megegyezik a sza-
kasz mdsik képhoaszdval,

Ha adott egy A pontbol kiinduld e félegyenes és egy
adott 4 szakasz, akkor a felegyenesen meg tudguk hatarozni
azt a B ponto‘c amely az A ponttdél 4 tdvolsdgra van.
Szerkesztésiin~

ket arra az A

éazrevételre

alapoztuk, hogy 1[\\ "

egy egyenesen 1

levS barmely + 4 ] ~X"
szakasz hosz-— e’

szédnak meghats~
rozisandl ke~ d
letkezd derék-
sz0gd hdromsziog e

megfeleld szd- / A

gel egyenldk 4

vagyis e hérom— TN d
sz0gek hason- ‘//’/é’

16k, Tehdt az [

A pontbol kiin- Al L.__A:B:_—._
duld e félegye- .
nesen felve~- 6.3. abra.
sziink egy tet-
szdleges X pontot (6.3. dbra) és megha'barozzuk az AX sza—~
kasz hosszat. A kapott derekszogu haromszog atfogogara fel~
mérjik a 4 szakaszt, majd a haromszoggel hasonldét szer-
keszive megkapguk ad hosszusagu szakasz elsd kephosszat
illetve a mdsodik beiogon az A és B pontok magassagkulonh-—
ségét. Ennek ismeretében a B pont képei meghatiarozbatdk.

A 6.4, dbrdn a PQ pro-
fil egyenesre mértink fel P
egy megadott d szakaszi
az dltaldnos elvek pon-
tos kbvetésével. A P pont- -
t61 felmért d szakasz Q" /\
misik végpontja az R pont. T
Ha egy egyernes valamelyik TR S f
képsfkkal parhuzamos, ak- pign
kor a szakasz felmérése d
kdzvetleniil a képen el- |

végezhetl., !
_L.R’ L———P'Rl—-i—
Qf__

PL_




B) Adott egyenesre adott ponton &t merdleges sik szerkesz-
tése. Adott sfkra adott ponton 4t merdleges egvenes
szerkegziése

Ha az adott P ponton 4%t az adott a egyenesre merfleges
sikot kell szerkeszteni, akkor elegendl a P ponton 4t két
olyan egyenest szerkeszieni, amelyek mer8legesek az a egye-
nesre, ugyanis e két egyenes ~— térgeometriai ismereteink
alapjdn — az a egyenesre mer8leges sfkot hatdroz meg. A
meréleges vet{tés tulajdonsdgaibdl viszont tudjuk, hogy
két merSleges egyenes vetillete pontosan akkor mexrdleges
egymdsra, ha kozillik az egyik parhuzamos a képsfkkal. Funek
alapjdn (6.5. dbra) a P ponton &t felvett t, els§ flegyenes

pontosan akkor merdleges az a egyenesre, ha elsé képe merd-
leges az a egyenes elsd képére: IqJ_a'. Ugyanigy a P ponton
keresztiil haladdé 5 misodik f8vonal pontosan akkor merdle-

ges az a egyenesre, ha fh L a’. Az £ és f, egyenesek 41-
tal meghatarozott sik

tehdt merSleges az a B8*
egyenesre, A forditott

feladat — {i. amikor »

adott ponton 4%t adott m £
sikra merSleges egye- A 1

nest kell szerkeszte-
ni -—— megolddsa mir-
kiolvashatd az eddigi-
ekbfl. Az ABC sikra =
P ponton 4t mer8leges
egyenest akarunk 4£11{-
tani. (6.6, dbra)

f

Pli

N

’ p—
f} P
8.5 abra. 6.5. abra.
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Az ABC sfkban I elsd és f2 masodik f8vonalat felvéve a Pf

ponton 4t az fg—re merSleges m' egyenest, tovdbbi a P pon-

i i

ton at az fa-re merdleges m' egyenest megrajzolva a kapott

m egyenesre az eldbbiek szerint merlleges az fj és f, egye-
nesek dltal meghatdirozott sik. Ez a sik azonban azonos az
ABC sikkal, tehdt az m egyenes és az ABC sik egymdsra me-
rélegesek.

o
A 6479 ébra’.n —E—P
mutatjuk be azt a £
konnyen beldthatd i
tényt, hogy £y el-

88 f8egyenesre me-
rGleges wu sik elsd
vet{t6s{k, amely-
nek elsd képe f7-
re merdleges.

Ugyanigy az 1, mé ~

sodik fdegyenesre
mer§leges v sfk
migodik vetitésik,
fg 1 y'. Megfor-

dftva: vet{tfsfk~ .
ra merdleges egye~ 6.7 abra.
nes f8egyenes,
Megjegyezzik még, hogy vet{tSegyenesre merfleges a
megfeleld képsfk vagy azzal parhuzames sik.

C) S{k leforgatdsa képsfkkal piarhuzamos helyzetbe és a_sik
megszerkesziett pontjainak visszaforgatdss

A sfk leforgatisa alapvetSen fontos szerkesztési el-
jdrds, amellyel a sikot egy egyenese koril elforgatva kép-
s{kkal parhuzamos helyzetbe hozzuk, Ezdltal a sikban levé
alakzat valddi méreteiben ldtszik, tehdt e sikalakzat pont- -
jaibdl kiindulva a leforgatott helyzetben a szlikséges szer- |
kesztések elvégezhetdk., ;

A szerkesziések eredményeként addddé pontokat (a lefor-
gatds megfordftisival) az Un. visszaforgatdssal tudjuk a .
vetiiletekben {elsd és masodik képen) meghatdrozni.

Az eljdrds ismertetését vet{tdsik leforgatdsdnak és
visszaforgatdgdnak megszerkesztesevel kezdjuk.

A 6.8. dbrdn a misodik vet{t6sfkban levS ABC hérom~
820g gagassagpontjét akarjuk megszerkeszteni. A mdsodik
veti@osikot elsd képsfkkal pdrhuzamos helyzetbe forgatjuk.
Forgdstengelynek a sfk elsd képsikkal parhuzamos egyenese,
azaz egy masodik vet{tSegyenese valaszthatd,
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Legyen ez a
masodik vet{tdegye-
nes az A ponton at-
haladdé + egyenes.

A leforgatdsndl a
forgastengely min-
den pontja helyben
marad, tehdt az A
pont is, A B és C
pontok a + egyenes-
re mer8leges sikban
— tehdt a mdsodik
képsfkkal pdrhuza-
mos sikban — olyan
kbriven mozdulnak
el, amelynek kbzép-
pontja a forgdsten-
gelyen van., E kOr-
ivek a mdsodik ké-
pen kidrnek latsza-
nak, mig elsd ké-~
plik a BT i1l. ¢!
pontokbdl a t'-re
meréleges egyenesen
lesz. A”B és C pon-
tok a t'-n keresz- !

tiil a rendezdirany- A ’(A)
ra merdlegesen meg-

rajzolt, els§ kép-— t!
sikkal pidrhuzamos
sikba keriilnek: 6.8 abra.

B*, ill. ¢*. BY,

ill. €* pontokon &a%-

haladd rendezdk kijelolik az elsd képen a leforgatott (B)
€s (C) pontokat. A leforgatott helyzetben az (A)Y(B)Y(C) ha-
romszognek minden oldala és szdge valddi méretében ldtszik.
E helyzetben meggzerkeszthet§ a hdromsztg (M) magassdgpont-
Ja, amelynek visszaforgatdsdt a leforgatdsi eljdrds megfor-
df{tdsdval szerkesztjik meg: (¥) ponton 4t a + forgdsten-
gelyre merdlegest d1llitunk, ezen az egyenesen lesz M} (M)

ponton &t rendezdvel kijeltljik az M* pontot, majd megfele-
18 kbrivvel az M"-t. Az M"-n 4thaladd rendezfvel kijeldl-
jik az M'~-t. Dzzel az eljdrdssal a vet{tdsik tetszdlegesen
sok pontja leforgathaté, illetve visszaforgathats.

Az els8 kxép és a leforgatott kozbtt azonban felismer-
hetiink egy egyszerl sfkgeometriai kapcsolatot, az tn. merd-
leges affinitdst.

T} Egy pont elsd képét és leforgatottjdt Gsszekstd
egyenes mer8leges a t' tengelyre (affinitds tengelye).

2) Az affinitds tengelyének minden pontja onmagdnak
a megfeleldje, azazr helyben marad,

3) Egy egyenes képe (pl. B'C') és leforgatottja (B)(C)
egymist a t' tengelyen metszik, vagy parhuzamosak a ten-
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gellyel. Ha ismerjik egy P
pont képét és leforgatott- (P)
jdt, akkor a fentiek alap- 3
jdn a 6.9. dbra szerint
egy tetszoleges Q pont le-
forgatottgat (vagy (Q)-bdl @)

~t) meg tudjuk szerkesz-
tenl.,

Altalénos helyzetﬁ
s{k és a benne levd ABC hi~- ¢
romszog leIorgatasat szem-— u
1é1lteti a 6,10, dbra. A
Iorgastengely — amennyiben

elsd képsikkal parhuzamos Q!
helyzetbe Iorgatunk — az «

sf{k egy f; elsS f8egyenese jb:

lehet. Az egysseriség ked- 6.9 abra.

y=(a)

B)

6.10. abra.

véért a képstkot fektessilkk az f, egyenesre, Ekkor a lefor-
gatott (&) sfk maga a u2 képsik.
A poniok elforduldsa az I elsSé f8egyenesre merdleges

elsd vet{tds{kokban tirténik. E vet{idsikok elsd képel az
11—re merdleges egyenesek, amelyek a megfeleld A', B', C¢',

illetve (A), (B), (C) pontokat kotik Gssze. Az A pont le-
Iorgatasanal a pont egy olyan kirivet ir le, amelynek ko-
zéppontja a T pont, sugara pedig az AAT derékszdgd hirom-
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sz8gb61l hatdrozhatd meg. E derdksztgl hdromszig egyik
befogdja az &' T' az A" poninak az £{~t61l mért tdvolsiea,

a misik befogé pedig az A pont és az fy egyenes magassdg-

kiilonbsége, amely a misodik képen olvashatd le. A derék-
sz6gl hiaromsztg atfogdja megadja a leforgatott (A) pont és
f1 tdvolsdgdt. A sfk egyes pontjainak leforgatdsindl add-

d6 derékszigl hdromszigek egymdshoz hasonldk, mivel egyik
sz0glik mindig a sfk és a képsik hajlasszogével egyenld.
Az dbrdn is 1ldthatd, hogy az elsd kép és a leforgatott
kﬁzﬁpti kapcsolat merfleges affinitds, amelynek tengelye
az T

1.

4 6,11, dbrdn ugyanazt a feladatot végezziik el, amit
a vetitdsik leforgatdsdndl bemutattunk, vagyis az adott
ABC hdromszig magassagpontjanak meghatarozdsdt. Elsének az
ABC sfk egy elsé févonaldt, az I, egyenest vessziik fel, a-

melynek mdsodik képe a rendezdirdnyra merdleges, elsd képét
pedig az AB, illetve BC egyenesekkel alkotott X, illetve Y
metszéspontok segitségével jeldljik ki. Az A', B', C' pon-
tokbdl az f-re merSleges egyeneseken lesznek az {4}y, (B),

(C) pontok. Az (A) meghatdrozdsidhoz megszerkessztjitk azt a
derékszogl hiromsziget, amelyilmek egyik befogdéja az A
pontnak az f{-t61 vald tdvolsdga, mdsik befogodja pedig az

A pont és f, flegyenes magassidgkillonbsége. Az dtfogd meg-
adja az {A) pontnak az I%-t6l vald tdvolsdgat. Minthogy az

elsd kép és a leforgatott ktzti kapecsolat merSleges affini-
tds, ezért az (A)X' egyenes kijeltli a (B) pontot az Y'(B)
egyenes pedig a (C) pontot a kordbbi I;-re merdlegesen
meghtizott egyeneseken.

4 hiromszdg leforgatott helyzetében megszerkesztjiik
az M magassigpontot, amelynek elsd képét a merdleges affi-
nitds segitségével hatdrozzuk meg. Az M'-t az AM sfkbeli
egyenesen jeltljitk ki: AM az F pontban metszi az f4 egye-~

nest, az P" pont kijelolésével az AM egyenes mdsodik képét
meg tudjuk rajzolni és ezen rendezdvel tdzzik ki az M" pon-
tot.

Megjegyzés:a leforgatdst a sik bdrmelyik els§ f&vona-
la k6riil végrehajthatjuk. Most azért vdlasztottuk meg igy
a forgastengelyt, hogy az elsd képet a leforgatottél job-
ban széivdiasszuk. Ez a tovdbbiakban dltaldban nem valo-
sithatd meg, de kelld gyakorlat utdn nincs is rad sszlikség.
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§.11 abra.
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A leforgatds eljdrdsdnak gyakorldsdra oldjunk meg né-
hdny feladatot:

1) Adott egy O pont és egy e egyenes, valamint egy r
tdvolsdg. Szerkesszilk meg az e egyenesen azokat a
pontokat, amelyek az O ponttél r tdvolsdgra van-
nak. ‘ :

(A megszerkesztend§ pontok tulajdonképpen az 0 ko-
zéppontd, r sugari gombnek és az e egyenesnek a
metszéspontjail.)

A 6.12, dbrédn &db-

rédzoltuk az O pontot, N

az e egyenest, ¢és E.J

megadtuk az r tavol-

sdgot. A feladat T

megolddsdhoz az O

pont és az e egyenes

4ltal meghatdrozott

s{kban az O ponton &t

vettik fel az I, el

el
NMY

38 f8egyenest forgds—
tengelynek. Az O pont
leforgatdskor hely-
ben marad. Az e egye-
nes egy tetszdleges
% pontjdval megszer-
kesztjilk a leforga-
tottjat, figy az (e)
egyenes az (L) pontot
az e egyenesnek a
forgdstengellyel al-
kotott meiszéspont-—
jdval ¥sszekdtd egye-
nesvonal lesz. Az (0) 512 &b
kril r sugdrral raj- f<. abra.
zolt kor kiljeldli az (My) és (I,) pontokat, amelyelmek el-
8§, majd masodik képe az e egyenes képein meghatdrozhatd.
2) Adott egy a egyenes és egy O pont.
Szerkessziik meg azt a szabdlyos hdromszoget, amely-—
nek ktzéppontja az O pont, egyik éle az a egyene~
sen van.

A 6.13. ébrén az O ponton 4t felvessziik az 0 pont és
az a egyenes dltal meghatdrozott sik £, els§ flegyenesét.

Az fq egyenes k8riil a sikot képsikkal pdrhuzamos helyzet-

be forgatjuk: megszerkesztjik az a egyenes tetszdleges X
ponijanak a leforgatottjdt, ezdltal az (a) egyenes is
megrajzolhatd. Az (0) = 0' pontbdl (a)-ra d1litott merd-
leges egyenes talppontja (7}, Az (0)(T) tdvolsdg kétsze-
rese o szabdlyos hdromszdg koré {rt kdr sugara. Ennek is-—
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meretében az "
(0¥(T) egyene~- C

sen kijeldljiik

a (C) pontot,

illeilleg az 34 o
&) egyenesen L

az (A% és (B)
pontokat. (4)
és (B) poniok
visgzaforga-
tdsa az a egye-
nes képeinek
ismeretében

rdr kézenfek-
v§. A(C) képe-
“t a (7)) pont
visszaforga~
tdsdval tudjuk
meghatarozni,
és ezutin a
IO egyene-—
sen,- illetve

a TQO" égyene- ,
sen Jjeloljiik 5.13. abra.
ki ¢'-t, illet~

ve C"-t.

Tdvolsdgok €s hajlasszdgek megszerkesztése

A méretes alapszerkesztések egyik alkalmazidsi terilile-
te a kétképsfkos dbrdzoldsban megadott térelemek tdvolsd-
gainak, illetve szBgeinek megszerkesztése. A kvetkezbkben
ilyen szerkesztési feladatokat mutatunk be. Ezek attanul-
ményozdsa és 6ndlld kidolgozdsa utdn —— a térgeometriai is-
meretek alapjin — valamennyi ilyen jellegl szerkesztés?
viszonylag konnyen el tudunk végezni.

1) Szerkesgzﬁk meg az a €s b kitérd egyenesek haj-~
lasszdgét.

A 6.14. 4brdn megadott a és b egyenesekkel pdrhuzamos

egyeneseket szerkesztink egy tetsz8leges P ponton at: aq,

bj. 4z a; és by egyenesek dltal meghatdrozott sikban fel-

vett £, fdegyenes koril leforgatjuk a sfk P pontjit és aq,

illetve b egyeneseit, a leforgatottban kxapjuk a ¢ hajlds-

szoget.
“2) Szerkesszik meg az ABC sik és az 1. pont tdvolsdgdt.
A 6.15, dbrdn megszerkesziettik 2z ABC sik f, elsd

és £, misodik fSezyenesst, ezek ismereiében 2z .. pontbdl
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merdlegest 411{i-
tottunk az ABC
sikra. Megszer-
kesztve a merdle-
ges és az ABC sik (=Y
O metszéspontjdt, b

a kapott MO sza-

kasz az M pont és

az ABC sik tdvol-

sdga. Véglil eld-
allitottuk az MO
szakasz valddi
nagysagat.

AII
F1
0’
¢
¥
Mﬁ E Eﬁ'
M!
Al
7

6.15. dbra.
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“3) Szerkessziik meg a 6.16. 4brdn két képével adott
ARC sik és DB egyenes hajlésszigét.

A sik és egyenes hajldsszige a sik egy normdlisa és
az egyenes &ltal bezdrt szbg pbtszige. Ezért a D ponthdl
az ABC sikra (ennek fi és f, f4vonaldt felhaszndlva) merd-

leges n egyenest szerkeswztiink. Az n egyenes és a DB egye-
nes altal meghatdrozott sikban felvesszik a v elsd fdvo-
nalat. A v f8egyenes koril leforgatjuk ezt a sikot kép~—
s{kkal pérhuzamos helyzetbe. A (D) pontot az n ds DB egye-
neseknek v forgistengelyén helybenmaradd pontjaival Osz-
czekotjik, fgy megkapjuk a normdlis és a DB egyenes szi-
gét. Bzt a szoget deréksziggé kiegészité ¢ szdg a sik és

a DB egyenes hajldsszige.

. L v
Al M
1” N B i
3
DI’I
CH
Df
B! v
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4) A 6.17, dbrdn megadtunk egy elsd vet{tfsikot és
egy dlitaldnos helyzetd sikot f1, f2 f8vonalaival.

Szerkessziik meg & két sfk hajldsszbgét,

A tergeometrlabol _lsmeretes, ho két s{k hajldsszo-
get — a tér egy tetszoleges pontjabol —— a két sfkra A1-
litott normdlisok haj lasszoge adja meg. Ezért egy tetszd-
legesen felvett P ponton dt megszerkesztjik az (I, f2)

dltaldnos sik nq normdlisdt, majd az ® elad vet{t8sik n,
normialisdt. Az n2 normdlis elsd févonal, amelynek elsd ké-

pe meroleges o -re. A normilisok sfkjdt ebben az esetben
az N, normdlis koril képsikkal pdrhuzamos helyzetbe for-

gatjuk, Elég az 4 normalis egy tetszlleges X pontjdnak a
leforgatottjdt meg~

szerkeszteni. Az n;
(nq) és né d1ltal x"
bezdrt szdg a két f2 |
sfk ¢ hajlasszige. }
¥
x) !
ng ~ |
;] - 1 =1,
S,
N
it
fz \f\\
¢ [P
e B
nf
XN
fz.'

-

617 dbra.
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Méretes adetaival megadott tesitek dbrizolisa

A méretes alapszerkesztések mdsik alkalmazdsi kbrét
képezik azok a feladatok, amelyekben e dltaliban szabi-
lyos tulagdonaagokkal rendelkezo test (gula, hasdb, kocka,
gth. } néhiny megadott adatdbdl megszerkesztauk a test ren-
dezett vetilileteit. Az ilyen tipusu feladatokat terméaszete~
sen nem lehét térgeometriai alapokon nyugvd megolddsi gon-—
dolatmenet nélkiil megszerkesztenl. A megolddsi ,tervet"
célszerl egy alkalmas szabadkézi vdzlatial kezdeni. E sza-
badkézi vdzlaton igyeksziink a megszerkesztendd testet le~
hetdleg keplesen megrajzolni, fTeltintetve rajta a megadott
adatokat. -Ezutdn a feladatot gondolatban megoldjuk, vagyis
8 gzerkesztést olyan 1epesekre bontjuk le, hogy minden e-
gyea lépésben egy-egy dbrdzold geometr1a1 alapszerkesztés
szerepelaen. Ezutan,ha gziiksdges, le is irauk a feladat
megoldasanak 1epese1t majd azokat sorban vegrehaatauk. A
szerkesztés vegen a 1athatosag foltiintetése zdrja a fela-
dat megoldasat.

(Megaegyzes Az alapszerkeszteseket természetesen nem ki-
zdrdlag ilyen feladatok megoldaSara lehet alkalmazni., Az
alapszerkesztesek képezik az dbrdzold geometrial tananyag
gerlncet amelyek nélkiil a gorbevonalak és feliiletek dbri- -
zoldadt, a veliik kapcsolatos metszési és dthatdsi, valamint -
sfkba~terftési feladatokat sem tud juk megoldani.) :

1) A 6, 18, 4brdn megadtuk az A pontot, az e egyenest
és az m tavolsagot. Szerkessazik jmeg ammak a sza-
badlyos hdromoldald hasdbnak a képeit, amelyeknek
egyik alapéle az e egyenesen van, az alaplap cst-
csa az A pont és 8 hasdb magassiga m.

A feladat megolddsa:
a) Az (Ae) sfkot f; elsd fdvonala koriil leforgatjuk: (X),

(e). Megszerkesztjilk a szabdlyos ABC hdromszoget, B és
C pontokst v1sszanrgatJuk.
b) A sfk f, misodik f8vonalidt is felvéve az alapsikra me~

r8leges oldalélek egyeneseit megszerkesztguk.
c) Az oldalélekre felmérjiik az m magassdgot.
d) Lathatdsdg feltiintetése.

2) A 6.19, 4brdn megadtuk az A pont és & ¢ egyenes
képeit. Szerkessziik meg azt a kockdf, amelynek A

pont alaplapjdnak egy csucsa, ac egyenes edig a
kocka A-val szemktztes oldaléle (1. vazlatg

A feladat megolddssa:

a) ? pongo? 4% a ¢ egyenesre merfleges s{ko} szerkesztiink:
b4
19 ~p/e

b) Az (L4, ¢ ) sfk és c egyenes metszéspontjdt meghatdroz~

Zuk: CO
c) Az (f£4, 12) s{kot leforgatjuk: &' = (A), (C). Megszer-

kesztjlk az ABCD négyzetet a leforgatott helyzetben,
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6.19. dbro.
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majd visszaforgatjuk.

d) A kocka oldalélei c-vel pdrhuzamosak, A D pontbdl kiin-
dulé oldalélire a kocka élhosszdt felmérjiik (X segéd -
ponttal): D_.

e) Lithatdésdg feltintetése.

3) A 6.20. dbrdn megadtuk a g egyenes és a P pont
két képét, valamint az m tdvolsdgot. Szerkessaziik
meg azt & szabdlyos négyoldald gildt, amelynek
tengelye a g egyenes, alaplapjdnak egy csicsa a P
pont és magassiga m.

A feladat megolddsa:
a) P ponton 4t g egyenesre merSleges sfkot szerkes iink:
(f] s f2)'
b) Az (£4, fz) sik és g egyenes metszéspontjdnak meghatd -
rozdsa: M.
c) Az (f4, f2) sfk leforgatdsa: (M), P' = (P). Megszer-

kesztjiikk & PQRS alapnégyzet leforgatottjdt, majd visaz-
szaforgatjuk.

d) A G segédpont alkalmazdsival a g egyenesre M pontbsl
felmérjiikk az m tdvolsdgot: T.

e) A lithatdésdgot dgy tintetjilk fel, hogy & lemezbdl levd
gildnak az alaplapjdt eltavolftjuk,

4) A 6,21, &brdn megadtuk az a egyenes és az 0 pont
két képét. Szerkessziik meg azi a szabdlyos tetra-
édert, amelynek egyik alapéle az a egyenesen van,
az alaplap kozéppontje az O pont.

A feladat megolddsa:

a) Az O pont és a egyenes sfkjdt az f; f6vonal kériil lefor—
gatjuk: 0' = (0), (X), (a). Az ABC szabilyos hiromszig
szerkesztése és visszaforgatdsa.

b) Az (0a) sik f, févonaldnak felvétele és O ponton 4%

sikra meréleges egyenes szerkesztése.

¢) A szabdlyos tetradder magassdginak megszerkesztese (1.
dbra).

d) 4 mer8leges egyenesre az Y segédpont alkalmazisdval, 8
magassdg felmérése.

e) A ldthatdsdg feltlintetése.

Gyekorldsra Jjavasoljuk a 6.22. és 6.23. dbrdn felvé-

teli vazlattal megadott feladatok 6ndlld kidolgozdsdt (A/4

lapon).

1) Szerkesszilk meg azt az egyenes hasdbot, amelynek
&laplapja az adott ABCD paralelogramma, magassiga
pedig az m tdvolsdg.

2) Bzerkesszilk meg annak a szabdlyos négyoldald gild-
nak a két képét, amelynek adott t tengelye, a raj-
ta levé il csucs €s az alap egyik csiicsa.




fll
R /] l\ m
o
S L]
-7 | >
P
M — e N e N e [
\ T
m . \ i I
Q A [
- \\ T E i
{ P === i lf
#l
\

6.20. abra.
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3) Sgzerkessziik meg annak a tetraéddernek a két kxépét,
amelynek alaplapja az adott ABC hiromszbg, magas-—
gdgdnak hossza m, é8 a magassdg talppontja T.

4) Szerkessziik meg annak a kockdnak a két képét, a-
melynek egyik lapkézéppontja 0, és a lap egylk
éle az adott a egyenesen van.

5) Adott az a egyeneg, O pont és az m tavolsag. Szer-

kesztendo az a szabilyos hatoldalu hasdb, amelymek

ik alapéle az a egyenesen van, alaplapganak ko~
zeppontga az O pont, magassiga m.

6) Adott a c egyenes és az A pont. Szerkesszik meg
annak a kockdnak a képeit, amelynek elaplapja a
(c, A) sfkban van, A a kocka egyik csicsa, c egye-
nes pedig az alaplap 4tldja.

7) Adott az A pont, © egyenes és a d tdvolsig. Szer-—
kesszilk meg annak a szabdlyos hdromoldalu gilénak
a képeit, amelynek t a tengelye A pont az alap-
lap egylk cslicsa és a glla magassdga a d tdvolsdg.

8) Szerkessziik meg azt a szabdlyos hdromoldald gildt,
amelynek tengelye t egyenes, egyik cldalélének e-
gyenese a b egyenes, & gile magassigs pedig a meg-
adott m tdvolsdg,

Elméleti tananyag: Tankdnyv 75-80. és 83-84. pontjai.
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6.22. abra.
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7. VEKTOROK, VEKTORMUVELETEK ES GEOMETRIAT
ATKAIMAZAS ATK

Vektor fogalma: Vekiornak mondunk egy irdny{tott sza-
kaszt, amelyet nagysdga (hossza) és irdnya ad meg. Két vek-
tort azonosan egyenldnek tekintiink, ha parhuzemos egyene~
seken vagy k0z6s egyenesen helyezkednek el és nagysdguk,
valamint irdnyuk is megegyezik. A vekbtorok jeldlése: va
aldhizott kisbetlvel (pl. a), vagy & szakasz kezdd és vég-
pontjénak egymds utdn irdsival, feliil ny{fllal (pl. iB). A
szakasz irdnyitdsdt rajzban szintén ny{fllal jel®ljiik. '

Vektor abszolit értéke a vekitor hossza; jeldldse lal.

Nullvektor: Olyan vektor, amelynek hossza G, iranya
pedig megallapodds alapjdn tetszlleges, azaz bidrmely vek-
torral piarhuzamos,

Vektorok Usszeaddsa: a és b vektorok Gsszegé:i gy kap-
Juk meg, hogy az a vektor végpontjdbdl ind{ijuk a b~t. Az
& + % az a kezdfpontjdbdl b végpontjdba mutatd vekTor (7.1.
abra .

Ezzel egyenériéki a paralelogramma szabdly szerinti
Gsszeadds: az a és b-t kozbs P pontbdél ind{itjuk, és az 41-
taluk meghatdrozott paralelogramma P pontbdl kiinduld &t-
1évektora a + b (7.2, &dbra).

Az BsS5zeadds tulajdonsdgai:

& +b=Db+a (kommutat{v)
(& +b) +c¢c=a+ (b +c) (asszociativ).

——

4z a, b, ¢, 4, e vekforok Usszege az az f = AP vek-
tor, amely dz Osszeadandd vektorok 41ltal alkolott ABCDEF
torott vonalat zdrtitd teszi (7.3. dbra).

o~

, P_=,
71 abra. 72. abra.
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Vektorok koordindtdi: Vdlasszunk a térben hdrom, pd-
ronként egymasra merdleges egy-
ségvektort: i, j, k (7.7. dbra).
Alkosson e harom vektor jobb-
rendszert, azaz k-ral szembe
nézve i-t a %—ba 90%-0s, az ora
jdrdsdval ellentétes (vagyis po-
zit{v) forgds viszi. Az i, j, k
alapvekitorok linedris kombindei-
jaként a tér barmely v vektora
egyéritelmlien 411{thatd eld:

v = xi + ¥y + zks

4
Az (x,¥,z) szdmhdrmast a v vek- 77, abra.

tor Descartes-féle derdkszigl

koordindtdinak nevezziik az i, j, k koordindtarendszerben.
Azgé k alapvekforok koordingtdi: i(1,0,0), j(0,1,0),
x(050,T).

Vektormiiveletek koordindtdkkal: Az a velkior koordind-
thi (", ay, 83), & b vektor ' oordindtdi (by, by, b3). 4

két vektor Usszegének a + b-nak & koordindtdi (aq + by,

ay + by, 84 + b3). A két vektor klilonbségének & - b-nak %

a koordindtdi (ay - by, a, ~ by, ay = b3). Ha A valds szém,é

akkor a Aa koordindtdi (Raq, Jaz, 2a3), '
Helyvektor. Térbeli pont koordindtdi: Ha a térben

rogzitjik az 1, J, k alapvektorok kozds O kezdbpontjdt az

origét, akkor a tér minden pontjdhoz egy meghatdrozott O~

b6l kiinduldé vektor, un. helyvektor mutat. Ha a P pontba
mutaté OP helyvektor koordindtdi (pq, Pos pB), akkor a P

pont koordindtdinak az 0P helyvektor koor@inétéit nevez~
ziik, Ha A pont helyvektora a(aq, 85> a3) és a B pont hely-~

vektora a b(bq, bos b3), akkor az AB =
= b - alby - aq, b2 - 25, b3 ~ 33).

Példa: Legyen adva az A(2,1,3),
B(~1,2,5), D(1,2,1) pont. Ha-
tdrozzuk meg az AB és AD vek-
tort (7.8. dbra).

Ha az A pont helyvektora a, a
B pont helyvektora b és a D
pont helyvektora d, akkor

AB = b - a(-3,1,2) és

AD = @ - a(-1,1,-2).Hatdrozzuk
meg 82 ABCD paralelogramma C
csQesdnak koordindatdit. Nyil-
vdnvald, hogy € pont ¢ helyvek- 78 abra.
tora ¢ = a + AB + AD alakban
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dll eld. A paralelogramma 4tlévektora AB+AD(-4,2,0),
tehdt ¢(~2,3,3) adddik.

Migil péiddnkban d11{tsuk eld a v(12,11,4) vektort asz
a(1,2,0), b(2,3,1), ¢(5,-1,2) vektorok linedris
Eombindcidjaként. v = ag + Pb + yc koordindtds a-
lakban «, B, y-ra gy egyenlétrendszert ad.

12=oc+2(3+53'
11=2a+3p—¥
4=p+2’b’.

A harmadik egyenlet kétszeresét az elsébdl és hi-
romszorosat a misodikbdl kivonva:

4 = o + Y
-1 = 20 - Ty innen -9 = -9 Y -
Tehdt y = 1, akkor pedig « = 3 &g B =2,
Tehdt a v vektor komponensei: 3a(3,6,0), 2b(4,6,2),
9(5,"'1’27-
Ha az AB szakaszt a P pont két
szakaszra osztja (7.9. dbra), ame-~ A A P A B

lyek ardnys %% ='% s akkor a P pont
helyvektora az A és B pontok helyvek-
toraival a kovetkezd alakban fejez~-
hetd ki;
Aa + pb

B= X7 a -
(Ez az eld4ll{tds kiterjeszthetd ag
AB egyenes AB szakaszon kiviil levd
pontjaira is, Ekkor az egyenesen egy 0
irany{tdst kell felvenni, és ennek 79 dbra.

megfelelen a éfarény a -1 kivételé-
vel minden valds szdmot felvehet.
Kimutathatdé tovdbbd, hogy az AB egyenes pontjai ponto-

san akkor dllithatdk eld p = aa + Pb alakban, ha x+P=1.)
Az AB szakasz felezdpontjdba mutatsd vektor:
a + b
2 -

Sulypont: Az A5 Apy e, A, pontokbdl 4116 pontrend-
szer sdlypontja az S pont, amelynek g helyvektora

§1+§2+.-0+§n

n ¥

ahol 25 82 A; helyvektora. A sdlypont fiiggetlen az origd
vdlasztdsdtdl, é&s a silypontbdl a pontokba vezetd vektorok
Usszege O, ’

aKorldasra javasoljuk: Geometriai feladatok: 1-48,
feladatait.

§=
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Vektorok skaldrig gzorzata

Ha k€1t vektorhoz a-hoz és b-hoz a kivetkezd definicid
szerint egy szdnot rendeliink, akkor ezt a miveletet a két
vektor skaldris szorzdsdnak mondjuk. Jeldlése: ab.

Definicid: Az a és b vektorok
skaldris szorzatdnak az ab =|allblcos
szamot (skaldris mennyisdget) nevezzik,
ahol ¢ a két vekior 41tal bezdri ki-
gsebbik sztg (7.10. dbra).

Megijegyezziik, hogy ab > O esetén a vek-
forok hegyesaziéget, ab < O esetén tom-

saszbget ég ab = O esetben deréksziget.
zirnak be,

A skaldris gzorzdg fontosabdh itu~

la jdongagai: ~

.
‘,'j'_'P_ = §°% (kommutg_tiv) 710 c'rbrcr.
a(b+g) = ab+ac (disztridbutiv)

il

(2a)b = a(Ab) = Alab)
ag = a2 = |al? .

A skaliris szorzdsra az asszociativitdsnak nincs értelme.
Skaldris szorzds elvégzdse koordindtdkkel: Az
alaq, a5, aB) és blbq, 52, b3) skalaris szorzata:

ab = aby + asb, + a3by.
Az a vektor irdnydba mutaté egységvektor:
I tehdt a° = |a[2 - a2 4+ a2 + a? alapjan kiszd-
2 T Ter 2" = lal” =8y + 8y ¥ Ay adap)
a, a

a
® vektor koordin# &i (TET“?ET’TE%L

mithaté |a|, és {gy az a

Ezek a koordindtdk az a® és 1 i11. j il1. k alapvektorok dl-
tal bezdrt szdgek koszinuszdi, -
Az ¢ egységvektor €s a b vektor ska-
ldris szorzata bee = |bllefcose ={blcosy ,
ennek geometriail JelenTéde a b vektor e
irdny{tott egyenesén adddé eldjeles mers- b
leges vetillete (7.11. dbra). Ezen észre- %
vétel alapjdn vezethetd le a kbvetkezd:
A b vektor felbontdsa adott a vek- £

torral pahuzamos €g rea merdleges ossze-

tevokre: & felbontason a kovetkezoketl

grtjuk: a két vektort kozds kezdSpontu- b
nak gondolva, az dltaluk meghatdrozott

s{kban a b vektor végpontjédbdl az a vek- ¢
tor egyencsére &L1{tott merdleges T talp~

pontja jeldli ki az a-ral pdrhuzamos Db

[
P £
Osazetevd végpontjdi. 711 dbra.



Az a-ra merSleges Usszetevld |
kezddpontjae a T talppont, vég-

pontja pedig a b vé%pontjéval

kozos; jele: b_ (7.12, dbra), b

. b
A By, illetve by tsszetevlk: =m
ab
p..P = (éob)@_o': ::2:%_ 3 n
2 g b, T
b =b-b_=1b- (%)’ = 712 dbra.
...m -— ...P — — mme
ab
=b__a-
= a2 =

Konnyen beldthatd, hogy ez alaq, ans 33) vektor koordind-
tdi az i, %, k alapvektorok dltel meghatdrozott koordind-
tarendszerben a4 = ai, &, = aj, By = ak skaldris szorzds-
gal is kisziamithatdk.

Két vektor hajldsszbgének kiszdmf{tisdre is alkalmas
a skaldris szorzds, ui. a definicid alapjdn kapjuk a

a+b

FO%¥ = Tellz]
Bsszefliggést.
Példdk:

1) Szém{tsuk ki a(3,2,-1) és b(2,~1,3) vektorok ska-

ldris szorzatit. Hatdrozzuk meg a két vektor haj-
ldsgzbgének koszinuszdt.

Megoldds: ab = 2+3-2-3 = 1

la] = 9+4+1 = {14
bl = J4+1+9 = {14

COSCF_=’[34"‘t

|2) Szém{tsuk ki a2z 5 hosszisdgi a és 3 hosszisdgi b
skaldris szorzatidt, ha hajldsszdglik 30°.

Megoldds:

ab = 5¢3+cos 30° = 15 » %;f,

Bontsuk fel a b vektort 2-ral pirhuzamos és red
mer8leges Gsszetevdkre.

Megoldds: 2
o a- = 1+4+4=9 y a-s

szerint gp =5 a-= 3a(-3,

13) Adott az a(-1,2,2) vektor és a b(-5,5,6) vektor,

- 5410412 = 27. Ezek
!6)’ Em = p. - Ep(-z’-‘} !O)‘
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meg 2 erteket .agy, hogy a és b egymdsra merdlege-
sek legyenek,

‘14) Adott az a(2 3,5) és b(1,-4,2) vektor, Hatdrozzuk
Megoldds: asb = 2-12+5z = 0, innen z = 2.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 49-97.
feladatait.

Vektorok vektoriilis szorzata

"Ha két vekiorhoz a-hoz és b-hoz a kivetkezl§ definicid
szerint egy ¢ vektort rendeliink, akkor ezt a mliveletet a
két vektor vektoridlis szorzasanak mondjuk. Jeldlése:
¢ = a Xh,

T  TDe¥inicid: Az a és b vek-
torok vektoridlis szorzala a ¢ 1
vektor, ha |c| = lalibl sine , - c=qgxb
ahol ¢ a két vektor Zltal meg- - T
hatdrozott kisebbik 820g, to-
vadbha ¢ meroleges a-ra és b-ra
mégpedig dgy, hogy" &, B, ¢ “jobb~
rendszert alkotnak, azaz c-ral
szembe nézve a-t a b—ba Sramu-
taté Jarasaval ellentétes ¢
sz?gu forgds viszi 4t (7.13. 4b-
Y3 ).

Megaegyzes a xhb vektor
abszolut értéke az a és b vek- 713, abra.
torok dltal meghatirozoti para-
lelogramma, tertiletével egyenld.

Két vektor vektoridlis szorzata pontosan akkor O, ha a két
vekior pdrhuzamos (kollinedris).

A definiciébdl kivetkezik, hogy a vektoridlis szorzds
nem kommutativ mivelet,

A _vektoridlis szorzai fontosabb tulajdonsdgai:

axb = -bxa (a vektoridlis szorzat alternild)
Maxb) = (Aa)xb = ax (Ab) |
(a + b)xg =axg + bxe

It

cx(a +1b) = cxa +cxb (@isztributfiv)
Az asgszociativ tulajdonsdg a vektoridlis szorzdsra sem tel-
jesiil,

Néhdny szé a determindnsokrdél: A determindnsok elmé-
letével az algebra foglalkozik, ezért a determindnsok al—
taldnos deflnlcloaat sem adjuk meg. Kizdrdlag a misod- ds
a harmadrend( determlnansokkal foglalkozunk. &

Mdsodrendd determindns az a1b2 - a2b1 kéttényezds szor- -

zatok kulonbsege. A Jobb atteklnthetoseg kedvéért az ilyen
szorzatkiilonbségek értékének jeltlésére az

d1 32
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alakban vald felfrdst vezetjiik be. Nyilvdnvald, hogy & md-
sodrendli determindns értéke 0, ha megegyezik két sora (aq =

by, ay = b2) vagy két cszlopa (a4 = 85y by = b2). A deter-
mindns értékének (-1)-szeresét adja a sorok felcserélésé-
vel keletkez§ determindns.

Harmadrendd determindns: Az 8y (i,k = 1,2,3) elemek-

b8l 3 sorban (sorindex i) és 3 oszlopban (oszlopindex k)
elrendezett szdmok Altal az aldbbiak szerint meghatirozoti
szdmot harmadrendd determindnsnak neveszziik:

a a a

11 =12 =13 _ By 85y 859 a23 851 845
ol Bg2 Sg3lt B1) N7 Bap o Titegy T T
841 85, 855 32 #33 31 ©33 31 %32

Ez a harmadrendd determindns elsé sor szerinti kifejtése.
Vektoridlis szorzds elvégzdse koordindtdkkal: Az
alaq, as, as) és biby, by, bB) vektorok vektoriilis szor-
zatdt i, j, k alapvektorokkal a kiovetkezd determindns alak-
ban lehet felfirni:
i k
axDb =|ay a, a;|= 1@,byasb,) ~ jlagby-agby) + klagby-a by
b] b2 b3

Nyilvdnvald, hogy ixj =k, jxk = i, kxi = j.

Péladk:

1) Hatdrozzunk meg olyan vektort, amely az A(7,3,4),
B(1,0,6), C(4,5,-2) hdromszbg sfkjdra mersleges.
Hatarozzuk meg & haromszég teriiletdt.

kiegoldds: AB(-6,-~3,2), AC(-3,2,-6). A hdromszig s{k-

jdra merfleges vektor:

Lo |2k 3 2] -6 2] [-6 -3
AB XAC={-6 -3 2|= i - +k =14i-42j-21k.
-3 2 -6 2 6] |3 -6 |3

A hdromszGg teriilete az AB és AC vektorok f1ltal kifeszitett
paralelogramma teriiletének a fele:

b o= 324;’3 x L] ABxAC = 7(2i - 6j - 3k)

|iB xATl= 7.[4+436+9 = 49 .

Tehdt a hdromszdg tertilete %? .

1

2) Legyen =z = egyenes az A(-4,4,-1) ponton dthaladd,
2(2,-1,-2) vektorral pdrhuzamos, b egyenes a
3(-5,5,5) ponton dthzladdé b(4,-3,~5) vektorral pir-
nuzZamos,
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]Szémitsuk ki a két egyenes tavol-
ségét {(7.74. &bra).

Megoldds: A normdl iranszverzdlissal
pdrhuzamos vektor az & xb, ennek irdnydba
egységvekt
mutatd egység or a xb

la xDb|
A BA vektornak e vektorra vald merdleges
vetiiletének a hossza adja a két egyenes d
tdvolsdgdt:

axb .
4 =\Taxgy B4 :
- 714, abra
BA(1,-1,-6)
i j k
axb =12 -1 -2}= ~i + 2] - 2k
4 -3 -5

jax b= {Tra+d = 3
(a xb)BL = -1-2412 = 9, tehdt a = 3.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 98-121%1,
feladatait.

T5bbtényezds vektorszorzatok. Kifejtési tétel.
Vegvesgzorzat

Kifejtési tétel: Ha két vektor vektoridlis szorzatdt
egy harmadik vektorral vekioridlisan Osszeszorozzuk, akkor
ennek konnyebb klszamitdsara beblzonylthato a kovetkezo
(kifejtési tételnek nevezett) Goszefiiggdsy:

(axb)xg¢ = (ag)b - (bela
ax(bxc) = {ac)p - {ablc.
Hdrom vektor vegyesszorzata: Az a, b, ¢ vektorok ve-

%yesg§orzata az aXb es c vektorok skaldris szorzata:
axb)e.

TA vegyesszorzat geomet- ]
riai jelentését tekintve axb
az a, b, ¢ vekbtorok 41ltal” ~
megﬁdtarozott paralelepipe-
don a, b oldallapjanak nor-
malvektora amelynek abszo-— m
10t értéke a la? teriileté-
vel egyenl$ (7.15. dbra).
A normdlvektor irdnydba mu-
taté egységvektort c-ral

axh

skaldrisan szorozva a test e a
lapjdhoz tartozd m eldjeles !
magasgssdgot kapjuk. ) 715. abra.
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Lz a magassdg pozitiv, ha a xb és ¢ szlge derékszognél nem
nagyobb; negativ, ha axb &s ¢ szbge derskszignél nagyobb.
Az elsd esetben azt mondjuk, hogy a, b, ¢ vextorok jobb-
rendszert alkotnak, a mdsodik esetben balrendszert alkotnak.

iz elmcndottakbsél kdvetkezik, hogy (a xblc vegyesszor-
zat az a, b, ¢ vektorok d1ltal kifeszitett paralelepipedon
el8jeles térfogatdt adja, amely aszerint pozitiv vagy ne-
gativ, amint a, b, ¢ vektorok jobb- vagy balrendszert al-
kotnak.

Az a, b, ¢ jobbrendszert alkotd vektorhdrmas elemeit

ebben a Sorrendben ciklikusan felcserélve szintén jobbp-
rendszert alkotdé b, ¢, a, illettve ¢, 2, b vektorhdrmagcsat
kapunk. Tehdt a paralelepipedon térfogata kiszdm{thatd az

(axble = (bxela = (cxa)d
alakokban. Mivel a skaldris szorzds kommutativ, ezért
(axble = albxe), ugyanigy (bxcla = blecxa) és
(exa)b = claxbl.

&y azt mutaija, hogy & hdrom vektor vegyesszorzd td—
nak kiszdmitdsdndl a szorzat értdke fliggetlen attdl, hogy
egy megadott sorrend esetén melyik két vektort szorozzuk
sasze vektoridlisan. Ez az Un. felcserélési tétel.

Ezért az a, b, ¢ vektorok vegyesszorzatdt szokds
abc-vel jeldlni. Tehdt

abe = bea = cab.

Ha azonban az a, b, ¢ sorrendben két egymds utédn ko-
vetkezd vektort cseréliink fel, akkor a vektoridlis szorzat
alterndld +ulajdonsdga miatt a vegyesszorzat eldjelet
vali:

abc = -bac = -acb = -gba.
A vegyesszorzatra érvényesek a kovetkezl tulajdonsd-

gok:
(da)be = Aabe.

Az abc = O pontosan akkor, ha a, b, ¢ egysikd {komplandris;
vekiorok.
[ + 2w) xb]e = abe.

Az abc vegyesszorzat kxiszdmitdsa koordindtdkkal: Az

%(a1, P a3), Q(b1, b2, b3), 9(01, s 03) vektor vegyes-
szorzata: .

i 1 % 81 3p 83
abc = a(bxc) =@ )by by by} = by by by harmadrendd
C1 02 CB C] 02 03

determindnssal torténik. ) ) 3 _

A vegyesszorzat tulajdonsdgaibol kovetkezik a harmad-
rendd determindns néhany tula jdonsdga, amelyek a determi-
nans értékének kiszdmitdsdnidl j61 felhaszndlhatok:
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Ha a haruadrendd determindns két sordt felcseréljiik,
akkor a determindns eldjele megvdltozik.

Ha a determindns két sora megegyezik, akkor értéke O.

Ha a determindns egyik soxdban csupa 0 &11, akkor a
determindns értéke is 0.

, Haa determindns egyik sordhoz & midsik sor A-szoro-
sédt (A £ 0) hozzdadjuk, akkor a determindns értéke nem vdl-
tozik meg.

PéLddk:
I 1) Szdmitsuk ki az 0(0,0,0), A(3,2,0), B(1,4,0),
¢(2,2,5) cglicspontgkkal adott tetraéder térfogatdt.

Megoldas:Az OA, OB, OC vektorok 41ltal kifeszitett®
paralelepipedon térfogatdnak 1/6 része a tetraéder térfo-

gata.
I A 4 ol |1 o 1 4
QA OB 0OC =|1 4 0= 3- -2 +Qe = 60-10 = 50.

2

Tehdt a tetradder térfogata 3 = 52 .
2) Dbntsiix el, hogy az a(-1,3,2), b(4,-6,2) és
l c(=3,12,11) vektorok linedrisan fliggetlenek-e vagy
filggdk.

Hegoldds: Ha a hdrom vektor linedrisan fliggl, akkor
komplandrisak, és az dlialuk meghatdrozott ,paralelepipe-
don" élei egy sikban vannak, a térfogat és az abc vegyes-
szorzat 0. Ha a hdrom vektor fiiggetlen, akkor &z abc ve-
gyesszorzat ériéke £ 0

132 % 2| la 2] |a -6
abc =| 4 -6 2= - 12 11 =31 1 +2| _ 15 |7
R 2 3 1 3 12

90 - 150 + 60 = O.
Tehdt &, b, ¢ vektorok linedrisan fligglk.

Gyakorldsra javasoljuk: Geomeiriai feladatok 122-145,
feladatait.

Koordindtatranszformicid

Ugyanazokat a pontokat, alskzatokat kiilonbbz8 koordi-
nétarendszerben vizsgdlhatjuk., Ugyanannak a pontnak a koor-
dindtdi kiilonbozs koordindtarendszerekben mis-mis értékelk,
de koztik matematikai formdba tntheté kapcsolat van, amit
koordindtatranszformicidnak mondunk.

Koordindtarendszer eltoldsa: Ha a koordindtarendszers
a v(a, b, c) vektorral eltoljuk (a megfeleld koordindtaten-
gelyek pdrhuzamosszk maradnak), akkor az elsé koordina?a— ’
rendszerben (x, y, z) koordindtdji pont = misikban (x', v,

2') koordindtdji lesz, és a t?anszformacié formuldi:
x=x'" +u,y=y" +b,2z=2 + C.
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Koordindtarendszer elforgatdsa: Ha az origd rogzitve
marad, de az i, j, k vekforok az i', j', k' helyzetbe el-

fordulnak, akkor = P pont (x, y, Z) koordinitdirdl (x', y' ,

z' } koordindtdira vald 4dttérés formuldi

x' = x cos(i,i') +y cos(i,i') + =z cos(k,i')

y' = x cos(4,j') +y cos(,i') + z cos(k,i")

z' = x cos(i,k') 1+ ¥ cos(j,k') + z cos(k,k'), illetve

x =x'cos(i,i') + vicos(i,i') + z' cos(i,k')

¥ ==x'eos(§,1') + ylcos(d,i') + z' cos(f,k')

z = xlcoa(k,1') + y'cos(k,j') + 2z’ cos(k,k').
A formuldkban szerepld pl. (k,1') szimbolum a k és E] egy -~

ségvektorok szbgét jelenti.
Sikbeli koordindtarendszer «
9z8ggel vald elforgatisa esetén
az attérés formuldi a kivetkezlk-
re egyszerisddnek: (7.16. 4bra)

i .
X = X Ccosa + ¥ Sin o«
! = =x sin« + y cos&, illetve

x'cosex - yloinx

¥
X
¥

x'sina + y'cosa .

716. abra.

Javasolt gyakorlati &n¥ag:
Geometriai feladatok 270-281.
feladatok.

Elméleti tananyag: Tankonyv 150-162,, 166., 168-173,
pontok.



8. EGYENZS ES SIK KOORDINATAGEOMETRIAJA

Geometriai feladatainkat nemcsak szerkesztéssel, ha-
nem szidmolissal is meg kell fudni oldani. Ez oly médon tdr-
ténik, hogy koordindtarendszer segftségével jellemezziik az
egyeneseket, sikokat és mds Ysszetettebb alakzatokat. Ak-
¥or mondjuk, hogy egy alakzat egyenletével vagy egyenlet-
rendszerével van jellemezve, ha ezeket kizdardlag az alak-
zat pontjai elégitik ki.

Bevenes egyenletrendszere: Legyen adva egy koordindta -
rendsgzerben egy egyenes Po(xo, Yor zo) F)/

pontjdba mutatsd r, helyvektor és az egye-—

nes v(a, b, ¢) irdnyvektora. Ezek egyér-
telmien meghatirozzdk ez egyenest a tér-
ben (8.1. 4bra). Ha r az egyenes egy tet-
sz8leges P(x, y, z) pontjdba mutaté hely-
vektor, akkor az r -~ I, vektor és a v irdny-

I~

R

vektor pidrhuzamosak, tehdt r - r =1y - ¥,

ahol t egy valds szam. Bz az egyenllség az
egyenes minden pontjdra — alkalmas t ese-
tén — fenndll, az egyenesen kivil levd

pontokra nem teljesiilhet, tehdt az egyenes
vektoregyenlete r = r  + ¥t alakd. Koordi- 0

ndtdkkal felfrva: 8.1. abra

X =X, F at, ¥y = Yo * bt, 2z = Z, + ct,

{gy az egyenes paraméteres egyenletrendszerét kapjuk; a pa-
raméter t. 4 paraméter kikliszoholésével ez az

- x - -z
* o Y T ¥, 0

a = b = c
alakban irhaté fel.
Ha pl. ¢ = O, akkor ez a felirds az
X -x, ¥ -7,
“a

= b3 y 2 = 2

alakra médosul.
Kozépiskolai tanulmanyokbol ismerctes, hogy az egyenes
31kbeli koordindtarendszerben az

“Ax + By + C =0

.kl egyenlettel jellemezhetl, ahol az egyenesre merdleges
o ouormdlvektor koordindtdi n{4, B), mig az egyenes ¥ irany-
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vektora a v(B, -A) koordindtikkal adhaid meg. Az (x_, yo)
ponton dthaladd n(i, B) normilvektori egyenes egyenlete

Alx —_xo) + B(y - yo) = Q.

A sik egyenlete: A térben egy sikot egy Po(xo, Fos zo)

ontje és n(A, B, C) normdlvek-
ora egyérielmlien meghatdroz
(8.2, abra), minthogy egyetlen
olyan sik van, amely a P, ponton

dtmegy és & n irdnyre merfleges.
Legyen a sfk egy tetazdleges
P(x, ¥, z) pontjédnak helyvekto~

™ r, a Po pont helyvektora Iy

Az ¥ -~ r, vektor a afk valameny-

nyi pontjdra nézve az n-ra merd-
leges, a gfkon kfviil fekvd pont-
ra azonban ez nem 411 fenn, te-
hat a sfk pontjait a kdvetkezd

skaldris szorzat jellemzi: o

13_(;-;}_::()):0.

82 dbra.

Ez a sik vektéregyenlete. Koordindtds alakban
Alx - xo) + B(y - ¥o) + c({z - zo) =0 vagy
Ax + By + Cz = Ax, + By, + Cz

alaki, amit még Ax + By + Cz + D = O alakban is folfriu-
tunk, ahol D = —(Axo + By, + Czo).

A sfk jellemzésére alkal-
mas mdsik mdéd lehet, ha a gi-
kot egy pontjdnak r, helyvek-

tordval és két a, b nem kolli-
nedris s{kbeli vekIorral adjuk
meg (8.3. dbra). A sik ggntjai
az a és b vektorok linedris kom-
bindcidival elérhetdk, tehdt a
sf{k egy tetszfleges r helyvek-
tord pontja r = r, + au + bv

™~

alakban 411{thaté elf, Az u és 0
v értékek —— mint paraméterek \
— vdltoztatdsdval a gfk vala- S
mennyi pontjdba eljuthatunk, ' e
Az ilyen alakd vekinvegyenlet , v
1s feldirhaté koordindtds alak- &3 abn

ban. Az u és v paraméterek ki-
kliszitbolésével o sik egyo leté-
nek szokdsos alakjat Lkapjuk.
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Pont és sik t%volsémx Uzy kaphatd meg, ha a sfk esy
pontjat ¢s uz adott pontot Baszekdil§ vektort merSlegesen
rdvet{tjik a normflvektor irinydra. Ha 2 pontba az r hely-

vektor mutat, & sfk egy pontj4nak helyvektora pedig r,s to-

vdbbd @ normdlvektor irdnyd ezységvaktor n°, alkor a vesi-

let el§jeles hosszdt az n%(r - £, - skaldris szorzata adja.

A sik egyik oldaldn levd pontoira az értdk pozitiv, a mdsilk
oldalon 1gvokre negativ, u sfk pontjaira természetegen 0.
Az 07 (r - r )} = O sikegyenletet a [esge~féle normgl-

egyenletnek nevélziik, és koordindtdsan az ’
AX + By + 0z + D _ 0

/42 4 82 4 2
alakban frhaté fel, amely alkslmas pont 45 sfk tdvolsdgdi-
nak a kiszédmitdsdra.

PéLlddk: : : _
1) Trjuk fel & P(5,-3,2) ponton dthaladd v(-1,3,5)
iranyvektord egyenes egyenletrendszersi.

Megoldds: A vektoregyenletbdl kapjuk az x = 5 ~ 1,
Y.= =3 + 3%, 2 =2 + 5t alakot, illetve ebbSl az

| SRDipleg
egyenletrendszert.
2) Hatdrozzuk meg 8z x = 5 ~ %7, ¥y = -3 + 3%y, 2 =
=2+ 5%t éaazx =1 - 2%2; y=3+1%, 2=
= =1 - 5t2 egyenesek hajldsszogét. Allapitsuk mes

két egyenes pdrhuzamossdgdnak &s merdlegességdnek
feltételét.
Megoldds: A két egyenes irdnyvektora: v{(-1,3,5},
22(-2,1,-5). Hajldsszdgiik koszlnusza:

PAIRA Viip =2 +3 - 25 = -20
%" Tl ) ={Te9+25 = 35

12, ={4+1425 = (30 ,

i

tehdt cosq::_?:E%g: » €bbdl a két egyenes hajldsazige meg—
35430
dllap{thaté.

Két egyenes akkor merdleges, ha Irdnyvektoraik skald-
ris azorzata 0. _ )

Két egyenes skkor pdrhuzamos, ha irdnyvektoraik pdr-
huzamosak., (Ekkor a két egyenes egybe ig eshet.)

[3) f1lapftsuk meg két kitér§ egyenes tdvolsdgdt.
. llegoldds: Ezt a feladatot a vektoridlis szorzdsndl
bermutatott feladatok kizdtt lényegében bémutatiuk.



Két egyenes kblcsdnids helyzetét ennek alapjén mér el-
donthetjiikk: ldttuk pdrhuzamossdguk feltételét, s ha nem
pirhuzamosak, és tdvolsdgukra O adddik, akkor csak metszdk
lehetnek.

4) Hatdrozzuk meg az x = ~ty, ¥ = 6 + 2t4, 2 = 8 + 3%
és az x = 13 + 5%, y =2+ t,, 2= -3 - %, egyene-

“sek metszéspontidt,
Megoldds; Ha a két egyenes metszi egymist, akkor a t1

és %, paramé terek megfeleld értékeire ugyanaz az (x, ¥, 2)
gzdmhdrmas 5dédik. EbbSL a feltételezdsb§l hdrom egyenlet

irhatd fel:

Ennek az egyenletrendszernek két egyenle+ébSl kepezett e-
gyenletrendszerbfl ¢y = -3, ¥, = -2 adédik, Ez azonban még

nem jelenti azt, hogy a két egyenes metszi egymist, A har-
madik egyenletbe ezeket az értdkeket behelyettes{tve, ha
ot is egyenllség addidik, akkor a két egvenes valéban met~
gzi egymigt (kiilonben nem metsz28d8k az egyenesek). Bz a
médszer tehdt alkelmas segédeszkiz két egyenes kilcsdnig
helyzetének megdllapftdsdra.

Esetlinkben a kapott 4 = -3 és t2 = =2 értékek mind~

hérom egyenletet kielégftik, tehdt a két egyenes metszs.
A metszéspont koordindtdi a kapott paraméterértékek meg-
felelS egyenletrendszerbe helyettes{tésével addédnak &s a
két egyenes M(3,0,-1) metszéapontjit adjdk.

Is) Irjuk fel az A(1,2,0), B(3,0,-3) és C(5,2,6) pontok
dltal meghatérozott s{k egyenletét. -
, Megoldds: A sfk két vektora AB(2,-2,-3) és AC(4,0,5),
A sik normdlvektora; Kﬁ:(ﬂa(-?E,—24,85, helyette vehet juik
a sik normilvektordnak az n(3;6,-2) vektort is; s s{k egy
pontjs A, tehdt a sik egyenlete
3{x = 1) +6{(y -2) - 22 =0, llletve
3Jx +6y -2z - 15 =0,
6) Adott n P(1,2,3) pont és & kivetkezd két egyenes:
4 egyenes: x = =4 + 2t4, ¥y = 4 - t1y 2= =1 = 2t4,
b egyenes: x = =5 + 4t2, ¥=5 ~ 3t2, 2 =5 - Stz.
Irjuk fel annak = sfknak az egyenletdt, emely 2 P
ponton dtmegy és pdrhuzamos 8z a2 s b egyenesekkel.
. Megoldds: . keresett sik normilvektordt az e yenesek
y‘;c,f3,-2) én 12(4,—3,-5) irdnyvektorainak a vektoridlis
szorzata adj4: VX ¥p(-1,2,-2), Lehdt a s{k egyenlete:
-{x ~1) - 2y - 2) ~2(z - 3) = 0, ilietve
~-% 4+ 2y 22+ 3 = 0,
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7} ndott a P(1,2,3) pont és az x = -4 + 2%, ¥y = 4 - t,
z = -1 - 2% egyenes. Irjuk fel a P pont 69 az egye-
nes dltal meghatarozott sik egyenletét,

Megoldds: A sik normdlvektorét a P pontot az egyenes

egy i(-4,4,-1) pontjdval Osszek{}l vektor é8 az irényvek-

tor vektoridlis szorzaia adja. PR(-5,2,~4);, v(2,-1,-2),

n = ?ﬁxg(nB,JB,T). A afk ezyenlete -

~8(x = 1) = 18(y = 2) + {2z ='3) = O,
“8) Adott & P(1,2,3) pont és az x = =4 + 2t, y = 4 - t,

i

z = -1"~ 2% egyenes., Irjuk fel & P pontot tartalma-
z6 ég az eiyenesre mer8leges sik egyenletdt,
Megoldds: A sfk normidlvektora az eg¥enes irdnyvektora
{2,-(-1,—2)3 Tegét a sik egyenlete: 2(x =~ 1) = (y = 2) -
-2z - 3) = .

9) Adott & 2xr ~ 5y + 2z + 7 = O egyenletd s{ik és az
. X =3 -%, y=-2+3%t, z=1 - 4%t egyenletrendsze~.
ri egyenes. Hatdrozzuk meg & sfk és az egyenes haj=
1éssz§gét.
egoldds: El8szdr e s{k normflvekiordnak n(2,-5,2) és
az egyenes ¥(-1,3,~4) irdnyvektordnak s szdgét dllaplitjuk

meg: av
cosp = TaIlel
nj = J4+25+4 = {33
n.v =-2=15 -8 = -25,
vl = J1+9+16 = JEE
tehat . _=25_
3326

Minthogy ¢ értéke tompaszdg, ezért a sik és az egyenes haj-
lisszige & = @ - 5 .

[{10) Allepitsuk meg két sfk hajlisszogét.

Megoldds: Erre a feladatra kiiltn szdmpélddt nem dol-
gozunk ki. Két sik hajldsszbge (amely legfeljebb derékszog
lehet) normidlvektoraik hejlédsszdgébdl szidmfthatd.

Két sik nyilvdn akkor parhuzamos, ha normidlvektoraik
is pdrhuzamosak.

|11) Hatdrozzuk meg & 3x -y + 2z = 3 és a 7x - 3y ~
+ 52 = 5 egyenletd sikok metszésvonaldt. :
Megoldas: A metszésvonal v irdnyvektora mindkét sik
norndlvektordra merdleges, tehdt azok vektoridlis szorzo-
tEbEY szdmolhatds : ‘

121(3,"132), 13,2(7’—3’5) 'tEha’t' Y_ = 124]7(1_1.2(19"‘1,"'2)0

& neiszésvonal egy pontjdt megkapjuk, he annak egyik koor-
dindtdjdt tetszllegesen vdlasztjuk; legyen pl. 2z = 0. Ek-
kor a sikok egyenleteibll szdrmazd 3x =7 = 3 é3 Tx = 3y =
= 5 egyenleirendszerbll x = 2, v = 3 adddik, {gy & metszég=



vonal egy M pontja: M(2,3,0). A metszésvonal egyenleirend-
szere tehdt:

-2 _Yy-3 =
1 - =

£ - g

12) Hatérozzuk meg & Tx ~ 3y + 5z = 5 egyenletd sfk-
nak és 6z X =4 -4, y =5 ~3%, 2z = =3 + ¢ egyen-
letrendszer(i egyenesnek a metszéspontjii.

Megoldds: Ha a t paraméter valamel értékgre 4% egye=

nes egyenletrendszerébfl olyan (x, ¥y, z{ szémhdrmas adddik,

amely a s{k egyenletét kielégiti, akkor ez a mzdmhdrmas &p-

pen a keresett metszéspont harom koordindtdja. 4 megrelelg

t értéket gy keressilk, hogy & sfk egyenleiébe behelyette-

s8{tjiik az egyenes egyenletrendszerét:

7(4 =~ ) = 3(5 = 3t) + 5(=3 + t) = 5.

A kapott egyenletet t-re megoldva t = l-ei{ kapunk., EbbSl a
metszéspont M(3,2,-2). Ha az egyenletnek t~re végtelen amok
megolddsa van, akkor az egyenes bemne fekszik & sf{kban, ha
nin;s 8z egyenletnek megolddse, akkor az egyenes pérhuzamos
a B8 kkall

Egyébként sfk és egyenes pdrhuzamossigdt (belaérive,
Jogy az egyenest tartalmazza a sfk) eldonthetjlikx a s{k nor-
mélvektorggak és az egyenes lrdnyvektordnak merdlegességé-
b6l is, ekkor a két vektor skaldris szorzata O.

Pont €3 sik tévolaégépak kigzdm{tdsdra a Hesse~fdéle
normdlegyenlet szolgal. Szdmftsuk ki a P(2,1,8) pontnak az
n(3,4,0%ynormélvektorﬁ Q(-3,1,6) ponton #thaladsé sikiél va-
IS tdvolsdgdt. A sfk egyenlete a Hesse-féle normél alakban

Clal = 5): 1
f QEAL%?L1L5—= 0, tehdt e tdvolsdg d = ?? = 3.

. A legutolsd feladatnak Lz
meg tovdbbi tanulsdge is van. PN, St
iinthogy a sik n(3,4,0) nor- —
milvektora az xy sikkal pdrhu- i
zamos (8.4, dbra), ezért a sik i \\
az xy sikra merdleges, tehdt a I
sik egyenlete megegyezik az xy [
8ikkal alkotott metszésvonald- i
nak egyenletével, sdt a sik és
a metszésvonal normilvekiora
is wzonos. 4 P(2,1,8) pont te-
hdt ugyanolyan tdvol van a

s{ktél, mint az xy sikon levd ;? \\\
F'{2,1,0) merdleges vetiilete -

a metszésyonaltél. EbbSl azon- f=4
nal kdvetkezik, hogy a sik 8.4, dbra.

koordind tageometrid jdban az e-
gyenesnek is van Hesse-féle normédlegyenlete, mégpedig az
AZ+By+C=0 egyenes normdlegyenlete: .-
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AX + By + C = 0
'4'112 + 32

ennex fe’huszndldsdval a sikban levd pontoknsk az egyenes-
b8l mért tAvulsdza konnyen szdm{thatd.

Cyakorldsru javasoljuk: Geometrial feladatok 146-269,
és £32-306. felmsdatait.

Elméleti tananyag: Tankbnyv 174-180, 182-188, 191—194.2
pontok. ;
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. figgetlen attél, hogy a g egyene-

9. KUTUPT VEXKTOROK., VEKTORRENDSZEREK

Két vektor egyenldsdgének drtelmes .3t Toselodthe
arra az esetre, hogy két vektort hosszuix ds irdn;uk zoyen-
186sége esetén csakis skkor tekintiink egyentoael, hs noyan-
4zon iz egyenesen vannak. Az ilyen vekiorokat revez-ild e

5085t vektorolnek. Egyes mechunikai problémaanal vzes o v zh-
torok igen fontos gzerephez jutnak. \ vektor e.pro oo o
hatdsvonala,

Kot6tt_vektor jellemzédse vektorioordind eddvai: Ha =
egyenesen levs v vektor i kezd§-
rontjidba mutat & tér egy tetsz8le-
ges (g egyenesen kiviil Tekvd) O
pontjabdél az a vektor, akkor az
1 =-axy vektort a v vektor O pont-
ra vonatkozd nyomatdkdnak nevezziik
(9.7, dbra). Lz a nyomatdk vektor

sen hol vdlasztjuk az . pontot. Az
m mindig merdleges wz O pont és g
egyenes afkjdra, hossza pedig an-

- nak 1 paralelogramminak a teriletd- 91 abra.
' vel e.,enl8, amelyet a g egyenesen

levd vl gzakasz ds uz O pont meghatlirosn:k, ® .so:les soam-
A migassdza az 0 pont $g a g egyene. tav~'sapa, eoeyis cl-

1dala Jv| hosszisdgl, tehdt teriilete vilobar Blipgetlen at-

t6l, hogy a g egyenesen hol fekszik v vektoer,
4z 0 pont altaldban a koordindtarends.er St 30ju; a
vonatkoztatdsi pontra vald tekintetiel m-t syake caom -ral
jelsl jiik. - ©
Hatdrozzuk meg az 1(2,3,1) ponton dtualaud »(1,-1,2)
|vektornak az origdra vonaitkozd nyomatokddt.

m=axy whol a(2,3,1), v(i,-1,2) tehdt
2z O-ra vonatkozd nyomatdék (7,-3,-5).
A [v, m] vektorkett6st a v kststt vektor O ;ontra vo-

natkozd vektorkoording tiinak mondjuk.

Megjegyzés: Bgy kotsit vektornak o L4y ¥Ulonbdzd pont-
saira vonatkozd nyomatdlky =is-mds vextor, de mindig newd-
leges 1 y-re, vm = 0. .gy kG6t6%% vektor nyosmatdk, kimiss-
lag ukkor 0, h3i™a hatisvonala dtmegy a vonatkozdzi ponion.

., Linden [v, m] vektorkettds v £ 0 4s vim = 0 esetd:
egyértelmien meghitdroz ezy %otoE vektort, ha adott az O
vonatkoztatdsi tont. Ha ry-ral jelSljilk az 0 ponthdl a v

natdsvonalinak egy pont;iba merilegesen drkezd vektort, ak-~
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kor nyilvdn m = r x y. Mindkét oldalt balrdl vektoridlisan
gzorozva Vv vektorral, vxm = vﬂx(go><g) adddik. A kifejtési

tétel alkalmazdsdval vxm = v°r -t kapunk, mivel vr_ = O.
X : =9, . 9
Innen r, = 5% s & ¥ vektor hatdsvonalinak egy pontjdt
adja. L ‘
Hatdrozzuk meg a [v, g&]vektorketth hatdsvonaldnak

EQ pontjét’ ha Y_(-‘z ’29-1) éS @0(3’2,1-)0'

Ldthaté, hogy ym = -3 + 4 - 1 = C, tehdt a vektorkei-
t8a kotbtt vektort hatdroz meg, %melynek hatdgvonaldba mu-~
tatd z, v$ktor v><@°(4,~2,-8), ve = 6~ 351 kaphaid

(5, -5, -%
oMY T30 °

Ha az 0 vonatkoztatdsl pont helyett egy O' vonatkoz-
tatdal pontra akarjuk kiszdm{tani a vektorkoordindtdkat,
akkor v vdltozatlan marad. Az O-ra vonatkozd m nyomaték és
az 0' -Fe vonatkozd m' nyomsték kdzvtt az m = m' + 00'x v,
illetve m! = m - 007x vy Osszefliggés 411 fenn.

Hat8rozziuk meg a Ty, m] veklorkettds (v(-1,2,-1),

%gi%2,1))0'(2,-1, y pontxra vonatkozd vekiorkoordinid-
alt.

m' =m - 00'x v, ahol 55'(2,-1,1) s 00" x v = —i + i+
+ 3k, tenhdt m' (4,1,-2); ¢! = v, - - :

Tengelyre vonatkozd nyomaték: Ha egy t egyenes irdnydt
egy ¢ egysdgveKtorra. aﬁjuﬁ meg, akkor egy v vektornak a t
egyenesre (tengelyre) vonatkozd nyomatékdt Ogy szdmitjuk
ki, hog¥ a v vektornak t egy tetszdleges pontjédra vonatkozd
(vektor) nyomatékdt skaldrisan szorozzuk az e-ral. Ilyen ‘
médon l4thaté, hogy a tengelyre vonatkozd nyomsték egy szédm, -
;gily szoros kapcsolatban van a mechenikal forgatdényomaték-

A t tengely és & v vektor hatdsvonala két kitérd egye-
nes. Vegyiik normdl transzverzdlisuket, ennek a y hatdsvo-
naldval kozds pontja legyen H. A H kezddpontd v vektort e-
ral pdrhuzamos é3 red mer8leges Ossze- _ ]
tevSkre bontva (y = Yo * Yl & v, nem :

forgatja s tengelyt, & vy forgatényo- 18

matékdt pedig & normdl' transzverzdlis
hosszdnak és |y | szorzate adja. Ennek

gzdmértéke a v vektor t tengelyre vo-
natkozé nyomafékdnak abszollt értéke.
A tengelyen megadott irdny csupdn aszt
befolydsola, hogy a tengelyen jobb
yagy bal * dnyi forgatdhatls dszlelhe-
8 (9.2. 4bra),




Szamitsuk ki a [v, @0] vektorkoordindtdkkal adott
(v(-1,2,-1), mO(B 2, i)) k5t5tt vektornak az A£(2,2,-1)
ponton dthaladd 9(§ , ;T s %) egységvektorral irdnyi-
tott tengelyre vonatkozd nyomatékdt.

Egy kordbbi zelddatunkral 1attuk, hogy a gzdban forgd
kotost vektor hatdsvonzaldnak egy pontja r (3 s - % R %)
helyvektord. Az &?O tehdat (- 3 - % ~—0 ezek szerint az A
pontra vonatkozd nyomaték AR x g( ~1 —5) A tengelyre szi-

LN R v oy 4 [ __6 1 lo
mitott nyomatiék \ARO><g)g,.§.+ T-F = -1,

Bebizonyith w8, hogy valamely (v # Q) kotott vekiornak
az e egvsegve?horral irdnyitott t teng gelyre vonatkozd nyo-
matdka pontosan akkor 0, ha a v hatasvonalu metszi & 1 ten-
gelyt, vagy parhuzamos vele.

a [y, my] és [v,, m,} vektorkoordindtakial jellemzett
hatisvonalak (vqmq = O, Vo, = 0) pontosan akkor vannak egy
8ikban, ha

Villy + vorg = O.
Ugyanis az ri, iiletve To helyvektord pontokon dthaladd AR
illetve Vs vektorok hatdsvonalail pontosan akkor vamnak egy
sikban, ha (r; - r,)¥¥, = 0, vagyls 1q¥q¥, - Ly¥q¥, = O.
Linthogy r{x vy = my és Iy XY, = My,
szorzatokba a nyomatikvektorokat beirva éppen m,v

ezért az eldbbi vegyes-
jLp TVl
= 0 adddik.

Vektorrendszer

& [vy, mq] [22, @2], ceny [V, my ] kOtBEE vektorok (a

nyomdatékok u,azon O pontru vonatkoznak) egy halmozdt vektor-
rendszernek nevezziik. A vekitorrendszer eredévekiordt, illei-
rtendssernen 2

ve eredd nyomatékdat a kivetkezd Usszegekként de-“ﬁldlju”'

Y= Vq o+ Vs el + YV, 4z in. eredd vektor ,
L=y + M, + ... + 0, a2 dn. eredd nyomaték.
Bzv oz eljdrédst a vektorrendszer O pontra vald redukdldsd-
nil is nevegzszilk.
Hue a fenti vektorrendszernek mds vonatkoztata51 pontru,
pl, O' -re vonatkozd v! eredd vertorat és m eredd_ nyomabe—
(it kell meshata%oznl, akkor v! = v és m' =m - 00'x v Gsz-

szefliggés alupjdn szdmolunk.

A Két egyeﬂloseg megfeleld oldalait skaldrisan Ossze-
szorozva kupjuk, hogy az eredd vektor és az eredd nyomaték
skaldris szorzata fliggetlen o vonatkoztaidsi pont megvdlasz-
tdsdtél: vim = v'm'.
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Ezt az 41landd, és csakis a vektorrendszerre jellemzd V =
= vem szorzatot & vektorrendszer gkaldrinvaridnsanak (vagy
saJ4T nyomatékdnak) nevezzik.

Vektorpdr

A vektorpdr vi, v, két ellentett kotdtt vektorbdl 4116

vektorrendszer, amelyek hatdsvonala parhuzamos. Eredd nyo-
ma tékuk fuggetlen a vonatkoztatdsi ponttél és merdleges a
vektorpdr sikjdra, A vektorpdr eredd vektora yq + o = 0.

A vektorpdr nyomatékinak hossza a két vektor sltal megha-
tdrozott paralelogramma terliletével egyenld.

£11{tsunk eld egy olyan vektorpart amely a [0, m]
vektorrendszert 411itja eld, ha m(2 -3,1).

Az egyik pl. vq vektor lehet az origdn dthalads o
v1(—1 0,2), amely Iathatdan merdleges m-re. Ennek az origd- :

ra vonatkozd nyomatéka Q. 3 o,
A mdsik vektor v (T 0,-2) kell legyen, és az origora

vonatkozdé nyomatéka g(2 ~3,1). Tehdt a v, vektor hatdsvona- é

Vo X .
1dnak egy pontja I, = 5 helyvektord,
L2
v, xm(=6,-5,-3); vZ = 5, tehdt ry(- 2 & 1, - %—).

Vektorrendszerek egvenertekﬁsége Ké%t vektorrendszer
egyenertekll, ha ereddvektoraik és ugyanazon tetszbleges
pontra szdmitott ereddnyomatdkaik egyenldk,

Vektorrendszer helyettesitése: Akkor beszdélink egy
vektorrendszer helyet+e31teserol ha & vektorrendszerrel
egyenértékd — lehetoleg kevés kotott vektorbdl 4116 ~—
vektorrendszert d411litunk el8. A vektorrendszerek dttekin-
tégére és egyszerlbb helyettesitési lehetosegenek megdl -
lapitdsdra a V = vm skaldrinvaridns értékét vizsgdljuk.

Ha V = O, akkor ez t6bbféleképpen teljesiilhet:

a) Ha v = 0 és m = 0, akkor egyensilyi vektorrendszerrdl
beszéliink,

b) Ha v # 0 és m = 0, akkor a vonatkoztatdsi ponton dtha- -
ladd v irdnyd hatasvonalban fekvé v vektor a vektorrend- .
3zer legegyszerubb helyettesitése. :

¢) Ha v = 0 és m # 0, akkor a vektorrendszer vektorpidrral
helyette51theto. Ilyen helyett931test lattunk a vektor-
parok targyalasanal bemutatott példdban.

d) Ha v # 0 és m £ 0, akkor a vektorrendszer egyetlen v
k5t6t+ vektorral helyettes{thetd, amelynek hatdsvonala

vXm
az r, = 5 helyvektord ponton dthaladd v irinyd egye-
v

nes.



Ha V # 0, akkor dltalédnos vektorrendszerrdl beszéliink.
Ebben az esetben & [v, @1 41tal meghatdrozott vektorrend-

. szert felbontjuk két veklorrendszerre azdltal, hogy az m
eredd nyomatéknak vesszlik a v-ral pdrhuzamos m, és a v-ra
mer8leges m, SsszmetevBit. A Vektorrendszer felbontdsa:

[v, =] = [v, mp] + [Qs m]
A [z, @2] vektorrendszer $§ymolyan k8tott vektorral
helyettes{thets, amely az I, = == helyvektord pontbdl
v .
kiinduld v vektorbél 411. Ugyanis kénnyen beldthatd, hogy

<

YXm o= 7X@, mivel yxm = ¥ x(my +my) = ¥xmy + LXMWy,
ahol v és my pdrhuzamossiga folytdn y xmq = Q.

Centrdlis egyenes: A [v, m] vektorrendszer centrdlis

egyencsdnek (vagy centrdlis tengelyének) nevezzik az r =
v X o~ c
+ ¥yt = &%=+ vt vektoregyenletu egyenesi. 4 centra-

0
v

lis tengely azdltal is kitiintetett szerepl egyenes, hogy
kizdrdlag a centrdlis tengely pontjaira vonatkozdan szami-
tott eredd nyomatékvekior pdrhuzamos & rendszer eredd vek-
tordval.

Az &ltaldnos vektorrendszer felbontdsdban szerepld
[9, gﬂ vektorrendszer pedig nyilvén egy olyan vektorpar,

amelynek sfkja az my vektorral padrhuzamos centrdlis egye-

nesre merdleges. (Vektorpdr konkrét el8dll{tdsdt mdr kordb-
ban léattuk.)

Ezek szerint egy [v, m] 4y
41taldnos vektorrendszer min- -
dig nelyettesithetd a centrd-

=L

lis egyenesben haté v vektor- v

ral és a centrdlis egyenesre AQJ;L”
merdleges sikban levd vektor- Y
pdrral (9.3. dbral. :”;ﬂﬁw

Az dltalénos vektorrendszer
ilyen el84llitdsa Un. vektor-
csavart ad.

Mds, inkdbb elvi jelen-
t8ségli helyettes{tési lehe~
t§séget kapunk az dltaldnos Lo
vektorrendszerre, ha azt a
vonatkoztatdsi ponton Adtha- 0
ladé v vektorral és az m ere- ,
d8 nyomatélkmak megfeleld vek- 9.3. abra.
torpdrral helyettesitjik, ‘

Tovabbi helyettes{tési lehetdség: Egy dltaldnos vek-
torrendszer mindig nelyettesithetd két kotott vektorral,
snelyek kozil az egyik szabadon vdlaszthatd. (Hatdsvonala-
ik kitsr8 esyenesek, )




Példaként vegylik a 9.4. 4brdn zZ
megadott vektorrendszert, ahol
ag Abrdzolt kocka élhossza 1
egység. Szamitsuk ki & vektor-

rendszer origdéra vonatkozd ere-

46 nyomatékdt és ereds vektorst.
Allapitsuk meg, hogy milyen ti- l% v
pusi vektorrendszer és mivel =4
helyettesithets. Irjuk fel a % Y
centrdlis egyenes egyenletrend- —

szerét.

Legyenek a vq, Vor Y3 Vg vek-

X
torok hatdsvonaldhoz vezetd helyvek- 9 4. abra.
torok rendre 4, Lys I3 Iye kkor

>

r4,(1,0,0) v1(=~1,0,1) mq (0,-1,0)
: 22(13031) 22(-17150) @2("19"'131)
r;(1,0,0) v3(1,-1,0) 25(0,0,-1)
24(0,0,0) 14(0,1,0) @4(0,0,0)
Az ereddlk: v(-1,1,1) n(-1,-2,0)

A rendszer skaldrinvaridnsa V = vem = 1 = 2 = -1,

A vektorrendszer tehdt vektorcsavart ad, amely a cent-
ralis egyenesben haitd v vektorral és a centrilis egyenesre
merbleges sikban fekvd megfeleld vektorpirral helyettesit-
hetd. A centrilis tengely egyenletrendszere:

2 pxm oo g

R AT N SC RNk S
Innen a centrdlis egyenes az

2 . 1 " X

I=3"'—b, 3}’:-'3" + t, z =1 + %

egyenletrendszerl egyenes,

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok: 307-340.
feladatait.,

Ziméleti tananyag: Tankonyv 234-241. pontok.
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A tdrben mozgd pont palyd = 41taldban valamilyen gir-
be, amelyet ha koordindta-
geometriai eszkbzbkkel aka- Az
runk jellemezni, akkor meg-
adjuk a pont T helyvektordt
a kildnbozd idgpillanatok-
pan, Zzdlial a 3 148 és a
helyvekiorok kozdtt egy ¥ =
= r(t) figgvénykapcsolatot
16Tesitettink (10.1. dbra). r
Az ilyen fliggvényt vektor- =
-skaldr fligsvénynek nevez-
ziik, A gtroéket ilyen flgg-
vényekkel fogjuk vizsgdlni.
Minthogy azonban nem minden X
vektor—skaldr figgvény ir
le gbrbét, szért elbszir e

fiiggvényekiel kapcsolatos — } —
fogalmakat és OUsszeflggese- a ¢ b
ket foglaljuk Ussze. .

Bgyvdltozds (vagy egy- 10.1. abra.

gyvaltv S gy egy

paraméteres) veltor-skalar

fiiggvényt kxipunk, ha a valds sodmok egy a £ %

nak minden pontjidhoz hozzdrendelink egy r(t) v
5 yekior-skaldr flggvényt {iltaldban koord

nyeivel, vigyis a kovetkezd alzxtan adjuk meg:

r(t) = ix{t) + jr(¥) + k=z(t).

A vekioroknak egy Ly Loy «rvs Lps oo halmazdit vek-
torsorozatnak nevezzilk,

AZ Ty, Loy eeen Lpo

sorozat konvergens és hatdrért
(limesze) 22 T, vekior (Jelolise:

e+ VEZLOT-

-

lim v = go), hn bdrmely & > C-noz
n—-co ’ aT s -,

megadhato olyan H{e) szanm, hogr

1En - §O|< € , hacsak n > H(&).
Geonmeiriailag ez azt jelenti, =ogy
s vektorokzt kozds kezdSpontbdl
inditva a vektorszorzat m > N(E)
index( elemei sz r, vekior végnont-

jaLkﬁrﬁ}i 5ﬂsugag& gimb belsejive 102 dbra.
mutatnak (1.2, dbral. :

R



Vektor-skalir figgvény hatdrdridke

A vektor-skaldr fliggvény hatdrértékének fogalmira két
— kimuitathatdan egyenértékd — definicidt adunk.
I. Az r(t) figgvény Ty pontbeli hatirértéke az r,» ha

bdrmely olyan %4, t2, oass tn, +++ sorozatra, shol t, a
t_-hoz tart (tn # to) a megfeleld r(%4), g(tz), veas g(tn),
.+ vektorsorozat az go-hoz tart.

II. Az x(t) flggvény t, pontbell hatdrértéke asz r,, ha

tetszdleges & > O-hoz megadhaté olyan 3(€), hogy ha
It - tol < &(e) és (t # to), akkor |r(t) - ;(to)l < & .

A hatdrériék jelblése:

1j.nl :E(t) = ]_:‘_O
T =1,

Vektorsorozatok és vektorfiiggvények konvergencidjidhoz
kipcsolddd geometriai fogalom az alakzatok konvergencidje.

Pontok sorozata konvergdl egy P ponthoz, ha a pontok
helyvektorai konvergdlnak a P pont helyvektordhoz.

Egyenesek egy sorozata konvergdl egy e egyeneshez (az
e egyened az egyenesgsorozat hatdrhelyzete), ha az egyenesek
pontjainak, illetfleg irdnyvektorainak egy-egy sorozata
konvergdl 8z e egyenes egy pontjadhoz, illetéleg irdnyvek-
fordhoz.

S{kok egy sorozata konvergdl a ¢ sfkhoz, ha a sfkok
pontjainak, illetéleg normdlvektorainak egy-egy sorozata
konvergdl a ¢ sfk egy pontjidhoz, illetfleg normilvektori-
hoz.

Kirok egy sorozats konvergdl egy k korhéz, ha a kOrok
xozéppontjai, sugarai, illetve sikjai konvergdlnak a k kor
konéppontjdhoz, sugardhoz, illetve sikjdhoz.

Vektor-skaldr filgevény folytonossdga

Az r(t) fliggvényt a to helyen folytonosnak mondjuk,
HERE N helyen van hatarértéke és az a fiiggvényértékkel

egyenld: lim r(t) = z{t ).
t=%
o

Kimutathatd, hogy az r(t) fiiggvény pontosan akkor
folytonos a to nelyen, ha koordindtafiiggvényei is folyto-

nosak a to helyen.

Folytonos vektor-skaldr fiiggvények Osszege, kiilonbsé-
ge, skuldris- és vektoridlis szorzata,valamint folytonos
skalar-fliggvénnyel vald szorzata is folytonos.

jektor-skaldr figgvény differencidlbatésdpge

vz r(4) fliggvény o § = t, helyc differencidlhaté (de-

rivdlihatd), ha a
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r{t) -
lim

E—
k1 to o}
hatardériék létezik., Ezt a hatégértéket mondjuk az o
vény t pontbelil differencidlhdnyadosinak vagy deri
nak. dr (%) .
Jeldlése: —3g— vagy (t). Ha a t = t  helyen vesszik a le-

de(t,) .

rivaltat, akkor R , illetve g(to) a derivalt jeldlése.

A derivdlt definicidjibdl kovetkezik, hogy r(t) = ¢
(411.) fiiggvény derivdltja a Q.

Levezothetdk a kovetkez§ differencidldsi szabdlyox:

a) é%(g1(t) + z5(t)) = rq ($) + ég(t)’

b) é%(cg(t)) = cé(t) (¢ 411andé szam),
o) [tz = F(9)z(6) + CER(E)  (£(H) skaldviigavins
a) [z (e8] = B (D)zp(8) + 2 (900,

o) Lle (1) xzp(8)] = £4(6) xzp(8) + xq (8)x 2p(5)-

o

Lincszabily 4 r at

Ha t = t(7), akkor gz r{t) = 3¢ * g7 *

Példaként megmutatjuk, hogy az r(t) fliggvényre vonat-—
kozé differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval ho-
gyan lehet az |r(t)| derivdltjdt eldallitani:

()] ® = (z(£))?

tehdd
Le)]| 2 = Fen?
az%a.% .
2z e (8)] = 2n(®)IE().
Innen

a r(t) . o
| = 15S21 () = ¢ L.

A11{tsuk eld az r(t) = icos®t + jt sin ¢t + Etd figs-

vény derivalt flilggvényét. A koordindtafliggvinyekew
derivalva
.« N
r{t) = i(-2cos % sin 1) + j(sin t + t cos t) + k21
adddik. )
Megjegyzés: A derivdlas eredményeiint xupoti flggve-
nyek folytonossdga és differenciélhatoséga ismét kirdes-
int meriulhet fel. Ha az r(t) figgviny difrerencialihatd,
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akkor mésodik derivdltjdt Y(t)-vel s f.%t. T($)-vel jelvl-
jik a harmadik derivdltat. A gyakorlati igényeknek &lta-
ldban n>2gfelel, ha a vizsgdlt gorbéket leird (i) figg-
vényekrdl feltesszilk, hogy héromszor folytonosan differen-
cidlhatsk és T(t) £ Q0 a vizsgdlt intervallumon.

Gi ~bék ivhossza. Attérés az ivhossz szerinti paramé -
terezegre

- -l

Az a =2 1 =2 b inter-
vallumon értelmezett r(+%) P
4l+al meghatdarozott gor- ol n-{
bét rekiifikilhatdnak 2
mondunk, ha az a = t0<t1< F%

<ty <aee <t =D params-

terekhez r(t) adltal ren~- R,

delt P, By, Poy vney B

pontok (10.3. &bra) dltal
meghatdrozott t0rott vo-

n-1 . to tf lL2 tn-j 'l'n
nalak Z PiPi+1 hossgai- ! 4 ! ; i b ]

i=0 ) a b
nak létezik hatdrértéke, 103, dbro.

R . e . ) - . )
amiddén a maximdlis Pili+1
hiir hossgza is O-hoz tart.

Ezt a hatdrértéket nevezziik a megfeleld giérbedaradb s fv-
hogszanak: n

s = lim > BP .

maxP.P. 1»-0 520

iti+
Az Altalunk vizsgdll gdrbdéknek van ivhosszuk és
g = j'igldt-bSI gszamithaetd ki. A feltételeinlmek eleget te-
a
v8 gbrbék eseitében az s{t) ivhosszfliggvénynek van inversze,
tehdt 1étezik egy t(s) fliggvény, amivel elvben minden r(t)
fliggvényiinknél a4t tudunk térni wuz ivhossz szerinti porameé-
terezésre.
aw ivhossz szerinti paraméierezéssel felirt vekior-
fiiggvény r = r{s) alakd, a derivdltakat pedig r', ', r'-
vel jeldljuk.
Vektor~gkaldr figgvény derivdlitjdnak geometriai
jelentese
Az r{%) altal leirt gbrbe érintéje az g(to) helyvek~

ford P gorbepontban & P{) hatdrhelyzeteként jon létre, mi-
dén a ¢_pont a P-hez turt (10.4. abra).
A PG = r(t) - x(t)), tehdd
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vektor az r(t) fiiggvény deri-
valtga a P pontban éppen az
érintdvektor.

Az imént mondoitak fligget-
lenek a parameterezestol° Az
ivhossz szerinti parameterezes
eseten megmutathatd, hogy az
r'(s) érintdvektor abszolit ér-
téke |r'(s)] = 1, tehit a hely-

$81 fuggetlenul egységvektor a 0
= 3ltala 3, - ,
t = r', amelyet 41 1ano$ p 104, dbra.
raméterezés esetén t = T?_
r

411 {thatunk eld.
Kisérd triéder

Lathato, hogy (r')2 = t2 = 1 alapjén ennek derivilt-
ja 2r'r! = 2%t = 0, ami t &s t merolegesseget jelenti,
Az T = ¥ vektor 1ranyaba mutatdé egységvektort a gorbe
n fonormalls egységvektordnak nevezzuk.

A t' = Gn alakben 411{thaté eld, és a G szorzdszdmosy
8 goérbe pontbell gorbuletenek nevezziik, amely az érintd-
vektor ,valtoza51 sebességét” mutatja.

A t és n vektorok sfkjdt a gorbe pontbeli 31mulos£k—
jdnak nevezziik. £ltaldnos paraméterezés esetén az L &s
vektorok a simuldsikban vannak,

Ha a kinematikdban szokdsos mdédon az r(t)-ben szerep-
13 % parameter az 1d6, akkor a sgbességvekbor r(%) = vei,

a gyorsuldsvektor r(ts = at + Gven alakban {rhaté fel, al
hol v a palyamentl sebesseget a a palyamenti gyorsulast
€s G a térgdrbe gbrbiiletét jelenti. (A gorbiiletet késdbb
tdrgyaljuk. )

A Db = txn szorzattal kapjuk a simuldsik normdlis
egységvektordt,. A b vektort a gbrbe binormdlis egységvek-
tordnak neveszgzilk.

A gbrbe pontjaihoz rendelt t, n, b egységvektorok 41-
tal kifeszitett deréksztgli triddert a gbrbe kisérg tridde-
rének neveszziik.

A kisérd tridder lapsfkjai a simuldsfkon k{viil az 1
és b vektorok d1ltal meghatdrozott normdlsfk, és a b és I
vektorok dltal meghatdirozott rektifikilosik.

A kisgérd triéder b, illetve n vektoranak dltaldnocs
parameterezes eseten valo eloallitasa-.

rxr (rxr)xr
b = ——— illetve n=-—————r
|£ xE| |G x E)x 2|



Ezek ismeretében a kisdér§ tridder élegyeneseinek
egyenletrendszere, illetve a 1isérd triéder laps{kjainak
zgyenlete kidnnyen felirhetd.

Gorbe gorbilete ds torzid ia

A gimulésikot sfkok hatd: : elyzetokdént is értelmezhet-
Juk: ha Py, Py, P3 a gdrbe hir.a, no. egy egyenesbe esd

pentin, és az dltaluk meghatérovazctt s{i hatdrhelyzetdt
vizagdljuk, midén P, PE' P3 Qo0 a girbe P pontjdhoz

taxt, akkor a hatdrhelyzet a P, ronthos tartozd simuldsdik.

A gbrbe girbiiletét
& Po pontbhan a kidvetke-

z8képpen is értelmezhet-
jlik; (& ' = Gn kordbbi

definicidval egyenérté-

klen). Legyen a gorbe

P, pontbeli érintdjie ¥,

da egy P pontbeli érin-
t6 t. Jelolje Ax a t és

%, érinték szogét, As

pedig a P P gorbefv 10.5. dbro.

hoaszdt (10.5. dbra).

Hyilvdn As nullghoz tart, _

he a ipont’sal a8 P ~hoz kizelediink. \ gorbe gorbilletének a
o

lim <= = @ hatdrértéket nevesziik.
ag—0 8"
A gbrbilletet altaldncs paraméterek esetén a
|£xY|
G =
L

kifelezésbdl szamfthatjuk ki. o R = % -+ a gdrbe gdrbiile-

ti sugardnsk neveszzitk, Azt 2 kort, amelynek sikja a simu-
1ésfk, kbzéppontja pedig & fénormalis iridnydban a gdrbe-
ponttdl R tdvolsagra van, a gdrbe girbileti kirének, a ki
kozéprontjdt pedig a gorbiileti kibzeppunthzk neveszzilk.

A gbrblileti kizéppentba ui.id ¢ helyvektor

. 1
g==rit ) + B =r(t ) +gu.

A girbére Jellermzd mdsik mennyis<g a simulésik vdlto-
zdsi sebességét mutatja. iinthogy o simuldésik normidlisa a
binormélis, és a binormilis ivhossz szerinti derivaltja

b! = -in

alakban {rhaté f=1l, u . szcrzdszdmot nevezzilk a girbe ‘wr-
zldjdnak (vagy -savarcddsdnak).
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A torzid absgol@t értéke & binormdlis AR szogvdliozd-
sa €s a hozzd tartozd As fvhossg hdnyadosdnek hatdrértéke-
ként is megkaphatd:

ol = 1im ﬁg }
As—=0

A torzidt 4ltaldnos parameterezds esetén & kivetkezd
alakban Irhatjuk fel:

Prenet formuldk

Ivhossz szerinti poraméterezés esetén a kisérd tridder
élvektorainak derivdltjai a gBrdlilet és torzid segftségével
az aldbbi mdédon adddnak:

£ = Gn
a' = -Gt + Tb
bl = ~Tg.

A gbrbe pontjdnak kirnyezetében vald viselkedését jél
szemlélteti, ha a ponthoz tartozd kissdr§ tridder lapjaira
¥a12 merdleges vetliletét uymirzitk, Izt szemlélieti a

0.6. dbra,

A o
\
D ‘,//}{ 1 N
N
\\
4 T N
. ] \
Simuldsik Normalsilk \
i
0
Rektifikdldsfc
106 dbra.

LAthitd, hogy a gii.. veliilete akkor osdosos Urbe, ha
vet{tdsi irdny az drintdvcitor irdnya, 8 ’ N
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A csavarvonal

A csavarvonal egy forgas—
hengeren mczgo pont palyagorbe-
je, amelynél a tengellyel pdrhu-
zamos elmozdulds aridnyos a ten—

ely kbriili szigelforduldssal
10.7. 4bra).

Egzerint az r sugari henger-
re {rt csavarvonal koordindtds
elfdllitdsa x = r cos +; ¥y =
= sin %; z = ct, ahol ¢ (c £ 0)
az ardnyossigi tenyezo. Egy me~
nethez 2 szbgelfordulds tarto-
zik, tehdt a teljes menetemelke~

dés m = c27T.

10.7 dbra.

Hatdrozzuk meg a csavarvonal gbdrbiiletét és torzmidjdt:
r(t) = i(-r sin t) + jr cos t + ko ,

- B(t)
T(%) = i(r sin t) + j(-r cos %)

]

i(-r cos t) + j(-r sin t)} ,

()= r? + ¢2

E($)x F(t) = icr sin t - jor cos + + rzg s

|£ xE| = Jr2@? + c?) , TIEE = cxd.
Tehat
G:-——-——-:E‘——-—- és T=...-..__(i.....—..’

I‘2+02 r + cC

mindketts fiiggetlen a pont helyét5l, vagyis &llandd.
Hatarozzuk meg az r(t) = 1(t2 - 1)+ j(t + 2) +

+ k(t - t) gbrbe t = 1 pontjdban a kisérs triéder
dlegyeneseinek egyenletrendszevet a kisérs tridder
laps{kjainak egyenletét. Hatarozzuk meg a pontban a
gorbuletet a gorbiileti kor ktzéppontjdt és a gbrbe
torzidjdt.

r(t)=1(t%-1)+j(++2)4k(+3-t) (1)=3i P(0,3,0)

F(4)=i2t+i+k(3+2-1) F(1)=2itj+2k
T(t)=25+k63 £(1)=2i+6k
T(4)=6k T(1)=6x
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old.
old.

ij ok
rxr=|2 1 2|=6i-8j ~ 2k
2 0 6
a binormdlis irdnydba mutaté vektor: (3,-4,-1)
ii ok
(xxT)xz =16 -8 -2 = -14i - 16] + 22k
o 1 2
a f8normidlis irdnydba mutatdé vektor: (-7,-8,11)
P X - z
Az gylnto egyenes: 5 = E_le =5
A binormilis egyenes: %:%::ﬁ-
A fénormilis egyenes: é%-: E:g_l = 1

A simulésik: 3x - 4{y - 3) -z =0
A normilsfik: 2x + (y - 3) + 22 = 0
A rektifik4ldsik: -Tx - 8(y - 3) + 11z = 0

|z] = {a+1+4 = 3, |ZxT]| = [36+64+4 = {104 = 2/26
226

rrr = ~12
Tehdt & gorbilet G = 57 2 8 gbérbiileti kxdzéppont:

~ 7 . 8 . 11 o rn s .

n = - i - e k¥ a fénormalis egyseg-

YT Ry T Y TS

vektor

1 -189 . 216 . 2 _ 63 . 2 -

gu-regi-fpar b2 -Ba B
c=-2i+0-Birdx

A torzid A9 -

=]

:T-O-Z=2.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok: 126.
—132. o0ld. 37-77. feladatokat és 122, old. - 125,

11-26. feladatokat.
Ziméleti tananyag: Tankdnyv 243-254. pontok.
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!, KUBSZELETEK

Az elllp521st a hiperboldt és parabolit kozos néven
kipszeleteknek is szoktuk mondenl. Ez az elnevezes onnan
ered, hogy mindhdrom gorbe elS41l{thatd forgaskup sikmet-
szetekent. Az Osszes ellipszis, hiperbola és parabola for-
gdsklp alkalmas sikkal vald metszésével 1etreaon‘

Ha a forgaakuput.alyan.sik.mets
szl el dmely nem megy 4t a kup
catcain és a kup tengelyére sem me-
roleges, de a kup valamennyi alko-
téjat met521, akkor a metszetgdrbe
ellipszis (ti.1, Abra),

1.1, abra.

Ha & forgdskupot két
alkotdjéval piérhuzamos sgfk
metszi, skkor & melszetgidrbe
hiperbola (11,2, Sbral.

1.2 abra
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la a forgdskipot olyan
51k metszi el, amely csuk egy
kipulkotdt nem metsz, vagyis
padrhuzames e kidpalkotdhoz
tartozd drintGsikkal, akkor
8 metszetgdrbe parabola
(11,3, dbra),

i tovdbbiakban e girbdk
sikbeli szdrmiztatdsdt is
meg fogjuk adni, és azok alap-

in fogunk kipszelet-gszerkesz-

tdsl feladatokat megoldani.

Bllipszis
sllipszisnek nevez-
zilk 4 sik azon pontjai-
nak tsszegsédgdét, ame-
. lyeknek k3t pont4dl (az
| Py és F, fékuszoktdl)

! mdxt tdvolsdgbsszege 41-
landd, |\ tivolsdgdsszeg
(jeltlége: 22} mindig

nagyobb 2 fdédkuszok Py

tdvolsdgdndl (11,4, 4b-
ra), b definicié alapjan
8zerkegzthetdk agz ellip-
3z13 pontiii. iz ellip-
8zis pontjai az PP

[

egyenesre (nigzten*cig

egyenese) S$s az Fth

szakasgz felezd merdle e~ R
Bére (kistengelx egyern - 1.4, abra.

3¢) szlmmetrikusan adsd-

nak. 1 két gzimmetria ten-

gely kivzbs pontja uz O “Suippont, amelyre centrilis.n szim-
metrikus az ellipszis. .a ellipssisnek van ké+4 pontja . &g
B a nagytengely egyenessn uz 0O ponttdl u tdvolsigri.  kig-
tengelyen levd ellipszis nontok a2z Py ds F, [Skusztdl .
tdvolsdgra levé € ds 0 pontok. Az AB SZikiQZ’JZ ellipsnmiy
hagyiengeive, OV sz ellipyszis kistengelye (CD = 25). .2

" Ta
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ellipszis egy P pontjdt az Fy és F, pontokkal Osszekstd

gzakaszok az ellipszis vezérsugarai. i
Kimutathaté, hogy az ellipszis P pontbeli % érintdje
a PFq és PF, vezérsugarak kiilsé szdgének a szigfelezdje.

Ezzel a szdr-
maztatdssal egyendr-
$6kd a kbvetkezl:

Az ellipszis a
a{k azon kdrkdzép-~
pontjainak az Osz-~
agesgége, amelyek
egy adott F, kGzép-

pontd 2a sugard kort
— az Un. ellen-
kbrt — érintenek,
és atmennek a kér
belsejében fekvs, de
annak kiézéppontjidtol
kiilonbtzé F; fékusz-
ponton (11.5. dbra). -
Egy ilyen korkGzép-
pont a P pont, a hoz~
zd tartozd kbr az B
ellenpontban érinti
az ellenkdrt (FqP +

F,P = EP + F,P = 2a). 11.5. abra

Az BFq, szakasz felez§ merSlegese az ellipszis P pontbeli t
érintdje. Az érintdnek az EF; szakagszal kozbs pontja M.
Az EF F, hdromszdg és az MF40 hdromszdg basonldék, és EF, =

= 2MO, tehdt MO = a. (Az F, pontot az ellenktr kizéppont-
jénak nevezzik. ) '

Az elmondotiakbdl kiolvashatdk az ellipszis érintdjére
vonatkozd aldbbi tulajdonsdgok:
a) 4z Py fdékusznak az érintdre vonatkozd tiktrképe az

ellenkdron levé E pont. Az E ellenpontot az ellenksr F, ki~

zéppontjdval Osszekstd egyenes az érintdt a P drintési pont—i
ban metszi. ) ,
b) Az Py £0kuszbdl az érintdre 411{tott merdleges M

talppontja a kozépponttdl MO = a tivolsdgra, tehdt az O
pont kdriili a sugard Gn. f£8kbron van. A T1.5, 4brdt, amely-
b6l a fenti tulajdonsdgok kiolvashatdk, az ellipszis alap-
dbrdjinak mondjuk. Az ellipszis koordindtageometriai jel-
lemzése a tengelyek dltal meghatdrozott x, y koordindta-
2

rendszerben (L. 1i.4., 4dbra) az £§-+ EE = 1 egyenlettel, il-

) a b
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=

letve x = a cos &, y = b sin ¥ (0 £ t < 2%) paraméteres
e18411{tdssal adhatd meg.

Az ellipszis, mint kbr affin képe

2 2
Az ellipszis egyenletéb8l latszik, hogy az 5?—%}3—-=
a

egyenletd kOrbdl az ellipszis gy jon létre, hogy az y

tengellyel parhuzamosan egy 9 aranyl zsugoritdst hajiunk
végre.
Ha a 11.6.
dbra jelolése-
ivel PT =y, B
PP = y, akkor
PT BO b

&

b

=

}

o

[
o]
vy}

ardnyui zsugo—
ritds b v =t
eredményez, a-
mit a kbr e- 0
gyenletébe he-
lyettesitve,

2 -2
az EE + lg = 1

a b

egyenletl
ellipszis add-
dik., Ez a zZsu- .6 dbra.
gorltas olyan
1ekepezest e~
redményez & sikban, amellyel mér a sik leforgatdsdndl ta-
1alkoztunk, és ottt merdleges afflnltasnak neveztik,

Ezek szerint az ellipszis f£8kdre és az ellipszis ko-
z0tti kapcsolat merdleges affinitds (tengelye a nagy*engely
egyenese ), _amelynek
alapjan a P elllpSZlS—
pontban az érintd (11
6, dbra szerint) a P
pontbeli korérintd af-
fin megfeleldjeként
adddik.

A 11,7, Abrén
megadtuﬁ az ellipszis
AB nagytengelyet és A
egy T pontgat. Az AB
tengelyld affinitds az
elllpsz1st az AB &tmé-
r8jd korbe, a P pontot
a ktr P pontgaba viszi.
Az AB-re meroleges ko1~
4tmérg C végpontjdnak
megfeleld C kistengely-

}ﬁl
D
o

C
Ol
©

1.7 abra.
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végpont a CP egyenes affin képével jeldlhetd ki. A ¢ &g ¢
pontokban az érintdk pdrhuzamosak az affinitds tengelyével.
A 11.8. &bran az
ellipszist AB nagy- és CD
kistengelyével adiuk meg.
A tengelyek £01é irt ko-
rbkkel megvaldsithatd a Y

ardanyu zsugoritds: Vegyuk C y
a f8kdr egy OP1 sugardi,

amely a kistengely f6lé R
irt un. mellékkért a P, 2

pontban metszi. A P; pon- A 0 L 1B X
ton 4t a kistengellyel, P,

ponton 4t a nagytengellyel D
padrhuzamosat hizva, a ka-

pott P metszéspont az

ellipszis pontja. 4 11.8.

&
P

4brdn u.is leolvashatd, 1.6, abra.
P, 0P,
hogy p. = 5B, = & - A% ellipszisérinté a PiX kirérint af-

fin képe PX. Ezt a szerkesztést az ellipszispontok Gn. két-
kords gzerkeszidsének nevezziik.

Ugyancsak a 11.8, dbrdbdl leolvashatd az is, hogy az
ellipszis egy CD tengelyd affinitdssal is el84llithatd. Eb—
ben az affinitdsban a mellékkdr pontjaibdl nagytengely ird-

nya, b ardnyd nyijtdssal jonnek létre az ellipszis pontjai.

PT2 0P, a

U.is ﬁ—TA= 5?— =5 a mellékkdy oY drintéiének megfelel

az e111p521s PY érintéje, vagyis az Y, P, X pontok egy egye-
nesen vannak,

Ha 0X és 0Y a f£8kor két merdleges félaitmérdje, akkor
ezek affin kepe az
elllps21s 0X &s 0Y két
felatmeroae. Vegpont—
Jalkban hizott érin-~
t8k o masik £814tmé-
rével pdrhuzamosak
(11.9. abra).

Az ilyen félit-
mérdket, illetve At-
mérdpért konjugilt

atmérdknek nevezzik.

11.9. dbra.
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Az ellipszist
egy konjugdlt Atméré-
par meghatdrozza. A
Rytz-féle szmerkesztés-—
sel az ellipszis 0X
és 0Y konjugdlt fél-
4tmérdib8l az ellip—
gszls tengelyelt meg- )
kapjuk (11.10. 4bra). A
A szerkesztést (bizo-
ny{tdsa nélkil) a ko~
vetkezbképpen végez~—
zik el: Az OX félat-

nérdt 90o—kal elfor-

satjuk, a kapott X* és )
az Y dltal meghatdrozoit szakasz ¥ felezéspontja koril sz

0 ponton at kdrt rajzolunk, amely az x*y egyenest az U és
V pontokban metszi. Az OU, illetve OV egyeneseken lesz az
ellipszis nagy-, illetve kistengelye. A félnagytengely
hosszdt a VY = a, a félkistengelyét pedig az UY = b adja.
Ezeket felmérve kapjuk az A, B, illetve C, D tengelyvég-
pontokat.

A Rytz szerkesztés elemzésébll
adédik az ellipszis megrajzoldsdra al-
xalmas eszkoz, az tn. ellipszogrdf ge-
ome$riai alapja (11.11, dbra).

Ha az X és y egymdsra merdleges
egyenesekre tdmaszkodik egy a + b hosz-
szusdgl szakasz (egyik végpontjdval x-~ p—
re, misik végpontjdval y-ra illeszke- X
dik), akkor a szakaszon aZ y egyenesen 4
levd ponttdl a tdvolsdpra levd P pont
egy olyan ellipszis pontja, amelynek Y
nagytengelye az X egyenesen van és 2a
hosszisdgl, kistengelye pedig az ¥
egyenesen van és 2b hosszisdgu.

Az iméntiek megford{itdsdval S
meg tudjuk szerkeszitenl egy olyan /{/
ellipszisnek a kistengelyét, amely- |
nek ismert a nagytengelye és egy | N
pontja (11,12, &dbra). |

11.10. cbra.

A nagytengely felezd merdlegese i
u kistengely egyenese. Izt a P koril i
a sugari kdrrel metszve (3) megkap- i
juk & P ponton Atmend a + b hosszi- y O a
|
}
|

sdgl, és a tengelyekre tdmaszkodd
szakasz SP helyzetét, amelyrél lemér-
hetd a b fél-kistengelyhossz,

11.12. abra.
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A 11,13, 4brdn meg-
adtuk az ellipszist AB
nagy- és CD kistengelyé-
vel, tovdbbid egy K pontot.
Szerkessziik meg a K pont-
bl az ellipszishez hiz-
hatd érintdket.

Az ellipszishez az AB
tengelyl affinitds egy AB
dtmérdjd kort rendel, C
affin képe C, A K affin
képét a CK egyenes_megfe-
lelSje jelold ki: XK. A K
pontbél a krhoz hizott
KTy, illetve KT, érinték
affin megfeleldit megszer-
kesztve kapjuk az ellip-
gzis tq, illetve t2 érin-

t6it a Ty, illetve Ty érin-
tési pontokkal.

Hiperbola

Ol

11.13. dbra.

Hiperboldnak neveszziik a sik azon pontjainak dsszes-
ségét, amelyeknek két ponttdél (az Fq és F, fokuszoktdl)

mért tdvolsdgaik kiilonbségének abszolit drtdke {1landd.

Ez a tdvolsdgkiiltnb-
ség (jeldlése: 2a)
mindig kisebb a fé-
kuszok ™F, tdvolss -
gandl (11,14, dbra),
A definicié alapjdn
szerkeszthetfk a hi-~
perbola pontjai. A
hiperbola pontjai az
F4F, egyenesre (va-

1és tengely egyenese)

és az F]Fz szakasz

felezd merdlegesdre
(képzetes tengely)
szimme trikusan addd-
nak. A két szimmetria
tengely kozbs pontja
a hiperbola O kizép-
pontja, amelyre a hi-~
perbela centrilisan
gzimmetrikus., A hi-
perboldnak a valds
tengelyen van két
pontja: A és B a hi-
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perbola csidcspontjai, amelyek 0-tél a tdvolsdgra vannak,
A képzetes tengelyen nem lehet hiperbolapont; A hiperbola
egy P pontjdt az Py és F, pontokkal Usszekttd szakaszokat

vezérsugaraknak neveszziik. ] .
Kimutathaté, hogy a hiperbola E pontbeli % érintéje
a PFq és PF, vezérsugarak szbgfelezfje.

A hiperbola is szdr-
maztathato az ellipszis-
hez hasonld médon: A hi-
perbola a sik azon kir-
kdzéppontjainak az osz-
szessége, amelyek egy ry
kozéppontd 2a sugard
kSrt érintenek, és 4tmen-
nek a koron kiviil fekvd
Fq fékuszponton. Az R,

k8zéppontd kir a hiper-
bola ellenktre (11,75,
dbra).

A P pont egy ilyen
kbrnek a kdzéppontja, a
kfr pedig az E ellen-
pontban érinti az ellen-
kort. ([PP, - PF| = 1.15. dbra

= [PF, - PE] = 2a), Az

EF; szakasz felezd mer§legese a hiperbola Ppontbell t grin-
t8je, amely az EFy szakaszt az M pontban metszi. Az EF1F2
hiaromszdg és az F{MO hdromszbgek hasonldk, és EF, = 2u0,

vagyis MO = a,

Az ellipszisnél levont kSvetkeztetdsek a hiperboldra
is teljesiilnek:
a) Az Py f8kusznak az érintdre vonaitkozd tikorképe az el-

lenkdrtn levd E pont., Az E pontot az ellenkor F2 kdzép~

pontjdval Bsszektts egyenes az Srintdt a P grintési
pontban metszi, ‘
b) Az Py fokuszbdl az érintdre 411l{tott merdleges egyenes

Il talppontja a kdzéppontitdl L0 = a tévolsé$ra tehdt az
O pont kérili a sugart Gn. £f8kordn van., A 11.15. Abrat
a hiperbola alapdbrdjdnak mondjuk.

Az ellipszis és hiperbola definicidjdnak az ,ellenks-—
ros! formdba vald dtfogalmazdsa azéri igen szerencsés, mert
az érintével &s fékusszal kapcsolatosan ugyanolyan tulajdon-
sdgok dllapithatdk meg. )

Példaképpen nézziik meg, hogyan lehet egy ellenkdrével

’

és ¥y fdkuszdval adott kipszelethez az adott e irdny-
nyal pdrhuzamos érintdt szerkesszieni.
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A feladatot
az alapdbrin meg-
adottnak gondoljuk
és 1latjuk, hogy azm
Fq pontbdl (az é-

rintére, ill.) az
grinté irdnyl e-
gyenesre all{tott
mer8leges az el—-
lenkorb8l olyan E
ellenpontot metsz
ki, hogy EF, fele-

z$ merdlegese a
kipszelet érintd-
jé%t adja, amelyen
az FZE egyenes je-—

161i ki az érinté-
si pontot. 4 11, 1116, dbra.

16. dbra mutatja,

hogy a feladatnak

két megolddsa van., Az dbran ellipsszisre szerkesztet-
tiik meg a feladatot.

I4sik példdnkban az ellenkorével és Ty fdkuszdval a-
dott kUpszelethez a K ponitbdl szerkesztink érintdt.

Ismét az
alapdbridbdl in-
dulunk ki, an-
nak t érintéjé-
re gondoljuk a
K pontot. Ladtha-
t6, hogy a K
pont egyenld 44~
vol van az Fy
fékuszidl és a P
érintési ponthoz
turtozd E ellen-
ponttdél. EbbEL
mdr kGvetkezik
feladatunk meg-
olddasa, hiszen
az Fy ponton ke-

resztiilhaladd K 11,17 abra.

kozéppontd kor .

az ellenkdri az Eq és B, pontokban metszi. Az B Fq,
illetve az E,F| szakaszok K ponton keresztilhaladd
felezé merblegesei a 1, illetve ty drintdék, amelye-
ken a P, illetve Py érintési pontokat az Folq, il
letve F,B, egyenesek metszik ki. A 11,17, dbrdn a
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[feladatot hiperboldra oldottuk meg.

A kxét példa utdn most térjink vissza a hiperboldhoz,
és szerkessziink hozzd az
0 kGzéppontbdl drintdt
(ti.18, dbra ).

Az el8z8 feladat meg-
olddsa szerint az O pont
koril P‘ ponton 4thaladé

kdr az ellenktrt Eq és E2
pontokban metszi. Az F- E},

illetve P1 E, szakaszok O
ponton 4thalads a1, @, fe-

lezd mer8legesei a kere~
gett érintdk, amelyekkel
viszont az F2E1, illetve

F B, egyenegek pdrhuzamo-

sak, mert az By és E, pon-

tokat kijeldld kor egyittal 11.18. dbra.
az FyF, szakasz f51lé irt Sl

Thalesz-~kor. .
Ennek kitvetkeztében az a9 és 8y érintékon nincs vé-

gesben fekvd érintési pont, ellenben a hiperbola minden ha-

tdron tUl kozeledik az at, illetve an egyenesekxhez. HZzeketl

az egyeneseket a hlperbola aszimptotiinak nevessziik,
A 11,18, Abrabdl leolvasghatd, hogy az aszimptota a
kovetkezd tulagdonsagokkal rendelkezilk,
a) Az S fékusznak az aszimptotdra vonat{ozw tlikSrkéoe

az ellenktr olyan B pontja, amelyben az P14 egyenes az el-

lenkort er1nt1,
b) Az P Fq fékuszbdl az aszimptotdra 411l{tott merSleges

H talppontja a hiperbola £8kbrén van, és az Fqi egyenes a
f8kbrt ?rlntl. {(U.dis T PzEt ¢s F{OM hdromszSgek hasonldk,
O = a, :

Ha az a, aszimptota ég a=z F1F2 szakasy f81ié rajzolt

0 kozeppontu kOr X metszéspontjdbdl a valds tengelyre me-
rélegest dll{tunk, akkor a kapott T talppontrol kimuta tha -
16, hogy a hlperbola cstcspontja (u.is Pimo és XTO hdrom-

szogek egybevagok és OM = OT = a) a TX egyenes pedig a
cslcsérintd. Ennek alapjidn a fékuszok és cstUcspontok is-
meretében a hiperbola aszimptotdi a kovetkezdkdppen szer—
keszthetdk meg:

I



Megrajzoljuk a
hiperbela O kozéppont-
ja koriul a fdékuszokon
dthaladd kort és leg-
2l4dbb az egyik csics-~
drintét (11.19, dbra),
Ezek kbzds Xy, illet-
ve Xp pontjdt az O
ponttal Osszekitid e~
gyenesek a hiperbola
agzimptotdi.

Az X4 szakasz

hosszdt b-vel (a hi-
perbola képzetes fél~
tengelyének hossza)
jeldlve a hiperbola
koordindtageometriai
jellemzége a tengelyek
dltal meghatdrozott 11 19. abra.
X,y koordinétaren%—

szerben az £§~— %5 = 1 egyenlettel torténik. Ehhez a hiper-~
a

boldhoz kapesolhatunk egy mdsik hiperboldt, amelynek

aszimptotdl az elébbivel azonosak, de valds tengelye az y

tengely, a valds tengely hossza 2b és igy & képzetes ten-

gely 2a hosszlUsdgl. Bzt az eldz8hoz konjugdlt hiperboldnak

neveszzik, egyenlete pedig

2 2
-E_'—L:—-l_
al b2
Az £§ - Kﬁ = | hiperboldt paraméteres elfdllitdsban vagy
a b
< T I .
* o= cog T ¥y =0btgt(0=t< 2wt 45, %y) alakban,

vagy az X =a ch t, y =bsh t s x = -acht, y=>bsht
(-00<t<o0) formdban adhatjuk meg.

Parabola

Paraboldnak nevezziik a sik azon pontjainak sz Osszes-
ségét, amelyek egy F ponttdl (fdékusz) és egy 4 egyenesidl
(direktrix vagy vezéregyenes) egyenld tavol vunnak.

I definicid alapjan szerkeszthetdk a parabola pontjai.
Az T ponton a4t d-re meréleges egyenesen egy ilyen pont van,
ez a parabola C csicspontja. A {6bbi parabolapont a CF e-
gyenesre szimmetrikusun adédik; a CF egyenest a parabola
tengelyének nevezzitk (11.20. 4bra). o C ponton dthuludd
d-vel parhuzamos egyenes a parabola csucsériniogse. iz F fo-
kusz és a d direktrix tdvolsigdtl p-vel jeloljiuk, és & pa-
rabola paraméterének nevezsziik.
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Egy 4 egyenes és egy
rajta kivil fekvd F pont
egyértelmien meghatdroz-
zdk a paraboldt. Misfeldl
pedig egy egyeneshll és
egy pontbdl 4116 alakzat
hasonld egy mdsik egyenes
és egy mdsik pont 4lial
meghatdrozott alakzathoz,
mégpedig tdvolsdgaik ard-
nya adja meg a hasonldsdg
ardnydt. Ezekb§l kbvet-
kezik, hogy az egyenesek
és a megfeleld pontok 4l-
tal meghatdrozott parsbo-

ldk is hasonldk, tehdt va-
lamennyi parabole hagonlé.
A parabola keordind-
tageometriai jellemzése a
tengelye és csucsérintlje
altal meghatdrozott koor-
dindtarendszerben az

y2 = 2pXx egyenlettel adha-

340 meg.

A parabols egy P
pontjdhoz tartozd t drin-
$8jérdl kimutathatsd, hogy
a P pontbdl a direktrix-
re 811itott merSleges PD
egyenes és a PF 41tel meg-
natdrozott szbg

A parabola
bola ellenkdros definicid-
Jdhoz hasonléan ugy torté-
nik, hogy az ellenktr, il-
letve f0kor szerepét a di-
rektrix, illetve csidcsérin-
t6 veszik 4t.

A parabola a sik azon
korkozéppontjainak az baz—
szessége, amelyek egy d egye-
nest érintenek és dtmennek
egy azon kivil fekvs F pon-
ton (11,21, Zbra),

A ¥ parabvolapont kozép-
pontut F ponton dthaladd kor
2 d egyenst az E ellenpont-
ban érinti. Az F fokusz ko-
zéppontd 1/2 ardnyd centrde
lis hasonldsag az E ellen~
pontot az I pontha, g di-
rextrixet pedig a csdcsérin-
t8be viszi.

1.20 A&bra.

felezdje (1, 11,20, 4bra),
szdrmaztatisa az ellipszis, illetve hiper-~

11.21 dpra
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Ezekb8l leolvashatdk a paraboladrintdk tulajdonsdgai:

a) Az F fdkusznak az érintére vonatkozd tikdrképe a
direktrixen levd ellenpont. Ebben az ellenpontban a direki-
rixre &11{tott meroleges az érintét az érintési pontban
metszi.

b) Az F £6kuszbdl az érinitdre 411{fott merdleges tulp-
pontja a csdesérintén van. (4 1! .21, dbra a parabola alap-
abraja.)

Szerkesszink & X kiilsd pontbél a 4 direkirix és F fo-
kusz 4ltal meghatdrozott paraboldhoz érintlt:

Gondoljuk a K
pontot az alapdbra t
érintd jére., Lathatd,
hogy az E ellenpont
ég F egyenld tdvol van
K~t31l. Ezért K pont
kOriil F ponton it raj-
zolt kbrrel a d di-
rektrixb8l kijeloljiik
az By és E, ellenpon-

tokat (11.,22. dbra}.
Az ByF, illetve EaF

szakagzok K-n dimend
felezd mer8legesei
t1, illetve %, érin-

ték, amelyeken az Eq,
illetve E2 pontban d-

re merdleges egyene-
sek jelolik ki a Py,

illetve P érintési

pontokat.
A 11,22, Abriabdl
kiolvashaté, hogy a 11.22. dbra.

KEq B, haromszig egyen—
16szdrd, tehdt a. K-bél d-re d1ll{itott merdleges az iyu, fe-
lez8 merflegese és egyben az By, illetve BoP, egyenesek

kozeppparhuzamosa, amely felezi e két egyenes pontjait
Beszekotd szakaszmokat, igy a P }Z-t is.

Tehdt ha adott a parabola két iriatdje (%, t2) az
_ érintési pontokkal (P, Pz), akkor az érintdék kOzbs h ponib-
. jdt a P1P2 szakasz N felezdpontjival Osszekdtd e yenc. pdr-

huzamos a parabola tengelyével. .zt tibb pariboldrs voust-
kozd feladatban fel tudjuk nuszndlai. . parabole longelye
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(x tengely) és cstcsérintdje (y tengely) &1ltal meghatdro-
zott koordindtarendszerben a parabola egyenletes, yz = 2px
alakban irhaté fel, ahol p a fékusz és a diretrix tdvol-
sdga. Ennek alapjén a parabola paraméteres el8dll{iidsa
X = g—p y, ¥ =t (~oo<t<oo) alakban irhaté fel.
Feladatok:
‘ 1) Adott egy kipszelet egyik fékusza (F,), egyik érin-
t§je (1) az érintési ponttal (P} és egy midsik é-
l rinté (tz). Szerkesszilk meg a misik fdkuszt.
Megoldds: Az Fq fékuszt :

mindkét érintfre tiikrdzzik,
az ellenkor E,, illetve E2

pontjédt kapjuk (11.23. dbra).

Az F2 fokusz az Eq E felezd

mer8legesének és az E1P1

egyenesnek a metszéspontja
(23 = E}Fz)-

1123 dbra.

2) Adott egy kupszelesd
0 kozéppontja, £8-
kore €s egy t érin-
tdje a T érintési
ponttel. Szerkesszilk
meg a kipszelet £6-
kuszait (11,24, &b-

11.24. dbra. Ta).

ilegoldds: A f8kdr és az érintd M, M, metszéspontjai-

g o L-re 411itott merSlegesek dtmennek a fdkuszokon.
i U=vail padrhuzamu. T ponton dtmend egyenes kijeldli az

vLo ionuszb (L. alapdbra).

%0 tengely kimetszi 2z it Uékuszt.



3) Adott egy hiperbola
egyik fokusza F,,

egyik aszimptotdja
(a1) és egy érinto-

je (¥). Szerkessziik
meg 2 masik £6-
uszt (11,25, db-
).

I'jegoldé.sﬁ Az FI fO’—

kuszt tikrozzik .y -re ds
t-re, a kapott i, illetve
E2 ellenpontok felezd me-
rélegese, valamint az PqBq-
re Eq pontban 4llitott me-
réleges az F, fékuszban
metszik egymist.

4) Adott két kipszelet, egyik fdékuszuk kbuzbs Fy = F{,

a misik fdékuszok (Fp, F3) kériil megrajzoltuk az
ellenktriket. Szerkessuziik meg a két kupszelet ki~
z6g érintdit és rajtuk az érintési pontokat
(11,26, dbra). '

Megoldds:. Kozds
fékusznak kizds é-
rintére vonatkozd
tiiktrképe mindkét
ellenkordn rajta
van, tehdt a kozbs
érinték az ellen-
kSrok B é8 B, k-
z0s pontjait Fq-
gyel bsszmekitd
szakagzok felez§
merdlegesei. Ezeken
az érintési ponto~
kat az Eq-et, ili-
letve Ez—t, F2~ve1,
illetve Fo-tel Bsz-
gzekotd megfeleld
egyenesek jeldlik
ki,

11.25. abra.

11,26 dbra.
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5) Adott egy parabola két
erintSje (%, t,) az
érintési pontokkal (74,
T,). Szerkessziik meg
2 fékuszt (11,27, 4bra),

licgoldds: A 73T, felezg~

pontjadt az drintdk metszéspont-
Jadval Bsszekstd egyenes a para-

bola tengelyével parhuzamos. Egz-
zel az irdnnyal a Ty, illetve

T, pontokon &+t pirhuzamost hi-

zunk, majd tiikrdzzik a megfeleld
srintdre, A tlikbrképek az F fé-
kuszban metszik egymist.

ty
£ 127 abra.
6) Adott egy parabola
F// A ké% érintdje t, to,
Eot valemint a csicsd-
5 - ¢ rint8. Szerkessszilk
AN >~ . d meg a fékuszt és a
i T~ direktrixet (11,28,
dbra).

Megoldds: Az érintdknek
& csucsérintdvel alkotott
_ metszéspontjaiban az érin-
1128 dbra. t8kre merdleges egyenesek
egymiast az F fékuszban met-

S2ik, Az R f6kuszt az drintéire tikrdzve a direktrix pont-
Jaihoz Jutunk, amely a cstcsérintdvel pdrhuzamos.

Gyakorldsra javasoljuk a kivetkezd feladatokat:

1o Adott a kdpszelet két fékusza &s egy érintdje.
Szerkesszilk meg a tengelyeket., (Hiperbola esetén az
aszimgtotékat is,)

« Adott a kipszelet egyik fékusza, két érintdje ds
-ellenkdrének sugara. Szerkesssziik meg & masik fdékuszt és
az €rintdkon az érintési pontokat. .

3. Adott a kipszelet egyik fékusza, két pontja, va-
lamint ellenktrének sugara. Szerkessziik meg & hidnyzd £~
kuszt és a tengelyeket. ) i

4. Adott egy kipszelet egyik fékusza, egy 4rintd asz
érintési ponttal &s a 21 tdvoledg. Szerkesszilk meg a mé-
gik fdkuszta



5., Adc*t a kipszelet egyik fdékusze €s hdrom érintdje.
3zerkesszilk meg a midsik fékuszt.

6. Adott & kipszelet egyik fékusza, egy ponitja, ezt
a pontot nem tartalmazd érintdje és az ellenkdr sugara.
Szerkesszilk meg a kipszelet midsik fékuszdt és tengelyeit.

7. Adctt egy kipszelet egyik fékusza, egy érintlje az
ellenkdr sugara, tovdbba a két fékusz kbzti tdvolsdga.
Szerkessziik meg & misik fékuszt és a tengelyeket.

8. Adott egy kipszelet egyik fékusza, egy érintéje,
tengelyének egyenese é€s a 2a tdvolsidg. Szerkesszik meg a
mésik fékuszt, & mdsik tengelyt és az érinitd 4érintési pont- .
jéte

9., Adott egy hiperbola egyik fdékusza, ellenktrének su- -
gara és egyik aszimptotdja. Szerkesszilk meg a cstespontokat
2s a mdsik aszimptotdt. :

1, Adott & hiperbola egyik fékusza, ellenktrének su~
gus . 6. & két aszimptota irdnya. Szerkesszilk meg a mésik
féwuszt, a calcspontokat és az aszimptotikat.

1i, Adott egy parabola fdékusza, egy érintdje és a fi-
kusz sdvolsdga a direktrixtdl. Szerkesszilk meg a cstcspasiot,

12, Adott egy parabola fdkusza és egy pontje az érin-
tdvel. Szerkesszilk meg a direktrixet. «

13, Adott a parabola fdékusze, egy pontja és ezt u pon- .
5ot e tartalmezd érintéje. Szerkessziik meg a direktrixet.

t4. Adott a parabola direktrixe és fdkusza. Szerkesz-—
suilik adott irdnnyal pdrhuzamos érintdt és hatdrozzuk meg
.% Grintési pontot.

15, Adott egy parabola direkirixe, egy pontja és ezt
. pontot nem tartalmazé érintdje. Szerkesszilk meg a f6-
kuszt. |
16, Adott a parabola fdékusza és %ét érintdje. Szerkesz-—
:ziilk meg a direktrixet, a tengelyt, & cstcspontot és az é~
rint8kén az érintési pontokat.

17. Adott & parabola cslcsérintéje és egy pontja az
é-~intével. Szerkessziik meg a tengelyt és a fokusat. :

18. Adott & parabola tengelye és egy érintSje az érin-
i-isi ponttal. Szerkessziik meg a cslcspontot, fékuszt és o
;ezéregyenest, :

Elmél:ti t:nunyag: Tankbnyv 105-107, 109-113, 116-119, -
121, 123, pontjai. ;



12, A KOR ABRAZOLASA

Ha a kor sfkja nem pdrhuzamos a képsfkkal <¢s nem merd-
leges rd, akkor bebizonyfthaté, hogy a kor képe ellipsszis.
A vet{tés sordn cssk a képsfkkal parhuzamos &tmérd nem ri-
vialil meg, ennek a képe az ellip;zis nagytengelye.

A 12,1, 4brdn az 0 kb-
zéppontl « midsodik vetf{ifafkban
fekvS kior mdsodik képe a kbr 4t~
mérijével egyenls C("D" szakasz.
A kor s{kjdt az O ponton &thala-
dé t mdsodik vet{tSegyenes koriil
elsd képs{kkal pdrhuzemos hely-
zetbe forgatva az AB k¥rdimérd
a forgdastengelyen van, tehdt en-
nek els§ képe a képellipszis
nagytengelye; ldthatdé tovdbbi,
hogy a C és D pontok elss képe
a kistengely két végpontja. A
beforgatott kr és az ellipszis
k0zti kapcsolat merdleges affi-~
nitds, ennek segftségével a kor
akdrhany pontjdnak képét és ben-
ne az érint6t megszerkeszthet-
~ Jik. Az 4brédn » merdleges affi-
ni.dat regval“s{{é in. kétkoris
ellin  Lsszerkesztést haszndl-
tuk jc. tovdbbi ellipszispont
szerkesztésére.

tovdbbiakban 4ltaldnos
neivzetd s{kban fekvd kor képei-

nek megszerkesztésdvel foglalko- At
zunk ( 2.2, dbra}. Az dltalédnos .
helyzetd sfkot f; és f2 f8vona- 121 abra.

laival adtuk meg. A benne fekvs
kdr kozéppontjdnak O' midsodik képével cs a kir r sugars-
val hatdroztuk meg a kbort.

Az O' pontot a kézéppontor 4thalads elsd f&vonalon
jeltljik k.. Erre az egyenesre szikség van, hiszen ezen
van az els§ képe]lipszis nagytengelye.

Ha a sfkot f; f8vonala koriil képsfkkal pdrhuzamos

helyzetbe forgatjuk, akkor az (0) kbriil megrajzolt r su-
gard kornek bdrmely pontjdt vissza tudjuk forgatni.
Az I;-gyel parhuzamos (A)(B) kordtmér6bdl lesz az el-

s6 képellipszis A'B' nagyiengelye, az erre merdleges kor-
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\\
(c)é‘ A)” i
122 dbra.

ézméré (C) pontjdt visszaforgatva az els6 kép kistengely-
végpontjdt kapjuk.

Az elsé kép tengelyeinek mdsodik képe 8 mésodik kép=-
ellipszis konjugdlt AtmérSpdrja, ennck alapjén az.érintgk
meghtizhaték. Ldthaté, hogy az els§ kép kisten ely-~végpont=
iainak megfelels C", D' mfsodik képpontok a misodik kép

egnlsd és legfels$ pontjét adjék. _
A mésodik kép nagytengelyét az O'-n fp-vel pdrhusamos

egyenesen jeldljuk ki, hossza 2r, végpontjail (y éé 2", A



masodik ké€ kistengely egyenesét megrajzolva a kistengely
hosszdt a 11,12, dbra szerint a B" pontndl hatdroztuk meg,
a végpontok 3" és 4", E tengelyvégpontok elsd képét is
meggzerkesztjik, ott konjugdlt dtmérdpdrt adnak, Az érin-
t0k megrajzoldsa utdn ldtszik, hogy a mdsodik képellipszis
kistengely-végpontjainak megfeleld 3' és 4' poniok az el-
98 képellipszis legalsd és legfelsd pontjai.

A megszerkesztett pontok és érintdik mdr lehetdvé te-
szik a képellipszisek kellSen pontos megrajzoldsdt.

Gyakorldsra javasoljuk a 12,3. dbrdn felvételi vdz-
lattal megadott feladatok A/4 méretl lapon (nagyfitott mé-
retben) vald ondlldé kidolgozdadt.

1. Szerkesssziik meg annak a kdrnek a képeit, amelynek
kozéppontja az O pont, érintdje pedig a t egyenes.

2. Adott egy kor két parhuzamos érintdje (elsd f8e-
gyenesek) és egyiken az érintési pont (S). Abrizoljuk =
kSrt két képével.

3. Adott egy kior sfkja a kidzépponton dthaladd két £5-~
egyenesével és a kir sugara. Szerkesszilk meg a kOr képei-
nek valamennyi lényeges pontjdt és rajzoljuk meg a kir ké-
peit.

, 4, Adoit az « elsl vet{tfsfkban levd, 0 kizéppontd r
sugard kir. Szerkesszlik meg a kor mdsodik képét.

Elméleti tananyag: Tankdnyv 124-133. pontok.
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13, CIKLOISOK, KOREVOLVENSEK

A kbzonséges ciklois gdrbét egy egyenesen csuszdsmen-—
tesen legordlilo kor egy pontja irja le. Ha a kbrhdz rogzi-
tett mds pont palydjdt tekintjiik, akkor a kbr kdzéppontjd-
t61 a sugdrndl nagyobb tdvolsdgra levs pont un. hurkolt-,
8 kor belsejében levd pont dn. nyljtott-cikloist fr le. 4
kor kozéppontjdnak palydja egyenes.

Két gorbe egymison vald csiszdsmentes legtdrdiilése azt
jelenti, hogy & sfkban fix alapgtrbe és a8 legirdild girbe
k6z8s pontjdban — a legdrdiilés bdrmely idSpillanatdban —
kdzosek az drintd8k és kéi megfelell pont ktzdtti gdrbedi.~
rab fvhossza a két gdrbénél megegyeszik.

Kornek egyenesen vald gordiiléséhez tehdt a kordivek-
kel egyenld szakaszokat kell az egyenesen kijeldlni.

Ez a kor{iv ,kiegye-
nesftését" igényli. Egy
olyan koriv, amelyhez tar- T e
tozé kozépponti szog 40°- ol
ndl kisebdb, a 13.1, 4brédn
bemutatott kozelf{td eljd-
réssal egyenesithetd ki.
4z &dbrén f?'? korivet e- Ci F
gyenes{itettink ki.
AB =~ AD. A kizelitds igen
pontoas. (Snellius mdédsze-
re., )
L A 13,2, 4brdn egy cik-

ois pontjainak a szer-
Kesztésdt mutatjuk be. 4 131 dbra.
gordiild kor keriiletét ti-
zenkét egyenld részre osztottuk be, Ennek megfelelden eld-
d11{ftottuk a tizenketted kiriv hosszdt €s azt egymdsutdn
felmér+tiik az egyenesre (I, IT, IIT, ... pontok). A legbr-~
diilésrdl tehdt tizenketted {venként ,plllanat-felvétele-
ket" szerkesztiink meg. Ha a kiinduldsi helyzetben 1-zyel
jeldlt pont pdlydjdt szerkeszitjiik meg, alkkor az egyes pil-
Llanatokban a 2 és II, 3 és III, 4 és IV g f.%. pontok ke-
riilnek érintkezdsbe., Az egyenessel az adott pillanatokban
drintkezd kSrre visszamérjik a tizenketted fv egyszeresét,
kétszerasét, hdromszorosdt s {.t. Az {gy 1étrejovd pontok
1 csdcsos ciklois pontjait adjdk. Az érintdt gy kapjuk
meg, hogy a ponttal a pillanatnyi érintkezési pontot Gsz-
azekdsjiik €s 2 megfeleld cikloispontban erre merSlegsst
411{tunk,

|
|
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Kimita thatd
ugyanis, hogy a
cikloisok és evol-
vensek érintdre
merdleges normali-
sai mindegyik $1-
pusd gorbe esetén
sdthaladnak a pil-
lanatnyi érintke-
zési ponton, amit
a mozgds adotd
pililanatdhoz tar-
tozd momentdn pé-
lusnak nevezunk.

A 13,2, dbrdn
az 6t8dik helyzet-
ben mutatjuk be az
érintdszerkesztést,
tovdbbd azt is,
hogy & kiinduldsi 13.2. abra.
helyzetben Hq-,

illetve Nq-gyel jeldlt

pontok és bennilk az é-
rintd a kiilonbozd idd-
pontokhoz tartozd
helyzetekben hogyan
szerkeszthetl meg. Az
5t5dik helyzetbhen a

momentdn pdélus az V. \bj , \~j
pont. A Hy pont hur- 132 abra.

kolt, az Nq pont nydj-

tott cikloist fr le. Ezeket szemlélteti a 13.3. dbra.

& 13,4, dbrdn epicikloisok szerkesztését mutatjuk be.
Az epiciklois Ugy Jjon léitre, hogy egy alapkdron {kiviil)
legOrdll egy misik kor (legordiils kor). A legordiilé kor
pontjai estcsos (Cq), a legbrdiild korin k{viil fekvd pon-
tok (Hq) hurkolt, a kordn beliil fekvd (N} pontok ayuj-

tott epicikloist frmnak le.

A 13.4. 4brdn az alapgorbe R sugardnak és a legtrdii-
18 k6r r sugerdnak arédnya R:r = 3:2. Ebben az esetben a
két koron egyenld fveket dgy tudunk létesfteni, hogy a
keriileteket & sugarak ardnyének megfelelen osztjuk be
egyenld részekre. Esetiinkben az alepksrt tizenkét egyenld
részre oszté (I, II, III, ...) pontok kozdtt levd {vek
egyenldk a legdrdil§ kdrt nyolc réazre osztd (1, 2, 3, +..)
pontok kozii fvekkel. A legdrdiil§ kor kidzéppontje az alap-
gorbével — az 04 ponton dthaladé — koncentrikus korin

mozog. Az 0, II; 0, IIT; ... egyenesek jelBlik ki e kon-
centrikus koron a legtrdiild kor megfeleld kdzéppontjait.
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Ezutin & cik-
lois-pontok és
érintd8k szer-
kesztéase a kbO-
ztnséges ciklo-
iséhor teljesen
hasonldé médon
torténik. A
13.4, 4dbrdn
mutetjuk be,
hogy & negye-
dik helyzetben
8% 0404 egyene-—

sen & kiinduld-
g1 helyzet H1-

ilietve Nl—gyel

jeltlt pontjai-
nak HQ, illetve

N4 megfeleldi

hogyan Jeldlhe~
t8k ki, tovdb-
b4 megszer-—
kesztjik e
helyzetben a
gorbék éiintG-
it a gobrbepon- A
tokat a IV. mo- 13.4. abra.
mentdn pdlussal OsszekBtd egsi...ekre merS§legesen.

ibban az esetben, ha a ler 1diil§ kbr és az alapkidr su-
garainak ardnya nem ismert, vagy nem olyan egyszerlen ke-
Selhetd mint az imént, akkor Snellius médszerének & i3 F.
4bran bemutatott alkalmazdsdval tudjuk elérni, ho aZ

~ ~
AB = AC legyen. El§szbr 2 kisebb sugaru kxoron levé f{vet

/‘
\ //
S

135. abra
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egyenes{tsiik ki, majd a médszer megford{tdsdval ezt 4tvisz-
sziik & nagyobb sggarﬁ’kﬁrre.

A 13,6, 4brdn nydjtott, csicsos és hurkolt epicikloi-
sokat mutatunk be R:r = 3:1 sugdrardny esetén.

136, dbra.

A bipociklois dgy jon létre, hogy egy R sugari alap-
kbr belsejében csuUszismentesen gordill le az r sugard kor.
A legbrdiild kor pontjai csicsos hipocikloist, a legbrdiild

kbrhdz rdgzitett kiilsd pont hurkolt hipocikloist, a legdr-
diild kbr belsd pontjai nydjtotE hi ociEEoisE {Tnak le.
Tlyen g&rbéket szemléltemt'a; REN R aEFra" Rir = 4:1 ardny

easetén.,

13. 7 .ébra.

4 gdrbék és érintSik szerkesztése teljesen hasonlé 1z
epicikloisok szerkesztésével.

Utoladnak a kirevolvengsel foglalkozunk, A kSrevolvens
Ugy jon létre, hogy egy koron legdrdiil (csiszdsmentesen)
egy egyenes. Az egyenes egy Eq pontja cslcsog kirevolverst
{r le (13.8. ébra%f

Az egyeneshez rogzftett N4, illetve Hq pont pedig

nyijtott, illetve hurkolt kirevolvensen mozog.

Snellius médszerdvel kijeloljilk a k8r tizenketted {vé-
nek hoaszdt, Fnnek ismeretében az alapkort I., IL., IIL.,
... pontokban érinté egyeneseken a tizenketted kdriv hosz-
szédnak visszamérésével ki tudjuk jeldlni a csicsos kor-
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evolvens Eq, E2,
E3, s+ pontja-

it €8s benniik az
egyenesekre me-
rdlegesen az é-
rintdt. A hatos
helyzetben fel-
fintettiik a
hurkolt kdrevol-
vensy H6 pont-

Jat, 1illetve a
nylGjtott kér-
evolvens NG

pontjdt. Ebben
8 helyzetben a
pillanatnyi é-
rintkezégi pont
(a momentin pé-
lus) a VI. pont.
Ezt a pontot HG’

E6, N6 pon‘bok-—

i
kal Ssszekotd 13.8. abra.
egyenesekre me- : ;
réleges egyenesek adjédk a hurkolt csicsos és nydjtott evol-
vensek érintdit.

Gyakorldsképpen szerkesszilk meg a kiilonbdzd cikloisok,
illetve kbrevolvensek pontjait és benniik az érinitft.

A Geometriai feladatok c¢. példatdr 121-122, old. 1-
10, feladatali és azok 145-148, oldalon levd megolddsainak
dttanulmdnyozdsdval e gbrbék koordindtageometriai kezelé-
sében is kelld jdrtassagot szersziink,

Flméleti tenanyag: Tankdnyv 281-282., 288,, 291-292,
pontok. .
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14, CSAVARVONAL ABRAZOLASA

A csavarvonallal a 10,7. 4brdval kapcsolatosan mir
foglalkoztunk. Koordindtageometriai jellemzéaés ax z(t) =
= ir cos ¥ + Jjr sin § + ket-vel (¢ > 0) adtuk meg. Erin-
t6vektora: £(%) = i(~r sIn %) + jr cos t + kc. Beldthatd,
hogy az érintSvektor €s a cszavarvonal g tengelyének szoge

Tk
dllandé. U.is cosg= —— = S ; ez2: szerint a ve
r? 4 2 . .
8z0g egy r és ¢ befogdkkal meghatirozott derékszdgdi hidrom-
szbg ¢ befogdn nyugvd szige,

A g ~ @ szUg a csavarvonal emelkedési szige. A c-t a

¢cgavarvonal paraméterének nevezziik,

Ha tehat & csavarvonal érintdivel a tengely egy pont-
Jdn 4t pdrhuzamosokat hizunk, akkor ezek egy forgdskip, az
Un. irdnykdp alkotdit adjdk., Az irdnykip magassdgit c-nek
vdlaaztva a hatdrold kdrdnek sugara r. .

A 14,1, 4brdn az a elsd vet{t8egyenes tengelyd, r su-
garu hengeren levd jobbmenetd csavarvonal egy menetéy ab-
rédzoltuk as m menetemelkedés tizenketteddnok ismeretében.
A csavarvonal els§ képe gy r sugard kir. Bzt tizenkdt e-
gyenld f{vre osztva, az 1, 2, 3, ... pontok misodik képét

azg %% szakasz egymdsutdni felmérésével, a megfeleld hen-

geralkotékon jeloljiik ki. A csavarvonal akkor jobbmenetd,
ha az 1, 2, 3, .., pontok haladdsi rendje az elsd képen az
6ra@u§at6 Jardsdval ellentétes, {EllenkezS esetben balme-
netua

Az érintdk megazerkesztdadhesy sziikség van asg irdnykap-
ra. Az irdnykdp alapkdrének r sugara ég a ¢ paraméter 41—
tal meghatdrozott derékazigl hdromszg hasonld ahhoz 4 de-
rékazsgl hédromszdghiz, amely a csavarvonal egy darabjdnak
& hengerér$l vald lefejtdsénédl adddik (14,2, dbra). gy
ilyen derékszigl hdromsziget kapunk, ha befogdinak a kor
kertiletének Snellius médszerdvel kiegyenes{tett tizenket-

ted részét (g¥g;), illetve ag ?% gzakaazt vessziik, A szer-

kesztésben tehdt meghatirozhats a pareméte~ c hossz:, ez
lesz az irdnykip magasgdga:

= oMyt _ M
c = OHM = 57 ¢
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A 14,2, dbrdn ldthaté, hogy
a csavarvonal P pontjédhoz tarto-
z6 t_érintd pdrhuzamos az irdny-
kip PM alkotdjdval, ahol a P
pont az irdnykdp alapktrén a P-
vel k6zbs hengeralkotdén levs P!
pontot -—— a pontok haladdsi sor-
rendjében — 90%-o0s késdesel ki-
veti,

A csavarvonal t2, t3 grin~-

t8it a 2. és 3. pontban szer-
kesztettik meg. Az els§ képen
ezek kbrérintdk, a veliik parhu-
zamos irdnykdp alkotdk az M,XI,
illetve az M,XIT egyenesek. Fn-
nek alapjdn mdsodik képiik is
megrajzolhaté. (1. 14,1, dbra).

Vet{tSegyenes tengelyl csa-
varvonal dbrazoldsdndl tanulta-
kat alkalmazzuk févznal tenge-
1yQd csavarvonal 4br4zolisinil. 2 4
A 14.3, 4dbrdn megadtuk az a mi- 4.2 dbra
godik f8vonalat és a csavarvonal
1 kiinduldpontjdt. (Az 1 pontnak az a' -t81 mért tdvoladga
a csavarvonal hengerének sugara.) Legyen a c¢savarvonal
jobbmenetd, és els§ képe legyen csiicsos gorbe.

Az dbrdzoldst azzal kezdjik, hogy az a egyenest vet{-
t8_egyenessé transzformiljuk, az 1. kiinduldsi ponton &t
felvesszilk az alapkdr sfkjdt. Az alapkor harmadik képét
tizenkét egyenld részre osztjuk, az I, IT, 111, ... ponto-
kat kapjuk, €s a transzformicid eljdrdsival meghatirozzuk
e pontok €3 a beldlilk indulé hengeralkotdk midsodik, illet-
ve els§ képét. Igy a ceavarvonal 1, 2, 3, «+« pontjai az
I, IT, III, ... hengeralkotdkra keriilnek. A csavarvonal
akkor lesz jobbmenet(, ha a harmadik képen az 1, 2, 3, ...
pontok haladdsi rendje az Sramutatd jardsdval ellentétes.

A 10.6. 4brdval kapcsolatban mondottakbdl ktvetkezik,
hogy a térgirbe azon pontja lesz a veiiilet csdcspontja,
amelyben az érinté merSleges a képsfkra. Ekkor pedig a
csavarvonal irdnykipjdnak lesz vet{tdegyenes alkotdja, ami
az irdnykip mdsodik képének szélsd alkotdja (I1,IV alkotd).
Ennek megrajzoldsa a mdsodik képen kijeldli az irdnykip ¢
magassdgat. Az alapktr tizenketted fvének kiegyenesitése
utan meghatirozhaté a menetemelkedds tizenketted része.
Ezaltal dbrdzolhaték a csavarvonal pontjai a mdsodik és az
elsd képen.

Az érint8k szerkesztését = 2. és 3. pontokbun mutat-~
juk be. Az érintlk az M,AI, illetve M,XIT irdnykdpalkotdk-
%al pdrhuzamosak. Az elsd képen a 7. pontban les: 1 gbrbe
képének csdcspontja.

Ha a csavarvonal tengelye vesitSegyenes, akior kipe
kor, Ha a csavarvonal tengelye pdrhuzsamos 4 “épsikk.l, ak-
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kor képe a szinusz-
vonalbol merdleges
affinitdssal 41l{tha-
t6 eld. Ha a csavar-
vonal tengelye a kép-
s{ikhoz hajlé egyenes,
akkor képe hurkolt,
caticsos vagy nyQjtott
cikloissal affin gbr-
be agzerint, amint az .
irdnykQp cstcsdbdl a 14.4. abra.

képsikra 411{tott me-

rfleges az irdnykip belsejében, az irdnyklpon vagy azon
kfviil halad (14.4. 4bra).

Gyakorldsul Adbrdzoljunk olyan f£8vonal tengelyil csua-
varvonalat, amelynek egyik képe hurkolt vagy nydjintt
girbe,

Elméleti tananyag: Tanktnyv: 352-353. pontok.

#

g
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15, AXUNOMETRIKUS ABRAZOLAS

Az axonometrikus dbrdzolds célja az, hogy az alakza-
tokrdl knples dbrit készitsen., Az axonometrlaban az alakzi-
tot egy térbeli koordinita-rendszerben elhelyezve, a koor-
dlntaatengelyekke! egyiltt dbrdzoljuk. Az axonometrikus kép-
afkra torténd vetitéshen nem foltétleniil merolegeseﬂ a ve-
ti€o~sugarak. Ha a ferde — de egymdssal pdrhuzamos — su-
garakkal vald vetftést is megengedguk akkor a koordindta-
tengelyek képének vdlasztdasdndl nem kell semmilyen kikttés-
nek teljesulni. Bebizony{thaté u.is, hogy harom; egy pont-
bél kiinduld szakasz mindig lehet egy derdékszogl koordind-
tarendszer tengelyelre felmért egyenld szakaszok veiiilete.

A 15,1, 4brdn egy koordi-
nita-rendszert dbrazol tunk.

A T pontot az xy, yz, xz koor-— 4
lindtasfkokra valéd meroleges R
vetileteivel P', P , P" P

fontokkal egyutt dbrazoltuk.
Ezeket sorrendben a P pont

1

H
¢lsd, misodik, illetve harma~ K= Rj_ : P
1ik képeinek nevezzuk a P-t L :
pedlg a P pont axonometrlkus [T
képének mond juk. Nyilvénvald, ro 0
hogy a P, P', P" , P  pon- IR*
tok ﬁozul barmely kettd egy- ~
értelmien meghatirozza a Tob- X 4 Sl \\\\ﬂ\ﬂ\
bit, Az dbrdzolt alakzatokat ' ~L-
dltaldban axonometrikus képé- Q-Q P! Y

vel és elsd képével adauk mneg.
(Az axonometrilkus kép ismere-
te még nem hatdrozze meg &
pont koordindta-rendszerbeni
heliyzetét.) Az dbrdn szerepld
Q pont az xy sfkban van, az R
pont pedig az xz koordindta-
sfkbvan van, igy elsd képe az
X tengelyre keriil,

A 15,2, dbrdn a & egye-
nest axorometrikus képével
ic -qu A “nével adiuk meg.
Agés g netazeopontga a
g egyenes xy sfkkal valé
iy nyompontja. L g' ismere-~

7y

Flen ijelflhewdk a g egye- -15.2 dbra.
nes L S 4. nyonponitjai azg

15.1. abra.
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vz, illetve xz koordindtas{kban,
A. 1503. a’.b"'
rén a P ponton
4thaladd e és f
egyenesek 4ltal
meghatdrozott
s{knak a koor-
dindtas{kokkal
vald metszésvo-
nalait — az in.

omvonaglakat és
az altailuk alko-
tott nyomhdrom-
azbget — 3111~
tottuk eld. A
sfk nq elsé

nyomvonala az e,
illetve £ egye-
nesek Eq, illet-

ve: Fq nyompont-

Ji-iv kuti Ossze,
vy es x ten-

ouly metszés- X ,
pontje az nq 15.3. abra.

nyomvonalnak is pontja, amely dtmegy az F3 nyomponton, A
nyomharomszog n, harmadik oldala mdr kdzvetleniil adddik.

Uszerin% a sikot mindig meg lehet adni nyomvonalaival.
A 5.4,
dbrén egy =
tengellyel pdr-
huzamos sikot,
illetve egy xz
koordindtasfk~
kal parhuzamos
s{kot dbrdzol-
tunk. Kindkéit
esetben magd-
t61 adddik = g
egyenes és a
37k M metszds- ,
anatjdnak = 15.4. abra.
wexh Lbdrozdsa.

S V.



31{kx és egyvenes metszéspontia. Két sfk mebzzdsvonul.

A 15.5. 4dbrédn a
g egyenest axonomet-
rikus és elsd képével
adtuk meg, a sikot
pedig nyomharomszog—
gel. A sfk és egyenes
metszéspontjdt a g e-
gyenesre fektetetrt,
xy sfkra merSleges sik
segitségével hatiroz-~
t.k meg. Ezi a sikot
1 g 48 g' egyenesek
Jegzitik ki. BEmnek a
iknzk és az adoti
Tinak uz m metszdavo-
S s | (iii' = g’) jeliili
~ i1 3 egyenes i di-
Féupontiat.

155 abra
) ¥4
C
A 1506, f{beds % af-
) kot adtunk me : uyo.voalai-
Z M. m val, az BC Ja3 Y2 s700%.
Az m metszdsvonaluket 'z
m! M, Mz kozds ayompans
hatdrozzdk meg.
A==7"M; Y\yk
15.6. abra.

Guila és hasdb sfkmetszetének szerkesz " s.

3{k és egyenes metszespontganik szerkesz téoire vo-
zethetd vissza hasdb vagy gula sikmetszetének szerkesz-—
tf‘Se-

RY 15.7. dhrédn az xy sikon 4116 dtoldalld lasdbot Ab-i-
zoltunk és megadtuk a metszdsikot nyomvonal:ival, A husiy
oldalélein levd metszéspontok elsd képei az ', B', o',
3, B' pontok., Ha meghatar azzuk azokat az ecyene"eket
dqelyek a metszdsikban vanndk és elsd kdpik k’“', B'C
illetve D'EB', akkor ezek kijeldlik a megFeleio hag abdle—
ken az T 3z J, a II s IIT, illetve a IV ds V meiszéspon-
tokat.



X

15.7 dbra.

val adott sikkal metaziink
el, Azonnal 1ldthaté, bhogy
az els8 nyomvonal az AB,
illetve AD éleket az I
és V pontokban metszi.
Az MAC, illetve MBD sf-
kok az xy sikra merle-
gesek; e sikoknak az
adott metszdsikkal al-
xotott metszésvonalal
jeldlik ki az MC élen

a III, illetve az MB

&g MD éleken a ITI és IV
metszéspontokat. Az AM
azakasznak a metszls{k-
k21l nincs kbzds pontja.
i metszet-6tszbg megraj-
zoldsa utdn a ldthatdsd-
got Ugy tuntettiik fel,
hogy & lemezb8l levs gi-
idnak &« metszdsik felet-
ti részdét a metszdsik-
kal egyiitt eltdvolitol-
tuk.

- 13F -

Ezeket
megfeleld sor-
rendben Gssze-
kdtve a met-
gzetpoligont
kapjuk. A 14t~
hatdsdgot Ugy
tlintettilk fel,
hogy a lemez-
81 késziilt he ~
sdbnak 8 sik
feletti részét
a metszdsikkal
egylitt eltavo-
1{tottuk,.

A 15.8.
4brén az xy si-~
kon 4114, ABCD
alaplappal és
¥ cslcesdval
megadott glildt
egy nyomvonalai-

2

75.8. ab-a



Hasdbok Athatdssnak szerkesztése

Két hasdb dthatdsdt eld lehet 411ftani sfkmetszetek
megfeleld egyesftésével. A 15.9, dbrdn az xy sfkon 4116

AZ
]
I 3
] mf_.-
] LS '
AR i
3
X
'l L
]l1 v 2|1
{ D/ i

15.9. abra.

négyoldall hesdbnak és az 1, 2, 3 oldalélek egyeneseivel
megadott ferde hasdbnak az dthatdsdt szerkesztettilk meg,
A ferde hasédb egyértelml meghatdrozdsdhoz galikséges az ol-
dalélek elsd képének e megaddsa (V , 2, 3' )., A ferde ha-
34b éleire az xy sfkre merSleges sfkot fektetve megkeres -~
sik az 1, 2, 3 egyeneseknek és az 4116 hasdb lapsfkjainak
e metszéspontjait. Az ismert eljirdssal kapjuk, hogy az |
él az AD és DC lapockat az T, illetve II pontokban metszi.
A 2 é1 az AB és BC lapokat az V, illetve VI pontokban, 2z
AD, illetve CD lepsfkokat a III, illetve IV pontokban met-
szi. A 3 él csak az oldallapok sfkjait metszi: AD-t a VII,
CD-t & VIIL, BC-t & IX €8 AB~t a X pontban. Az 41146 hasid
lapsikjain kialakuld sfkmetszetek egyesf{tésébSl kapjuk a
megrajzolt dthatdsi poligont. A ldthatdsdgot gy tlintettiik
fel, hogy a ferde hasdbot a kimetszett résszel egylitt, va-
lamint a lemezbdl készlilt 4116hasdb feddlapjit eltdvoli-
tottuk,

Gyakorldsra javasoljuk a 15.10, dbrdn vdzlatban meg-
adott feladatolk A/d-es miéretld nagy{tdsban vald kidolgozd-
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15.10. abra.
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sdt;
1, Szerkessziik meg & g egyenes és & nyomhdromszigével
adott sik metszéspontjat,

2. Adott ké+t s{k nyomhdromszigével., Szerkesszilkk meg a
két sfk metszdésvonaldt.

3, Szerkesszik meg az xy sfkon 4116 gila és a nyomhd-
romszdgével adott sf{k metszésvonaldt, majd tintessiik fel
a 1lidthatdsdgot.

4.-6, Szerkesszik meg az dbrdzolt hasdbok és a nyomvo-
nalaival adoit sfkok metszdsvonaldt, majd tintessik fel a
14 thatdsdgot,
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16. MERCLEGES (ORTOGONALIS) AXONOMETRIA

A tovdbbiakban olyan axonometrikus 4brdzolds torvény-
szeriségeit v;zsgéljuk, ahol & tengelyek képe (tengelyke~
reazt) és az 4bhrdzolt alakzat Képe merfleges vet{téssel
jon létre.

Kimutathaté, hogy

egy pontbél kiinduld hé- z z E
rom félegyenes akkor le- :
het egy derdékszigli koor- X |
dind tarendszer merdleges :
vetiilete, ha a tengelyek g
képei pdronként tompa- |
szoget alkotnak (vagy
xett§ tompasziget alkot g :
y z

és a harmadik e tompa-
gz6g belsejében —— mind- 14
kett8vel hegyessziget 16.1. abra.
alkotva — halad; ekkor
alulnézeti kép adddik) IV
(16,1, dbra). ] (z)
Egy alakzat 4brd~ .
zoldsdhoz sziikaéges a e e
kvordind tatengelyeken s 4
adddd rovidilési vi- p ~
szonyok ismerete. s -
Minthogy a tengely- s
kereszt mer8leges
vetitéagel jott ey .7
1étre, ezért az xy P
g{k képs{kkal pdr- ol”

huzamos egyenese &

képen is merSleges

lesz az xy sfkra a C&?\\Z://é:
térben merdleges

helyzetd z tengely !
képére., Hasonld &1l X

a t6bbi koordinata-

sik févonalaira,

tehdt a ¥oourdinata-

sfkok egymishoz

cgatlakozéd fSvona~

lai egy hegyesszd- (O)

gl hdromszoget al- :
kotnak, amelynek 16.2. abra.
magassagvonalai a

tengelyek képei . (16.2. dbra).

(0)

(y)

——————
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Bzt a hdromszéget a képsfk nyomhdromszigének tekintjiik,

ezért réviden nyomhdromszdgnek nevezziik,

A koordinétasikoﬁ a nyomhéromszﬁg oldalai koriil kép-—
sfkba forgathatdk. Az xy sfk leforgatiasdndl az (0) pontbdl
a nyomhdromszdg xy s{kban levd oldala derékszdgben 14tszik,
tehdt ezen oldal £61é frt Thaldsz-kidr és O-bdl & forgdsten-
gelyre 411{%tott merdleges metszéspontjaként adddik az (0)
?onﬁ. Ugyanigy leforgathatd a misik két koordindtasfk; a
6.2. 4dbrin mégaz yz koordindtasfkot Torgattuk le.

A koordinatatengelyek leforgatottjain kijeldljilk az e
5 felel meg.

e
Az x, ¥y, z tengelyirdnyl rovidiiléseket a Qy = 75 » Oy = 5

e

q, = 7? ardnyok adjék meg. Természetesen pl. az x irdnyd

bdrmely szakasz vetiilete és valddi hossza ugyanazt a q
rovidiilést 411{tja eld.

A rovidiilések ismeretében lehetfadg van arra, hogy
két vetiiletével adott alakzatrdl axonometrikus képet ké-
szifslink, A 16.3, 4brdn két vetiiletével megadott alakzat
merdleges axonometrikus képét 4brdzoliuk.

AZ¥

RN

egységszakagzokat, amelyeknek rendre eys ey, e

5.3 apra
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Az XYy sék %eforgatottjéban relmértik a megfeleld ten-
gelyeken 1evo'tav01§agok valddi hosszdt. Rovidiultjeik meg-
hatirozdsa utdn elkészitjik az alaprajz axonomebrikus ké~

pét, erre épitjik fel
retében az alakzatot.

lyen jeloltik ki az x2
hatésdg feltintetése utédn a merd

a z irdnyd rovidiilt tédvolsdgok lsme-
A 7 irdnyd rovidiilteket a 2z tenge~
koordindtasik leforgatdsival. A 14t-

”

leges vetitéssel kapott

axonometrikus (szgmlé%teté) képet nyerjik.
A szemlélteités céljaira Kindlkozd mAsik médszer az,
hogy & Gutdy:dy = k:1l:m rovidiilési ardnyokhoz tartozd ten-

gelykeresztet
szerkesztjlik mege.
Itt azonban -
gyelni kell arra,
hogy 2+ 2, 2.2
Aty =25
amib81 kbvetke-
zik — minthogy
mindegyik révi-
diilés (fgy annak
négyzete is) 1-
nél kisebb —,
hogy a rovidiilé-
sek négyzetei és
a veliik aranyos
x, 1, m mennyi-
adgek négyzetel
ig kielégitik a
hiromszbgegyen~
15+lenséget. A 16.4.
Sbrén bemutatjuk 2
k:lim=1:2:2 Tovidiilé~
si erdnyhoz tartozd
tengelykereszt szer-
kesztését: egy egye-
nesre felmérjik &

kz,ma,Iz t4dvolsdgo-

kat,majd az m2 sza-
kasz végpontjai ko-

sl k2,illetve 12 su-
gdrral rajzolt kordk
metszéspontja az 0 o~
vigé. A z tengely me-
r6leges az iméntl e-
gyenesre, &z X, ill.
v tengely pedig az O
pontot koti Ossze &
nirom szakasz kezdd,
i11. végpontjdval. A
tengelyekre &%z erede-
+ti méretek k-, 1-, m=
gzeresét mérve, 8z

AZ
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dbrdzolanddé alakzat mer§leges axonometrilkus képének felna -
gy{tottjdhoz jutunk. ; ) i

A kor dbrdzoldsa az axonometridban is s{kjdnak lefor-
gatigdval szerkeszthetd meg. . . ,

A 16,5, dbrdn az xy sfkban fekv§, origdé kizéppontd
kdrt dbrdzoltunk. Az xy koordindtasfkot leforgatva, az £b-
rdzolandd kor leforgatottjédt megrajzoljuk.

Az (x), illetve (y)-nal alkotott (X), illetve (¥) pon-
tok képei a képellipszis konjugdlt 4imérdpirjit d4114tjdk e-
18, X-ben az érintd az y tengellyel, Y-ban az érintd az x
tengellyel pdrhuzamos. A képellipszis nagytengelye a safk
f§vonaldval pdrhuzamos (A)(B) koritmérs képe. A kistengely
végpontja az (A)(B)-re merdleges kordtmérs (C) végpontjs-
nak visszaforgatdsdbdl adddik,

A 16,6, abrén egy Gsszetatt, hengeres alakzat merfle-
ges axonometrikus képét dllftottuk eld két vetiiletdébdl. Az
xy 3k leforgatottjdban megrajzoltuk a feliilndzetet, A
szilkséges kirpontok képét visszaforgattuk és a z irdnya

A

A zil

—]

16.6. abra.
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révidiilések figyelembevételdvel (yz sik leforgatdsibdl)
felépitettilk a csonkolt henger axonomeirikus képét.
Véglil forgdshenger s{k-
metszetének megszerkesziésével \z
foglalkozunk. Ha a hengor
alkotéi az xy s{kra merSlege-
sek, akkor egy e alkoténak az
XYZ nyomhiromszsg 41tal mega-
dott sfkkal vald M metszds~
pontjdt az N; nyomponton &t

XY-nal pdrhuzamos egyenes és

e 4ltal meghatdrozott sfknak

az XYZ sfkkal alkotott met-

szésvonala jeldli ki a i6,.7.

dhran bemutatott mdédon. X
A 16.8. dbrdn az xy sfkon Yy

4116 torgéshenger XYZ sf{kkal '

valé metszetét szerkesziettiik 16.7. .abra.

meg. Az egyes kipalkotdk kije-

l6lésére az xy s{k egy févonala koriil leforgatjuk sz O ki~

zépponti alapkdrt és az XY egyenest.

| ¥4
Z

16.8. abra.
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Az (X)(Y) egyenessel pdrhuzamos korérintdék az alapks-
ron kijeldlik a metszetellipszis legalsd és legfelsd pont-
Jjait tartalmazé alkotdkat. E pontokon kfviil még egy segéd-
sikkal valdé szerkesztést tintet fel az dbra. E segdds{k
nyomvonala ig XY¥-nal parhuzamos, és kijeldli a baloldali
3z8186 hengeralkotén levd pontot, valamint a metszetellip-
szis egy P pontjdt. A metszetgirbe helyes megrajzoldushon
még szamos segédsikkal kell pontokat szerkeszteni.

Elméleti tananyag: Tankényv 95-101. pontok.
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¢7. FERDE (KL™ v v UMSTRIA

A ferde axonomet n a koordindtarendszert = a ben
ne elhelyezett testet terde (pdrhuzamos) vetitéssze. dbrdi-~
zoljuk, Ha nem teljesen onkenyesen vegagik Lol a tezgely-
keresztet és raatuk a rdvidilléseket — amelyek drténe ittt
1.nél nagyobb is lehet — akkor szemléltetésre rends<viil
alkalmas, és gyors szerkesztést eredményezd eljirds ka-

unk .

P A gyakorlatban sokszor Ugy veszik fel a koordindta-
rendszert, hogy az egyik koordindtasfk a képsfkkal pdrhu-
ZAMOS Peldalnkban az yz koordindtasfk 11yen, természete-
sen y és z a képen is merSlegesek, q_ = q, = '+ Az x ten~

gely szokdsos felvételei: 30, 45 vagy 60°-os szdget zdr

be az y tengely egyenesével ds ¢_ értéke 5 és 1 ktzdtt szo-~
kott lenni. x

A 17.1, 4brdn egy falvas-
tagsdgeal rendelkezd csddara-
bot dbrdzoltunk, amelynek ten-

elye x. Ilyenkor az yz s{kban
es vele pérhuzamos sfkokban le-
v§ k6rdk képe is kor.

Ezt a korulmenyt hagznil-
tuk fel a 17.2. dbrdn, a két
vetiiletével megadott alakzat
dbrdzoldsdndl is, Az alakzatban
levd félhenger zdrdkorei korok-
nek ldatszanak;

x 3 °

I+t az yz sfikban levd
elflnézetre épitettﬁk fel az /
axcnometrikus képet.

Ha az xy sfikban fekvd kbrt X
kell 4brdzolni (17.3. 4bra),
akkor az y tengelyen levd kdr~
4imérs eredeti hosszdban 14t-
szik Yl’ Yz, az x tengelyen

levs pedig a ix = 7 rovidiilési
arénynak megfelellen: X,

17.1. abra.

XE'
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yx!

Minthogy kbr ferde
vetiilete is ellip-
szis, ezért az Yq,
Yz éS X1 » X2 é.tﬂlé-
r8k a képellipsszis
konjugdlt dtmérdi,
amibdl a Rytz-féle
sgerkesztéssel (1.
11, fejezet 10,
dbra) a képellip-
szis AB, illetve
CD nagy éz kisten-
gelyeli megszer-
keszthetdk,

17.2. abra.

173 abro
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A 17.4, 4dbrdn két vetiiletével adott villds felfiiggessz-
6 lemez ferde axonometrikus képét All{tottuk eld; Ay = 1.

A ferde vetftés ellendre az axonometrikus kép jdél dttekint-
hetS8, képies képet ad.

|27

.

||
«

‘C:\y

17 4, abra.
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Gyakorldsul dbrizoljuk a 17.5. &brdn szerepld vizla-
tokban két képével adott alakzatokat merfleges—~ és ferde
axonometridban,

Elméleti tananyag: Tankidnyv 102-104. pontok,
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18, FELULETEK ABRAZOLASA. FORGASFELULETEK

A gorbiilt feliiletek egy gbrbe, az Un. leird girbe moz-
gédsdval frhatdk le. A lefrd girbe minden pontja egy-egy gor-
bén mozog, ezeket a gbrbéket a fellilet pdlyagdrbéinek mond-
Juk, .

A vizgsgdlt feliileti pon-
tokra feltételezziik, hogy csak
egy leird gorbe és egy pélya-
gtrbe halad rajtuk at, mind-
kettdnek van érintdje és ezek
egymdstdl killonbozd egyenesek.
A lefrd gorbe és a pdlyagir-
be érintéi a feliillet P pont-
jédban meghatdrozzdk a feliilet
érintdsikjdt (18.1. dbra).

Kimutathatd, hogy a P
ponson dthaladd feliileti gdr-
be érintdje az érintdsfkban
van. :

RKontir, képhatir

Egy feliilet azon pontjainak Ssszességét, amelvekben 2
feliilet érintésfkja ve-
t{t6sik, a fellilet kon-
turjdnak nevezziik. Ezek
a pontok a feliileten egy
vagy tOhb gbrbét alkot-
liilet kontirgdrbéje k,
amelynek képe a k' kép~
* hatdr (vagy kégkontﬁ?%
gorbe., Minthogy a P kon-
tirponton 4thaladé g fe-
liilleti gdrbe érintdje a
P-hez tartozd érintd-
g{kban van, ezért a g'
és k' érintéje a P!
pontban megegyezik.
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Forgdsfeliiletek

Ha egy 1 egyenessel egysfkd lefrd gorbét a + tengely
koril megforgatunk, akkor minden pontja egy-egy ﬁ-ge nme~
r8leges afkban fekvs kirpdlyan asz Un., ralelkorgkon"moj
zog. Forgdsfeliiletek esetén a lef{rd gorbdt meridiingdrbé-
nek nevezziik, a képsfkkal pdrhuzamos helyzetd s{kban Tek-
vé merididnt fimerididnnak mondjuk. A gbtmbfeliileinek a
kdzéppontjdn dthaladd barmely egyenea tengelye lehet,

- GBmb-, kGp-, henger- és téruszfeliilet

F6mb

A 18,3, dbrén a 0 x8zépponti gbm~
b8t dbrdzoltuk. Elsd képét a ki kbr el-

85 képe, mdsodik képét a k, kbr mdsodik
képe hatdrolja; mindkét kor sugara g
gomb sugardval egyenlS. A kq kor pontja-

iban a gomb érintés{kjai elss vetftds{-
kok, a k2 kdr pontjaiban az érintfs{kok

masodik vet{tSafkok, A gombot mindig
tekinthetjiik elsd (illetve mésodik) ve-
ti{toegyenes tengelyd torgédafeliiletnek.

A 18.3. 4brdn megedituk a PV pontot,
A P' pontot gy kell meghatirozni, hogy
a P pont a gdmbdn legyen. A gbmbot elsd
vetftSegyenes tengelylnek gondolva, P'-mn
t felvett, a tengelyre merdleges s{k a
gombb8l egy paralelkSrt metasz ki. FEnnek
Sugara 4 midsodik képen lemérhets, els§

képén pedig a P" rendezdje jeldli ki
P'-t (két ilyen pont vang. A gomb su-
gara merdleges az drinitSsfkra, egyene-
sét a gbmb normilisdnak mond juk., Az n
normilisra a P pontban szerkesztett
(£4, 12) meréleges sfk a gomb érintd-
afkje.

Forgdskip

A 18.4, dbrdn sz u csicspontd, el~
88 vet{ibegyenes tengelyd, 0 kézéppon~-
t4 paralelkdrrel lezirt kipot dbrizol-
tunk, A kipnak ¢lsé képkontirja ninecs,
mert nincs olyan érintés{kja, amelyik
4z elad képsfkra merdleges. A t egye—
nest tertalmazd, médsodilt képsfikkal
pdrhuzamos sfkban lev§ kipalkotdk a
(mdsodik) kontiralkotdk,

A kipfeliileten dbrdzoltunk egy
P" és egy Q'-vel megadott feliileti
pontot. A pontok gbrdzoldsa a ponto-

18.4. abra.
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kxon 4thaladd paralelkorsk segitségével t6r§ént. A P pont-
ban megszerkesztettik a feliilet érintGsikjit, amelyet a b
alkots és az a alapkdri érint§ hatiaroznak meg. A Q pont-
ban a feliilet normdlisdt dllftottuk el§. A Q ponfol tar-
talmazd pdrhuzamos kir mentén a kipot érintd gimb kidzep-
pontja a azélsd alkotdhoz tariozo normalissal Jeltlhetd ki.
Ezen a gombkdzépponton ditmegy a paralelkdr valamennyi pont-
jdhoz tartozé normidlis. Ennek alapjdn dllfthatd elé n mind-
két képe., (Altaldnos forgdsfeliilet esetén is ezzel a meg-
gondoldssal kapjuk & felilleti normilist.)

Forgdshenger

A 18,5, 4dbrdn egy elsd vet{tSegye-
nes tengelyd hengert Abridzolitunk. Ennek ! i
minden pontjdban elsd vetftdsfk a felii-
let érintdsfkja, a henger elad képe l
kér. A masodik képen a kontiralkotdk a : Q¥
t egyenest tartalmazd, mdsodik képs{k- |,
kal parhuzamos sf{kban vannak., A P! % ;
pontot felvévef egyetlen rendezfvel ) |
kapunk olyan P' pontot (kettS5t), hogy
az {gy dbrdzolt pent a henger pontja
legyen. A Q' ~t felvéve a Q' ennek ren- i
dezdjén barhol felvehetd, a Q pont a '

18.5. abra.

henger pontja. A P pontban
a feliileti normdlist szsr-—
kesztettik meg, ami nem
mis, mint a P ponton dtme-~
nd kdrmetszet sugara. A
pontban a feliileti drintéd-
sik elad vetf{tdsfk, amely-
nek elsd képe a henger el-
38 képét érintd egyenes.

Ha a henger tengelye
valamelyik képsfkkal pdrhu-
zamos — a 18.6., dbrédn a
mésodik képsfkkal -, akkor
a tengelyt vet{td egyenessé’
transzformdlva, az eldbbi
helyzethbe jutunk. A P fe-
liileti pont dbrdzoldsa és

, benne az (a,b) érintfafk
18.6. abra. megszerkesztése a transz-
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formdcid eljdrdsdval tSrténik.

A P pontban a misodik képen a normilis a tengelyre
merSleges, és azt a T pontban metszi., T' meghatdrozdsival
az n normalis elsd képe is adddik.

Téruszfelﬁlet

A 18,7, 4brén egy kbrt a
kdzéppontJdt nem tartalmazd +
tengely koriil forgattunk meg.

Az fgy 1étrejovd feliiletet 16—
rusznak nevezzik, A t egyenas
elsd vetit8egyenes. A legnagyobb
illetve legkisebb sugard para-
lelkSr pontjaiban a feliileti &~
rintdsik els§ vet{t8sfk. E xéi
kor a tgrgszte%sé kontirja; a
kimebbik kér orokkdrnek, a
nagyobbat ekvdtorkSimek nevez—
ziik, A térusz misodik kontirjit
a mdsodik képs{kkal pirhuzamos
fomerididnkdrsk, valamint a leg-
felsd és legalso raralelksrok
képezik; ezek pontjaiban a felii-

let érintdsikja mdsodik képafk-
re merdleges. A legfelsd ds
legalsd paralelkordk a téruszt
két réaszre ouzijdk, az egyik a

At

18.8. abra.

18.7 abra.

bels§ térusz (18,8. dbra), a mdsik
a kiils§ térusz.

A 18.7. dbrdn megadtuk a PN,
illetve Q" pontokat. Mindkettd u—
gyanabban a vizszintes sfkban van,
amely a belsd és a kiils§ tdérusz-
bél kimetsz egy-egy ktrt. Ennek
megfelelSen a Q" pontnak az elsd
képen két, a P" pontnak négy td-
ruszon lev$ pont ielelne meg,

A P és Q pontban megszerkesz-
tettilk a feliilet érintésikjét. A
pontokat f8merididn helyzetbe for-
gatjuk a tdérusz tengelye koril.
Itt meghiztuk a f8merididn drintd-
Jét, amely P és Q esetén mis-mis
pontban metszette a tengelyt. Visz-
szatforgatiskor az érintdk tengely-
pontjai helyben maradnak, tehdt
ezeket a megfeleld pontokkal Gssze-
kGtve, a P, 1lletve Q-n 4thaladd
merididnksrik tm’ illetve e érin-
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t6it kapjuk. A peralelkdrdk tp, illetve e érintdi kinnyen
meghizhatdk. Tehdt a P-~beli érintdsikot a'tp, t, egyenes-
pdr, & Q-beli érinitdsikot az ens o egyenespdr batdrozza
meg.

A 18,8, 4brdn megadott belsd téruszon felvett P pont-
ban a normdlist szerkesziettiik meg, A P~t & fomeridlénhely-
zetbe forgatjuk, ott meghiszzuk & normdlist, és ahol ez a %

tengelyt metszi, azt a pontot P-vel Uasszekdtd egyenes lesz
a P-beli feluletl normilis,

Gyakorldsra javasoljuk a 18.9. ébrdn megadott feliile-
teken a kijeldlt pontok dbrdzoldsdt és benniik a feliileti
normalis, illetve érintdsfik megszerkeszitését.

Elméleti tananyag: Tenktnyv 311-313., 3%6-318., 327.,
373-374. pontok.
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19, FORGASFELULETEK SIRMETSZETENEK SZERKESZTESE

Forgisfeliilet s{kmetszete az a gorbe, amely a feliilet
és a s{k kozbs pontjaibdl 411.

Forgdsfe- '
lilet s{kmet-
szetének pont-
jait a }9'-'- éb—
rdn forgdskipra
bemutatott méd-
szerrel szer-
keszt jlik:

Vesziink egy,
a forgidsteliilet
tengelyére mersd—.
leges segédsi-
kot, amely a
kipbdl (forgds-
feliiletbdl) kori,
a f metszdsik~
bél pedig egy e-
gyenest metsz
ki, Ezek kozts
P, illetve Q
pontjai a sik-
metgzethez tar-
toznak,

A P ponthan
bemutatjuk az
érinté szerkesgz-~
teset: a met- 191 dbra.
szetgdrbe érin-
t6je a P metszd-
s{kban és a P-hez tariozd érintSsfkban (a,b) egyardnt ben-
ne van, tehdt az e érintd e két sfk metszésvonala, amely-
nek egy pontja a P. A két sfk tovddbbi metszéspontjit az a
alapkori érinté és az r egyenes R metszéspontja mdja, ahol
r az « alapsik és @ metszdsfk metszésvonala.

Az dltaldnos pontokon kfviil Un. lényeges pontokat is
szerkesztiink, ilyenek a kbzls szimmetriasIEBan Tevd pontok,
a kontlUrpontok és a csatlakozd, illetve lezdrd paralelkd-
rokbn levld pontok.

A kBzbs szimmetrisaflra a feliilet is, & metszdsik is
szimmetrikus, tenat & felulet tengelyét tartalmazdé és a
metszds{kra merdleges sfk a szimmetriasfk. Ebben levd pon-
tok swerkesztésére alkalmazott segédsfk maga a szimmetria-
s{k.

- 157 ~



A kontlUrpontok szerkesztésére a feliilet kontiurgdrbé-
36t tartalmazé sfkot haszndljuk fel segédsfknak.

A lezdrd és csatlekozd (két vagy t6bb felilletbdl Bsz-
szetett felilet esetén van ilyen) paralelkdrskin levl met-
szetpontok szerkesziése az dltaldnos pontok szerint megy.

Gomb s{kmetszete

A gomb s{kmetszete kor, amelynek s{kja az adott sik,
ktzéppontja a gdmb_kﬁzeppontjébol a sikra 411{tott merdSle-
ges 0, metszéspontja, sugara pedig annek a derdékszogd hé-
rqmgzﬁgnek q_befogéja, amelynek dtfogdja a gbmb sugars,
mdsik befogdja pedig az 00, szakasz %19.2. dbra). Az dbrin

az 0 kdzépponti Tq sugard gtmbst az f1, I, f8vonalakkal
megha tdrozott sfkkal metszettilk el. Igy az 0 pont ismere-

tében a képellipszisek nagytengelyel kijeldlhet8k.
tartalmazd segéd-

sik 41ltal a met- ) SR,
sz8s{kbdl kimet-

gzett egyenes ki- 4

jelsli az 1, 2 el-

88 kontirpontokat. "

A misodik kontidr- ()
pontokat (3, 4) a 3"

i
k2~t tartalmazo k1 0"

s{kkal szerkeszt- 3
jiik, teljesen ha- : _
sonldé mdédon. A

képellipszisnek 24
kistengelyvégpont- . 2
jait a Vi, feje- e

zetben (az ellip- 2
szograf elvének

ktve tkezményeként,

1. 1,12, dbra) ;f’,/’/"—
tanultak szerint
hatdrozzuk meg.

A l4dthatésdg fel-~
tintetésénél =
metszdsik altal
lemetszett résazt
eltdvol{tottuk.

f'




Porgdskip silmetszete

; ;\. 19«30"
19,5, 4brdk
ugyanannek a
forgdskupnak
agz f}, f2
f8vonalak 4l-
tal meghats -
rozott s{k-
kal vald met-
szetét mu-
tatjdk a
szerkesztés
killonbozs
fdzisaiban.

19.3. agbra.

79.4. abra.

7

19.5. abra.
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4 19,3, 4brdn felvettilk a & kbzbs gzimmetrias{kot (el-~
a8 vet{tdsf{k). Ez a metszlsikot az s egyenesben, a kipot
pedig ké%t alkotdéban metszi, Ezek koz8g pontja az S pont, a-
melyben az érintd — a szimmetriaviszonyok miatt —~— a d-ra
mer yleges elsS f8vonal. Az alapkdr sfkjat véve segédsiimak,
ez - metszdsfkbdl egy fq egyenessel parhuzamos egyenes?d

metsz ki, amely kijelsli az Aq és A, alapkodri pontokat.

A kdp fémerididns{kjit haszndlva segédsflmak — ezt
T, az F pontban metszi ~— a kapott Iz—vel parhuzamos met-

széavonal kijeldli a szé1s8 kidpalkotdén a K kontirpontot.
A 19.4. &brdn felvett segédsfklkal a P és Q 41%alénos
pontok adédnak. P-ben 4z (a,b} érintdsik és (£, fz) sfk
metszésvonala RP adja az e érintdt,
A 19.5, 4brdn 8 metszetgirbet rajzoltuk meg, mint a
kipra rajzolt gdrbét, A ldthatésdg a K pontban valtozik

meg.
Forgishenger sfkmetszete l
4

A 19,6, 4dbrin egy el- 2

a vet{tShengert metszink " T
el .gy Altaldnos helyzetid fs

|
o

sfkal. A kozds szimmet- AN —=
riasfk & henger tengelyén 2
4thaladé, a metszdsfk I o~ AN

elsd f8vonaldra merdleges
8 elad vet{tésfk. Ez a
hengerbdl alkotdkat, a
sfkt41l egy egyenest metsz
ki, amelyek az Sq, 82

azi ametriapontokat hati-
rozzdk meg, bennilk az é-
rintd elsd fSvonal.

A henger fdémerididnsikja
41tal & metszds{kbdél ki~
metszett egyenes jelOli

ki a Ky, Ky képkvrrajzi
pontokat. Minthogy & met-
szet elsd képe kor, ennek
tetazbleges P’ pontjdban
vesgzilk az érintét, amely
a metgzdsfkban fekvd egye-
nes. Ennek mdsodik képe a
képellipezis érintéje lessz,
amelyen az érintési pont
rendezdvel jeltlhetd ki.




A 19,7, Adbrdn a mdsodik fdvonal tengelyd hengert az
o elsd vetitdsikkal metszettik el. A Ki, K, mdsodik kontdr-

pontok, valamint a K3, K4 elsd kontdrpontok mdsodik képe
kozvetleniil adddik, s6t ldthatdan konjugdlt dtmérdpirt al-
kotnak.

A kOGzbs szimmetriasikot a henger tengelye és annak 01

pontjdbdél az « sfkra all{tott merdleges n egyenes hatdroz-
za meg. Ennek és a hengernek harmadik képét megszerkeszive
az Ofﬁx"'egyenes a szimmetrias{k harmadik képe, amely kije-

1611 az Sy, S, szimmetriapontokat. Az 34 és S, masodik ké-~

pe a transzformdcid eljdrdsaval, az els8 kép kiozbejottével
hatdrozhatd meg.

A P 4ltaldnos pontot és benne az érintdt szintén
transzformdcidval hatdroztuk meg (Y segédpont).

197 dbra.



Térusz sikmetszete

A 19.8. 4brdn az a elsd vet{tdegyenes tengelyd tdruszt
az o misodik vetitdsfkkal metszettiik el. Az « s{k a fdmeri-
didn kOr D pontjdban érinti a tdéruszt. Hs a metszds{k a fe-
lilet érintésfkja, akkor a metszetgsdrbének az érintdsi pont
un., duplapontja'(vagy kettds pontja), ami azt jelenti, hogy
ezen a ponton kétszer halad 4% a metszetgdrbe és két érin-
t6je van. (Ezek szerkesztésével nem foglalkozunk.)

A felillet és az « sfk kbzds szimmetriasikja e fela-
datban a torusz fémerididnsikja; a szimmetriasikban levd
51, 82 es D pontok kbzvetleniil addédnak, S, és 52 pontokban

az €rint§ & szimmetriasf{kra mer§leges misodik vet{tSegye-
nes.

. Képkorrajzi pontok a legfelsd parhuzamos ko sfkjdban
levé l-gyel jeltlt pontok, benniik az érinitd misodik vet{itd—
egyenes. Az
elsd képkdr-
rajzi ﬁontok Iaﬂ
a torokkdr és ;
ekvé torksr N |
sfk jdban A
adddnek; a 2-
vel Jel®tlt
pontok az ek~
vatorkdron, a
J-mal jeldlt
pontok a to-
rokkdron van-
nak. Benniik az
érinté elss
képét a megfe-
leld kor érin-
t5jeként kap-
juk.

Altaldnos
helyzetd ponto-
kat az ekvdtor-
kor sikja alatt
és felett azo-
nos tdvolsdg-
ban felvett I
és IT segéds{-~
kokkal szer-
kesztettiink
(ezek ugyan-
olyan sugari
kS6rkben met-
szik a t0-
ruszt). Erin-
t8t a P pont-
ban szerkesz-
tettiink. 19.8 dbro.
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ﬁeghataroztuk a P pontban a feliilet erlntosikjat -
nek és az o siknak a metszésvonala az érintd, amely a mi-
sodik képen e'" =o't Ezzel parhuzamos egyenest vettiink fel
az érintds{ikban, amelynek elsd képével P' ponton 4t pdarhu-
zamos e! az érintd elsd kepe. — A ldthatdsdgot az « sik
felettl régz eltdvolitdsa utdn tintettiik fel.

A 19,9, 4brdn az a elsd vet{tSegyenes tengelyd toruszt
az o« elsl vetitSs{kkal metszettiik. E feladatban két kBzUs
szimmetrias{k addédik. A ¢ a tdrusz tengelyeu tartalmazé,

o ~ra, meroleges gik, amely o-t egy elsl vetitlegyenesben
metszi. Ezt az egyenest a térusz tengelye kril beforgat-
juk a fémerididnsikba, akkor a fSmerididnkort a szimmetria-~
sfkban levd pontok elforgatottaalban metazi. E pontok visz-~
szaforgatdsdval adddsd 3 és 52 pont a két gszimmetriapont,

benniik az érinté d|-re merdleges, els8 fSegyenes. A mdsik
d2 szimmetria -

aik az ekvdtor- a*
kér Sikga, eb-
ben levd D3 és

S4 pontok koz-

vetleniil addd-
nak, bennilk az
érintd elsd
vet{tSegyenes.

A képkdrraj-
zi pontok: a
fémerididnafk
és az o sik
metszésvonala
kijeldli az 1=
eg ponitokat,
benniik az érin-
t86 midsodik képe
a flémerididnkér
erlntoge. A
legalsd, illet-
ve legfelsd pa-
ralelkbrik sik-
jdban kapjuk a
2-vel ég 3-mal
jeldlt pontokat,
ezekben az érin-~
t3 elsé fdegye-
nes.,

Altaldnos

pontokat az ek-
vatorkdr sfkjd-
ra szimmetrikus
segéds{kokkal
szerkeszte ttiink, 199. abra. -
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Kozlilik a P pontban megszerkesztettilk az drintdefkot. Az
érint8sfk és metszds{k metszésvonaldnak szerkesztése az
eléz8 feladathoz hasonléan tdrténik: az « sfk elsd képével
parhuzamos egyenest vesszlink fel az érintdsikban, ennek md-
sodik képével pdrhuzamos az e érintd mdsodik képe. — A
14thatdsigot ldgy tiin-
tettlik fel, hogy az «
sf{k elStti részt el-
tavolitottuk.

Usszetett forpds-—
feliilet sfkmetiszete

A 19,10, dbrdn
gomb, tdérusz és hen-
gerfeliiletek csatla-
koztatdsdval kapott
feliiletet metszettiik
el az o elad vetitd -
sfkkal, A kbdzbs szim-
metriasik J, az ebben
levd pontokat a 19,9,
dbrin bemutatott md-
don szerkesztjik: Sq, +

82, SB’ benniik az é-
rintd elsd flegyenes. '
A képkdrrajzi pon~
tok KOsl & Pomerididn- peeci
sikon levs, l-gyel je-
161% pontok kizvetle-
niil adddnalk, érintfik
IT. képe a fémeridisdn-
gbrbe érintdi., A gtmb-
rész elsd képkbrrajzin
kapjuk a 2-es pontokat,
érintéik elsd veit{id-
egyenesek. A 3-as pon-
tok a gdmb és térusaz- _\\\\\\ o
réaz érintkezési pa-
ralelkdrén vamnak,
benniik a tdérusz, il-
letve gombmetszet é-
rinté je megegyezik.
A 4-gyel jelolt pontok
a térusz legalsd kdrén
vannak, és egyuttal
kijeldlik a hengerbsl
kimetszett alkotékat
is. Itt a metszetgdr-
be megidrik", mivel
ez a kir az Gsszetett
felillet éle., Hzen az :
4brén 4ltaldnos poni- . . 19.70. abra.
ban nem szerkesziteittunk erintdi,
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A 19,11, 4brdn £é1gbmb és csonkakip 41ltal kialak{tott
felilletnek €s az f1, f févonalak 4ltal meghatirozott sik-
%erkesztettﬁk meg.

nak a metszésvonaldt s

|
Si 1
1
IF2 J if/ A
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A kUz0s szimmetriasfk o tartalmaszza a feliilet a ten-
gelyét, és merSleges a sik f, f6vonaldra. Ennek a metszd-

gfkkal kUzbs egyenese s, ezt fémerididnhelyzethe forgatjuk
a felilet tengelye koriil: (s), Ez a fémerididnt o szimmet-—
riasfkban levd pontok elforgatottjaiban metszi, e pontokat
vigszaforgatva kapjuk az S 52 szimmetriapontokat, benniik

az érint6 6 -ra merSleges elsd f&vonal.
KépkVrrajzi pontok: A fémerididnsik a metsz8s{kbdl egy
f2-vel pdrhuzamos egyenest metsy ki, amely a f8merididnon

az 1, 2 mdsodik képkirrajzi pontokat jeldli ki. ElsS kép-
korrajzi pontok a félgbmb legalsd paralelkdrén addédnak: 3,
4. Ezek a pontok a kipon is a metszethez tartoznak, de mi-
vel e kir a feliiletnek egy &le, a metszetgbrbe a 3 és 4
pontokban megtorik,

Altaldnos helyzetd pontos az a tengelyre merdleges se-
gédsfkokkal szerkeszthetiink, Ilyen pont a P pont, benne ag
erintSsikot az 1 €s t_ egyenesek hatirvozzdk meg. Az érintd-

sfk és metsz8s{k e metszésvonaldnak egy Q pontjdt dgy 411{-
tottuk eld, hogy az £, egyenest tartalmazé vizszintes s{k-

kal az érintSsfkot is elmetszettiik, a kapott egyenes agz
f1-t Q~ban metszi., A QP egyenes a keresetid érinté.

Gyakorldsul szerkessziik meg a 19.12. 4brén vézlatokban
megadott sfkmetszetszerkesztdsi feladatokat A/d-es méretd
nagyf{tdsban.

Flméleti tananyag: Tanktnyv: 330-334., 337., 380-382,
pontok,
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20, FORGASFELULETEX APHATAS:

Két feliilet, Fq és F2 at-
hatdsdn értjik kozbs pontjaik
bsszességét, amely dltaldban
egy m gbrbét ad, Ennek pont-
jait segédsikok (ritkédbban se-
gédgbmbok) segitségével szer-—
kesztjiilk (20.1. dbra).

A T segédsik az F| feliiletbsl

g1, F, feliiletbSl g, g6rbét
metsz ki (g és 8o kr vagy

egyenes ), ezek kbzbs P pontja
az m dthatdsi gbrbe pontja.

Az dthatdsi gdrbe érinté-
je a P pontban, a két felillet
érintdsfkjainak (T, é&s T2) met—
szésvonala: e. A feliilletek nq,

illetve n, normilisai merflege~-

sek & Tq, illetve T, érintSsi- 20. 1. abra.
kokra, tehdt az e érintd merd- |
leges a normilisok dltal meghaturciott sikra (20.2. dbra).:

A 20.3. dbrdn jé1 1ldthatd, hogy ha két forgdsfeliilet !
tengelye egybeesik, akkor az dthatds: gdrbe a kozbs pa-
ralelkdrskbdl 411,

Ha két forgdsfeliilet tenge-
lye pdrhuzamos, akkor a tengelyek-:
re mer8leges sikok a feliileteket

paralelkordk:
| ben metszik, 2
| amelyek kdzds
' pontjai az at-
| hatdsi gbrbe
pontjui.
|




A 20.4, dbran t
elsd vetitSegyenes ten-
gely(d hengert dbrdzol-
tunk, amely az ugyan-
csak elsd vet{tSegyenes
tengelyd negyedtdruszt
az ekvdtorkor D pont-
jédban érinti. A feliille-
tek érintkezése miatt
a D pont az Athatdsi
gbrbe duplapontja. Az
dthatdsi gbrbe elsf ké-
pe a henger elsS képét
jelentd kor.

A tengelyek sikja
éq és az ekvdtorkdr
sikja d, a két feliilet
ktzbs szimmetriasfkjai.

A 62—ben csak a D &t-

hatdsi pont van. A O,

sik a hengerbdl kimetsz
egy D-t nem tartalmazd
alkotdét is, amelyet &
térusz tengelye koril a
fémerididnsikba forgat-
va, az 5 szimmetriapon-
tok elforgatottjait
metszi ki & fémerididn- 2
¥6rbSl. Ezek visszafor-

gatdsa utdn az S pont- D

ban az érinté &;-re me- 7

réleges elsd fdegyenes.

A térusz legalsd
és legfelsd parhuzamos
kbrein levd 1 és 2 pon- '
tok az elsd képbsl 20.4. abro.
ktnnyen kijeldlhetdk,
benniik az érintd szintén elsé févonal.

A henger széls8 alkotdin lev§ 3 és 4-es pontokat ugy
411{tjuk eld, hogy a megfeleld alkotdkat a térusz tengelye
koril fémerididnhelyzetbe forgatjuk, a fémerididnkdrrel
alkotott metszéspontok visszaforgatottjai lesznek a 3 és
4-gyel jelolt mdsodik képkbrrajzi pontok. Benniik az érin-
t6 képe a hengeralkotd lesz.

Altaldnos helyzetl pontot az ekvdtorktr sikjdra szim-
metrikus segédsikokkal szerkesztettlinks A P d4lftaldnos hely-
zetld pontban az érintdt az ny és iy normilisok sikjdra me-

r8leges egyenes adja. A gorbe megrajzoldsa utdn feltintet-
tiik a ladthatdsédgot.
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A 20.5. abrén

egy negyedtdrusz f5
és egy gomb Atha- n#

tdsdt szerkesztet- : qg
tik meg., Bz a fel-

adat ig tekinthetd . 3 )

Ygy, hogy a forgds- I : P i

feliiletek tengelyei
egymdssal parhuza -
mos, elsd vetitl-
egyenesek.

A kOz86s szim-
metrias{k a % .egye-
nes és 0 gdmbkbzép~
pont 41ltal meghatd-
rozott 6 sik. Bz a
s{k a gtmbbdl egy
gbmbi £8ktrt tar—
talmaz, a tdrusz-
bél egy merididn-
kort. Tehdt d-t a
t koril fémerididn-
sf{kba forgatva az 3
0 pont elforgatott-
ja (0)", ami kdriil CH n
a gdmb sugarsval
rajzolt kdr a £6-
merididnon az el-
forgatott szimmet-
riapontokat metszi
ki, Ezek vissza-
forgatottja Sy, 82,

amelyekben az drin-
t§ a d sikra merd-~
leges els8 févonal.
Els8 képktr-~
rajzi pontok az I
és II se%édsikokkal ,
addédnak l-gyel, il- 20.5. abra.
letve 2-vel jeltl-
ve. Mdsodik képkdr-~ :
rajzi pontok a ITI segédsikkal adddnak: a 3-mal jeldlt
pontokban az érintd elsd képe kinnyen meghatdrozhats, mi-
vel a segédsfk a térusz érintdsikja, ezdért a gbmbbSl ki-
metszett kr érintSje lesz a két érintd-{k metszdésvonala.
Az V sfkban levd 4thatdsi pontok nem szerkeszthetdk, de
az &thatdsi gbrbe elsd képét ismerve kijelSlhetdk a gomb
misodik képkorrajzin (4 és 5 pontok). _
Altaldnos pontot a IV segédsikkal szerkesztettiink, a
feliletekbSl kimeiszett korok kdzds pontjaiként adddd 4t-
hatdsi pontok kbziil P-ben szerkesstettink érintdt, ez a
feliletl normdlisok sikjdra merdleges.
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Kitérs tengelyl forgasfeluletek dthatdsd+ dltaldban
gy probal;uk mevszerkesztenl, hogy az egyik felililet ten-
gelyére meroTeges seged51kokat alkalmazunk, vagy pedig
olyan segedsi tokkal probalkozuny amelyek az Athatdsban
szerepld hengevbol alkotékat metszenek ki.

A 20,6. 4dbrédn szereplo
negyedgtmb és masodik vet{itd-~
egyenes tengelyld henger dtha-
tasaban nem feltétlenlil kité-
rd tengelyueL a felliletek,
agzonban ugy tinik, hogy 1tt
1egcelszerubb az elsé kepsik~
kal pdrhuzamos segedslkokkal
dolgozni. {(Mintha kitérd ten-
gelyﬁek lennének. )

Az Adthatdsnak kdét kbzis
sz1mmetrlao1k3a van, az egyik
az 0 ponton auhalado, a henger
tengelyére mer8leges sik, a
benne levdé pontok Sq, 32, a

m331k szimme triasik az O pont
ég a henger tenuelye altal
meghatdrozott sik, amely a
hengerb8l az S3 pontot tartal -

mazd alkotdt metszi ki, Ezen
az alkotén &t felvett segdd-

o

sikban az 03—m31 jeldlt pon-

tokon kivil meg egy P &ltald-
nog pont is adddik, amelyben
az érintdszerkesztést a nor-
milisok médszerével hajtottuk
végre,
epkorra321 pontok addd-

nak a legfelso és legalsd hen-
geralkotdkon (3, illetve 1,
ezekben az elsb képen az érin-
36 a gombbol Llnetszett kor
érintéje. A jobb és bal oldali
hengeralkotdkon adddnak a 2,
111etve 4-gyel jelolt pontok.

— Az dthatdsi gorbe megra jzo-
lisa utdn feltintettilk a 1at-
hatdsdgot.

- 171

| S7

20.5. dbra.



A 20,.7. dbran
gzerepld torusz és . u
henger mdr valdban §&4{//’~\\\\5 :
kitérd tengelyld for- .
gédsfeliiletek. Az at-
hatdsi pontok a 16—~
rusz tengelyére me-
réleges segédafkok-
kal szerkeszthetlk,
mivel ezek a henger-
b8l alkotékat met~
szenek ki. Ezen az
dbrdn cegak az.in. 1é-
nyeges pontok szer-
kesztésédvel foglal-
koztunk,

A kUz0s szimmet-
riasfk a térusz £5-
merididnsikja, benne
az 5q és S, szimmet-

riapontok. — Elsd
képkdrrajzi poniok

az ekvdtorkdr sik-
javal ,szeletelve"
adddnak az ekvdtor-
kéron és a torokkG-
ron: l-gyel és 2-vel
jelGlve. A henger
tengelyén dthaladd
vizszintes sik a hen-
ger elsd képkirrajzdn
levd, 3-mal ég 4-gyel
jeldlt pontokat adja. 20,7 abra.

Mdsodik képkor-
rajzi pontok a tdérussz
legfelsd pdrhuzamos korén addddk (5, illetve 6, benniik az
érinté a kimetszett hengeralkoid); valamint a henger leg-
alsé alkotéjdn lev8 pontok (7, benniik az érint8k a tdérusz-
bl kimetszett kdrok érintdi).

A 20.8, 4brdn egy elsd vet{tSegyenes tengelyd kip és
egy hozza kitérdé helyzetl, elsé f8vonal tengelyd henger At-
hatdsit szerkesztettiik meg. A O kozbs szimmetrias{k dtmegy
a kup t tengelyén és merdleges a henger a tengelyére, Ez a
sik a hengerbll kort metsz ki, amelynek k6zéppontjdt a kip
fqmeridiénsékjéba forgatva, az elforgatott kbr a szélsd
kapalkotokbél awm 51, illetve 52 szimmetriapontok elforga-

tottjait metszi ki. Ezeket visszaforgatva kapjuk a szimmet-
riasikban fekvd pontokat, amelyekben az érintd o-ra merd-
leges els8 f8vonal,

] Képktrrajzi pontok csak a hengeren szerkeszthetfk: az
i-gyel; illetve 2-vel jeldlt pontok a legfelsd, illetve
legalsd hengeralkotdkon 4t fektetett vizszintes segédsi-
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kokkal adddnak.

Az elsd képkor-~

rajzi pontok (3)
a henger tenge-
lyét tartalmazd

szeleteldsikkal

adddnak.

Altaldnos
helyzetd ponto-
kat s kip t ten-
gelyére merdle~
ges szeleteld-
s{kokkal szer-
kesztiink, Egy
ilyen sfk a kip-
b4l kdrt metsz
ki, ennek sugara
kozvetleniil le-~
mérhet8. A hen—
gert alkotdlkban
metszi, ezek el-
s8 képét Ugy ha-
tdrozzuk meg,
hogy a henger
egy kormetszeidt
misodik képsik-
kal pdrhuzamos
helyzetbe forgat-
juk; a beforga-
tott kor kBzép-
pontjén 4thaladé
figgdlegestdl le-
mérjﬁ? a szele-
teldsf{k képén le- ‘
v§ korpontok +4- 20.8. abro.
volsdgat, ez a
tdvolsdg a kimeb-
szett alkotdk els8 képének a tengely elsd képétdl vald td-
volsdga. Lzen alkotdk és a kipbdl kimetszett kbr metszés-—
pontjai az dthatdsi gbrbe dltaldnos pontjai. A P ponthan
a normilisok médszerdvel megszerkesztetitik az dthatasi gir-
be érintéjét.

Az &thatdsi gbrbe elsd képe a kip fdmeridianjdt az I,
II, III, IV pontokban metszi, ezeket a mdsodik képen, a
kip széls8 alkotdin jeldljiik ki. E pontok =—— bdr nem szer-
keszthetdk — a l4thatdsdg helyes feltintetésénél igen fon-
tosak. A ldthatésdgot Ugy tlintettiik fel, hogy a hengert és
az dltala kivdgott részt eltdvolitottuk.

Ha a két forgdsfeliilet tengelyei metszik egymdst, ak-
kor a tengelyek metszéspontjai koriil felvett segédgombik
mindkét feliiletb8l paralelkdrtket metszenek ki. A segéd-
gombon levd korok metszéspontjai az dthatdsi gbrbe pontjai.
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A 20-90 é.brén met"‘
523 tengelyl forgdskip
és forgdshenger Ztha-
tdsdt szerkesztettiik
meg. Az Athatds kozds
gzimmetriasikja a kip
fomerididnsikja, te-
hét az dthatdsi gorbe
mdsodik képe tn. dup-
lavetiilet lesz. A szim-
metriasikban fekvs 54

és S, pontok kdzvetle~

nlil adddnak, benniik ag
érinté mdsodik vetitd-
egyenes,

A mdsodik képen
megrajzoljuk a segéd-
gombot, a feliiletekbdl
kimetszett korsk egye-
nesdaraboknak ldtsza-
nak. Ezek metszéspont-
Jal az dthatdsi pontok
kett8s vetiiletei. Elsd
képeiket a kipon levd
paralelkdrikin jelol-
Juk ki. Ilyen pont a
P pont is, amelyben az
érinté a normdlisok
médszerével szerkeszt-
hetd meg.

A legkisebd gimb,
amely még ad Athatdsi

ontot, a kup érintd-
gémbje. Ebben az érin- 20.9. abra.

16 a hengerb8l kimet-

szett kor érintdje.

A gorbe mdsodik képének megra jzoldsa utdn kijeltlhe~
16k a henger elsd képhatsirdn levd K pontok. — Végil fel-
tuntettlik a lathatdsdgot. .

He kipok és hengerek 4thatdsdndl van a két feliilet-
nek ktzbs érintfgombje, akkor az dthatdsi gérbe két kip-
szeletre esik szét, ami duplavetiilet esetén azt jelenti,
hogy az athatasi gorbe képe két egyenesdarab.
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Ezt mutatja be a
20.10, 4bra, ahol csé-
eldgazdsként tintet-
tiik fel a 1ldthatéd-
sdgot. :

Az ilyen dtha- \\
tdgokat a miszaki '
életben gyakran al- '\\

kalmazzik.

\

3

NN

20.10. abra.

Gyakorlasul szerkesszilk meg a 20.11, és a 20.12. 4bri-
kon vdzlatbhan megadott dthatdsi feladatokat A/4—-es méretre
vald felnagyitdsban.

Elméleti tananyag: Tankbnyv 384., 341-349. poniok,
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21, KUPOK ES HENGEREK STKBA TERITESE

.Poliéderek sfkba ter{tdse

A poliéder hatdrolé lapjait olyan sorrendben rajzol-
juk meg velddi méretben ugyanarra a sfkra, hogy a kapott
lapokat kivdgva és a szomszédos lapok élei mentén Gssze-
hajtogatva (ragaszidissal) az eredeti poliddert kapjuk meg.
Konnyen 14thatd, hogy a méretes alapszerkesztések ismere—
tében ez a feladat semmi problémit nem jelent. A kiter{-
tésmél ~— mindig a s{kba ter{tett test kiils§ feldt rajzol-
Juk meg. Gildk sfkba ter{tégénél a paldstot hatdrold hd-
romszogeket kell eredeti nagysigban elddll{tani.

Hasdb sf{kba ter{tésénél felhaszndljuk azt a szemldé-
letes tényt, hogy & hasdib oldaldleit merdlegesen metszd
s{kkal létesfiett s{kmetszet a kiter{idsben az oldalélek-
re merllegea egyenesbe megy dt.

A 21,1, 4brdn
megadott hasdb ol-
dalélei mdsodik
f8egyenesek, egy /
ezekre merdleges 4
s{k ax A} ,B'l ,C-l ,D1

" /
pontokhban nmetszi a Ay
hasdbot. E metsze- =7
tet képsikkal pér- o)A
huzamos helyzetbe cr
forgatjuk, {gy a | P
leforgatottban /
megkapjuk az ol- %
dalélek tavolsd- Al B"\DC"

gdt,
I N
pd \\ 2NN
o ot-2 .
A i /N A
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A 21,2, dbrdn

felmérjiik egy egye- y/f/d,,f’\\\\\

nesre e tdvolsdgo-

kat. Az oldalélek /

normialmetszet a-

latti és felettd
hossze a mdsodik
képbdl lemérhetd,
ezdltal a hasdb
lapjainak a ki-
terfiését elf4l-

1{tottuk. A E’; Ci  |Ds A
C\
D
B D
A A
A
21.2. bbra.

Kifejthet8 feliiletek

Egy felillet s{kba ter{thetd, ha a feliilel egyenes
mozgdsdval frhatdé le, é3 a feliilet érinitfafkja az egyenes
minden pontjédban ugyanaz & sfk. Ezeket az egyeneseketi a
feliilet alkotdinak mondjuk,

Kimutathatd, hogy & felilleten haladd gdrbe (érintéje)
é5 az alkotdé Altal bezdrt szdg a térben és s kiterftésben
egyenldk,

A klpok és a hengerek kifejthetd feliiletek.

B4r kifejthetdk a kipok és a hengerek, de sikba terf{tési-
ket az esetek tobbuégében a beléjik {rt kvzeli{ts gildk,
illetve hagédbok segfitadgével tudjuk csak megszerkeszieni.
Itt azt feltételezziik, hogy a feloszids olyan sird, hogy
a feliileteket hatdrold gorbék hirjai és a kiter{tésben &
hatdrold 55rbék megfeleld hirjai kozstti killonbség elha-
nyagoelbatéd,

Ugyanazon a fellileten haladd két gdrbének a feliilet
egy alkotéjaval alkotott metszéspontjaiban az érinték egy-
azon feliileti érintésfkban vannak, tehdt vagy metsgzik egy-
mist, vagy parhuzamosak.




A 21.3, dbrdn
egy forgdskip és
egy forgdshenger
szétesd Athatdsdt
adtuk mege.

Megszer-
kesztjiik a kapba
csatlakozdé hen-
ger (2.4, dbra),
majd a kippaldst
" kiter{tését
(21,5, dbra).

",

() v
v

D 21.3. abra.

Qwvi v v i

21.4. abra.

/

vi Vil
21.5. abra
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A henger alapkdrérdl (amely normilmeiszet) kiegész{-
t8 vetliletet készitettiink, Snellius médszerével meghatdroz-
tuk az I és IT kozdtti {v hosszdt, felvettilk az alapkor ki-
ter{tését add egyenest és 8 megfeleld pontokon &t meghiz-
tuk a hengeralkotdkat. .

A 21,4, dbrdn =z I, II, III, IV, V, VI, VII pontokat
és szimmetrikus megfeleldiket jeliltiik ki, a hengeralkotdk-
ra & megfeleld hossz a vetiiletb8l lemérhetd, a D pontot
tartalmazé hengeralkotét II és IIT kozé iktattuk. A P pont-
ban az érintdt a PQV hdromszogh8l d1l{tottuk eld, QV a ki-
egénzi{td vetiiletben mérhetd le.

A 21,5, dbrdn & kUppaldst sugardt a szélsd kipalkotd-
r61l mérhetjik le. Az I, II, III, ... pontokat az alapkir
hirjaival egyenld szakaszokkal jeloltlik ki. Az egyes alko~
tékon levd pontokat az alapkdr s{kjdval pdrhuzamosan kive-
tftettilk & gzé1lad alkotdra, ahol tavolsdgaik valddi méret-
ben ldtszanak. Ezekkel a tidvolsdgokkal jeldljik ki az 4t-
hatdsi gorbe pontjait az alkotdkon. Az R €a IIT ponthban az
érintdt az RSIIT hdromsziggel hatidrozzuk meg. Az I és VII
alkotdk az dthatds szimmetriasfkjdben vannak, ezdért ezeken
az alkotdkon levd Athatdsi pontokban az érintd az alkotdra
merdleges. Ennek megfelellen az I és VII alkotdkat & kite-
r{tésben addddéd gvrbék is merflegesen metgzik.

Perde korkip kiteritése

A 21,6, dbrdn a2z M cslesd ferde korkidpot az « mdsodik
vet{t8aikkal metszettiik el. Ennek kiter{tésére felvesssziik
az alapkdr !2 egyenld részre oszidsit, a megfeleld alkotd-
kon kijeloljik az « sfikkal alkotott metszéspontokat. A P-
beli érintd mdsodik képe az o gfk mdsodik képe, az 5 pont-
hoz tartozd alapktri érintét a Q pontban metszi. Ennek el-
s§ képét kijeltlve, a QP elsd képe adja a metszetgdrbe
erint6jét. — A kiter{tésben a befri gila oldaléleit szer-
kesztjik meg, majd a2z alapktr hirjaival képezett hdrom-
sztgeket sorrendben egymdsutan megszerkeszive kapjuk a
kup félpaldstjdt. A szakaszhosszak meghatdrozdsit ligyesen
berendezve, a metszeipontok helyét az alkotdkon arinyos
szerkesztéssel jeloltlik ki. A P és 5 pontokban az érintdt
a P5Q hdromszdg valddi alakjdnak el8d11l{tdsdbd1l kapjuk.

Ferde korhenger kiterftése

A 21,7, dbrdn ferde korhengert 4dbrizoltunk, amelyet
egy midsodik vetitSegyenes tengelyld forgdshenger metsz el.
A kiteritéshez az alapkdrt 12 egyenld részre osztottuk, a
megrajzolt alkotdkon kijeldltik az dthatdsi gbrbe pontia-
it. A P pontban az érintd mdsodik képe megrajzolhatd, és
a 3 ponthoz tartozd alapkbri érintdt a Q pontban meiszi.
Az els8 képen a Q' P' egyenes adja az érintd elsd képét.

Felvesszilk & ferde henger normilmetszetét, és hefor-
gatjuk az alapkdr sikjdba. A kapott ellipszis hirjai lesz-
nek a normdlmetszet kiter{tésében az alkotdk tdvolsdgai.
Az alkotdk egyeneseire felmérve — a mésodik képrdl — a
normdlmetszet alatti €s feletti tdvolsdgokat, a paldst ki-
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ter{tését kapjuk. A P és 3 pontokban az érintst a PQ3 hd-
romsziggel szerkeszijilk meg. Az 1 és T alkotd végpontjai-
ban az érintd az alkotdkra merfleges.

Gyakorldsul szerkessgilk meg a 21.8. dbrdn megadott
feliiletek sikba ter{tését a rajtuk levl metszésvonalakkal
egylitt (A/4 méretre felnagy{tva).

Elméleti tananyag: Tanktnyv 329-331., 333-334. és
337. pontok.
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22, KET GURBEHEZ KIFEJTHETS FELULET SZERKES ZTESE ES
SIKBA TERITESE

Két gorbe kifejthetd feliiletdnek a megszerkesztéséndl
8 két girbe pontjait dgy kell alkotdkkal dsszekdtni, hogy
az adédd feliilet kifejthets legyen. Minthogy a két girbe
feliileti gtrbe, tehdt az egy alkotdn fekvd pontjaikban
vett érintSiknek az alkotdhoz tartozd feliileti érintdsfk-
ban kell lenni (a kifejthetdadgre vonatkozd feltételek mi-
att!). Tehdt két gorbének azokat a pontjait koti Ossze egy
alkotd, amelyekben vett érintsk egy sikban vannak, azaz
pdrhuzamosak vagy metszsk.

A 22,1, 4brdn az
& é8 b gorbék parhuza-

mos sfkokban fekszenek, B b
tehdt az A pontial az
8 B pont kdthetd tsz-

sze alkotéval, amely-

ben az érint8 az A-be~ a
1i érintével pdrhuza-
mos. A
A 2%.2. dbrén két
metszé 9fkd gorvét vet- ‘
tink fel; az A pontbeli 22.1 abra

érintd metszi a két sik
metazéavonaldt, innen a
b girbéhez hizott érin-
t6 B érintési pontja

lesz az AB fellileti al-
kotd midsik végpontja.
g8 b
a
(N A
) a

/ 222 abra.

: A 22.3. dbrdn az a tér-
22.3. abra. gorbe és a b sikgsrbe adott.
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A térgdrbe A pontjdban szerkesziett érint§ a sfkgirbe
s{kjdt M pontban metszi, innen a b gdrbdhez hilzott érintd
B érintési pontja adja az AB alkotd misik végpontjdt.

A feliilet megszerkesztett alkotdi k&zill a szomazédo--
sak dltaldban torznégysziget (térbeli négysziget) hatirox-
nak meg. Ezeket & négyszidgeket 4tldkkal hdromszigekre
bontjuk. E hdromsztgeket valddi nagysdgban eld4ll{tva egy-
-égy ko28s oldaluk mentén rendre egymds melld illesztjilk,
ezdltal a feliilet (kdzel{td) kifejtését kapjuk.

Erintdt & mdr ismert médon, az alkctd és két drinté
dltal meghatdrozott hdromszdg segitségével kaspjuk. Ha
az érintdk pdrhuzamosak, akkor az érint§ és az alkotd szo-
gét mds Gton hatdrozzuk meg. Szimmetrias{kban levd alkotd
végpontjaiban az érintd az alkotdédra merdleges.

Ha valamelyik gorbén egyenesdaradb van, akkor ehhez a
feliileten egy s{krész tartozik; ba valamelyik gorbének Lo--
réspontja van, akkor ehhez a feliileten kiprész tartoszik.

A 22.4,. dbrdn adott kdr és futdpdlya alakil gtrbe sfk-
jai pdrhuzamosak, a feliilet alkotéit a pdrhuzamos érints-
ji pontok jel®dlik ki. A futdpdlya egyenesdarabjdhoz a fe-
liileten s{kxbeli rész tartozik.

22.4. dbra

A feliiletnek egy negyedét ter{tettilk ki, a tobbi ne-
gyed ezzel szimmelrikus. Az 4110k és mz alkotdk hosszinak
megha tirozdsdt egyetlen derékszdgben szerkesztettilk meg.
Az IV alkotd végpontjaiban az érintSk merdlegesek az al-
kotdra. Altaldncs pontban a TIT-ndl szerkesztettink érin-
t8t a 3IIIIS hdromszdg valddi nagysdsben vald dtmdsolgsd-
val {§ pont Az frinis teiszdleges pontjal,
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A 22,5, dbrdn az ABCD teglalap és a vizszintes sikban
fekv8 kbr klfegtheto feliiletét szerkesztettiik meg. A két
sik metszésvonala m., Az 1, illetve 7 pontban az érintd az
AD, illetve BC oldalakkal és egyidejileg m-mel parhuzamos.
A felulet s{krészei tehit az AD1, illetve BCT hdromszigek.
Az AB oldal egyenese az m metszésvonalat M pontban metszi,
innen az alapkorhoz hizott éxrintd érintési pontja 5, te-
hdt ABS és a neki szimmetrikus hdromszdg a felillet tovdabbi
gi{kréaszei. Az A, illetve B csidcshoz az 1-5, illetve 5-7

vezergorbeau kupok tartoznak. — Ezek ismeretében a kite-
rités ktnnyen megszerkeszthetd, a sziikséges szakaszhosaza—
s
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kat ismét egyetlen derékszdgben hatdroztuk meg. A kiteri-
tésben csak a fél feliiletet szerkeszitettilk meg, az érin-

t8t az 5 pontban az MBS hiromszig segitségével hatdroztuk
meg.

A 22,6, 4brdn egy elsd képsikban levd 0, ktzéppontd
kbr és a misodik vetit8sikban levd 0y kzépponti kor ki-
fejthetd feliilletét szerkesztetiiik meg.

/ 0,)

"

mﬂ‘

My

ml

/22. 6. abra.

}
\

™l
v v VIVI/
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A két s{X metszésvonala az m misodik vet{tSegyenes,
amely k&rdl az 0, kdzéppontd kort elss képsfkba forgatjuk.

(Az Bsszetartozd pontok fgy is megszerkeszthetfk!)

A kigebbik kbrt 12 egyenlé részre osztottuk, és a
22.2. dbrdn bemutatott médszerrel a feliilet egyik felét
megha tdroztuk; az 0, kdzéppontd kért visszaforgatiuk. A

felillet mdsik fele s megszerkesztettel szimmetrikus,

A kiter{t{ésben csak a 41 feliiletet szerkesztettiik
meg, az alkotdkat ¢s £t1dkat alkalmas derékszdgben hatd-
roztuk meg, a kortk hirjai az els§ képrél, illetve a le-
forgatottbol mérhetbk le. Erintdt a 43V alkoid végpontjai-
ban a 4IVM4 héromsziggel szerkesziettiink; M4IV ag elsd

képen, M44 a leforgatottban eredeti méretben 1dtszik.

4 g térgirbe é€s a k kdr kifejthetd feliiletdt a 22.7.
dbrdn szerkesziettik meg.

abra

]

22.7.
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Mivel a két gotrbének két, egymdsra merSleges szimmet-
riasikja van, ezért a feliiletbdl csak egy negyedet szer—
kesztiink meg. Az I1 és IV4 alkotdé végpontjaiban a girbék
érint6i pdrhuzamosak és az alkotdkra merdlegesek. A tér-
gorbe II és IIT pontjaiban vett érinték a s?kgﬁrbe sfkjdt
az My, illetve M, pontban metszik, innen a k&rhoz hizot:

€rintfk ériniési pontja 2, illetve 3. iz alkotdk koztii
részt £t18kkal felbontva megszerkeszijik a kiterftést. A
szakaszhosszaek megszerkesztésére szolgdld derékazidgi hé-
romszdgeknél kijlon kell gondolni a térgbrbe hdrjainak meg-
hatdrozdsdra. Erintft a 2II alkotd végpontjaiban a 2IIM,

hidromsziggel szerkesztiink,

Gyakorldsul szerkesszik meg 2 22.8, 4brdn megadott
gorbsk kifejthets feliiletét és sikba ter{tését (4/4-es
méretre felnagy{tva).

Elméleti tananyag: Tankdnyv 357. pont.
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23, FELULETEK DIFFERENCIALGEOMETRIAJA

Feliilet analitikus megaddsi mddjai

A feliilet analitikus megaddsdt jél szemlélieti s gbmb-
felillet pontjainak analitikus geometriai jellemzése.-A f£6ld-
rajzl ta,ekxozodadst a fuldgombon a szélessegl kOrok és a dél-
k8rok teszik lehetdvé., Ennek alapulvételével egy gombi pont
koordindtdit két szig (paraméterg segf{taégével hatirozzuk
meg. Legyen & gitmb kozéppontje a koordindtarendszer kezd§-
pontja és az egyenlf{t8t képzeljlik az xy sikba, a délkdrok
koziil pedig az xz sfkban levd gtmbi £6kort tekintslik kiin-
duldsi délkdrnek,

Ha a gomb sugars R
és a gombfeliilet egy P 1z
pontjan dthaladd deélkor
sfkja az xz sikkal u szb-
get (23,1, 4dbra), illetve
az QP egyenes az xy sik-
kal v sztget alkot, akkor
a P pont koordindtdi nyil-

vdn: x* = R cos v cos u
¥ = R cog v 8in u
z = R sin v

és nyilvén 0 < u € 27,
illetve - g £ v é‘% a8z u
ég v értelmezési tartomd-
nya. A gomb pontjainak
koordindtdit két vdltozd
paraméter fliggvényeiként —
kapjuk meg. 23.1 dbra.

Ugyanezt a gimbot
jellemezhetjik 2 y2 + 22 - R® = 0 alakd egyenlettel is,

valamint a z = +JR2 - x2 - y2 kétvdltozds fliggvénnyel.

, . A konkrét pelda alapjdn a feliiletek 4ltaldnos mega-—
dasi mdédjai a kovetkezSk lehetnek:
A feliilet Gausg-~féle megaddsa;
Vegyilink egy u, v sfkbeli derékszdgl koordindtarend-
szerben megadott tartomdnyt. Ennek minden pontjdhoz tar-
tozik egy %ug, vo) rendezett szdmpdr (23.2. 4bra). A tar-

tomdny {uo, vo) pontjédhoz rendeljlink egy térbeli derdk-
szoz0 koordinidtarendszerben levd r helyvektort.
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Ha a gfkbe~
1i tartomdny AZ
minden pontjé- AV
hoz elvégesaiik
ezt a hozzdren-

delést, akkor :

egy kétvdltozds PR

E = '_.E(u, V) ~

vektorfiiggvényt U T

nyexriink, \\\\“-~:1~#’} u ){////
Egy ilyen

kétvdltozds v§k~ X
torfiiggvény al- :
kalmas lehet 23.2. dbra
egy Ielililet meg-
addsdra (de nem minden ké%v4ltozds vektorfliggvényhez tar-~
tozik felitlet). Ha egy feliiletet r = r(u, v) = ix(u, v) +
+ Jy(u, v) + kz(u, v%yalakban eld&11litunk, akkor ezt a
megaddsi médo¥ a feliilet Gauss-féle me addsdnak mondjuk.
Az x(u, v}, y(u, v), z{u, vy Eétvéltozés fiiggvények az
r(u, VS vektorftiiggvény koording ta fliggvényei.

A felllet Fuler-Monge-féle megaddga:

Ha egy felilletet & z = £(x, y) kétvdltozds figgvény-
nyel &11{tunk eld, akkor a feliilet Euler~-Monge megadisd-
rél beszéliink. Ez a megaddsi mod tulajdonképpen az xy sik
egy tartominydnak pontjaihoz rendeli a feliileti pontokat
(23.3. 4bra),

A feliilet Buler-Monge-
féle megaddea mindig vigg- 1z
szavezethetd a kétviltozds
vektorfliggvénnyel torténd
el84l1{tdsra a kdvetkezs—
képpen:

Az r(u, v) rliggvény

x(W,v), y(u,v) és z(u,v)
koordindtafiiggvényei;
X = u, y=vés z==£(u, v,

23.3. abra.

A _feliilet megaddss implicit alakban:

JHa egy feliilet pontjait P(x,¥,z) = 0 alakd egyenlet-
tel jellemeszziik, akkor a felliletet implicit alakban adjuk
meg.

Leggyakrabban glffordulé feltiletek elfdllftdsa;
1) 8ik. Ha a s{ik egy pontjdba mutaté helyvektor T,
€s a six két nem pdrhuzamos vektora ads b

» akkor 4 sik-
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b) Az

x(u)
23.6. dbra

Ha a meridifngdrbét r(u) = i.x(u) + kz(u) vektor-ska-
1lér figgvénnyel adjuk meg, akkor ennek egy pontjat v szig-
gel elforgatva, a kapott P fellileti pomt (23.6,b. 4bra) )
helyvektoras €3z g feliilet megadédsa is az ¢ = r(u,v) =
= dex(u)cosy + jex(u)sinv + kez{u) alakban frhaté fel.

T |Pé1d4ul;: ha az xz koordInitasfkban levd (rys 0) kozép-

pontd r sugard kért forgatjuk meg a z tengely ko-
riil, akkor a kér r(u) = (ro + r cosul}i + re.sinuek

egyenlete alapjdn a létrejové téruszfeliilet Causs-
~féle elddll{tdsa;

z(u,v)=1(r_+r cosu)cosv+1(rofr cosu)sinv+kerssinu,

5) Kozbnséges csavarfeliilet, A kéztngéges cmavarfelii-
let dgy jon 1étre, hogy

a z tengely —— mint csg-
vartengely —— korill ag

x tengelyt (alkotd) csa-
varmozgdssal mozgaijuk;
vagyis a z tengely k-
rill az alkotét u szdg-
gel elforgatva, az u=-val
ardnyos mértékben a ten-
gely irdnydban elmozga t~
Juk (k&zben az alkotd

az xy sfkkal pdrhuzamos
marad) (23.7. 4bra).

. Az alkotd irdnyd-
ba mutatd egységvekior
az u szogl elforgatis
‘utdn b(u?gcosu;+sinui,
az alkots magassdga pedig c.u. Ennek megfelelden a feliilet
tetazdleges alkotd jinak valamely pontjdba mutats r hely-
vektor:

T = 2(u,v) = cottek + veb(a) = vecosui + vesinuj + cou.k,

=3

blu)=fcosu+jsinu

237 dbro.
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ez pedig éppen a kizbnséges csavarfeliilet Gauss—féle eld—
d11{t4sa,

PS1ddk feltiletek felf{rdsdra:

|11} Irjuk fel annak a hengerfeliiletnek a Gauss-féle
, - el0411{tdsdt, amelynek alapgirbéje az r(u) =
| |

= (3 + 2sinu)i + (5 + 4cosu)j és alkotdinak ird-
nydt az a(2,1,3) vektor adja meg.

Megoldds: Az alapgdrbe nyilvéan egy olyan ellipszis az
xy koordindtasfkban, amelynek kdzépponija (3,5), nagyten-
gelye az y tengellyel pdrhuzamos és 8 egység hosszisdgd,
kistengelye pedig x-szel parhuzamos, hossza 4:

- 2 LY
(x 43) + & 165) -1

+ & vektoregyenlet alapjdn a felii-

let e164114t4ga: g(u,v)=(3+25inu+2v)§+(5+4cosu+v)1+3vg.

2) Irjuk fel anmak a kidpfeliiletnek az el8811ftdadt,
’ 2 2 .
amelynek vezdrgdrbéje az %r-— %T =12z =0 egyen~

letd hiperbola, csicsa pedig a C(1,2,8) pont.

Megoldds: A vezérgbdrbe a ch“u - sh<u = 1 azonossig
alapjdn r(u) = (EZOhu)g + {3shu)] paraméieres alakba {rha-
té fel, Tgy a vektoregyenlet alapjdn a kipfeliilet eldall{-
tdsa r(u,v) = (1+(320hu—3)v);+-(2+(35hu-2§v)1 + 8(1-v)k.

I 3) Irjuk fel annak a forgésfelii}.?tnek ez el8411{t4sdt,
emelynek merididngdrbéje z = £ = 0 egyenletd
hiperbola és a forgdstengely a z tengely.

Megoldds: Jelen esetben r(u) = ui + T k paraméteres

alakban adhatdé meg a merididngbrbe (u ¥ 0, bdrmely valds
szdm). Tehdt a feliilet elddll{tdsa r(u,v) = iucosy +

+ jusinv + g% alakban adédik.

4) Adjuk meg annak g forgésfeliiletnek az el§411{tds4%,
amelynek merididngdrbeje r(u)=(1+2cosu)i+(2+sinu)j
a forgdstengely pedig az X tenge.y. -
Megoldds: Ebben az esetben az r(u) elsd koordindte-
filggvénye vdltozatlan marad, mivel X a forgdstengely. Te-
hiat az ¢18411l{tds:
z(u,v) = i(1+2cosu) + j(2+sinu)cosv + k{2+ginu)sinv.

5) Irjuk fel az r(u) térgbrbve érintfi £1ital meghatd-
rozott feliilel vektoregyenletét, majd ennek alap-

2 3 4 1t gorbe érintsi dltal

jan wz r(u) = iu + Ju ik
alrxototd feliilet el8allftsd4t. (Legyen u > 0.)

Megoldds: Az r(u) gdrbepontbdl egy £(u) irdnyd vek-
tor vezet el a fellilet egy pontjdhoz. Ennek megfelellen
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r(u,v) = r(u) + vi(u) a feliilet vektoregyenlete. Példdnk-
ban szerepld gorbe érintdvektors

£(u) = i2u + $3u° + k4u’ alakd, tehdt a felilet o16411<tdsa:

r(u,v) = (8 + 2uv)i + (w3 « 3u2v)i + (uh 4 4ujv)g.

6) Irjuk 4t implicit alakra az r(u,v) = iu + iuzcosv-+

+ kusiny feliletet.
- 2z . 2 2 — 4 2 + 2
liegoldds: ¥° + 2° = u"(cos“v + sin v),

tehdt
yz + 22 = x4 azaz x4 - y2 - 22 =0

a fellilet implicit megaddsa.
Kétvdltozds vektorfiiggvényekre vonatkoznd alapfogalmak
Hatdrérték: Az r(u,v) fiiggvénynek az (ug s v,) helyen
vett hatdrértéke 1étezik d&s I, vektor, ha (u,v) # (uo, vo)

felftételezdse mellett tetszéleges £ > 0 szdmhoz 1létezik o-
lyan 6 > O szdm, hogy lz, = z(u,v)| < &, ha |u - u0|< &
és |v - vol < 6.
Hatarérték jeldlése: lim r(u,v) = r
u—-u
vy
Folytonossdg: Az r(u,v) fliggvényt az (uo, vo) helyen

folytonosnak mondjuk, ha hatdrértdke megegyezik a fiiggydny
c¢rtélével; azaz ha

o

Dt

¢
lim r(u, v) = g(uo, vo)
w—-u
Vv

legjegyrés: Az r(u,v) = iex(u,v) + jey(u,v) + kez(u,v)
fliggvény akkor €s csakis akkor folytonos, ha az x(u,v),
ylu,vi, z(u,v) kétvdliozds koordindtafiiggvények folytono-
Sl'l)-k e

Differenciélhatéség:vﬁz r(u,v) fﬁggvényt’az (u,v) he-
lyen differencidlhatdnak nevezziik, ha a fiiggvény Ar tet-
sz8leges megvdltozdsdhoz 1étezik olyan d, és &, vektor,
+melyek segitségével a megvdltozds a kovetkezd alekban ir-
1até fel:
Ar=r (u+du, v+Av)-§(u,v)=§uAu+§vAv+g}Au+g26v »
ahol ey és €, 82 U, v, Au, Av fliggvényei és Au —= 0

Av =0 esetén |gy| —-0 |g,| —o.

wegjegyzés: f(x,y) kétvdltozds fliggvény parcidlis de-
riviltja. Az f(x,y) figgvényt az (a&b) helyen x, illetve 7
szerint parcidlisan differencidlhatdnak mondjuk, ha 1z o;v-

vAdltozds f{x,b), illetve f(a,y) egyvdltozds fliggviny Az
% =&, illetve ¥y = b helyen differencidlhaid. = f{x,b)
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fliggvény x szerinti derivdltjdt az f(x,y) fiiggvény (a,b)
helyen vett x szerinti parcidlis derivdltjdnak mondjuk,
(Hasonléan beszéliink az f(x,v) fuggvény (a,b) helyen vett
¥y szerinti parcidlis derivdltjdrdl. 5

Jelilése: E%;Xl = £_(x,y) illetve —3%3;1)- = £,(x,¥),
A parcidlis derivdldssal nyert fﬁgg@ények ismét kétvdlto-
z8s filiggvények, amelyeket lehet ismételten parcidlisan de-
rivdlni, Az igy kapott parcidlis derivdltakat masodik par-
cidlis derivdltaknak mondjuk.

z 2
Telvldsill: o-(2L(ELY)y | Quiiﬁéxl -t

“9x ox Ix xx
2
ox ¥ T ¥x By T Tyx ?

illetve

2
8 (3f(x,¥ydy _ 2°f(x ~ )
53'["( X ) 3y ox = fxy '

2 (3(x.y)y | Bflxy) _
oy ¥ 3y? vy
Té%el:,Ha 2(x,y) olyan kétviltozds figgvény, amelynél
fxy és yx 8% (a,bs hely kdrnyezetében 1étezik és e helyen

folytonosak, akkor fxy(a’b) = fyx(a’b)' (Young-tétele)
A fentiekhez hasonld médon értelmezhetd a kétvdlitozds
- vektorfliggvények parcidlis differenciilhatdsdga. Egy kSt-
. vdltozds vektorfiiggvény r(u,v) az (a,b) helyen u szerint
- parcidlisen differedcidlhaté, ha az r(u,b) vektor-skalds
fiiggvény a helyen derivilhatd.
xr{u,v) 0x(u,v)

Jeldlégek: —gp—~ = I, ; av T Ly

illetve & mdsodik parcidlisokra

3 or(u,v) 32§(u,v) 3 dr(u,v) 82g(u,v}

u ou_ ‘- ul “Lanidn v ‘T au ov  Lwvu?
282z (u,v) 9%r(u,v)

dv ou  Zuv? 3v2 =Lyv*

Belathatdk a kovetkezd tételek:
Ha r(u, ) fliggvény differencidlhatd .z {u,v) helyen,

skkor
dr(u,v) ' dr(u,v)
dy = au = Ly °s 4, = av T =y’
(Tehidt differsncidlnats =(u,v) fligzvény elss nurcidlis de-
2ivalijai 1d%eznek. Igaz Sovibbd, hogy Iy egy xfu,v) flig;-
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vény r, és x, parcidlis derivdltjai az (u,v) helyen 1éiez-

nek és folytonosak, akkor az r(u,v) fiiggvény differencidl-
haté e helyen.)

Ha r(u,v) mdsodik parcidlis derivdltjai léteznek és
folytonosak, akkor a mdsodik.vegyes parcidlis derivdlindl
a derivdlds sorrendje felcserélhetd, vagyis x,. = I,

uv - =vu
Peliileti gorbe

Ha a feliilet el8dllf{tdsdban szerepld paraméteriarto-

ményon tekintink egy u = u(t), v = v(tg paraméteres gorbét,

akkor emnek (bizonyos feliételek teljeslilése esetén) az
r{u,v)-vel elddllfitott feliileten egy r(t) = r{ult), v(%))
zektgr~skalér fiiggvénnyel megadott gdrbe felel meg (23.8.
bra ).

21& abra.

E feliil :ti g6rbék kdziill a legegyszerlibben adddnak azmok,

amelyek a pa amétertartomdnyon haladd u = u, ds v = v, egye-

nesdarabolmax felelnek meg, és az z(u,, v}, illetve z(u, v,)

alakd vektor-skaldr fiiggvények alakjdban 411{thaték elS.,
Ezeket a gborbéket neveszzilk a felillet paramétervonalainak:
r{u, vo) az fin., u paramétervonal (v0_= konstans),

g(uo, v) a v paramétervonal (uo = konstans).

A térgorbék differencidlgeometridjdbol kdvetkezik, hogy asz
r{u, v) u, illetve v szerinti parcidlis derivdltjai a pa-
ramétervonalak r, , illetve r, érintdvektorait adjdk.

Megiegyzés: Egyszerlség kedvéért és ezzel & gyakorlat
igényeihez alkalmazkodve a tovdbbiakban az r(u, v)-vel eld-
411{tott felilletrdl feltételemzilk, hogy elsf és masodik
parciglis derivdltjai 1éteznek és folytonosak, tovdbbd r
és r, nem pirhuzamosak & feliilet vizsgdlt pontjdban.

Feliileten haladd gorbe el8411{tdisa

- Egyszer( esetekbeg a paramétertartomidnyon adott u =
= u(t), v = v(t) paraméterezédsi gorbének megfeleld
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z(t) = z(u(s), v($))

felllleti gbrbe a megfeleld helyettes{téssel el8411ithats.
Pé1ddul, ha & fellllet Gausa-féle 8l841l{tdsa

;(ﬁ,v) = (u2-2v); + (uBfuv)j +uv k
és a paramétertartomdnyon az u{t) = -2t, v(t) =

= 3t2 paraméterezésli gidrbének megfeleld felllleti
goérbét akarjuk eld4llf{tani, akkor az u, illetve v
behelyettesitésével agz :

£(t) = (4t°2-612)1 + (-8422643)1 + (-2t)+3t% ,
vagyls az

£(t) = -2t%1 - 1421 - 667k

térgsrbe adddik.

Feliiletl gorbe érintle. ErintSsfk

Ha adott e paramétertartomdnyon egy u =.u(t), v = v(%)
gorbe, amelynek u(t) és v(t) koordindtafliggvényel t szerint
differencidlhatdk, akkor a feliileten haladgv K ' '
r(t)y=sr(u(t),v{t)) gorbe differenciflhaté és drintSvektorsa
az : o s - :

7 rht) = T U+ BV
alakban 411{thatd el§, _

Ez egyuttal azt is jelenti, hogy a fellilet egy P pont-

jén 4thaladd felilleti gbrbék &riatsi az r, €8 z, vektorok

linedris kombindciéjaként Allfthatdk eld, vagyis a két vek-
tor 41tal meghatdrozott sfkban vanmak (l.23.8.4bra). Bzt a

sfkot nevezzilk a felllet érintsfkjénak. : ,
A feliilet érintdsfkjanak & normélisa —— amit a felll-
let normdligdnak is mondunk — ezek szerint -
m=1r, XI,

vektoridlis szorzattal szdmithatdé ki. Fnnek ismeretében
mir fel tudjuk {rni a feliilleti normdlis egyenesének egyen-
letrendszerét, illetve a felillsti érintés%i egyenletét,
Megjegyezzilk, hogy az Buler-Monge-féle feliiletmegadd-
91 nddban 8 z = f(x,y%yfuggvény parcidlis derivdltjait
szokds a kbvetkezdképpen Jeldlni: p = terq=£ ,ra=2 .,
8 = rxy’ t = Iyy. Ezekkel s mennylaégekkel is elvédgezhets
szédmftdsaink Java régze, de egy-két esettSl eltekintve caak
az 4dttekintendd ,képleit"-anyagot ndvelnénk ezdltal. Az e-
getek t&bbségében egyszer(bd & mir megismert mddon a Gauns-
~féle meganddsi médre Atfrni a felilletet. 42 egyilk kivéte-
les eset, amikor egyszerls{tést jelenthet a fenti jeltlé-
sek alkalmazdsa a feliilletl normdlis-vektor eldéllftds.,
ami a kOvetkezd formdben lehetsdéges: m{~p, ~q, 1),
Az F(x,y,z) = 0 implicit alakban adot¥ feliilet normflis-
-vektora: E(Fx, FY .

"FZ)'
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Példdul: tekintsiik az r(u,v)= 1(u ~2v )+iuv +k(u v-u)
feliileten haladd gorbet amely a parametertarto-

mainy u = tz, v 2t3 gorbegenek felel meg. Hatd-~
rozzuk meg a8 t 1l-nek megfeleld pontban a feliile-
i gorbe érintdjét!

A vizsgdlt pont az u =1, v = -2 pont, a feluleten a

P(~T,4,~3) pont, amelyben a parametervonalak rin-

ll 1l

84
T, = yBu +]v +_1§(211V"'1) (3,4,-5)
L, = i(—4v)+12uv+g-u2 (8,-4,1)
u o= 2% 5 &t = 1 helyen © =2, v = -6.
v = -6t
Tehdt a felilleti gbdrbe érint6je a P pontban
T o= - ér, (-42, 32,-16).

A feluletl normalls—vektor

i J k
m=x,xr, =|3 4 -5|=-16i - 43] - 44k.
8 -4 1

A feliileti normialis egyenesének egyenletrendszere:
x=-T-16% y=4-43% z=-3-442
A feliilet érintds{kjdnak egyenlete:
- T6(x +7) - 43(y - 4) - 44(z + 3) =
Feliileti gorbék hajldsszbge:
A feliilet egy P pontjdn dthaladd feliileti gbdrbék haj-
lasszoget érintdvektoraik haglasszogekent szdmf{t juk. Emnek

megfelelfen a felillet ké+t paramétervonaldnak @ hajlidsszige
T,y

COSCP u“ vl

sgzefiiggés alapjdn szamithatd.
Két feliilet metszdsvonalaként adddd térgorbe:

Az P(x,y,z) = 0 s G(x,y,2) = O egyenletekkel megadott
felliletek metszesvonalat a két egyenletbsl 4116 egyenlet-
rendsger hatiroszza meg. Az elmélet részletes kifejtését .
mellozve, konkrét peldan mutatjuk meg, hogyan lehet a met-
szésvonal e pontjaban a térgdrbe Jellem201t (gorbiilet,
torzid, kigérd triéder stb.) meghataroznl.

Legyen a két feliilet F(x,y,z) = 2x +3y +% -47 = 0 és

G(x,y,2 ? = 12+2y2—z 0. Vlzsgalguk a metszégvonalat
a P(-2,1,6) pontban. (Meggydzddhetiink arrdl, hogy ez
a pont mindkét feliilet egyenletét klelegitl.)
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A két feliilet metszésvonaldt tekintsik olyan vektor-
~skaldr fliggvénynek, amelynek paramétere valamelyik
koordindta, pl. X. Ekkor az r(x) = ity (x)j+z(x)k.

A térgbrbe Jellemzdinek megha tdrozdsdre az r(x) figg-
vény derivdltjait kell me tdrozni a jekintett P
pontban. Ekkor I(x) = i+y x)i+2(x)k, F(x)= F()HE(x)k
¢s {gy tovdbb. A koordIndtafiggvények derivdltjait
dgy hatdrozzuk meg, hogy y-1 &3 z-t az x fiiggvényének
tekintjilk és eszerint derivdljuk az egyenletbeket x

sgzerint. Ekkor 2x2+3y2+22—47 = 0 derivdltje

Lxrbyy+2zs = 03 x2+2y°-z = O deriviltja 2x+dyy-& = O.
Az x,¥,% helyébe a P pont koordindtdit helyettesitve

¥ és 2-ra egy egyenletrendszert kapunk:
—8+6£"+?2é=0
-4 + 4y =2 =0 .

Ennek megolddsa ¥ = %:8{- 2z = Qﬂ,’? , tehdt a gbrbe érin-

t6vektora i(l,%%,éi).

Az ¥(0,¥,Z) vektor kgordinitdit tgy haldroghatjuk meg,
hogy a 4x + 6yy + 22z = O és a 2x + 4yy - z = 0 egyen-

leteket x szerint derivdljuk: 4+6§2+6y§+252+222 = 0 és

24432 +4y¥-% = O. Dzekbe P, illetve f koordindtdit be-
helyettesitve, az ¥ és z-ra kapott egyenletrendszer-
31 szimfthatjuk ki az ¥ koordindtdit.

Ez az eljérds folytathaté s fgy T is nmeghatdrozhatd.
Az r(x) figgvény derivdlijainak Tameretében a metszés-—
vonal adott pontjdhoz tartozd gorbilet, torzid, kisé-

Z

8 triéder az ismert médon szdmithatd ki. F

Feliileti gorbe gbdrbllete., Adott feliileti pontban a
Teliilet gsorbuleti viszonyainak vizsgalata

A feliileti gdrbe egy pontjdban az érint8vektort az
r, és r, vekforok linedris kombindcidjaként
L= IyrW o+ LtV

elakban nyertik. Lathaté, hogy 1 és ¥ pontos ismerete he-
lyett elegendd ezek aréqyét az 1/v hényadost ismerni, mert

-
v U A

egyirdnyd vektorokat, tehdt a feliileti gdrbe érint8jét &1-
1{tjdk el8. A vizsgdlat tovdbb folytathatdé, meg lehet ha-
tirozni a fellileti gorbe kisérs tridderdt, gorbiletét, tor-
ziéjdt stb. : ,

spzidmunkra a feliileti gorbe gbrbiiletének meghatérozasa
aziikséges, mert egy feliileti pontot a rajta dthaladd felii-
leti gorbékkel, illetve azok gbrblileti vigzonyaival aka-
runk jellemezni.

u v . oo . P4 °
az = r + I, vagy I, + T L, linearis kombindcidk az r=-tal
u
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A felileti gdrbe gbrbilletét meghatarozd szdmitdsok
tgszetetisége miatt, a jobb dttekinthet8sdg cé1jdbdl jels-
léseket vezetlink be,

2

PE1ddul- 14thaté, hogy £2 - r2i%er, r 3942262 Kife-
jewds az xf = B, rx = F és r2 = ¢ jelslések bevezetéss-

vel BAC + 2F4% + G2 alakra hozhats, amelyet elsg alapfor-
m%pak és a8 bennsa szerepld E, F, G mennyiségeket Gauss-Téle
e

sbrendd fémemnyiségeknek neveziink _
Bevezetjik tovbbd & D = VEG - F2 - |z, x z,| Jels-
lést.
A Gauss-f€le mésodrendd fSmennviséeeket a kovelkez§
detinicIovt SEE earendll tonennyisdgel

L = 1 r. M= gr’ N = &
= F Suufuly =7 Euvgugy = b Eyviu iy

A 'mégodrendd f8mennyiségekben a mésodik parcldlis derivdl-
tak és ez els§ parcidlis derivdltak vegyes szorzatai sze-
repelnek. A mdsodrendd fSmennyiségekbdl képezett mdsodik

alapforms L2 + 2M4V + N9 alakd. . . .

ia .egy felllleti gbrbe érintdje 1 = I,u + r,v alakban
irhatd fel és a felllleti gbrbe fénormilis vektordnak a fe-
liletl normdlis vektorral bezdrt szbge ¢, akkor a feliile~

ti gbrbe %-gﬁrbﬁletét Az

bobo . 124 2wl s we?
COBP BT 4 oPAV + GV2

ifejezésb8l szémitjuk ki. -
| Pé1ddul: vegylik a kordbban tekintett feliiletet

r{u,v) = i(u3-2v2) + duv2 + g(uzv-u} és ennek

BP(~7,4,~37 (w =1, v = -2) pontjén 4thaladd

T =.2p, - br, érint6id felileti gorbdé:, amelynek
f8normdlisa & felllleti normélissal P = % szdget
z4r be. -

A fellileti gbrbe gBrbiletdnek kimzdmitdsdhoz sziiksd-
glink van az e¢ls§ és mfsodrend( parcidlis derivdl-

takra, illetve & Gauss-féle fémemnyiségekre:

T i-3u® 4 12 + x(2uv-1) (3,4,-5)

=u
£, = 1(~4v) + jeuv + ku? (8,-4,1)
E=9+ 16 +.25 = 50

F=24-16 <5=3

G =64 + 16 +1 = gt
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D= VEG -~ ¥ = |z xx,| = 4041 = 3449

T, 2 =~96+176=80

T = Eburk2y. (6,0,-4)

= . : “Uu=u~v.
Tyy=d2vekn  (0,-4,2)  x,.px,=172-88-84
Lyy=i(=4)rj2n  (-4,2,0) g, v r =64-86=-22
L= —8% . .- 8 y_.=22
C3daq9 0 3fas9 - 37439
cos @ = Jé- };—: :25 ="..-'- %— .

Tehat a feliileti gorbe gorbiilete:

}o_ o, . soslés(3)-22:9 ., 1. =622,
R 3149, 50+6(-3)+BI.5 - i e
}o_o_ _ledq

g o=

2283Y449

A féliilleti gorbe gbrbiiletének meghatdrozdsdra szolgd-—
16 kifejezésb8l és konkrét szdmitdseinkbdl is kiolvashatdk
a kovetkez8k:- _ o ' o

a) A rogeitett P feliileti pontban az r(u,v) figgvény
Ly Eyr Ty Euv§5?%v pa;cié}is'dérivélﬁj&i,vglqgigg.giﬁelé_
1k képezett E, P; G €s L, M, N fémemnyiségek d1llandék,
fliggetleniil a P-n 4tmend feliileti gdrbétséLr.

_ b) A P pontban kvzds érintjd feliilleti gdrbékre néz-
ve dz érinté irdnyit meghatdrozd U/V. hinyados éritdke &1-
Jandd. ' ’

~ .c) A P.pontban kdzis fénormilisi feliileti gtrbékre a
fénormdlis "és a P ponthoz tartozd feliileti normalis ¢ haj-
l4ssztge 411landd. , ' '

Bzek szerint az ilyen feliilleti gbrbék gbrbiilete a P
pontban ugyanazt az értéket adja, mint az érints§ és a £&-
normédlis altal kifeszitett (simld) sikkal addddé sikmet-
szet gorbilete. — E tény lehetdvé teszi, ho egy felii-
leti ponton Athaladd feliilleti gbrbe gérbuletét a feliilet
egy sikmetszetének girbiileteként A41litsuk e18. Tehdt a -
fovédbbiakban —— a feliileti térgbrbék melldzésével — csu-
pan a fellileti sikmetszetek gbrbilleti viszonyainak vizs-
gdlatdra szoritkozhatunk. -~ '

Meusnier tétele:

Vizsgdljuk most a P felileti pontban kbzds érintdjd
felilleti sikmetszetek gbrbiiletét., Ez azt jelenti, hogy a
felilleti glrbe gorbiiletének képletében csupdn a @ -t vdl-
toztatjuk, vagyis a f8normdlist az érinté koriil forgatjuk.
¢ =L egetén a cos@= 1, a fénormilis &s a feliileti normd-
1i= saoybeesik €3 eltkor a feliileti normdlis s az érintd
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41tal kifesz{tett sfkkal kapott Un. normaimeitszet §i-g6r—

. y '2 .o .2
biletét kapjul: g - L ABMUVIV
By 7 Eufiopttacy
Meusnier tétele: ?
Kozds drintdid ferde metszet és & normdlmetszet gbr-
blilete kozttt az

i 1 1
— e mmes 8 eeebe— ill. R = R +CO3g
R Rn cos P n ¢

bsazefiiggés 411 fenn; vagyis a ferde metszetek gbrbiileti
sugarai a normdlmetszet girbiileti sugaranak merdleges ve~
tilletedi. .

E tétel lehetfvé teszi, hogy a tovdbbiakban csupdn e
normilmetszetek gorbiileteinek vizsgdlatdra szoritkozzunk.

Most a P felilleti pontban a felilleti normilis kdriil
forgatjuk az érintdt. Minden érintdirdnyhoz tartozik egy-
-egy normalmetszet.

Dupin~féle indikdtrix

A feliilet P pontjdn 4dthaladd normdlmetszetek & felii-
leti érintSs{kbdl kiilonbdz8 P ponton dthaladd érintdird-
nyokat’(egyeneseket) metszenek ki. E normilmetszetekhez
tartozd gorbiileti sugér'Rn,abszolﬁt,értékének négyzetgys-
két a megfeleld érintfirdnyokra P pontbdl mindkét irdnyban
felmérjik. Valamennyi érintirdnyra felmérve a JIRn[—t a
végpontokbdl vagy ellipszis vagy parhuzamos egyenespir,
vagy konjugéltvhiperbolapér rajzolddik ki. Az érintfsik-
ban {gy adddé gbrbéket a feliilet P pontjdhoz tartozd
Dupin-féle indikdtrixdnak mondjuk (23.9. &bra}.

A1 A"
P P
¥
238 &bra.

. feliileti pontot elliptikusnak nevezgiik, ha asz indikd trix
ellipszis, parabolIkusnak mondjuk, ha az indikdtrix pdrhu-
zamos egyenespar (eifajult parabola). Ha az indikdirix
konjugdlt hiperbolapdr, akkor a P pont hiperbolikus pont.

P8irdnyok, fégvrbiiletek, fémetszetek

Az indik4trix a P feliileti ponthoz tartozd érintfsik-
ban mindhdrom esetben kijeldl két egymdsra merSleges érin-
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t5irdnyt, amelyeket a 23.9. dbrdn §-vel, illetve q-val je-
161 tink. Ezen irdnyokhoz tartozdé normilmetszetek (fimetsze-
tek) gérbilete, illetve a_girbileti sugara a P pontban
oxiremilis tulajdonsdgl. Bzeket az irdnyokat f8irdnyoknak
(1, 22), a hozzdjuk tartozd gorblileteket 7y és ﬁg -t £&~
gorbilleteknek nevezszilk.

Ha az indikdtrix ellipszis, akkor a P ponthosz tartozd
valamennyi mer§leges. metszet, igy a fémetazetek girbliletel
ig azonos eldjeldek, ennek megfelelden az indikdtrix egyen-
lete a f£8irdnyok (§,m) koordindtarendszerében

§2 =2
13 +'l:1lﬂ"]‘

Ha az indikdtrix két pdrhuzamos egyenes, akkor az e-
gy?ﬁifégﬁrbﬁlet pl. ﬁ; = 0, az indikdtrix egyenlete q? =
= IR, .

2% -

Ha az indikdtrix két’konjugélt hiperhola, akkor asz
egyik hiperboldhoz tartozé érintéirdnyokhoz tartozd nor-
milmetszetek gorblilete pozitiv, a mdsikhoz tartozdk nega-
t{vok. Az aszimptotdkhoz tartozd normilmetszetek gorbile-

te 0. Az indikdtrix egyenlete
2

£2 _
1Ry} f%—r =l

A f8irdnyok meghatirozdsa tulajdonképpen két érintdirdny
e18411{t4asdt jelenti az r és r_ linedris kombindcidja-
ként, tehdt csupdn az W/¥ vagy V/0 ardnyt kell kiszdmi~
tani. Ez a koveikezd determindns-elakban megadott mésod-

foki egyenletbll lehetséges:

v2 - 0l . 1T o k°
E F ¢ |=0 i11. pl. ®=Xkesetén|E F G |= 0.
L MW M T M N

A k-ra kapott ky és Xk drtékekbSl ﬁ], 61, jlletve ﬁ2, ¥y
ér?ékek meghatérozhat?k, és ?gy a két féirény_gj = ﬁjgu +
+ V1L, illetve I, = UL, + VI, alakban 411 eld. Mint-

hogy a két f8irdny egymisra merSleges, ezért az egyik f§-
metszet normdlisa a mdsik f8irdny és viszont. Ennek alap-

jdn a fémetszetek sikjdnak egyenlete kinnyen felirhatd.
A f8gorbiiletek kiszdmftdsa a féirdnyokat meghatdrozd 9,

51, illetve &2’ ﬁz ériékek alepjdn a normdlmetszetre ko-
rébban negismert gdrbilet-képlet gsegitségével is lehetsé-
ges.

A mdsik lehet8ség 2z, hogy a f£6gbrbiiletek szorzatira

és Osszegére kinnyen kezelhetd szdmitdsi mddszer vezethetd
leo .
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A tdgirbliletek szorzata: Gauss-féle vagy sgoygatgirbllet
.1 % - Mz. -
K g wiem 5 =N .
B Ry " gg - 2
A fégdrbiletek Usszege: Minkowski-féle vamy Bssze brbille
EN - 2FM + GL .

‘H =-§‘" + ﬁL = '—%-——2——-—
1 - %2 ' ‘Eg-p .

A Gaugs-fdéle gdrbiilet elfjelegmegadja a felillleti pont
Jellegét, A K > 0 elliptikus— K = 0 parabolikus—-, K < 0
hiperbolikus pontot jelent. Minthogy EG - F2 > 0, tehdt a
pont jellegét LN ~ N° eldjele adja meg. (Az Euler-Monge-
~téle felilletmegadds esetdn az rt - g2 = fxxfyy - 22 elf-

Jele megegyazik & szorzatgdrbiilet el§jelével, tehdt meg-
adja a felliletl pont jellegét,)-

Euler-tétele: 4z ry f6irdnnyal ¥ sziget alkots érints-
irdnyhoz tartozd normiImetszet gOrbiilete:

1 1 2 1 .2
T = - cos ﬂ+§'—sin,1}.
ILG 1 © Ry

Példdul: Hatdrozzuk meg am r(u,v) = ;(u2 + v2) +
+ deuv + k(u -~ v) felillet u = =1, v = -1 pontié-
- ban (P(2,2,0)) a f8irdnyokat, a f8metszetek s k-
Jeinak egyenletdt, a szorzat &g Ssszeggtrbliletet,
tovdbbd dllapftsuk meg a fellileti pont Jellegdt,
T =i2v+j2u-k C(-2,-2,-1) 1 g k
b @00 negdd Ay
rv=2id (0,2,0) =
Tyy=is2 (2,0,0) 4 Lty F+’—4'0)
T w9 Pz @ = 9 D= \[E
8 : ~8 . 8
L = =F Mom W= -
e T T
A f8irdnyok: 3
. l =K & ke = l
Loy g 79 =0 %é% (l~k2) = 0 innen 1 -
J§§ 1 <11 432 : k2 B -
tehdt
= Eu-+ - ~41 - 43
Ezﬁgu”gvazl.{.'t
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Fémetszetek sfkjai: 2z = 0, 111, ~4(x-2) - 4(y-2)=0.
Szorzat~, illetve UGsszeggbrbiilet: K = 0 § H = 2.
A feliileti pont parabolikus pont.

Utolsdé példdnkban a megadott feliilletet nem egy pontjé-
ban, hanem az egész felilletet vizsgdljuk, Ennek
megfelelfen a parcidlis derivdliakkal (és nem arzok
adott paraméterértékekhez tartozd behelyettesftett

,  értékeivel) szdmolunk:

Allapitsuk meg, hogy milyen jelleglek az
r(u,v) = (u-v)i + (usv)j + uvk.
alakban megadott feliilet pontjai.

A feladatndl nyilvén ez LN - M° el§jelét kell megha-
tdrozni; minthogy azonban LN - N° =

= 5[(§uu£u§v)(Evvguyv)—(guvgugv)zj,és D > 0, ele-

gend$ a zdrdjelben levd vegyesszorzatokkal dolgoz—
ni.
r=ivdrvk,  ro=-i+jeuk Povdbdd r,.=0, r =k, z  =0.
Lithatd, hogy

i ik
Xy b1 v]= (u-v)i o~ (uav)i o+ 2k
-1 1 u
innen
LouEuly LyviuEy=0 €8 I B,I,=2.

2
(EpuZuly ) (EyyButy) - (guvguzv) = —4

a feliilet valamennyi szdba jShetS pontjdra, tehdt
a fenti feliilet minden pontja hiperbolikus pont.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok: 133-144,
78-164, feladatokat és 125, old., 27-28. feladatokat.

Zlméleti tunanyag: .Tankdnyv 256-272. pontok.
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24. AZ ELEKTRONIKUS GEPI RAJZOLAS ALAPGONDOLATA

Az elektronikus szédm{tdgépet felhasznild ember a gép-
pel dltaldban egy monitor (feleviziés képerny8) segitségé-
vel tartja a kapcsolatot. A képernydn jJelennck meg a befrt
program sorai, illetve a gép visszajelzdsei is. Ha pl. egy
monitoron 20 sor fér el, és soronként 30 karakterhely van,
akkor bizonyos karakterhelyek valamilyen kitsltésével egy
sikalakzat (mondjuk egy betfalak) 411 e18. Ez az eljdrés
hasonld ahhoz, amikor egy négyzethilds papiron bizonyos
négyzetek beszinezésével 411ftjuk el ugyenazt az alakza-
tot. Bdr az emberi szem rdismer az alakzatra, de annak fer- -
de egyenesel, vagy gbrbeivei kordntsem vonalak, hanem erf-

-

sen leépcsbzetes kivetSi a tulajdonképpeni vonalakmak. Ha
ugyahilyen méretl alakzatot milliméterpapiron, a kis négy-
zetek beszinezésével £brdzolunk, akkor a szemiink sokkal el-
fogadhatébbnak ldtja a vonalak még mindig kis 1épcsdkbdl
4116 megjelen{tését. Ez a finomodds az elektronika eszk-
zeivel is elvégezhetS; a szdm{tdgép tn. grafikus tizemmdd-
jéban a monitort ,finom felbontdsban™ kezeli, mégpedig a
keépernyén levd keretvonalak £ltal meghatirozott sikbeli
koordind tarendszerben —— annak korldiait figyelembe véve.
A koordindtdival megadott, vagy elézetesen kiszam{tott
(és a gép memérifjdban elraktirozott) pontokat, azok Sssze—
k6t6 szakaszait a szim{tégép a monitoron meg tudja jeleni-
teni. Ha gbrbevonalat akearunk a monitorra ,irni", akkor ez
Ugy torténhet, hogy az 4brdzolandsd gbrbe igen sok pontjdt
(rendezett sorrendben) a szdmi{tégéppel kiszdmfttatjuk,
majd ezeket sorrendben Ssszekdttetjiik. Ha elegendd strin
vetilik fel a gbrbe pontjait, akkor & nregrajzolt" befrt
poligon gbrbének ldtszik., A képernydn létrehozott 4brdt
un. printerrel (mdtrixnyomtatéval) papiron is meg tudjuk
jeleniteni, de ez is finomabb lépcsbzetessdégeket mutat még.
A finomitds tovdbb folytathatd, de ehhez a gzdmitdgéphesn
kapesold rajzgépre (d¥n. plotterre) van sziikség., Ennek elvi
slapja is az el8zfkhoz hasonld, de itt egy elektronikusan
irdnyitott rajzfej (golydstoll v. filctoll) rajzolja le a
rajzlapra tizedmilliméter (esetleg néhidny szdzadmillimé-
ter) pontossdggal az egyeneseket, illetve gorbevonalak ese-
tén akbeirt poligonokat, amelyek mdr valddi gdrbéknek 1at-
SZANAK « -

A% elektronikus gépi rajzolds mdsik problémdja a tér-
beli slukzatok sikdbrdn t6rténd megjelenftése.

4 geometria tanuldsa sordn tanult szdmoldsi eljdrdsok
sginte kivétel nélkill olyan algoritmusok, amelyekbdl szd-
mitégépi program készi{thets. Ha az 4brdzcld georetrii
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médszereket megvizsgdiljuk, akkor arrs az eredményre jutunk,
hogy ott geometrimi algoritmusokat alkalmaztunk, amelyek
koordindtageometriai-meggondoldsokra Attehetdk s fgy szdmi-
tégépre vihetdk,

Az axonometrikus dbrdzolds (ferde és mer§leges), va-
lamint a Monge~féle abrdzolds (és a t6bbi Abrdzoldsi méd-
szer) a szém%tégépes rajzoldssal egyardnt megvaldsithatd.
Alapjai tisztdn geometriai ismeretek, amelyék nélkiil a
nlegintelligensebb” gépek sém programozhatdk be geomeiri-
ai jellegl dbrézoldsokra. Az elekironikus gépi rajzolds
technikailag 41landé fejlédésben van, és szdmos alkalmazd-
sa lesz a jovdében. (Pl. napjaink egyik djdonsdga & lézer-
printer. ) e

Ezen dttekintd ismertetéds utdn néhdny elektironikus
rajzoldssal késziilt dbrdt mutatunk be. Mindenek eldtt meg-
eml{tjiik, hogy a ,Geometriai feladatok" jegyzet differen-~
cidlgeometriai részének dbrdi un. Digigraph elektronikus
rajzgéppel késziiltek. ‘

A 24,1, 4brdn a két polidder dthatdsdt — a megfeleld
program alapjén —— Commodore 64 személyi szdm{tdgéphez kap-
csolt rajzgépen rajzoltuk meg. A 24,.2. dbrdn tdrusz sk~
metazetét, a 24.3. Abrdn egy élesmenetld nyitott csavarfelii-
letet, a 24.4. dbrdn egy csavarvonal érintdi d1tal alkotott
feliletet rajzoltattunk meg. (Megjegyezziltk, hogy a 24.4.
dbrdn bemutatott csavarfeliilet az egyetlen kifejthet§ csa~
varfeliilet, de technikei alkalmazdsra aligha alkalmas.)
%ugi.g. dbrdn gépi Uton rajzolt hurkolt epicikloist muta-

e. '
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24.2. abra.



i

abra.

24.4,

abra.

245,
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KOTAS PROJEKCIO
(MERGSZAMOS ABRAZOLAS)

Ismeretes, hogy a tér pontjait a merdleges vetités eljirdsdval egyértelmiien tudjus
egyetlen IT sikra leképezni. Ebben a vetitésben a tér egy tetszdleges P pontjinak a II
képsikon keletkezd képe a P ponton dthaladd, I képsikra merdleges egyenesnek és a II
képsiknak a P’ metszéspontja. Minthogy azonban a P’ pontbél nem tudjuk megdllapitani a
P pont térbeli helyzetét, ezért a Monge-féle, kétképsikos dbrizoldsban a magassdgméretek
feltiintetésére a I képsikra merdleges helyzetii mdsodik képsikot vezetiink be.

A miiszaki ¢let szdmos terilletén (pl. dtépitési, vasitépitési, vizépitési, erdészeti,
banysszati munkalatokkal kapcsolatosan) olyan tevékenységet kell megtervezni illetve a
tevékenység sordn megépitett miitérgyakat dbrizoldsban dokumentdlni, amire a Monge-
féle 4brazoldsi modszerek kevéssé alkalmasak. E tevékenységek alapjit a terepviszonyo-
kat ibrizalé térkép képezi, vagyis egyetlen képsikon kell a teret rekonstrudlhaté mdédon
ibrdzolni.Az egy képsikon torténd, s egyben jol rekonstrudlhatd, a fent vazolt céloknak
megfeleld dbrizolas a k6tds (vagy mérGszdmos) dbrdzolds.

Ennek alapja az, hogy az brizolni kivdnt alakzat pontjait egy - vizszintesnek
képzelt — képsikra (alapsikra) merdlegesen vetitjiik, és a nyert képpontok mellett (Gl-
tiintetjiik az abrézolt pontnak e siktdl valé tdvolsigdt - a pont k6tdjt (mérészdmit)
~ valamilyen mértékegységben kifejezve. (E mértékegység dltaliban a méter szokott lenni,
az alapul vett képsikot a tenger szintjének magassigiba képzeljiik; ennek megfelelden a sik
feletti pontok tavolsiga a tengerszint feletti magasségot jelenti, e magassdgot mutatd szim
pozitiv; mig e sik alatt levd pontok tivolsigdt negativ elSjellel tiintetjiik fel rajzunkon.)

Az 1.ibrin Aj azt jelenti, hogy az A pont 3 egységnyire van az alapul vett II képsik
f5l5tt, a B pont 2,5 egységre van az alapsik alatt, Co pont az alapsikban van. Az dbrdn
D és E pontokkal meghatirozott egyenes dbrazoldsit is bemutatjuk. A szemléltetd ibra
mellett a vetiileteket kdtdikkal (mérdszdmaikkal) egyiitt dbrazolva is megpajzoltuk, ahol
foltiintettiik a mértékegységnek (pl. 1 méternek) megfelelé rajzi hosszisigot is.
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A vetiileti dbribdl most mar egyértelmiien rekonstruilhaté az egyes pontok és az
dbrivolt egyones térbeli helyzete, ugyanis az A pont esetében az A3 pontban a képsikra
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allitott merdlegesre A3 ponttdl a rajzon feltiintetett hosszegységet haromszor kell a képsik-
t6l szdmitva felfelé felmérni, mig a B pont esetében a B_35 ponttdl lefelé kell a hosszegység
2, 5-szeresét a megfeleld vetitdegyenesre felrakni. Igy az A és B pont térbeli helyzetét meg-
hataroztuk. A C pont a képsikban van, azaz C = Cp; 2 D és E pontok rekonstrudldsa utan
Gsszekotd egyenesiik az dbrizolt DE egyenes rekonstrudlt helyzetét adja. ( Megjegyezziik,
hogy a kotds ibrdzoldsban a vetiileti pontok, egyenesek jeldlését a megfeleld betii és a
hozzdtar:ozd kéta feltiintetésével végezzik, a betii mellé nem tesziink vesszot.)

F cel a pont és egyenes kotds 4brazoldsat elvileg elintézettnek tekinthetnénk, azon-
ban praktikus szempontok sziikségessé teszik az elmondottak kiegészitését: Az azonos
magassigban elhelyezkedS pontok 8sszessége egy-egy sikot, d.n. szinisikot alkot. F§.
szintsikokrol beszélink akkor, ha a szintsikok kétdja egész szam, vagyis az alapsiktél
mért tivolsiguk az alapul vett mértékegység (dltalsban méter) egész szémui tobbszorsse.
Az dbrazolt alakzatok egyszeriibb rekonstrudlisa ( vagy képzeletiinkben valé folidézése)
cél,bél bdrmelyik szintsikot tekinthetjiik képsfknak.

Az abrdzolisban a nagy kiterjedésii miiszaki létesitményeket nem lehet természet-
ben’ méreteiken megadni, ezért rendszerint ezek kicsinyitett vetiileteivel dolgozunk. Hogy
tetszbleges méretii tereptdrgyak, miitdrgyak rajzi képével kényelmesen és a kivant pon-
tossdgi elGirdsoknak is eleget téve dolgozhassunk, ezen objektumok eredeti méreti képze-
letbeni vetiiletét alkalmasan valasztott méretardny szerint Jekicsinyitjiik, s rajzunkban a
kicsinyitett vetilletet szerkesztjiik meg.

Ha az eredeti méreti, képzeletbeni vetiileten egy tetszéleges szakasz hossza H, a le-
kicsinyitett vetilletben ennek megfelel§ szakasz &, akkor a kicsinyités alapjinl szolgdls "a”
ardnyszdm a kovetkezd: a = 7’.‘1 Ez azt jelenti, hogy az eredeti méretil, képzeletbeni
vetilleten levé H hosszisdgd szakasznak A = {{— hossziisagi szakasz felel meg. (Az
ardnyszamot a gyakorlatban egész szimnak vilasztjik.) Az ardnyszdm reciprok értékét
mérelardnynak nevezziik és M-mel jelélve rajzainkon M = 1 : a alakban tintetjiik fel.
A méretardny azt mutatja meg, hogy az ibrdzoldsban mért egységnyi hosszisignak az
. eredeti méretii, képzeletbeni vetiileten "3” hosszdsdgi szakasz felel meg.

Kétds dbrizoldssal késziilt rajzon, térképen 4ltaliban foltiintetik a méretaranyt és
mellette a léptéket is. A léplék az egységnyi hosszisigtnak vdlasztott szakasz (altaldban
lm vagy lkm vagy 10km) rajzi hosszdt jelenti; e szakasz mellett szammal és mértékegy-
séggel foltiintesik a neki megfeleld tényleges hosszisigot is.

Feladataink tirgyaldsa sordn szitkség szerint jegyzetiinkben is foltiintetjik a méret-
ardnyt, vagy az lm hosszegység rajzi hosszdt, azaz a léptéket.

Példaként megemlitjiik, hogy 3 = 1:200 méretardny esetén valamelyik szintsikban
ethelyezkedd 3, 5cm-es rajzi szakasznak a valdsagban 200 - 3, 5cm= 700cm= Tm felel meg,
és megforditva az dbrdzolt tereprész szintstkban levd 21m hosszi szakaszdnak a rajzon
HPLM = 10, Scm-es szakasz felel meg.

Egyenes 4brazolasa

Az l.ibrdval kapcsolatosan mondottakbél - mint mar emlitettiik — az egyenes ab-
rdzoldsdt is elvileg elintézettnek tekinthetjiik, hiszen az egyenes merbleges vetiilete ( a
vetits egyenestdl eltekintve } egyenes, és térbeli helyzete egyértelmiien meghatdrozott, ha
ismerjiik két pontjinak kétas vetiletét,

Tekintsiink egy egyenest, amelyet 435 és By g pontjai hatiroznak meg (2.4bra).
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Az egyenes vetiiletén kivill az e
gyenes mellé pirhuzamosan rajzolt
- nyll foltiintetésével az egyenes leji-
irdnydt is megadjuk, Ez a nyil, va-
gYis a lejtirany mutatja meg, hogy
az egyenesen milyen irdnyban ha-
ladva jutunk egyre kisebb kétiju
pontokhoz. Ha az dbrdzolt egye-
nesrdl és5 annak a 0. fészintsfkra 2.4bra

valé vetitésérdl szemiéltetd dbrds _

készftiink (3.4bra), akkor az A ponton 4t a vetilleitel pdrhuzamos ABegyenes és az AB
egyenes ¢ szige az AB egyenesnek a szintsikokkal bezdrt szégét, az egyenes ddlésszogéi
adja. Minthogy AB B hiromszég

derékszbgli, ezért

AB = AP’ + BB,

valamint

BE BB
tge = —= ill. € = Arctg—.
g =5 & TE gAB
Ha 2 vetiiletben adddé Az eBag té-
volsig 4cm és az dbrdzoldsndl hasz-
: nalt méretardny

M =1:250, &
250 (7] .Vuk

akkor az aldbbiak szerint kiszamit- b6
haté az AP szakasz valédi nagysiga Y
és az AB egyenes d6lésszoge is (AB A

vaiédi hossza nyilvdn 0,04 - 250m,
BT valédi hossza 1,2m.):

AB = /(0,04 250) + 1,27 3.dbra

innen AB = 10,07m valamint £ = Arctg (m—:‘?m) = 0,12 és {gy ¢ = 6,84°. Ha az egyenes
vetiiletén felvesziink egy u; pontot, amely az Azg ponttdl §,6cm !évolségra van, akkor
ennek & kotdjit is meg tudjuk hatdrozni (3.4bra), hiszen ekkor AU = 0,056 - 250m és
tge = Q-g =0,12. Ebbdl UT = 0,12- AT = 0,12 AU = 0,12-0,056-250m; UU = 1,68m,
tehit ﬁ = (3,6 + 1,68)m=>5,28m adédott az U pont kétijira. Most keressiik meg az
.egyenes 4-es f8szintsikban levd V' pontjinak vetiiletét (3.4bra)! Minthogy

vV - - VV 0,4

— =1 é = 3 E——m e = '331

Vi tge=07124s VV = 0,4m , tehidt AV we o 0,12 3,33m

aminek rajzi hossza 3&8m = 1,33cm.
‘Amennyiben az €l5bbi feladatokat gzerkesztéssel akarjuk végrehajtani, akkor ez
oly médon lehetséges, hogy az egyenes vetjtdsikjit az A ponton 4ihaladé 3,6-es kétajd
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szintsikba forgatjuk. Az AB szakasz leforgatottja annak a derékszogii hiromszﬁgneli%
lesz az dtfogdja, amelynek egyik befogéja az AseB4 s képszakasz, mdsik befogdja pedig 2
BB =1,2m-nekaz M = 1 : 250 méretardny szerint megfelels 35 m = 0,48 cm = B, g(B)’
tdvolsdg (4.dbra ). Az egyenes ¢ délésszégét igy valddi nagysdgban kapjuk meg, de a kis -

(ul tévolsigok lemérése igen pon-.

(8) -16 tatlannd teszi az Uy ponthoz

T *—'-(\ym tartozé magassdgkiildnbség -
Aze P u meghatirozdsit, s ugyanilyen’

‘(8 b » ’ ’ .

probléma adédnék az egyenes

i Vi pontjinak meghatdrozdsd-:

4.ibra ndl is. g

Ezeknél a feladatokndl a magassdgi viszonyokra alkalmasabb, példiul M = 1: 50 méret-:
ardny herzndlatdval csak az ¢ s28g torzulna, de a szakaszok hosszdnak megallapitisdndl;
felléps pontatlansdgok nagy mértékben csdkkennének : az Uy pontndl a & kéta illetve
a V4 port vetiiletének kijeldlése sokkal pontosabbd vilik. (Természetesen nem minden
feladatnal lehet a magassdgi léptéket megviltoztatni.) '

Az egyenes gradudlasa

Az abrizoldsi gyakorlatban célszerii (és ezért a k6tds dbrdzoldsban szokdsos ) arra’
t"re:+ini, hogy az egyenest egész kétajii pontjaival dbrizoljuk. Az egyenes abrizoldsinal:
i, miként lehetséges az egyenes valamely {8szintsikba esé pontjdt meghatdrozni. A~
gy=kurlathan az egyenes kettdnél tobb, egymdsutin kivetkezd fdszintsikokban elhelyezkedd
szinizontjit szokds feltiintetni: a szomszédos szintpontok egymdstdl egyenld tivolsigban:

viyeziednek el, mint a létrafokok. Ezért ezen fSszintpontoknak az egyenes vetiiletén:

valé Lijeloiését gradudldsnak mondjuk. Az egyenes f8szintpontjainak a vetiiletét az egye- |
nes «sziopontjoinak, az egymdsutdin kovetkezd osztdpontok kézétti tavolsdgot osziékdznek
wvezzitk. Az §5.ibra a g egyenes gradufldsdt szemlélteti, a g egyenest a 0. {8szintsikra :
vetitjiilk és az egyenes 0.1.2.3.4. [dszint-:
stkokkal alkotott metszéspontjainak ve- '
tiileteit a 0,1,2,3,4-es kétakkal jeldlji
{osztSpontok). A gradudlds elvégzéséhez:
tehdt egy osztopont és az osztékdz is-
merete elegends. Az osztdkoz tehat egy
olyan szakasznak a vetiilete, amelyne
végpontjai kozétt egységnyi {1 méternyi
a magassigkiilonbség az osztdkozt k-val
jeldljiik. { A gradudlist természetesen le
het mds egységre is vonatkoztatni, esze- -
rint lehet pl. 10 méterenként vagy a- -
kir 1 dm-ként ethelyezett fSszintsikokra -
vonatkozé gradudldsrél is beszélni.) Az’
dbrdzolt egyenes k osztékoze és a hozza-
5.4bra tartozd egységnyi magassigkiilonbség .

hdnyadosa nyilvin az egyenes ¢ délésszgének kotangensét adja: ctge = -’,5 =k Az
osztokoz &' rajei hosszal M = 1: e méretardnyd dbrdzolds esetén — a kordbban tdrgyaltak -
szerint ~ a k' = 5.6} tudjuk kiszdmitani, ami méterben kifejezve: &' = EEBEi méter. !
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Minthogy % méter az 1 méter rajzi hosszdt jelenti, ezért azt is mondhatjuk, hogy az ¢
d6lésszogii egyenes osztékdzének rajzi hosszdt az 1 méter rajzi hosszdnak és a dolésszog
kotangensének a szorzata adja.

A gyakorlatban az egyenes ~ és késbb a sik - térbeli helyzetét nem a ddléssziggel,
hanem annak kotangensével, a rézsivel adjik meg. Példdul, ha egy egyenes rézsiije r =
%, ez azt jelenti, hogy a 2 egységnyi vetilleti hosszhoz 3 egységnyi magassdgkiilonbség
tartozik. Bizonyos esetekben a lejtést adjdk meg a térbeli helyzet jellemzésére, amit a
d6lésszog tangense ad meg, és igy a rézsil reciproka. Beszélnek még szdzaldkos illetve
ezrelékes lejtésrél is. Egy egyenes lejtése p%-os, ha 100 m vetilleti hosszhoz p méter
magassagkiilonbség tartozik. Ugyanigy egy egyenes lejtése g ezrelékes, ha 1000 m vetiileti
hosszhoz g méter magassdgkiilsnbség tartozik.



Gyakorld példék egyenes gradudlésira

Megijegyzés: Mindegyik gyakorlé példa két részbél dll, az a, részben kidolgozva mutatjuk
be a feladatot, mig a b, részben ugyanazon példa megolddsat — més adatokkal ~ ag olvasdra
bizzuk, ‘

1. A P ponton dthalads, vetiiletével é&s lejtirdnydval adott o délésszoglt egyenesen
Jeldljik ki a P pont alatt és felett levd egész koordinitijd pontokat! (6.4bra )

a, Kiinduldst adatok: b, Kiinduldsi adatok:
Psg a=8 M=1:500 Ppsg a=12° M =1:200

Mivel ctg8° = 7,1 ezért b = 7,1m &
K = 43 = 1,4%m. A 15-3s osztSpont
kijeldléséhez: 0,4 -4 = 0,57 cm. Fazutdn
mér ¥-vel gradudlhatunk.

6.4bra

2. Szdmitsuk ki a p%-os emelkedésfi egyenes dolésszlgét és osztdkdzének rajal hasszds, ;
haM=1:q

&, Kiinduldsi adatok: b, Kiinduldsi adatok:
p=8% a=3600 p=12% a=2500

Mivel ctg e = X0 = 12,5 ezért ¢ = 4,57°
és k=12,5m. Igy ¥ = 28 = 0, 347cm,

d. Adott az egyenes képe, lejtirdnya, P pontja és r rézsiije. Gradudljuk az egyenest,
ha M =1.al (7.4bra)



a, Kiinduldst adatok: b, Kiinduldsi adatok:
Piso r=3:4 a=500 Prog r=3:2 a=900

Mivel ‘tgr = 3 = 0,75 ezért & = 0,75
he K = Idem=0,15cn.  Mivel az 1
méterenkénti gradudlisra kapott osztékoz
tilsAgraan kicsinek adddott, ezért célazerdi

z g+ indlist 10m-enként elvégeani.

T.4bra

Adott az egyenes képe P és Q pontjaival, Szerkeesziik meg az egyenes | méterenkénti
sradudlisit és jeliljik ki a lejtirdnyt! (8.4bra)

8.ibra



~ Sik 4dbrazolésa. Illeszkedési feladatok.

A sik dbrdzoldsa a kétds dbrdzoldsban is — miként a tGbbi dbrézoldsi eljardsban
- meghatdrozé adatainak dbrézolisdval tdrténik. Minthogy a szintsikokban lev alakza-
tok valédi méreteiben latszanak az dbrdzoldsban, a vetitSsikok pedig egy-egy egyenesnek
litszanak a képsikon (alapsikon), ezért nyilvén elegendd azon sikok ibrézoldsdval foglal-
kozni, amelyeknek a képsikkal alkotott ¢ szégik 0 < € < §; ezt a hajldssziget a sik
délésszégének mondjuk.

A szintsikok - {gy a {Bszintsikok is ~ az 4brdzolandé sikot egymdssal pe'.rhuzamos
egyenesekben, a sik szintvonalaiban metszik, A sikokat a.lta.laban a foszintsikokba es
szmtvona.la.wa.l dbrazoljuk (9 dbra).

9.ibra

-'(Nyilvé.n a sik meghatdrozasihoz két kétdzott szintvonal megrajzoldsa mar elegendd.)
A sik esésvonalai ~ miként a Monge-féle dbrizoldsnal mir megismertiik — a sik szint-
vonalaira (févonalaira) merélegesek, és ez a merdlegesség a vetiiletben is megmarad. A
kétds dbrdzolisban egy siknak az esésvonalit kettozdtt vonallal és a lejtirinynak meg-
feleld nyilfejjel szokds megadni. (A sik esésvonalit a sik szintvonalai gradudljsk.) A
stk megaddsa tehdt lehetséges csupdn egyetlen — gradudlt - esésvonaldnak megaddsdval.
A térgeometriai el8ismereteinkbd! evidens, hogy a sik délésszige egyenld esésvonalinak
ddlésszdgével. Ezen megjegyzés alapjin beszélhetiink egy sik rézsiijérdl, amely megegye-
zik az esésvonal rézsiijével. Hasonldan haszndlhatjuk az osztékdzt és annak képi hosszat
a sik dbrdzoldsdndl is. A 10.4brdn bemutatjuk, hogy a sik esésvonalainak és a rajzi 1épték
ismeretében hogyan lehet az esésvonalon ithaladé vetitdsiknak valamelyik szintsikba for-
gatdsdval a sik dolésszdgét meghatdrozni.

A térelemek kdlesinds helyzetének megdllapitdsat a kdtds dbrizolisban megkonnym
az a koriilmény, hogy az egyeneseket és a sikokat ill. azok esésvonalait gradudlt képiikkel
adjuk meg,.

Pont és egyenes illeszkedése: Annak eldéntése, hogy egy pont egy egyenesen rajia
van-e vagy sem, mar lényegdben az egyenes gradudldsival kapcsolatosan mondottakbdl
kizvetieniil adddik,

Pont illetve egyenes és aik illeszkedése: Egy pont nyilvanvaléan pontosan akkor van
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egy sikon, ha a képén ithaladé szintvonal kétdja megegyezik a pont kétdjival.

10.4bra

Ez bizonyos esetekben, példiul fGszintsikokban levd pontok esetén konmyen elddnthetd
(11.4bra): Példdul az Asg pont nyilvdn a sikon van, de a Bgp pont ninces az dbrazolt sikon.
' Annak érdekiben, hogy a Psg g pontrél pontosan megtudjuk dllapitani a sikhoz viszonyitott
kélesonds helyzetét, meg kell szerkeszteni a sik 56, 8-es szintvopaldt (isd. 11.ibra).

1l.abra » ) 12.4bra
Minthogy az 56,8-es szintvonal nem megy 4t a P ponton, ezért a pont nem lehet a
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sfkon. Az abrin feltiintetett Qg4 pont nyilvinvaléan nem lehet a sk pentja. minthogy
képe az 56-0s &8 57-es szintvonalak kizé esik.

Egy egyenes akkor és csakis akkor lehet az dbrazolt sikban, ha gradudlt képén levd
azonos kétdjd szintpontokban taldtkoznak a sik megfeleld szintvonalai az egyenes képével.
A 12.ibrén 4brazolt sikban van az e egyewes, mig az [ és g egyenesek nincsenek e sikban.

Két egyenes kolcsonés helyzete: Két egyenesrdl konnyen megdllapithato, hogy egy
sikban vannak-e. Két egyenes pontosan akkor egysiki, ha az azonos kétdjd pontjai-
kat Osszekotd egyenesek egymdssal pirhuzamosak, ezek a két egyenes sikjinak szintvo-
nalai: Ha ezen egyenesek képei metszik egymdst, akkor ez a két egyenes is melszddd,
a metszéspont képébdl az egyenes gradudlisindl ismertetett modon hatdrvzzuk meg a
metszéspont kotajit. Ha a két egyenes képe parhuzamos, akkor a két térbeli egyenes
is pirhuzamos; ezt masképpen megfogalmazva azt mondhatjuk, hogy két egyenss akkor
pirhuzamos egymassal, ha képeik parhuzamosak, lejtirdnyuk megegyezik és ositikdzeik
egyenldek. A 13.ibrdn a és b egyenesek nyilvin parhuzamosak, de ¢ és d egyenesrk nem
pirhuzamosak annak ellenére, hogy képeik pirhuzamosak és lejtirinyuk is megegyezik.

Mint ismeretes, ha két egyenesnek nincs kzos sikja, akkor e két egyenes kitérd hely-
zetéi. Ennck megallapitdsa az imént mondottaknak egyszerii folyomdnya. Két kitérd egye-
nes azonos két#ji pontjait Gsszekdtd egyenesek a két egyenesnek a képsikal parhuzamos
k5255 metszdi {transzverzélisai), amelyek egy nevezetes feliletet — egy u.n. hiperbolikus
paraboloidot vagy nyeregfeliiletet — hatdroznak meg (14.abra). (A hiperbolikus parabo-
loid feliiletre vonatkozéan I. Strommer Gyula: Abrizolé geometria c. tankdnyve 337.-
338., 483-489.0ld. és 375. 545-548.0ld., vagy Strommer Gyula: Geometria c. tankényve
309,632,640,645.0ld.)

13.abra 14.abra




Metszési alapszerkesztések.

1. Két sik metszésvonaldinak megszerkesztése:

Két dltaldnos helyzetil sik két kdzGs pontjit megkapjuk, ha meghatdrozzuk két kilonbdzé
szintben levd szintvonalaik metszéspontjdt. Minthogy egyazon szintben levd szintvonalak
képi metszéspontja a két szintvonal k526s pontjinak a képe, ezért a két stk metszésvonalin
helyezkednek €l az azonos k6td]d szintvonalak metszéspontjai {(15.4bra). Ha a két sik
egyenls d6lésszdgli, akkor az esésvonalak osztékdzei egyenldk,

15.4bra 16.4bra

kivetkezdsképpen a metszésvonal képe felezi a szintvonalak képe dltal bezdrt szdget
(16.dbra). A képsikkal pdrhuzamos szintsikok ill. a képsikra meréleges vetitdsikok esetével
nem foglalkozunk, mivel e sikokkal kapcsolatos metszGdési kérdések trividlisan egyszeriiek.

2. Sfk éa egyenes metszéspontjinak szerkesztése:

1T.4bra

Egy adott siknak egy adott egyenessel alkotott metszéspontjit — a térgeometriai
seavhesztéseknél tirgyalt médon - dgy szerkesztjik meg, hogy ac egyenesre olyan alkal-
mas (de geometriai szempontbdél tetenileses) slkot fektetdink, amelynek az adott sikkal
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alkotott metszésvonalit meg tudjuk szerkeszteni (lisd 17.4bra). Az m metszésvonal az
adott egyenest a keresett metszéspontban metszi, Péld4nkban az adott sik esésvonaldval
van meghatdrozva, az adott ¢ egyenest pedig gradudlt képével adtuk meg. A g egyenes
8-as és 3-as kotdji pontjain 4t hdzott pirhuzamosok a g egyenesre fektetett sik ilyen
kétaji szintvonalai. Ha az adott sik 8-as és 3-as kétdjd szintvonalai ismertek, akkor
2z elGz0 alapszerkesztés szerint adddik az M metszéspontot kijeldld m metszésvonal. A
metszéspont kotdjit az egyenes graduildsival kapcesolatosan mondottak szerint hatdrozzuk
meg,

Parhuzamos térelemek

Két egyenes pirhuzamossdgirdl mdr széltunk Xordbban, amikor két egyenes kdlesé-
nds helyzetét és ennek dbrdzoldsbeli feltételeit vizsgdltuk.

Két pdrhuzamos sikot a szintsikok pirhuzamos és egymdstsl egyenld tdvolsdgd
szintvonalakban metszik, kivetkezésképpen a pirhuzamos sikok esésvonalai is pairhuzameo-
sak, tovibbd azonos lejtirdnyi és egyenl rézsiijii egyenesek. Ezzel tehdt megkaptuk sikok
parhuzamossiginak rajzi feltételét, .

Egyenes é3 sik pirhuzamossdganak a térgeometridbdl ismert feltétele szerint egy
egyenes akkor pirhuzamos egy sikkal, ha van a sikban a tekintett egyenessel pirhuzamos
egyenes. A rajzi feltételek dttekintése céljdbdl oldjuk meg a kévetkezd feladatot: Adott
egy sik esésvonaldval és a Pyg pont kotds képén 4t megrajzolt g egyenes. Gradudljuk ezt
az egyenest gy, hogy az adott sikkal pirhuzamos legyen (18.3bra). '

18.4bra

Hizzunk a g-vel pirhuzamos tetszoleges egyenest, amely metszi a sik szintvonalait.
Kénnyen lithaté, hogy két egymdsutdni szintvonallal alkotott metszéspontok tdvolsiga
a g egyenes gradudldsdhoz sziikséges k' képi osztékdz hosszdt adja meg. E tdvolsdggal
gradudlbatjuk a g egyenest és kijeldljiik a lejtirdnyt.
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Gyakorld példak az illeszkedési és metszési feladatokra.-

1. Adottak az a és b kitérd helyzetd egyenesek, és mindkettén kivil levé P pont. Szer-
kessziik meg az a €3 b egyeneseket metszd, P ponton dthaladd egyenest (transz- -
verzdlist)! {19.4bra})

a, b;

19.4bra

A Py pontot a b egyenes 3-as koétdji pontjival Ssszekdtd egyenes a P pont és a b
egyenes dltal meghatdrozott sik egy szintvonala, ezzel pdrhuzamos szintvonalat a b
egyenes 4-es pontjan &t rajzoltuk meg. Ezutdn az a egyenesre fektetett tetszdleges sik
3-as és 4-es szintvonalit megrajzolva mdr kénnyen adddik a két stk metszésvonala,
amely az a egyenest az A pontban metszi. Az AP egyenes a keresett transzverzilis,
amelyet a P pont és a b egyenes dltal meghatirozott sik gradudl {2-es szintpont).
(A b, feladatot a mutatott gondolatmenet szerint szerkeszthetjiik meg.)

2. Adottak az a,b,¢ pdronként kitéré egyenesek. Szerkesszik meg az a és b egyenesek
c-vel pdrhuzamos transzverzdlisdt. (20.ibra)

Az a egyenes 4-es pontjin keresztiill megrajzoljuk a ¢ egyenessel pirhuzamos egyenes
gradusit képét, tovabbd meghiizzuk e két metsz8 egyenes dltal meghatirozott sik
1-es és 2-es szintvonaldt. A b egyenesre fektetett tetsz8leges sik 1-es 45 2-es szintvo-
‘nalait megrajzolva kizvetleniil adédik e két sfk metszésvonala, amely a b egyenesbél
kijel6li a keresett transzverzdlis B pontidt. B ponton 4t a transzverzilis irdnydval
pirhuzamosat hizunk, amely az a egyenest 4 pontban metszi. Az AR transzverzalist
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2 feladatban els8ként meghatdrozott sik graduilja. (A b, feladat megoldésa is a fenti
gondolatmenet szerint megy.)

8 ‘ 2,

A
/ 3
&
a 5
20.4bra

Méretes alapszerkesztések

1. Szakass hosszanak megszerkesztése. Adott hosszisdgl szakas. [ lmérése
adott egyenesre,

Ha adott egy gradudlt egyenesen egy szakasz, és ismerjiik az dbrdzolisban az egység-
nyi szakasz (méter) rajzi hosszdt, azaz a léptéket, akkor az egyenesen athulado vetitdsikot
birmelyik szintsikba be lehet forgatni. Ehhez csupan az egyenesen levé tetszileges pont
és a tekintett szintsik magassigkiilonbségét kell meghatirozni a megadot lépték isme-
retében. Legyen példiul az egyenes J-as d-es,... kétdji pontjaival gradudlva és az egyenes
képén az A és B pontok képe ismert (21.4bra). A 3-as fGszintsikba forgatjuk az egyenes
vetitdsikjit, akkor az 5-Gs szintben levd pont 65 a 3-as kétdji pont magassagkiilénbsége 2
egység, amit az 5-8s kétijd pontban az egyenes képére illitott merdlegesce felmérve az (5)
leforgatott pontot kapjuk, mig 3=(3). A (3)(5) egyenes az adott egyenes leforgatottja a
3-as szintsikba. Az 4 és B pontokban 2 képegyenesre merdleges egyenesek az (A) és (B)
pontokban metszik a leforgatott egyenest, amelyen minden szakasz, igy 3z AP szakasz is
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valédi méretében l4tszik.

L fm
21.4bra 22.3bra
Az 4brdrdl az is kénnyen leolvashatd, hogy ha torténetesen az A pont és az AD szakasz
valédi hossza lett volna megadva, akkor a B képpont az égyenesnek a 3-as szintsikba
forgatdsa utin az iménti eljirds megford{tdsdval adédnék.

2, Sik és egyenes merdlegessége.

Ez a szerkessztés is két szerkesztést foglal Gesze: Az egyik feladatban adott sikra
adott ponton dthaladé merdleges egyenest kell szerkeszteni, mig a mdsik feladatban adots
egyenesre kell adott ponton 4thaladé meréleges sikot dllftani. Egyenes és sik merdlegességé-
re kimondott feltételbdl azonban konnyen ldthatd, hogy - kordbban megjstmert gradudlasi
ismereteink birtokdban — a két feladat tdrgyalisa valéban 8sszevonhatd.

Be fogiuk ldtni, hogy egy sik é3 egy egyenes pontosan akkor megtileges, ha az egyenes
képe merdleges a sik szintvonalaira, a sfk esésvonalénak osztékite és a merdleges egyenes
osztdkbze egymds reciprok értéke, a sik esésvonalinak lejtirinya ellentétes a merdleges
egyenes lejtirdnydval.

A merdleges vetités tulajdonsigaibdl kévetkezik, hogy a sfkra mertleges m egyenes
képe a sik minden képsikkal pirhuzamos egyenesének képére (szintvonalakra) merGlegem
{22.4bra). Tekintsiik a sikra meroleges egyenes vet{t&sfkjit; ez a sikbdl egy esésvonalas
metsz ki. Meggondoldsainkban az &ltaldnossdg megszoritisa nélkill feltehetjik, hogy a
sikra merdleges egyenes a sikot valamelyik, pl. a 4-es {Sszintsikban levd szintvonal egy
pontjdban metszi. Forgassuk a 3-as foszintsikba a lépték Ismeretében a széban forgd
vetftdsfkot (23.4bra}. A merllegesség miatt az e esésvonal (¢} leforgatottja és (m) a (4)
pontban merdlegesen metszik egymadst, tovibba az esésvonal 3-as k6tdji E pontja helyben
marad, valamint az {m) az ¢ egyenest szintén a helybenmarad$ 3-as kétdji M pontban
metszi. Az E(4)M derékszdgii hiromszogben az 4tfogdt & & K szakaszokra bontja az
egységryl magassdg,téhdt a derékszogli hiromszGgekre fenndlld, mértani kézéppel kap.
csolatos Gsszefiiggés szerint k- & = 1 azaz &' = L. A lejtirdayra vonatkozd dllitds a 23.4bra
alapjin mdr evidens. Ezzel dllitdsunkat igazoltuk, &3 ennek alapjdn a merdlegességgel
kapcsolatos mindkét alapfeladatot szerkesatéssel is meg tudjuk oldan).
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23.dbra

3, Sik leforgatdsa és visszaforgatdsa.

Siknak valamelyik szintsikba forgatisat veiftSsikok esetén kénnyen el tudtuk végezni
korabbi feladatainkban. Most iltalénos helyzetii siknak képsikkal pirhuzamos helyzetbe
forgatasival fogialkozurnik, ha ismerjiik a sik szintvonalait és a rajzi léptéket.

Legyen adva egy sik szintvonalaival és esésvonalival (24.dbra). Az &brézolt sikot
barmelyik szintvonala kériil a képsikkal parhuzamos helyzetbe lehet forgatni. Példdnkban
a 2-es [szintsikba forgatjuk le a sikot. Minthogy minden pont a leforgatishan a 2-es
szintvonalra merdleges sikban fordul el, ezért egy pont képét és forgatottjit dsszekétd
egyenes a szintvonalakra merdleges, tovibbi a szintvonalak leforgatottjai is egymassal
péarhuzamos, egyenld tivolsdgi egyenesek. Az esésvonal 3-as pontja nyilvin egy egységgel
van a 2-es szint felett, igy az dbrin a 2;3 oldalra az 1 m-es tdvolsdg képi hosszéval szer-
kesztett derékszGgil hdromszdg (szaggatott vonallal megrajzolt) &tfogéja a 2-es és J-as
szintvonalak térbeli tivolsigit adja. Ennek ismeretében a 3-as, 4-es szintvonalak leforga-
tottjai is megrajzolhaték. A kép és a leforgatott kozotti kapesolat itt is merdleges affinitas,
tehdt egy egyenes képe és leforgatottja egymast a forgistengelyen metszi. E merdleges af-
finitds segitségével szerkesztettiik meg a leforgatottbas megrajzolt (A)(B)(C) szabdlyos
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haromszdg képét (visszaforgatott]at).
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24.4bra

A metszési &s a méretes alapszerkesztésekbdl kivetkezik, hogy a kotds abrizolasi
médszerben is mindazon feladatok megfogalmazhatdk és megoldhatdk, amelyek a Monge-
féle kétképsikos abrizoldsban megoldhatok. A tovabbiakban egy megjegyzés utdn néhdny
méretes viszonyokkal kapcsolatos feladat megolddsdt fogjuk bemutatni.

Két egyenes merdlegességére vonatkozéan abban a specialis esetben lattunk krité-
riumot, amiddn a két egyenes azonos vetitdsikban van. Mint lattuk, két ilyen merdleges
egyenes az dltalifos helyzetii stkra merGleges egyenes és a sik esésvonala (1.23.dbra). Meg-
jegyezziik, hogy ennél dltalinosabb Gsszefiggés is megdllapithaté a merdleges egyenesek
osztokozei kézott, amely specidlis esetként a fentiekben emlitett merdlegességi kritériumot
automatikusan kiadja. Nyilvin elég két metszd egyenesre belitni az Osszefiggést, sGt
az sem jelenti az 4ltaldnosség megszoritdsdt, ha feltételezziik, hogy a két egyenes egy
fészintsikban, pl. az 1-es fGszintsfkban metszi egymdst. Legyen az a és b egyenesek kbzds
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pontja £, a képsikot pedig A ill. B pontokban messék (25.4bra). Ekkor az AE; =k, és
BE; = ks éppen az a ill. b egyenesek osztSkdzeit adjik a képsikon. Az ABE derekszogu
hdromsezdgben nyilvdn

AB' = AE? 4+ BE?

illetve a merdleges vetftés miatt
AR =&3 + 1illetve BE? = £} + 1.
Az ABE; hiromszdgre felirva a koszinusz tételt
AB? = k2 4+ k] — 2k, - ky - cosg,

ghol ¢ az a é3 b egyenesek vetilletben adéds hajlésszogének kiegészitoszige. A ma.scdlk
Oeszefiiggeat  elsdbe beirva az elobbi Gsszefliggés alapjin kapjuk, hogy

B2+ 14 k] 41 =82+ k3 = 2k, - ky - cosg

2k
[32141] 1

kﬂ.kb::_cosé

d dik.

25.4bra

Tehdt két egyenes pontosan pkkor merdleges egymdsra, ha osztdkdzeik szorzata
egyenld a képelk dltal-bezdrt sufig kiegészitd szdgéhes tartozd koszinuszérték negativ re-
¢iprokdval.
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Példdk egyszer méretes feladatok megolddséra

1. Pont és sik tdvolsdginak megszerkeaztése:

Szerkesszik meg a Py poninak az Ag, Bs, Cv1 pontok dltal meghatdrozott siktsl vals
tdvolsdgdt (26.dbra)!

El6sz0r a BsC'. egyenes 3-as szintben fekv} pontjét hatirozzuk meg, hogy az ABC
sik szintvonalait meg tudjuk rajzolni,

Bj‘
3 — i
AN VAV Ry 10
,.(' l
G AN
K ‘
, 3 z y
1 Fe
im
B A
26.8hra

Ezutdn P pontb¢l merdleges egyenest szerkesztiink a stkra, majd meghatirozzuk a
sfkkal alkotoft M metszéspontiit. Végil a Py M szakasz hosszdt szerkesztjlik meg
azdltal, hogy a merbleges vet(tfsfkjit a 3-as szintsikba forgatjuk:(P)(M ).

2. Pont és egyenes tdvalsiginak megszerkesztéser Srerkessztk meg a Py pont és
a gradudlt képével adott g egyenes tdvolsdgdt (27.dbra)!

a



Megezerkesztjiik a P; pont
é3 a g egyenes 3ltal meg-ﬁ
hatdrozott sik szintvonalait,
majd a sfkot egyik szintvo-:
nala kériil ( az dbrdn a 4-
e8 szintvonal koril) annak
foszintsikjiba forgatjuk. A
leforgatott helyzetben leol- -
vashaté a P pont és a g egye-
nes t tivolsdga. "

3. Egyenes éa sik hajlisszdgének megszerkesziése:

Szerkesszitk meg a gradudlt képével adott e egyenes és esésvonaldval adoit o sil.
hajldssz6gét (£8.dbra)!

Térgeometriai ismere-
teinkbdl tudjuk, hogy
egy sik és egy egyenes
hajlisszogének potszc- :
gével egyenld az egye-
nes és a sik normalisa
altal bezirt szdg. En-
nek megfelelden az e -
egyenes J-as magassd- |
gl pontjin dthaladd és-
az a sikra merdleges m
normdlis gradudlt ké-
pét szerkesztjiik meg,
Az m és e egyenes sik-
jit a 2-es szintvonala
koril képsikkal parhu-
zamos helyzetbe for-
gatjuk. :
A leforgatisban az (e) |
é3 (m) hajlisszégének -
p6tszdgét megsze:- ;
kesztve adddik 3z «

sik és e egyenes ¢ haj-
ldsszige. |

28.4bra



Megjegyzés: E feladatban 8z adott o sikra merdleges sikot is meghatdroztunk,
hiszen az e egyenes & az m normalis sfkja az a sikra mardleges, minthogy tartalmax
olyan egyenest (m-et), amely merdleges az a sikra.

. Két sik hajlasszdgének megszerkesstése:
Adott esésvonalaival az a és B sik. Szerkesanik meg a két sik hajldsszdgét (29.dbra).

A térgeometridhol ie-
meretes, hogy két sik

hajlisszogét megadja gy 2
N 2 /
(a tér tetszOleges pont- =
oz s 5 LB V4 -
jan 4thaladé) normali- ¢ o '
. s " / )
saik hajlisszoge. 2 ‘ X
Az abrin felvessziik & N A t

Ps ponton 4t eldszdr 23
o sikra (n; normalis)

P pontot, majd me- é’f - 11 , 4.
rblegest szerkesztiink & f \\ V‘( |

azutdn a B sikre {nn2

normélis). J_// .I a
A két normalis dltal 0 ’
meghatarozott stk 4- | 3 n k
as sgintvonala koril a (n } . 7 / i‘
normaélisok sikjdt kép- » lf \ 5

sikkal parhuzamos he-
lyzetbe forgatjuk: )
(P); az (n1) & (nn1) im

hajlisszége ¢ az o &3
a 0 sikok hajlisssdast
adja. 29.4bra

. g

 Adott sikban adott rézslijii (lejtésii) egyenes szerkesziése:

Az a sikot esésvonaldval adjuk meg, a sik 5-03 szintvonaldn vesszuk fel a P poniot.
A sikban r = 3 : 2 rézsiijd egyenest kell megszerkesztenink ¢ P ponton keresztil, ha
adott az Im rojsi hossza (30.dbra).

A lépték ismeretében megszerkesztjiik az r = 3 : 2 risiijii egyenes ¢ dolésszdgét, s
ennck alapjén az ilyen egyenes £ osztokeoct. A Py pont kérill k sugdrral rajzolt
kir a d-es szintvonalat két pontban miisz. B pontokat a Ps ponttel dsszekStve
az adott a sik keresett egyemeseikez jutuck = yilvanvald, hogy a sikra illeszkedd
legnagyobb ddlésszdgil egyonas 22 it 1o i sibeli egyenes doléssziize ennel
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mindig klzebb.

30.4bra

6. Adoti egyenesre eldirt rézsiijfl stk foktetése:

Adott o § egyen¢s gradudlt képével, az 1m rajzi hossza, tovdbbd azn= % rérsderték.
Szerkesszdk meg azokat pzr = § rézsdji sikokat, amelyek tartalmazzdk o g egyenest
(31.dbta) !

31.48bra
24



Azr = § ismeretében megszerkesztjik a kerese:t sikok ¢ d8lésszdgét. Egy ponton,
pl. az egyenes 5-08 magassdgii pontjdn 4thaladi ¢ d5lésszbgii sikok olyan forgdskip
érintdsikjai, amelynek tengelye vet{tdegyenes & élnyildsszige az ¢ pétszige (90° —¢).
E kipnak a foszintsikban levd szintkdrei koncentrikus kérok, amelyeknek sugara
szintenként k-val viltozik, ahol k a keresett =fk esésvonalinak osztékdze. Az 4brin
az 5-06s pont koriil hirom szintkdrt rajzoltunk meg, a legnagyobbik tehdt a 2.es
fészintsikban van. Az egyenes 2-es pontjibdl e korkoz érintdt hitzva a keresett sik
2-es szintvonaldt kapjuk meg. Nyilvinvalb, hogy a keresett sfk esésvonala az a
kiipalkotd, amely mentén a stk a kdpot érinti. A feladatnak 4ltaliban két megoldi-a

van,
. Adott ponton dthaladd, adott egyenest metsz8, adott rézsiijii egyenes
szerkesztése:

Legyen az adott pont Ps, a keresett egyenes rézsiije r = %, és az adott g egyenesnek
ismerjiik a gradudlt képét (32.4bra).

32.4bra

Az lm rajzi hosszdnak ismeretében meghatdrozzuk az r = % rézsiijl egyenesek ¢
dolésszOgét és k osztékdzét. Ilyen ddlésszogii Ps ponton 4thaladd egyenesek egy
forgiskip alkotdi, amelynek szintkdrei Py koriili koncentrikus kérdk, amelyeknek su-
garai szintenként k-val vdltoznak. Az dbrén megrajzoltuk a kip szintkoreit egészen a
0-4s szintig. A g egyenesnek és a kipnak a metszéspontjai jellik ki a Ps-b6! kiindulé
keresett kiipalkotékat. E metszéspontokat dgy keressiik meg, hogy a g egyenes 5-Gs
pontjit a Py penttal G93zekitd egyenes a g egyenes és a Py pont 4ltal meghatdcozott
sk 5-Os szintvonala; amellyel a g egyenes (-is pontjin pirhuzamosat hizvs a 0-ds
szintvonal adédik, amely a 0-ds szintkGrt két pontban metszl. E pontdkat a kip
cafesdval Gsszekdtve & keresett kipalkotdkat kapjus amelyak a g sgyenest a képpal
atkotott metszéspontjalban metszik, ’
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Topografikus feliletek és azok konstruktiv kezelése.

Topografikus feliletek a szintvonalas térképeken dbrdzolt terepfeliiletek, amelyeknek
a domborzati viszonyait a f6szintsikokban elhelyezkedd szintvonalaival jellemzik. A szint-
vonalak kéz6tti terepfelilletet becsléssel egészitjik ki, azt feltételezve, !10“gy ezek a sdvok
torés nélkili sima, folytonos girbe feliletek. Tehit a topografikus feliletek geometriai
szempontbdl csak kézelitik a valdsigos feliiletet, de ez a kozelités a gyakorlat szdmdra
elegendd lehet. '

Térgorbe kétds dbrizoldsa:

Egy térgdrbét oly médon tudunk ibrézolni, hogy megrajzoljuk a gorbe meréleges
vetiiletét, és megjeldljiik valamint bekétdzzuk a gorbének a fGszintsikokban levé pontjait.
A 33. dbra egy térgorbe kétds vetiiletét mutatja be.

33.4bra

Topografikus felilletek dbrazoldsa:

A topografikus feliiletek szinfvonalai természetesen a képsikkal parhuzamos szintsi-
kokban levé sikgorbék, igy minden pontjuk ugyanazzal a kétival jellemezliets. A szint-
vonalakat merélegesen metsz6 gorbék a topografikus feliletek esésvonalai, amelveknek a
képe is merdlegesen metszi a szintvonalak képét. A feliilet esésvonalai mar térgdrbeék,
amelyeknek kotdzdsit a szintvonalakkal alkotott metszéspontjaik adjik meg.

- Szintvonalaival adott feliillet esésvonalainak megszerkesztése:

A 34.dbrén egy feliilet néhdny szintvonaldt dbrazoltuk, és feltiintettiik a 30-as szint-
vonal V.Y Y,Z pontjaibs] kiinduld esésvonalakat. Egy esésvonal, pl. az X pontbdl
kiindul6 esésvonal szerkesztése azon megfontolds alapjin tértént, hogy e pontbdl a 20-
as szintvonal pontjaihoz kiilénboz6 hosszisagii utakon juthatunk el; minthogy azonban
ezen utak két végpontja koz0iti magassigkiilénbség ugyanannyi (azaz 10 egység), ezért a
rovidebb it a vetiiletben is révidebbnek adédik. Az esésvonal nyilvénvaléan a legrévidebb
Gt lesz az X pontbdl a 20-as szintvonalhoz, ennek lesz a vetiilete is a legkisebb. Megszer-
kesztését dgy végezzitk, hogy az X pont kériil a 20-as szintvonalat két pontban metszé
korivet rajzolunk. E koriv sugarénak megvilasztdsinil arra is figyelemmel kell lenniink,
hogy a két metszéspont elég kozel keriiljon egymdshoz, miiltal a 20-as szintvonal egy
kis ivét metszi ki. Ennek a kimetszet ivnek az X, felezési pontja van az X kiinduldsi
ponthoz legkozelebb. Az Xop-bél kiindulva a 10-es szintvonalnak Xso-hoz legkozelebbi
X0 pontjit hasonlé médon szerkesztjiik meg, majd ezutan Xyo-bél az Xp-t. Ha a kapott
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X, X20, X160, Xo - .. pontokat folytonos gérbevonallal dsszekétjik, olyan gérbevonalhioz ju-
tunk, amely az egymds utdn kovetkezd szintvonalakat a vetilletben is és a térben is
merdlegesen metszi, vagyls a nyert térgdrbe a feliflet egy esésvonala. A 34.dbra a tovdbhi
hérom esésvonal megszerkesztését is bemutatja.

34.abra

Miként e példa is mutatja, topografikus feliletek konstruktiv kezelésénél a legtdbbszér
ilyen vagy ehhez hasonld kozelits szerkesztésekkel tudjuk feladatainkat megoldani.

Topografikus feliileten dllandd lejtésii vonalak szerkesztése:

A 35.ibrdn egy feliletdarabot adtunk meg hirom szintvonaldval és az lm rajzi
hosszaval (a léptékkel). A felilleten az X pontbél kiinduls, r = 2 lejtésii gorbét akarunk
szerkeszteni. A 1épték ismeretében megszerkesztjiik az r = % lejtésit egyenes ¢ dblésszdgét
és k oszt6kézét. Ezutdn az X pont koriil a k sugdrral rajzolt kdr az 1-es szintvonalat
Y és Z pontokban metszi. Az XY ill. XZ felilleti gorbe kdzelittleg a megadott lejtésii
felileti vonalat adja. Az eljirdst folytatva ¥ és Z pontokbél kiinduld két—két gorbe adédik,

L

27




amelyek korill a gyakorlat dltal megszabott feltételek alapjin vilaszthaté ki, hogy melylk
gorbét kell az X poutbdl indulé gérbe folytatdsdnak tekinteni.

35.4bra




Térgorbére illeszkedd, adott régsiiji felilet szintvonalainak meghatdro-
zasa:
A 36.dbrdn megadtuk a g
térgorbe kotdzott vetiletét.
Eite a gorbére illeszkedd,
adott rézsiijii feliletet aka-
ruink megszerkeszteni szint- ¢\
vonalainak megaddsival. >
Nyilvdnvald, hogy a kere- n >
sett feliilet olyan doléskipok
kozos érintéfelilete, ame- i g
lyeknek csticsal a térgorbe
pontjai és a kipok IBszint- 4
sfkokban lev$ szintkdreinek Y % A&
sugarai a felillet rézsijének  \ \ MR : A
megfeleld osztékdzzel viltoz- - ‘
nak szintenként. E rézsiiér-
téknek megleleld sugdrral RN
(amelynck szerkesztéséhez
sziikség volna a léptékre, az-
sz lm rajzi hosszdnak meg: ANY
addsdra, de e rutinfeladatté] i \
most eltekinthetiink) rajzol-
tuk meg a g gorbe 1-es pont-
ja koril a D-as szintkort,
a 2-es pont koril az J-es
szintkort, majd kétszeres su-
garral a 0-ds szintkort és
fgy tovdbb a 3-as, d-es, §-
s pontokhoz tartozd rézsil-
kdpokat. 0

36.4bra
A feliilet 0-ds, 1-es, 2-es, ... szintvonalalt az azonos szintekben élhelyezkedd szint-
x6rok burkolégdrbéi adjik, mig a feliilet esésvonalal a megfeleld kipokon adédé érintési
alkotdk lesznek.
Topografikus felilet sikmetszetének a szerkesziése

g, dltaldnos sikial

b, vetitdsikkal (szelvény szerkesziése)

A 37.3brén megadiuk egy felilet szintvonalait, tovdbba egy o dltalinos helyzetfi
sikot esésvonaldnak graduilt képével, valamint egy B vetitdsikot, és foltiintettik az 1m
rajzi hosszat. A feliletnek és az o siknak a metszésvonaldbdl meghatdroztuk az azonos
szintben leve szintvonalak metsz8désénél adédé pontokat, a gorbe menetét ezek alapjdn
csak kdzelltBleg tudjuk megrajzolni. A metszetgdrbe valédi alakjit az o stknak képsikkal
parhuzamos helyzethe forgatdsdval hatdrozzuk meg (az 4brdn o felileten adddé metszet

leforgatoltjdt bevonalkdzdssal emelfiik ki),
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aktiv mérnokként is hasznalni lehet. Egyetemi tanulmanyai alatt valdszindleg kilonbozé
szinvonal jegyzetekkel tatdlkozott eddig, és fog talalkozni ezutdn, Kérjdk, hogy ennek a
kérddivnek a kitditésével segilse alabbi torekvéseinket:

- ennek a jegyzetnek a kovetkez§ kiaddséban kevesebb sajtéhiba iegyen és indokolt

esetben késziiljon el az atdolgozott kiadasa,
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