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VEKTORALGE-BRA

Vektorok Usszeaddsa, kivondsa; gzorzds gzdumal; koordindtdk;

linedris fliggetlenaég

Usszefoglalds. Egy & i-szoroga, a Aa,olyan vektor, amely-
nek hoseza [A||a|, irdnya egyezik a irdnydval, ha 1> 0, ellen-
fétes, ha A<0, (Jeldlések: al = Aa, = %g .

A vektorok Yollinedrisak, ha van olyan egyenes, amellyel
parhuzamosak, Az a és b akkor és csakis akkor kollinedris, ha
a=2b(a#fo, b#o

A vektorok egy halmaza kouwplandris,ha van olyan sik,amely-
lyel pdrhuzamosak,., Ha a és b nem kollinedrisak, a velik komp-
landris minden vektor aa + fb alaki, azaz felbonthaté a~-ral ¢és

wlite

b~ral parhuzamos Ssszetevdkre.

Ha a, b, ¢ nem komplandris vektorok, a tér tetszdleges
vektora ag + (b + yc alaki, azaz felbonthats a~-ral, b-ral és
c~ral pdrhuzamos Ymezetevikre.

A tér egy rogzitett pontjdnak (az origdnak ) kijelsléaé~
vel az origdétdl a pontokba vezetd vektorok a pontok helyvekto-
rai,

Két pont Usszekdtivektora helyvektoraik kiilonbségvektora.

Az g és b helyvektord ontgk.ﬁaazekﬁté gszakaszdnak fele-
zGpontjdhoz az origdbsl az =‘£_= mutat. .

Az Ags Ay wuey A, pontokbsl 4115 pontrendszer sulypont-

Ja az S5 pont, .amelynek B helyvektora:
: n

-
Z. 8
1

§='11' By
ahol a; az A; helyvektora., A silypont figgetlen az origsd vi-
lasztdsdbdl ée a silypontbsl a pontokba vezetd vektorok Gmaz-
szege 0.

Ha i, j, k pdronként merSleges jobbrendszert alkotd egy-
ségvektorok, az a koordindtdi az {i,},k} rendszerben azok az
84y 8y, 8 szdmok,amelyekre 8 = a,i + a5 + ajg.

A koordindtdkkal adott vektorok miiveleti szabdlyai:
g(aq. 8o,y 33), p(b1, by, b3); a + b koordindtdi: (ay + bQ,

a, + ba, ay + h3); Aa koordindtdi: (Aaq,_laz, AaB).
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Az a,, 85, ..., &, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha

a A4gq + A2§2 + oeee + Angn = 9 ceak gy teljesiilhet, ha A1 =

= A2 = eee = ln = 0, ellenkezd esetben lin. fligglk, a linesi-

ris fiiggdség mzt is jelenti, hogy a vektorok koziil egy eld-
dllithat3 s t&bbi linedrie kombindcidjaként.

Két vektor 1lin. fiiggetlen, ha new kollineirisak, fuggdk,
ha kollinedrisak, Hdarom vektor lin. fiiggetlen, ha nem k mp-
landrisak, flggSk, ha komplanirissk. Nigy vektor mindig lin.

fiiggd.

t. Egy szabdlyos tetrséder egyik ceicsdbil kiinduls
hirom €élvektor legyen 8, b, ¢. Fejezzilk ki ezek segitad-
gével a tobbi élvektort.

2. A kocka egy csucsaidb3dl kiin-
dul$ hirém élvektor &, b, cs
Fejezziik ki ezek segitadégé~
vel a 2. ibra Ygo Yor eee,

¥g vektoridt,

3. Legyen ABCD paralelogramma €s U egy tetszileges pont,
Bizonyitsuk be, hogy OA +« OC = OB + OD.

4, Az ABCD paralelogramma cslicsainak & helyvektorai rend~
re a8, b, c, d. Pejezziik ki d-t, a, b éa c segitsegével.

5. Egy paraslelepipedon egy ceicgbsl kiinduld lapdtldvek~
torai x, y é8 z. Allitsuk eld ezek segitsigével a velikk azo-

nos celcsbsl induld élvektorokat.
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6, Az A, B, C, D, E, F pontok egy hatezig oldalainak
felezdpontjal (valamilyen k&riiljdrdel irdnyt tekintve ).
Bizonyitsuk be, hogy AB + CD + EF = O.

7. Egy szabdlyos hateztg alapl hasdb alaplapjdnak kt-
zéppontjdbsl az alap két szomezédos ceticsthoz az x éa 3, 8
fedslap ktzéppontjdhoz pedig a z vezet. Allitsuk eld a ha-
séb tobbi ceicsdnak a helyvextorait x, y és 2z segitségével.

8. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges a és b vektorok
esetén |alb + |bja egyenls szUgeket zdr be mind az a, mind
a b vektorral,

9. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges & és b vektorok
esetén az j|a|b éa |b|a egyenl$ bosszlak.

10. Bizonyitsuk be, hogy az &, b, 58 — 4b helyvektord
pontok egy egyenegen vannak,

44, Bizonyitsuk be, hogy & kvzds kezdSponti a, b, ¢
(kil16nbtzd ) vektorok végpontjai akkor és csakis skkor vannak
egy egyenesen, ha ¢ el8411ithat$ ¢ = aa + (41 — a)b alakban.
(2, b nem nullvektorok),

12. Az ABCD négyszdgben (lehet térbell is) az AD, il-
letve BC sldalak felezdpontja legyen Fq, illetve Fa; legyen
tovdbbd AB = x, IC = y, F,F, = £, f111teuk eld f-et x éa 3
linedrls koubindcidjaként.

43, Bizonyitauk be, hogy ha egy tetradder két szemkidz-
ti é1é1 elhagyjuk, a megmarads élek felezSpontjal paralelog-
rammit alkotnak,

f4. Bizonyitsuk be, hogy a négyszdg kizépvonalainak a
metozéspontja azonos az 4t15k felezSpontjdit Ssazekits sza-
kagz felézdpontjdval.



415, ABCD és XYZV a tér két tetszileges paralelogrammija.
Mutagsuk meg, hogy az AX, BY, CZ, DV szakaszok felezdpontjai
gzintén paralelogrammafca&caai (a8 paralelogramma epetleg el-
fajult ).
tilkdrképe B-
éa b segitaé-

16. Az A pont helyvektora a, a B ponté b,
re_A , ennek helyvektora a . Alliteuk eld & -t
gével.

A
a

t7. Legyenek A, B, C a tér tetgzdleges pontjai. Egy bar~
hol vdlasztott P pontot tikrozziink A-ra, a tikorképét B-re,
az igy kapott pontot C-re, majd sz igy nyertet ismét A-ra,
wajd basonlban B-re és C-re. Bizonyitsuk be, hogy a hatodik
tilkdrkép azonocs P-vel.

48, Adjunk meg hdrom olyan egysiki vektort, amelyek hoaz-
eza egyenld és Geazegilk o.

49, Bizonyiteuk be, hogy ha a Y41 Ipr 2ee, ¥, Vvekiorok
tgazege o, s wan kozbttik két nem kollinedris vektor, akkor
teeze lehet adni a vektorokat clyan sorrendben, hogy az Goz—
szeget el63l1ité vektorpoligon konvex legyen.

20. Az & pont helyvektora a, a B pontd b, Allitsuk el
az AB gzakaez harmadold pontjainak helyvektorait.

24. Bizonyitsuk be, hogy a paralelepipedon testdtljijit
harmadolja az a sik, amelyet a teatdtld egyik végpontjdbsl
kiindul$ élek mdsodik végpontjal hatdroznak weg,

22, Vegyilnk fel a sikon tetszdlegesen ot pontot. Szer-
kesszilnk a sikon olyan O pontot, amelyb5l s pontokhoz amutats
vektorok Seszege o.

_ 23. Bizonyitsuk be, hogy a szabdlyss sokszig silypontja
és kzéppont ja azonos.

24, Bizonyitauk be, hogy egy tetradder silypontja €8s a
lapsilypontok meghatirozta tetradder milypontja egybeesik.

25. Az a8 ée¢ b neam pirhuzamos vektorok. Szdmiteuk ki «
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és f szdmértdkét hs
8)3a + 5b = as + (28 + 1 )b;
b)(x +f -1 —- (2a - P} = o3
clag + pb = (P + 138 — (a — 1)b.

26. Bizonyitsuk be, hogy ha P az ABCD négyset kbré irt
k8rének egy pontja, akkor a
PA + PB + PC + PD
vektor hosssa newm fligg attél, hol vdlesctottuk P-t a kdrin.
27. Az ABC héromeszdg kiré irt ktxrének ktzéppontja O.

Mutsesuk meg, hogy az OA + OB + OC sz ABC magasedgpontidba
autat.

2B. Az O kUzéppontd kir egy K pontjdn &t két morSleges
mirt fektetiink, ezek vegpont;jai A, B, 11lletve C, D, Bizonyit-
auk be, hogy a KA + KB + KC + KD Uasteg ceak a K pont hely-

zetét8l fiigg.

29, Bizonyitsuk be, hogy egy ponton 4tmenS§ négy olyan
egyenest, amelyek k¥zill egyik hérom since egy aikban, min-
dlg lehet egy paralelogramma csticeaiban metszendi.

30. A koordindtarendszerben iigy helyexziik el az egység-
kockdt, hogy az origé az egyik ceicabe essék, a tengelyek
pozitiv fele pedig egy-egy kockaélt tartalmaszzon, Adjuk meg
a kockacaicsok xoordindtéit.

3%. Egy szabdlyos hatazig ktzéppontja K(4,1,4), két
szounzédos cmigsa A{3,4,5) és B(3,2,4). Adjuk meg a tobbi
négy caica kooydindtdit.

32, Az ABCD paralelogramma cedcsai A(3,-2,5), B(0,41,0),
€(=5,2,7 )% Szdmiteuk ki a D cpiics koordindtdit,

33. Egy paralelograuma kozéppontje K(—3,2,1), két szom-
szédop qls‘ucaa A(1,-4,3), B(~7,0,0). AdJuk meg a mipik két
catice koordinétéit.
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34. Egy paralelepipedon egyik csilicea az origs, az ebbdl
kiinduls élek végpontjai A(3,6,—4), B(~4,7,0), C(9,1,~3)
Szémiteuk ki a tdbbi négy catics koordindtdit.

35. Egy szabdlyos Otezdg egylk csicemdnak a koordindtdi
AQ(G,O,O), ktzéppontja az origd. Adjuk meg a tbbi calcs koor-
dindatdit.

36, Dbnteilik el, kollineérisak-e a kbvetkezl vektorpérok:
a) a(-3,4,7) Db(2,5,1);
b) c(12,9,15), 4(8,6,10)%
c) e(7,—4,2), £(0,0,0).
37. Donteiik el, hogy az aldbbi ponthdrmasok egy egyene-~
gen vannak-e:
a) A(-4,5,2), B(2,0,-3), C(44,-10,~133;
b) D0,3,5), E(4,0,7 ), F(4,~18,-23);
¢) 6(0,0,0),  H(14,-6,8), J(—24,9,~42);

E

d)K(qiqﬁq)! I‘(‘vqs'?)v M(5,—l,—1 Je

38. Az adott A(4,-1,3), B(5,4,%) pontokhoz meghatdrozan-
dék & C(7,y,z) pont ¥,z koordindtdi dgy, hogy az A, B, C pon-
tok egy egyénesen legyenek,

39, Mik a P(3,—-4,8) pont C(3,7,~2) pontra vonatkoz$ tli-
k8rképének a koordindtdi?

40, Az A(7,0,~1), B(-2,4,0), C(-5,4,2), D(4,0,4) egy pa-~
ralelogramma négy cesucsa {mutassuk ezt meg! ), A P(41,3,—1) pon~
‘tot tlkr¥zzik az A-ra, a tlUksrképet a B~re, az igy anyert pon-
tot a C~re, majdé véglll az igy kapottat a D-re. Mik a negyedik
tiikdrkép koordindtdi? Altaldnositsuk az eredményiinket.

44, Adjuk meg a 3(81'82'33) vektornak a koordindtasikokon
levé vetiileteit.

42, Komplenérissk-e & 3a — 4b, a + 7B, —& + 43b vekto-

rok?



43. Adottak az a(2,-1,1), b(-1,3,0), c(1,0,7) vektorok.
Bontsuk fel a d(9,-9,40) vektort a, b és ¢ irdnyd Gsszete-

vékre.,

44. Adottak az a(-8,7,1), b(0,3,2), c(1,-1,4) vektorok.
Bontsuk fel a d(34,-37,19) vektort a, b és ¢ irdnyd dsszete-

V6kr90

45. Bontsuk fel a y(13,56} vektort az a(2,7) és b(—3,0)
vektorokkal pdrhuzamos Yggzetevdkre.

46, Dontailk el, hogy az alibbi vektorhirmasok lin, fiig-
getlenek-e?

a)(-4,2,4), (0,4,33, (—4,6,4);
b) (0,0,0), (2,-9,7), (=1,-%,0);
c) (9,933 (1,0,2), (1,1,1);
d) (-2,3), (4,%), (1,52
47. Védlasszuk ki az aldibbi vektorok koziil a Fliggetlen
(nrem kollinedris ) vektorpdrokat:

§(49—'q10)1 }3{31550)1 9(—892!0)! g(_6s_40!2 )s _3_(010’0)'

48, Dontsilk el, fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:
a(—=1,5,19), b(17,1,4), ¢(-8,-9,-1t0), d(1,0,0),

Skaldris szorzat

Ogszefoglaldig: Az a és b vektorok skaldris szorzata:
ab = |af |b| cos¢, ahole a két vektor szbge., Ha ab>0, a vek-

torok hegyesszdget, ha ab <0, tompaszbget, ha ab = 0, derdék-
gzbget zdrnak be.
Adaldris morzat fontosabb azonossdgal:
ab = ba,
ald + ¢l = ab + ac,
(Ag )b = a(Ab) = A(ab),
as = 3° = |g°
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Az g(aq,a2,a3), Q(b4,b2,b3) skaliris szorzata

ab = a,b, + 32b2 + aBbB‘

171
2 2 2
a = |a] = ay + 8y + 33.
a
Az a irdnydba mutats go egyssgvektora: §° = =
o a, a, a, Y
a  koordinatdi: Fﬁ’ ar Fq), ezek a koordindtdk a megfeleld

koordindta-tengelyekkel bezdrt szigek koszinuszail.
ng gzorzat geometriail jelentdse: a b-nak az 99 irdnydn
levé elljeles vetiilete,
A b-nak az a-ral pirhuzames, il-

letve rd merdleges Ggszetevdje:
0 ab

_ O\ L ==
b bem bp = (a'ka =52
. - ab
/ bp = b (2’2’ = b - 3 a.
L4 a
by a

ab
Két vektor szige a cosg ='13IT 1 osgzefiiggés alapjdn

szdamithatsd ki.
49, Az egysdgnyi Slhosszvsdgi kocka egy csucsbil kiindu-
13 két lapdtld vektora x és y.
a) Szamitsuk ki az zy szorzat srtskdt,

b) Szdmitsuk ki x s y szbgét.

50. Az ABC szabdlyos hdromszbg oldalhogsza 2. Szdmitsuk

ki az AB - \C szorzat Srtdkdt.

51. Legyen a é3 v az egységkocka egy csicsbil kiindulsd
egyik élvektora és testdtld vektora. Szimitsuk ki az ayv szor-
zat értékét és az a, v vekiorok szdgét.

52. Egy szabdlyos tetradder egy csicadbsl induld egyik
3lvektor a, ebbdl a csicsbjl a szemkbzti lap silypontjdba
nutatd vektor g. Szdmitsuk ki az ag szorzail drtékét, ha a

*etraéder élhogsza 1.

53, Bizonyitsuk be, hogy bha egy vekior -erSleges egy
gik nem k5llinedris k4t vektorira, akkor a sik ninden vek-
tsrara merdleges.




54. Bizonyitsuk be, hogy ha a v egy sik hdrom nem kolli-
nedris vektordval egyenld szoget zdr be, akkor merSleges a

sikra.

55. Az 0, A, B, C pontok a tér tetszoleges pontjai. Bi-~
zonyitsuk be, hogy OA-BC + OB-CA + OC + AB = O,

56, Legyenek A és B az O pontra szimmetrikus pontok.
Bizonyitauk be, hogy a PA és PB vektorok akkor és csakis
akker merdlegesek egymdara, ha PO = OA = OB, (P a tér egy
pontja. )

7. Az a, b, ¢ vektorok péronként merSlegesek, Bizonyit-
suk be, hogy
(a+prg’ =8 +1° 4+,

58, Bizonyitsuk be, hogy az a merdleges a kiovetkezd
vektorokra:
a) {acle — (able;
a(ab)
b)b - =5=—.

a

59. Hogyan kell megvdlasztani P értékét, hogy a b és az
a + pb merSlegesek legyenek egymdsra (a és b nem ¥ollinedris

vektorok ).
Adott g ée b vektorok esetdén szerkessaziik meg

a + Pb vektort.

60, a) Hiron egysdgvektor pironként egyenld sziget zdr

be egymissal, Osazegilk nullvektor, Mekkora ez a szidg?
b)) Négy egységvektor pdronként egyenld szbget z4r

be egymidssal, (sszegilk nullvektor. Mekkora ez a szbg?

61. Hérsa, egy pontb3l kiinduld paronként merSleges
félegyenest -iessiink el egy sikkal, Bizonyitsuk be, hogy a
metszdéspontok mindig hegyesszbgi hiromszdg csicsai.

62, legyen 3 adott vektor és o adntt szdm. Jellemeszziik
az Bgszes olyan X vektort, amelyek eleget teaznek az ax = o

egyenletnek,




63. Az ABC hiromszdg stilypontjs koré irt r sugard ko-
rdn vdlasszunk ki egy P pontot. Bizonyitsuk be, hogy a
PA2 + PB2 + P02 Oggzeg flggetlen a P pont kdrdn elfoglalt

helyzetétsl.

64, Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma oldalainak a
négyzetvsszege egyenld dtldinak a négyzetdsszegivel,

65. Az ABCD téglalap csucsait kbasiik Ossze egy P pont-
tal. Bizonyitsuk be, hogy PA2 + P02 = PB2 + PDZ.

66. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B, C, D a tér ndégy olyan
pontja, hogy AB 1CD és BC LAD, akkor AC LBD is teljesiil.

67. Bizonyitsuk be, bhogy ha A, B, C, D a tér négy pont-
ja, akkor asz AB® + CD° = AC® + BD° = AD® + BC® akkor és csak-
is akkor teljesiil, ha AB LCD, AC1 BD, ADI1 BC feltételek is

teljeslilnek.

68, Egy ,csuklds négyszig'~ben az oldalak csukldkkal
csatlakoznak egymashoz, s igy a négyszig formdilhatd, Bizo-
nyitsuk be, hogy ha az oldalak egy helyzetében az 4t1dk merd-
legegek egymidsra, akkor minden helyzetben merilegesek.

69. Az ABC és N haromszogek olyan helyzeauek hogy
az A, B, C cslcgokbsl rendre a B C ’ C “ , A B egyenegekre
311itott mer3legesek egy ponton mennek dgt. Bizonyitsuk be,
hogy ez a tulajdonsig kdlcsbnds, azaz az Al, B1, C{ csicack-
b4l rendre a BC, CA, AB egyenesekre 4llitott merdlegesek is

egy pontba futnak ogsze,

70. Adottak: a(3,-2,5), b(-1,0,2). Szamitsuk ki a kbvet-

kez8 szorzatok &rtékét:
2

2
ab, (3a = 2bla, (g2 — bJ), a .
74, A szdgek kigzdmitdsa nélkil dontsitk el, hogy az a-~
14bbi vektorpirok hegyes-, derék-, vagy tompaszidget zirnak-e

be:
a}(_3,2y0), (4,415); b‘)(f[’—f[’g), (2,4,3:;

b) (1,1,1), (~10,7,3); d)(5,—3,4) (4,=1,27%
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T2, Szadmitsuk ki az aldbbi vektorck hosszat:
2(8,-—44,—-8 ), 2(0,3,0); 9(%3— %%s% Y Q( 4,-9,10),
e(24,~7), f£(1,1).

73. Adjuk meg az aldbbi vekiorokkal egyirdnyn egysdg—

vektorok koordindtdit:
a(4,—-%2,3), b0,0,-7), ¢e(1,2,-3), d(—-5,0,12},
e(12,-5), £(9,9)%
T4. Adjuk meg az aldbbi vektorok irdnydba mutatsd egy-
ségvektorokat:

El‘[(—B’ 0,4 )’ !2(0’05—'6 ), 33("’Eg4,’_8 )g X4( 9, 46,"3 )0

75. Szdmitsuk ki a kbvetkezd vektorpdrok szigét:
a) a(7,~1,6), Db(2,20,1);
b) e(3,6,-2), d4(5,4,-20);
c)e(9,1,4), £{4,9,%);
da) g(—-1,4,7), b(5,-2,0%;
e) m(4,~-9), n(2,5%.

76. Adottak: a(3,-6,4), b(12,4,z). Hatdrozzuk meg z ér-
tékét dgy, hogy a s b merdlegesek legyenek egymdsra,

77. Jelentsen ¢ tetszéleges sziget. Mutassuk meg, hogy
a ¥(sing , -cos@, 1) vektorok mind ugyanakkora sziget zdr-
nak be a koordinitarendszer z tengelyével, Hekkora ez a gzig?

78, Mekkora szdgeket zdr be a ¥v(—3,8) vektor a koordi-
nitatengelyek pozitiv irdnyival.

T9. Mekkora szidget zdr be a v{(4,—1,8) vektor a koordi-
nidtatengelyek pozitiv irdnydval?

80, Jeldlje a, f3, y @ vektornak a koordindta-tengelyek
pozitiv irinysdval bezdrt szbgeii. Van-e olyan vektor, amely-

Te
a)a = 453, [5 = 600, 'x = 4200;
b} a =45, B =135°, 7= 60%
ey a=190° p=150° 7 = 60°
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84. Egy vektor az x tengellyel 600-95, az y tengely-
lyel 45%-05 gzdget zdr be., Mekkora a z tengellyel bezirt

szoge?
82, DBgy vektor irdnyszigei a, p, 1- Mekkora a sin%: +
+ gin 3 + sin2x tagzeg?

83. Jelentsen n tetsudleges szdmot, Bizonyitsuk be,
hogy az aldabbi vektorosk exy kocka egy csucsib3sl kiindulsd
élvekiorak.

a{-n, otl, nin+1) ],
b[n(n+1), =n, n+1 ],
c[n+l, n(n+tt), —n J.
84. Mutassuk meg, bogy ha a, b tetszdleges egészek,

akkor az
al yq(ab, afe—b), bla~bt));

b) 32(32, 2ab, 2b2),
¢) vy(2, 2a, a°),
2 2
d) 34(23—4, &b, 2(a —a+b )}
vektorok hossza is egisz.

85. Bizonyitsuk be, hogy a2z A(0,0,0), B(4,3,4)}, C(8,4,-2),
2(4,1,-37 pontok egv rombusz csicsai.

86. Adjuk meg az [%,¥] koordindtasikban olyan v vektort,
amelynek hossza S  merbleges az n(—£,3,9? vektorra,

87. A z tengely melyik pontjibsl 1ldtszik az A(1,0,0),
B(0,1,0) pontpir 37 -osg sz3dg alatt?

88. Adjunk meg az [x,y] koordinstasikban oslyap vektoro-
kat, amelyek az ef 1,1,1) vektorral 6M’_ge gzbget zirnak te.

89, Az ABD h-ircmszdg cslUcsainal s koordindtdi A(—-3,4,0),
B(—9,14,42), C(1,2,4, ’
a) Fekkora a hiromsadg kerdlete?

t 3 Nek¥ora az A cegtesnil fekvd szbme?

- 14



90, Bontsuk fel az a(3,-6,9) vektort a B(2,-2,1) vek-
torral pidrnuzamos 3g rd merdleges Hsszetevdkre.

91. Bontsuk fel az u(3,6,~-2) vektort a v(%,4,-20) vek~

torral piarhuzamsos d€g arra merlleges Ssszetevire.

92. llekkora a v(-9,1,1) vektornak a ¢(5,—6,30) irdnyd

egyenegsen levs vetiilete?

93. \djunk meg olyan vektort, amely felezi az a(—~1,4,8)

g b(—~5,4,20) vektorok szdgst,
- ]

94. iz ABCD téglalap csucsainak koordindtdi: A(2,6,0),
B(4,2,3), ¢(—2,8,z). Szimitsuk ki z Srtékst és a D csies

koordinsitiit,

95. Zgy négyzet kéi cslcsdnak a koordindtii A(S5,4,-3),
B(4,6,—1), 2gy »ldala pedig pirhuzamos a v(4,-2,2) vektorral,
Szdnitsuk ki a ndgyzet misik két csicssnak a koordinitiit.

96, EBgy rombusz egyik cstcsa az srigd, egy innen induld
oldalvektora a(4,7,~4), egy misik sldala a b(2,-1,2) vektor-
ral egyirdnyd, Adjuk meg a rombusz csicsainak a koordinstiit.

97. 4 roambusz A(2,0,1) csicsibdl indulsd egyik oldalvek-
tor »(0,3,63, a v(8,-4,8) vekior egyirdnyd az A~b31l induls
rombusz- Atldval. Adjuk meg a rombusz cadcsainak a koordind-
t£it,

Vektoridilis szorzat

Jsszefoglalds: Az a 4s b vektoriilis szorzata,az & x b
vektor, ieréleges a-ra és b-ra, a, b 43 a x b jobbrendszert
alkot, la x bf = fa[|b] sing, ahol ¢ 2 két vektor szdge.

& vektoriilis szorzat fontosabb azonossizai:
axb=-dxa,
Ala X b a £ (Ab),
(

a x b= 2, akkor éa csakis akkor teljesiil, ha a és b
kollinedrisak,

o
-
n
—
]
(1Y)
—
™
o
It

-

Xxg=aXc+tbzxe;cx(atkl=gxa+gxh

1o

+b

- [I5 -




Az a és b 4dltal kifeszitett paralelogramma terilete:

la x bf, (2 hdromgzogé % la x bl

Az g(aq,az,a3), P(bq’bZ’b3) vektoridlis szorzatdnak

koordinataira: i 3 K
axbs= a, 2 a3 teljesiil.
‘o,l b2 b3

98, Igazoljuk a kbvetkezd azonoagigokat:

a)(§+l§)xp=§xb;

b) (a + b) x (ra + pb) = (p— AXa x b);
c)(a +b)x (g~ D)=20bx3a;

d)(§+p+g}x(’9+g)=ax§+axc.

99, Szamitsuk ki az a(2,-2,1) és b(2,3,6) vektorok

gzBgének a szinusit.

100, Legyenek a, b, ¢, U1 tetszdleges vektorok, Bizonyit-
suk be, hogy az a x u, bx n, ¢ ¥ U vektorok komplanirisak.

104. Az a, b, c, d vektorokra fenndllnak az a X b =
=cxdésaxgc=Dbxd egyenldsdgek. Bizonyitsuk be, hogy
az a — d és b — ¢ vektorok kollinedrisak.

102, Bizonyitsuk be, hogy a, b, ¢ akkor és csakisg akkor
helyvektora hdrom kollinedris pontnak, ha a x b + bxe+

+cXxa= 0.

103. Az a, b, ¢ egy sik hdrom nem kollinedris pontjdnak
helyvektorai. Bizonyitsuk be, hogy a x b + bxc+cx 2 2
gik egy normdlvektora.

104, Bizonyitsuk be, hogy az
egyenlSség egyenértékii az a + b +
(a, b, ¢ k0zdtt nines két kollinedris ).

axb=bxgc=¢x3a
c =2 egyenldoéggel

105, Egy egyenes B és C pontjénak helyvektora b és ¢,
egy egyenesen kiviili A ponté pedig a. Bizonyitguk be, hogy
az A pont tdvolsdga a BC egyemestll jaxb + bxc + cxa|

- &l
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106, Szamitsuk ki annak a paralelogrammédnak a teriile-

tét, amelynek élvektoral a és b:
a) a(—4,1,2), b(5,2,7);
b) a(-9%,0,9), b(7,2,-5);
c) a(1,-7), b(—3,2

107, Szdmitsuk ki az ABC hdromszbg teriiletét, ha
a) A(0,0,0), B(—4,4,7), C(5,2,1)%
b} A(4,0,2), B(4,3,8), C(0,—4,6);
c) A(3,6), B(2,-7), C(4,4
d) A(4,—-1,-3),B(3,1,-2), C(1,5,0)

108, Szimitsuk ki asz g(a4,a2), Q(bq,bz) vektorok al-
tal kifeszitett hdromgzdg teriletét,

109, Szdmitsuk ki az ABC hiromszdg B csicsdhoz tartozd
magasgdg hosszit, bha a celdcsok koordindtdi: A(1,—1,2),
B(5,—6,2), C(1,3,-4).

110, Adjunk meg olyan x vektort, amely merbleges az
a(2,-3,1) és b(1,-2,3) vektorokra, és a c(1,2,—~7) vektorral

cx = 10,

144, Adjuk meg az x és y értdékeket Ugy, hogy a c(x,y,16)
meréleges legyen az a(1,5,4) és b{—1,3,41) vektorokra,

112, Egy kocka egy csucgbdl kiinduld két élvektora a
és b; fejezzilk ki ezek segitségével a cslcgbdél indulsd harma-
dik élvektort.

113. Egy kocka egyik csilcsa az origd, a vele szomszé-
dos két eslcs koordindtdi: (1,4,8) és (8,—4,1). Szdmitsuk
ki az origdval szomszédos harmadik csies koordindtidit.

414, FEgy hdromszdg alapl egyenes hasib alapja az ABC
haromszdg. 4(0,0,0}, B(4,~-4,2), C{3,0,~1). Szamltsuk ki az
A B C fedSlap csiceainak koordindtdit, ha az AA magasaig

hossgza 5.
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115. Egy paralelepipedon egyik cmicsa az origs, eb-
b6l induld két élvektora: a(-1,0,2), b(1,1,0), a harmadik
61 wmerbleges az alap sikjdra és hossza 9 egység. Szdmitsuk
ki a feltételeknek eleget tevd egyik paralelepipedon csi-
cgainak koordindtdit.

116, Egy téglatest egyik csicsa az >rigd, az innen
indulé testdtlsvektora: 4(9,5,5), két élvektora az a(4,-3,1)
ég 1(0,2,6), Adjuk meg a harmadik &lvektort.

447, Mekkora szdget zdrnak be egymissal az ABGD tet-
raéder ABC és ACD lapsikjai, ha a csfcsok koordindtdi
A(2,3,1), B(4,4,-2), C(6,3,7), D(-5,-4,8 )

118, Bizonyiteuk be, hogy ha tetszlleges négyszdgben
az atlok hosgza e ég f, kizrezdrt szigik ¢, akkor teriile-
te -2 ef gin @.

Mds szavakkal: Bizonyitsuk be, hogy egy négyszog
teriilete 4t15ik vektoridlis gzorzata abszolit értékének

a fele.

119, Az ABC és A B C haromszogek olyan helyzetuek
hogy mz A,B,C caelicackbsl rendre a B C » C A s A B ol-
dalakkal hizott pdrhuzamesok egy ponton mennek it. Bizo-~
nyitsuk be, hogy ez a tulajdonsdg kilcsbnts, azaz az A',
B', C| cglicgokon 4t rendre a BC, CA, AB egyenegekkel hi-
zott pdrhuzamosok is egy pontba futnak Sssze.

120, Az ABCD tetraéder A csicsindl az élek piron-

ként merSlegesek, Bizonvyitsuk be, hogy tch + tﬁcn +
2 o2
* typp = Pgep-

121, Egy hiromszdgbe irjuk be egy XYZ hdromezdget,

najd minden catdcsdt tikrvzzik a rajta ftmend oldal fele-
] 1 ]

z6pontjdra, 1gy egy X Y Z bhdromszdget kapunk. Bizonyit-
t T 1

suk be, hogy XYZ 5 X Y Z terillete egyenld.

-8 -



Tobbtényez8s vektorszorzatok; vegyesszorzat,
kifejtési tétel

Osazefoglalds: Az a, b, ¢ vektorok vegyeggzorzata:

abc = (a x b)e = a(b x c)

A vegyesszorzatban a tényezdk ciklikusan felcserélhe~
tok: abc = bea = gab, viezont gbg = —~bac = —ach = —cba.

Hirom vektor akkor és csakis skkor komplaniris, ha
vegyesszorzatuk 0. Az &, b, ¢ vektorsk 41tal kifeszitett
paraleleplpedon eldjeles térfogata: abe,(a tetraéderé:

% abc ).
Az 2(34’82’83}’ E(bqsbgrb3]- 9(04,02,03) vektorok

vegyesszorzata:

aq 82 83
abc = |b, b, byl .
€y %2 ©3

A kifejtégi tétel:
(axb e = (ag) — (bela.
122, Az 8, b, ¢ egységvektorok kizil a és b merdlege-

sek egymdara, ¢ pedig 30%-08 azdget zdr be sikjukkal, Szd-

mitsuk ki abgc értékét,

123, Mutassuk meg, hogy ha a, b, c egy tégla egy cstica~
bdl kiinduld élvektorai, akkor abe = jaljblicl.

124. Az a, b, ¢ nem komplandris vektorok. Komplaniri-

sak-e 28 + 3b, 5b — 4¢c, ¢ — &?

125, Mekkora az &(2,3,4), b(2,3,1), ¢(14,2,3) vektorok
d1tal kifegzitett paralelepipedon térfogata.

426, Szdmitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatdt:
8) A(2,—-4,1), B(515’4 ]’ 0(312’_1 )1 D(4,1!3);
b) A(0,0,0), B(—=2,2,3), C(0,2,—1), D(4,0,%).

fg -




127. Az ABCD tetradder térfogata 5 egység, Mik a D
cglics koordindtdi, ha D az ¥ tengelyen van és a mdsik
hérom caicas A(2,4,-1), B(3,0,1), C(2,~1,3)?

428, Az ABCD tetraddernél AB = (2,—1,4), BC = (6,1,-4),
CD = (4,4,2)., Mekkora a térfogata?

129. 8) Bizonyitsuk be, hogy egy tetradder térfogatds
megkapjuk, ha két gszeuktzti Slének a hosszdt, ezek egyene-—
seinek a tdvoledgdt s hajldmszigik szinuszit Ssszeszoroz—
zuk és a szorzatot 6-tal elosztjuk,

b) Az ey és ey kitérd egyenesek, az e,~en egy AB, az
e5-1 egy (D sszakagz mozog, Bizonyltsuk be, hogy a mozgis
folyamdn az ABCD tetraéder térfogata £1landd.

130, Duntaiik el, kowplanirisak-e az aldbbi vektor-

hérmasok:
a) (2’3!'—4), (‘1,—1,3), (1,9,""44);

b} (39‘"2!4)9 (2,4,2), (3,—-1,-2 )%
c} (21_412)’ (4’29—3); (3t—4’7)‘

4341, Dontsilk el, egy sikban vannsk-e az aldbbi pont-

négyesek:
al (1,2,—1), (0,1,5), (—1,2,4%), (2,4,3;

b) (4321039 (0’414)1 (3!5y—'4 ) ("'4$—'216}'

432, Vialaggzuk meg a 2z értékét lgy, hogy az a{4,~1,2),
b(1,2,3), c(3,3,z) vektorok komplanirisak legyenek.

133, Mekkora az A(2,3,1), B(4,1,~2), ©(6,3,7), D(-5,~4,8)
cslcsokkal rendelkezd tetradder D-hez tartozs magaggiga?

134. Egy paralelepipedon egy ceicsbsl kiindul3d lapst-
161 egy djabb paralelepipedont feszitenek ki, Hinyszorosa
ennek térfogata az eredeti térfogatinak?
435, Bizonyitsuk be a kidvelkezd azonossigokat:
a){a + iblke = zbe,
b)(a + bXb +¢cXg + 2)= 2abe,
c)ablaa + pb + yc) = yake,

-

d}(a +vXb+ ¥Xc+ ¥)=abc + gabv + bev + cav.

pepat ]
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136, Bizonyitsuk be, hogy

(2 x b)° + (ap) = &b,

-

(Az Un. Lagrange~féle azonossig. )

137. Legyenek a,b,¢ fiiggetlen vektorok és legyen
4 =aa + pb + yc. Fejezzik ki az q, b, § egylitthatikat az
a,b,c,d vektorck segitségével.

138, Bizonyitsuk be, hogy ha egy kocka csicsainak
a koordinditdi egész szimok, akkor az élhosgsza is egdss

gzdia,

139, Adottak az 4a(2,-3,1), b(4,2,—-1), ¢(1,0,-3)
vektorok., Szdmitsuk ki az (a x bxc koordindtdit.

140, Legyenek a ég merdleges vektorok. Mutasgsuk

b
meg, hogy (a x bxa = 929.
144. Bizonyitsuk be, hogy ax(b x ¢) + bx(e¢ xvg) +

+ cx{(a x b) = 2.

142. a} Egy sik normdlvektora n. Hutassuk aeg, b
egy ¢ vekitornak a gikon levd merdleges vetiilete

alakban allithatsd eléd.

b) Al1itsuk eld a ¢{3,3,—-6) vektornak a=
n{ 2,—1,2 ) norudlvekotri sikon levd merSleges veiiilet “t.

143, &) Bizonyitsuk .be, hogy {(a x b¥e x &} =

= facXbd)— (bcXad), vagy determinsins alakban:



ac be

ad bd

b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyosldali gila
két-két szenmkBztli sldallapja merdleges egymdigra, akkor
dt1ldsikialk ig merdlegesek.

144. a} Bizonyitsuk be, hogy az g és b, illetve B ¢
d vektorok 4ltal kifeszitett sikok metszésvonala pirhu-
zam>8 8z {8 X b)Y x (¢ x @) vektorral.

b} Bizonyitsuk be, hogy (8 x b) x (¢ x d) =
= (abd)e — (abe)d = (acd )b ~ (beda.

¢ ) Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ figgetlen
vektorok, akkor a tér minden d vektora elSillithats

- ade , , &bd
d = abc 2 T abe 2 aEg g

alakban.

145, Egy t teriiletii paralelogramminak egy, a sik-
1
jdval « szbget bezdrd sikon levd vetlilete t teriiletii.
1
Bizonyitsuk be, hogy t = § cosa.



AZ EGYENES ES A SIK ANALITIKUS GEOMETRIAJA

Az egyeneg a kétdimenzids koordinsitarendszerben

Ogszefoglalds: A kétdimenzils koordindtarendszerben az
egyenegt egy n(A,B) normdlvektordval 33 egy r, helyvektorid
P(xo,ya) pontjdval célsgzeri megadni, ebben az egetben az
egyenes egyenlete Ax + By = Ax + ng algkﬁ, és forditvaj
minden Ax + By = C egyenlet, ahol A" + B® # 0, egyenes

egyenlete.
Az egyenes egyenletének Hesse-féle normilalakja (v. nor-

nalegyenlete )
Ax + By =G _ o
4% 4+ B®

egy P(xg,yo) pontnak az egyenestdl mért tdvolsdga

Axo + Byo - C

2 2

A™ + B

Két egyenes pdrhuzamogsigdnak, illetve merGlegessdgé~
nek feltétele normilvektoraik pdrhuzamossiza, illetve merd-~
legeasége; két egyenes hajldegzdge normdlvekitoraik sazbgd-
vel (ba az nem tompaszdg), illetve kiegészitdgzbgével (ha

a1z tompagzidg ) egyenld.
146, Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét,
anelynek normdlvekiora n(—4,2) és dtmegy a P(7,2) ponton.
147, Szdmitsuk ki a kbvetkezl egyenesek hajlisszogét:
aY5x -y +7 =0, 3x+2y = 0;
b13x -2y + 7 =0, 2x + 3y -~ 3 = 03
cl1x — 2y -4 = 0, 2x ~ 4y + 3 = 03
dY 3x + 2y -1 = 0, 5x - 2y + 3 = 0.

148. Donteik el, hogy az aldbbi egyenletek normidl-
egyenletek—e:

c A 2x _3¥ _ 4 . oA _ 5z 12 -
a)x + =05 b1 31 1 =0; ¢) T5+-T§+2—o.




149, Szdmiteuk ki a P pont és az e egyenes tdvolms-

git, ha
a) P(—4,7) e: 3x —~ 4y = 5;
b} P(14,9) e: 5X + 12y = 26;
c) P(0,0) e: Tx — 3y = %2,

150. Szdmitsuk ki az aldbbi pdrhuzamos egyenespdrok
tdvoledgit:

a)3x — 4y — 10 = 0, b} 24x — 10y + 39 = 0,

6x — 8y + 5 = 03 12x — 5y — 26 = O,

154, Mekkora idvolsdgra van a 15z — 8y — 34 = 0 egye-
nes az origdtdl?

152, Mekkora a 20x + 24y — 29 = 0 &g 20x + 24y — 58 = 0
egyenegek tdvoladga?

153, Irjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenleteit,
amelyek pdrhuzamogak a 15x — 8y — 34 = O egyenessel ds €6~
le 6 egységnyi tdvolsdgra vannak.

154, Adjuk meg az aldbbi egyenespdrck szbgfelezdinek
aZ egyenleteit:
a)yx—2y — 3 =0, b)yx-~ 3y +5 = 0,
2x + 4y + 7 =03 3xXx ~y3—2 =3 0;

c)3x + 4y ~ 1 =0,
5z + 12y — 2 = 0.

Az egyenes a hiromdimenzids koordindtarendszerben

Ogszefoglalds: A Py(x,,¥,42,) Pontjdval és y(a,b,g)
irdnyvekioridval adoit egyenes paraméteres egyenletrendszere:

X = x, + at,

it

y ye + bt,

ZO + ct.

i

]
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Ezt az egyenletrendszert = 5 = =

alakban is gzokds hagznalni; ha pl. ¢ = 0, akkor az egyen-

letrendszer: = ~ X5 ¥ 7 ¥, 2 = 2

a - D ’ o

Ha v két koordindtdja 0, ez az alak nem létezik, Mi-
vel a két alakot egyezeriien egymdsba tudjuk alakitani, e-
redményeinkben a két alak mindegyikét fogjuk haszndlni.

155. Irjuk fel a P ponton 4dtmend ¥ irdnyvektord egye-
nes egyenletrendszerét:
a) P(—1,3,7), v(—4,2,6);
b1 P(0,—1,2), v(1,7,~9 )
¢) P(9,8,~-3), v(6,0,2 %
d) P(—-14,9,1), v(42,8,—-4),
156, Egy egyenes egyenletrendszerér5l hogyan lehet

azonnal leolvasni, hogy az egyenes pirhuzamos az yz koox -
dindtasikkal?

157. Dontsik el, rajta van-e a I(—3,2,5) pont az
aldbbi egyeneseken:

a}X-£6=;Y'4-20=Z__9,5;

blx = 15—~ 2%, 3y =~—43 + 5, 2z = -22 + 3t.

158, ndjuk weg annak az egveneanek az egyenletrend-
gzerét, amely
a) itnegy a PO(B,—ﬂ,S) ponton és pirhuzamnos az
¥y tengellyel;
b) dtmegy az origdn és a koordindtatengelyek

vozitiv irdnydval egyenld szbgeket zdr be;

¢} irjuk fel az x tengely egyenletét.

- 159, Irjuk fel egy olyan egyenes egyenletrendszerét,
amely dtmegy a Q(-3,7,5) ponton és pirhuzamosg az xy eik-

kal,




160, Irjuk fel a kivetkezd pontpdrok Geezekdtd egyene-
sének egyenletrendszerét:

a) P(-2,5,6), Q7,~1,3);
b) P(5,4,2), Q-5,1,3%
c) ?(0,0,0), Q( I, 14,~17;
d) P(1,1,-2), Q3,~1,0).
164, Ddntaiik el, hogy az alibbi egyenletrendszerek
k&ziil melyek adjdk meg ugyanazt az egyenest:

a)x =5~ 3t, y=-T7+ 2%, z2 =2 =t

b}x+7__y—-1 Z + 2

It

—b - 4 —q2
x—2__y+5=z+4.
¢l B = o 2t

d)x = 14 + 9%, y =—43 - 6%, =z =5 + 3t,

162, Egy hdromgzig csicsalnak koordindtdi: A(3,6,-7),
B(—-5,2,3), C(4,-7,—2 )% Irjuk fel a C csicson dtmend sily-
vonal egyenletrendazerét.

463, Adjuk meg a P(—6,6,-5) éa Q(12,-6,1) pontok Gssze-
k6td egyeneadnek a koordindtagikokkal vsld metszéspontjait.

164. Tiikkrozzik az x = 7 — 8t, ¥y = —4 + 6t, z = 9%
egyenest a C(—4,6,1) pontra, Mi a tikdrkép egyenletrendsze-
re?

165, Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi egyenesek pdarhuza-
mogak egy sikkal:

x—-3_3+2_z p s
5 - A

166, Metszgi-e az x = 44 — 7t, y = 4 + 2t, 2 = 8 + 5%
egyenes a z tengelyt?



167, Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrend-~

szerét, amely pdrhuzamos az E_E_ﬁ =% = E_;_E egyenesgel

ég atmegy a (3,—4,—2) ponton.
4168, Irjuk fel az

X+9 3 +2
-5 3
X-B:ygz:.-z:;‘l

n

z — 4,

wmetszd egyenesek szégfelezdinek az egyenletrendszerst,

169. Egy hdromszdg cedcsai: A(3,—-4,-~1), B(1,2,-7),

C(—5,%4,-3 ) Irjuk fel a B ceiicgon dtwend belsd gzbgfelezd

egyenletrendszerét.

170, Vizsgdljuk meg az aldbbi egyenespdrok kdlcstnbs
helyzetét; ha metszdk, szdmitsuk ki metszéspontjuk koordi-

nitdit is:
X 2 3~ 1_ 3z
Bl=y— =T = 1

{Dy

8 X
z

1

5 + St, ¥ =--41'-
T + 2%;

b)x =2%, y =43 + 5¢, 5z = —-43 - 7t 4és
Xx==-2+2t, y=2~-1%, 2z =4 + 3t;

cx=+%, ¥y =—-1 + 2%,
y=-t, 2 =3-2%;

U

d)x__3=y-§8=z-4-

174, Adjuk meg az a értékét Ugy, hogy e kivetkezd

két egyenes metgzd legyen:

x+t2 _ 3y _z

4 xX=-3 . 3-1_2-71
r\

7 T3 T

172, Mutassuk meg & metszéspont kipzdwmitdsa nélkiil,

a

hogy az x =4+ 1t, y=4—-1%t, 2 = 3 + 2%

X=-14+2t, y = 7~ 3¢t,

me t5z6k,
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173. Dintsik el, milyen a kivetkezd két egyenes
k8leednds helyzete:

-

x==-3+2%t, y=-2+3t, z =6~ 4t, €3
X=5+t, Yy -'4"'41;, Z="'4+t¢

fi

174, Adjuk meg az x = 4 + 8t, ¥y = —=8t, z = 6 — 14t
egyenegnek azokat a pontjait, amelyek az A(8,—4,-1) pont~
Jatél 27 egyeégnyi t4volsdgra vannak.

A75. Szimitsuk ki az aldbbi egyenesek hajlisszogét:

a)x—3=3—T—_+2=‘/—§—és x+2=y—3=zé5;

bYx=-2+3t;, y=0, z2=3~1% 45

X=-1+2t, y=0, z=-3+%;
cl)x=4+t, y=5t, z =3—~1% ds
X =17 + 26,y = 3%, z = 9 + 47%;
d)ig—":-gi.;—z_;"és X =t,y =3+ 2t,
¥
z = =53
e) & ; 2 = y-5=2 &a = z 2 = 3_; 2.2 ; 1,

476, Irjuk fel az M(4,—4,46) pontb3dl az x = 2 + t,
¥y=4+4t, z = 4 + t egyenletrendszerii egyenesre 411i-
tott merdleges egyenletrendszerét,

177, Irjuk fel a P(2,4,-3) pontbdl az x = -1 + ¢
y = —2 + 3t, z = 1 egyenesre 3ilitoit merdleges egyenle: -

rendszerét,

178. Egy hdromszbg csdcsal: A(1,~2,~4), B(5,1,~7),
C(3,1,~3 )% Irjuk fel 8 C-n 4twend magassigvonal egyenlet-
rendazerés,



179. Szdmitsuk ki a P(2,4,—6) pontnak az -2 =

= 1—%—1 = % egyenegtl6l mért tdvolsigit.

180, Szdmitsuk ki az aldbbi pidrhuzamos egyenesek

tdvoladgdt:

-1 + 4t, 2z =2t ¢és

]

a)x =2 +3t, ¥

n
(W}
+
N
&

i + 4%, z

]

x =7+ 3%, ¥

X — 2 y = 23 1 ¢q 5_%_2 =y + 1=

184, Tikrozzik a P(—~1,2,3) pontot az E;%.i ey =2

egyenesre, Szdmitsuk ki a tiikSrkép koordindtdit.
182. Adjuk weg az aldbbi egyenesek [x,y] sikon levd
vetiiletének az egyenletrendszerét:

x—-2 _y+3_z+2
8)5 = ) T

bYx =2-3t, y=4+9t z=-=3-t.

183. Egy egyenes xy sikon levl merdleges vetiiletének
egyenlete x — 2y = 45; az yz asikon pedig 3y — z = 10. Ad-
Juk meg az egyenes paramndéteres egyenletrendszerét.

184, Mekkora az = Z 2 = ?_; 1.z ; 1 egyenes tdvol-

sdga a z tengelytdl?

185, Szamiteuk ki az aldbbl egyenespdrok tdvolsdgdt:

a)x=8~1%t, y3=2+ 3%, 2z =4t ¢én
x==-3+ 4%, 3 5%,

it

-
-
o+

3

xX—2 _y +1 Z és

b) == = 3




g ;
x + 2 2z +3 .
VAT s =ty s
X =Y = 3z;
X _¥y—~2 _2=—3
d) 5 = 3= = és

186, Irjuk fel az -545-2 = l—g—é = E_%_ﬁ és

x + 1= 1{E§i§ = z egyenegek z tengellye_ pirhuzamos Transz-
verzdlisinsk az egyenletrendszerdét.

187, Adotiak asz e, X = 5 — 6t, ¥y =-3t, 2 = 1+ 4t ég
€5t X = 2t, ¥y = 3+ %, z = 9~ t egyenesek. Hatdrozzuk meg
a két egyenes ¢(—141,-14,2) vektorral pidrhuzamos transzverzi-
rigit.

168, Irjuk fel ez x = -7 + 3t. ; = 4 — 2%, 2 = 4 + 3¢
éa x =1+ t, y=-8+2t, z = —-42 — t egyenesek normil~
transzverzilisdnak az egyenletren.szeret.

Szdmitsuk ki a két kitérd egyenes avoligigdt.

189. Irjuk fel az aldbbi egyeneaek normdliranszverszi-

tiganak az egyenletrendszerét:

X—-9 _y—17_ =2
&~ 3 T IFs

1 _y=-13_z+9
—42 11

o+

190. Irjuk fel a P(6,4,3) ponton dtwend és az x = 1 + ¢,
y=2-2t, z =— 1+ 2t, egyenest 45°-0g gzbgben metszd

egyenes egyenletét,

_30-



194, Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenlefrendsze-
rét, amely itmegy az A(—4,2,-3) ponton, merdleges a d(6,~2,-3)
vektorra és metazi az = 3 1.x Z 1= ?_; 2 egyenest.

192. Adjuk meg annask az egyenesnek az egyenletrendsze-~
rét, amely dtmegy a Q(—~1,2,0) ponton és merdleges az
X=-2+3t, y=5+1t,2=3 édgaz x=8+1%, 3 =-t,

2 = 3t egyenesekre,

A alk egyenlete

Osszefoglalds: Az n (4,B,C) normdlvekiordval és az r,

helyvektora P(xo,yo,zo) pontjdival adott sik egyenlete:

Ax + By + Cz = Axo + Byo + CZO = D,

Ha n egységvektor, a sik nulldra redukilt egyenlete
az Ugynevezett Hesse~féle normilegyenlet, iltaldnos egyen-
letébll az

Ax + By + Cz — D =0
2 2

A2+ 8% ¢

dtalakitdigsal kaphatjuk. A P(xo,yo,zo) tdvolsdga s siki{sl

Az + By, + Cz_ — D

42 + B2 4 2

193, Adott a sik n normdlvektora és P pontja. Irjuk
fel a sik egyenletét:
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3)9(—392yqq)v P(quto);

b)) n(9,1,7), P(1,1,-3);
c)n(1,0,1) P(2,7,5)%
d4) n(-2,9,9), P(0,0,0);
e) n(0,0,1), P(9,43,-7)\.

194, Irjuk fel a koordindtasgikok egyenleteit.

195, Irjuk fel az xz sikkal pdrhuzamoa, attdl 8 egy-
gdgnyi tdvolsdgra levd sik egyenletdt.

196, Hogyan mutatkozik az a sik egyenletében, hogy
a gik merSleges valamelyik koordindtaaikra?

197, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely
nerSleges az xy koordindtasikra 4g azt az ax + by = ¢
egyenletli egyenesaben metszi.

198, Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely
itmegy a P(-3,2,5) ponton &g tartalmazza a z tengelyt.

499, Az origdbdl egy sikra allitott merdleges talp-
pontja a P(—4,5,2) pont. Irjuk fel a sik egyenletét.

200, Trjuk fel annsk a siknak az egyenletét, amely
dtmegy a Q(3,4,~5 ) ponton &g pirhuzamos «z a(3,1,—-1) ésg
b(1,-2,1) vektorokkal,

204, Irjuk fel az A(2,~41,3), B(3,1,2) pontokon 4t~
mend ¢s az a(3,-1,4 ) vektorral pdrhuzamos sik egyenletét,

202, Irjuk fel az A(3,-1,2), B(4,—-1,-4), C(2,0,2)
pontok sikjdnak az egyenletét,

203, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely
dtaegy az origdn ég tartalwazza az X — 3 _ v+ 7 =12 egye~

nesgt.
204, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az

*s¥42 tengelyeket rendre a 4, —3, 2 pontokban metszi.

- 32 -



205. Mekkora térfogatid derskszigil tetraddert metssz
ki a 47 + 63 + Bz = 24 egyenletii gik a koordinata-sikok—

206, Vilagszuk ki az aldibbi gikpirok kiciil a parhuza-

nogokat:
a)l2x — 3y + 52 — 7 =0 43 2x — 3y + 52 + 3 = 03
bldx + 2y — 4z + 5 =0 dg 2x + y + 2z - 1 = 0;
cix— 3z +2 =0, 2x — bz ~ 7 = 0,

207. a) Irjuk fel az origdn 4imend és a 2x — 8y + bz =
= 47 sikkal pdrhuzamos sik egyenletét.

) Irjuk fel az M(—4,3,8) ponton 4tmend és a
9x + 6y — 4z = 3 gikkal pirhuzamos sik egyenletét.

208, Irjuk fel az AB gzakasz felezSmerlleges sikjdnak
az egyenletét; A(~3,7,6), B(1,-5,0)%

209, Irjuk fel a Pi—2,0,3) ponton dtwend ég az

E_%_Q = % = 34%—2 egyen~gre werdcleges sik egyenletét.

240. Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely
pirhuzamos az x tengellyel 3$g 4dtmegy a P(0,1,3) és
A 2,4,5) pontokon.

214, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely 4t-
negy az R(—41,5,7) ponton s pdrhuzamos az x = 5 — 2%, ¥y = ¢,
z =—1 + 3%t dsaz x=T7+ 9t, y = 3, 2 =~t egyenesekkel,

242, Irjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletelt,
amelyekben a 3x + 17y + 8z = 2 gik a koordindtagikokat met-

3z1l.

213, Irjuk fel annak a siknak az egyenletdt, amely ae-
r6leges 3z x — 2y + 58 — 3 = 0 sikra, pirhuzamos az

X —= 3 _ _z + 1

=y =7 egyenesgel &g dtmegy a P(—3,2,1) ponton.

244, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely A%~
negy az A(1,-1,—-2) é3 B{3,1,1) pontokon 3z merdleges az

X -2y + 32 — 5 = O gikra.



245, Irjuk fel annak a slknak az egyenletét, amely

itmegy az origdn ég merSleges a 2x — y + 3z — 1 = 0 ¢£s

X + 2y + z = 0 gikokra,

. - 2 + - )
246. Irjuk fel az = T = 2 5 1. 2_2 3 4s

X ; f_3 = 2 . ?_; 2 p4rhuzamosok sikjdnak sz egyenle-
tét.

247, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely
dtmegy 8 Q(1,2,-3) ponton ég parhuzamos az X — i _ 3y +1 _
5 = =

=3
=2 ; L 4 = ; 2 = E:%_E = E:%—é egyenesgekkel,

218, Mutassuk meg, hogy = - g y_; s =2 T 2 é9

x=T7T+3t, y=2+2t, z2z=1-2% metozd egyenesek és
irjuk fel sikjuk egyenletét.

249, Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely

x-1_3y+41_32= X +5 -2 _ 2% 3 -
8% 5 = =3 ——3—1 éd 5 % = _egyenesgek

kel pérhuzamos és t6likk egyenld tdvol van.

220, Szimitsuk ki a kbvetkezd sikpirok hajldsgzbgeit:
a)x -2y +2—-1=0, x+ 2y — z + 3 = 0;
b) 3y — 2 = 0O 2y + z = 0y
c)bx + 3y — 2z =0, X + 2y + 6z — 42 = 03
dyx + 2y + 2z — 3 =0, 16x + 42y — 152 — 1 = 0;

e)Tx =3y +2— 19 =0, X +2y -2 +t4&= 0.

224, Irjuk fel az aldbbl sikok normilegyenletét:
a) 10x — 2y + 25z + 54 = O;
b)3x — 4y + 2 = 03
c)x +y—3=0;
Mekkora ezeknek a sikoknak az origdtsl méri tdvolgdga?

502, Szimitouk ki a 6x — y + 48z = 19 sik tdvolsdgdt
a P(4,-3,27 ponttdl.
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223, Szdmitsuk ki az aldbbi pont-sik tévolsedgokat:

a) (-2,~4,31, 2x — 3 + 22 + 3 0;

b) (2,-4,—-1), 16x — 42y + 16z — 4 = O;
c)(1,2,-3) 5x — 3y + % + 4 = 0;

a) (3,-6,7), 4x — 3z — 1 = 03

e) (9,2,-2), 12y — 5z + 5 = 0.

224, Szimitsuk ki a P(—1,1,-2) pont tdvoledgit az
ACA,—-1,1), B(-2,1,3), C(4,-5,—2) pontok sikjibsi.

225, Hatdrozzuk meg az y tengelynek azt a pontjit,
amely az X + 2y — 22 — 2 = 0 gikt5l 4 egységnyi tdvolgdg-
ra Van.

226, Irjuk fel annak & siknak az egyenletét, amely
egyenld tévol van a 2x — 9y + 52 = 6 sikt$l, valamint a
C¢(5,—8,7) ponttsl,

227. Adjuk wmeg annak a giknak az egyenletét, amely a
3x + 2y —z + 3 =04&s 8 3x + 2y — z — 1 = 0 piarhuzauos
gikoktdl egyenld tdvol van.

208, Szdmitsuk ki az aldbbi parhuzamos sikpdrok t4vol-
sdgait:
a)x—2y—2z—42=0, b})2x - 3y + 6z — 14 = O,
X =2y —-22 —6 = 03 4x — b6y + 42z + 21 = O,

229, Irjuk fel azoknak a sikoknak az egyenleteit, ame-
lyek 8 4X — 4y — 22z + 3 = 0 sikbél 2 egységnyi tdvolsdgra
vannak.

230, Irjuk fel az x — 3y + 22 — 5=0¢ég3x~2y -2 + 3 =
= 0 pikok szbgfelezd sikjainak az egyenleteit,

234, Tikrozzik az s8,: 2x — 8y + 3z — 6 = 0 sgikot az

851 2x — By + 3z + 44 = 0 gikra és irjuk fel a tikorkép
egyenletst,

232, Tlkrozzidk a 4x — 4y + 72 — 8 = 0 sikot a
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2% + 2 — 4 = 0 gikra és irjuak fel a tiilkérkép egyenletét.

233. Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, amely
dtmegy a P(1,—4,0) ponton és az ABCD tetradder lapsikja-
it paralelogrammiban metszi tgy, hogy AB-~vel nincs kdzbs
pontja; A(—4,4,3), B(0,4,2), C(~8,1,4), D(—6,0,3)

Sik és egyenes, vegyes feladatok

234, Szdmitsuk ki az adott egyenes és sik metszds-
pontjdnak a koordindtdit:

ayx-1=%14_2 2X + 3y + 2 — 1 = 0;
b) X ; 1 _ y_; 2 .z ;-3’ 2% + 3y — 4z = 3 = O;
c)x =4+ 2%, ¥y = -2 + 3t,
z = 4 + 6t, 6x + 9y —~ 3z = 48;
X+3_¥-=-2 _3z + A _ _ A,
a) 3 =S = = b 2y + = 15 = 0
X +2 _3—-—1_2—=3 _ _
e) 5= = 7 = 5=, X + 2y 2z + 6 = 0,

235, Mutassuk meg, hogy az x = =2 + 3t, y = 1 -~ 4%,
Z = =5 + 4t egyener pdrhuzamosg a 4x — 3y — 62 — 5 = 0 gik-
kal,

236, m milyer értdkére lesz pdrhuzamoa az
X+ 1 _3¥—-2_12+3

3 o -2
kal®?

egyenes az X — 3y + 62 + 7 = 0 gik-

237. a és d milyen értékére lesz benne az x = 3 + 4t,
¥y=1—4%, 2 = ~3 + t egyenes az ax + 2y — 4z + ¢ = Q0 gik-

ban?

238, Szdmitsuk ki a 2Xx + y— 2~ 3 =0, x + 3y + 2 —1 =
= 0 sikok wetszégvonaldn az xy koosrdindtasikban levd pontnak

a koordinatdit.
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239, Adjuk meg az aldbbi aikpirok metezésvonalainak

az egyenletrendszerét:

ayx -2y + 3z — 4 = 0, bYx~2y + 3z + 1 = 0,

3JXx + 2y - 52— 4 = 0; 2X + y — 4z — 8 = 0j
cYSx +y + 2 = 0, d)ex—y + 3z -6 =0,
2 + 3y — 2z + 5 = 03 X +y~—22-=9 =0,

240, Bizonyitsuk be, hogy az x —~ 2y + 2 — 7 = 0,
2X + y—2 +2 =0 és x— 3y + 22 — 14 = 0 sikoknak egy
koz0s pontja van. Szdmitsuk ki ennek a pontmnak a koordini-
t4it.,

244, Bizonyitsuk be, nogy 8 2x ~ 3 + 33 ~ 5 = 0,
3x +3+22-4=0, 4x + 3y + 32 + 2 =0 giksk hdrom, p4-
ronként pdrhuzanos egyenesben metszik egymint,

242, Hogyan kell megvilasztanunk a és b értékét, hogy
82—y +32~1=0,%x+2y—3%z +b = 0, x + ay — 6z + 10
= 0 spikoknak &) egy kdzie pontja legyen; b) egy egyenesre
illeszkedjenek; ¢ )} hdrow rarhuzamog egyenegben messdk egy-~
nigt,

243. Dontsitk el, milyen helyzetii egymishoz viszonyit-
va a kivetkezd hdrom sik: 7x + 4y + Tz + 1 = 0,
2X -3y -2 +2 =0, X + 2y +3z — 1 = Q.

244, Az 8,, S,, S, sikok egyenlete legyen rendre
Sq(x,y,z} = 0, Se(x,y,z) = 0, 53{x,y,z) = 0, Bizonyitsuk
be, hogy ha nines kdzsttik pirhuzamos, a hdrom sik ekkor
és cmsakils akkor illeszkedik egy egyenesre, ha van olyan
a, 3 8247, hogy 83(x,y,z) = asq(x,y,z) + psz(x,y,z).

245, Egy egyenesre illeszkednek-e agz 5 - 3y + 23 - 5§ =

=0, 2 -y -2 — 1 ='0, 4x — 3y + Ta = T = 0 agikok?

246. Irjuk fel annak a siknak az egyenletdt, amely st~
aegy 8 P(-2,4,3) ponton és a2 X — y + 32 — 8 = o,
2Z + y =2 +2 =0 gikok metszésvonalin,
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247. Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely
dtmegy 8 3Xx =y + 22 + 9 =0 63 X +2— 3 =0 gikok
metszésvonaldn és pirhuzamos az x tengellyel,

248, Szdamitsuk ki az aldbbi gik-egyenes pir hajléds-

gzbgét:
8)X + 9y + 42 + 7=0, = Z 22y-56-= 33
bYx + 4y +82 -7 =0, x=2 +8t, y=~5-— 4%,
z =41 + 43
_ _ X=6_3y+1 2-—2
c)3x + 6y - Tz + 1 =0, SRl
-3 = X—-2_.3¥-4_2
d)x + 2y + 2z 3 =0, — = T = _5e

249, Az x =~5 + 3%, y = 2%, 2 = 14 + t egyenesnek
mely pontja van egyenld tdvol az A(2,—4,7) &g B(0,-6,5)
pontoktsl?

250, Adjuk meg a P(5,2,—1) pont vetiiletét a 2x — y o+
+ 3z — 23 = 0 gikon.

254, Mik a P(1,3,—4) pont 3x + y — 22 = 0 sikra vonat—
kozs tilkorképének a koordindt4i?

252, Adjuk weg a P(3,-4,—6) pont tikkbrképét az A(—6,1,—5),
B(7,-2,~-1), C(10,~7,1) pontok sikjdra vonatkozdlag,

253. Adjuk meg a P(3,~4,~2) pont vetilletsét az 15—-5 =

o T © - z_z 2, xq; 2.1 T 3 - %_Z 2 pirhuzamosak sik-

jén.

254, Vetitolk az x = 2 + t, y = —6 - 8t, z = 8 + 9%
egyenest a2z x — 3y + 52z + 10 = 0 gikra ég irjuk fel a veti-
let egyenletrendszerét,

255, Tikrdzzik az = ; 1< %;g 4 - %;g 3 egyenest az
X + 3y + 2 =0 glkra és irjuk fel a tiikérkép egyenletrend-

gzerét,



256, Adjuk meg annsk az egyenesnek az egyenleirend-

gzerét, amely dtmegy a P(-3,5,2) ponton, pdrhuzamos a

2x — y + 52 + 9 = 0 gikkal ég metgzi az X z 2 - ¥ ;75 =

Z — 2
= -z egyenest.
257. Irjuk fel annsk az egyenesnek az egyenletrendszerét,
anely dtwegy a Q(—3,1,1) ponton, pdrhuzamos a 2x + y — 8z +

+ 3 = 0 gikkal ég merlfleges az % = 1—%—5 = Z egyeneare.

258, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely At-~
megy az x = 4 + 3%, y = 3 + 2t, 2 = -2 — t egyenesen és
pirhuzamog a 2x — y + 2~ 3 =0 édg X + 2y — 2 — 5 = 0
gikok metszéavonaldval,

259, Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely tar-~

talmazza az = E 1. 1;; 2. Z E 2 egyeneat és merdleges a

3x + 2y — a =5 =0 gikra.

- ¥y=3_3z 1 x=3_3 4

. +
260, Irjuk fel az = g 2 =7 T T3+ =D ;

=322 egyenesek 3x + 12y — 32 = 5 = 0, 3x — 4y + 92 + 7 =
= 0 gikokkal pdrhuzamos transzverzdlisdnak az egyenletrend-

gzerdt,

Z ; 7= ?;; 2 = & T 2 egye-

0 ésaz XxX—-y3—-2—22=

264. Mutassuk meg, hogy az

n

nes piarhuzamos a 2x + 2y — z — 40
= 0 gikokksl.

262, Irjuk fel annak az egyenesnek ez egyenletrendszerét,
amely merdleges a 2x + 4y — 2z + 5 = 0 gikra 43 metszi az % =

=—y=13z, = ; 2.3 g 12 % egyenescket,
x—3_ _ _z+ 1 Y -,
263, Adottak az == =3 = 7 dg X + 3 5 z 1

egyenesek, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely r
elod egyenest tartaluazza, s mdsodikkal pedig pdrhuzamos.

264, Adott az w: 2x —~y + 2 + 9 = 0 sik, a P(2,5,~/

X - 3 6

pont é3 az e: —r= =3, z = egyenes. Irjuk fel an-
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a 7 siknak az egyenletét, amely merSleges a-ra, itmegy P-n

68 pdrhuzamos e-vel,

265. Adott a2z a: 5x ~y + 3z + 4 = O aik, az
er X~ 5 = % =z egyenens, Irjuk fel az a sik oslyan

g egyenegének az egyenletrendaszerét, amely metszi az y ten-—

+
-4
gelyt és merdleges e-~re,

266, Adjuk wmeg annak a siknak az egyenletdt, amely tar-~
talmazza az x = 5 — 3t, y = t, 3 = -1 — t egyenest &3 az
X—=8y+2~3=0,2x+y +2—41=0 aikokbsl piarhuzamog
egyeneseket metaz ki.

267. Adott a P(—1,0,3) pont, tovibbd az e,: Ex2 =y =

=z — < . X g .2z t+3 X
= 3z 1 és et 5 ¥y = egyenedgek. Irjuk fel a P

ponton 4Atmend olyan g egyenes egyenletrendszerét, amely net-
szl eﬁ-et ég wmerdleges e ~Tre.

268, Adjurkmeg olyan egyenest, amely a x — 8y +4z -9 =0
gikbdél 4 egységnyire, a 4x + 20 y — 5z — 42 = 0 gikbdl pedig
3 egységnyire van.

269, Egy rombusz alapd egyenes hasdb egyik alapéle az
ey X =-=5+4t, y = 6 + 4t, 2 = —45 + Tt egyenegen van,
fedélapjinak egyik éle pedig az €yt X = 5 + t, ¥y =7 + 4%,
z = 20 + 8t egyenesen, a rombuszok sldalhogsza 18 egység.

Adjuk meg a hasdb cstcsainak a koordindtdit.

Koosrdindta-transzformicid

Osszefoglalds: Ha egy pont koordinitdi az [xyz] koordi-
nitarendszerben (x,y,z) és az [x'y'z'] rendszerben (x',y',z'),
a két koordindtahdrmas kdzotti kapcasslatot a koordindta-trangz-
formdcids formuldk adjdik meg.

Ha a koordindtarendszert eltoljuk egy v(a,b,c) vektorral,
a régi és 1ij koordindtdk kozdtti kapcaolat:

X=x'"+ga8, y=3%"+b, 2z =2 + c.

Ha a koordindtarendszert elforgatjuk tdgy, hogy az origd
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helyben marad, a transzforwmicis egyenletek:

X cog(x,x' X' + cos(x,y' )y' + cos(=x,z' )z

coa(y,x' X' + coa(y,¥' W' + cos(y,a' )z’

1}

¥y

cos{ z,x' )X' + cos(z,¥y' Wy' + cos(z,z' )z,

2

ahol pl, (y,z') az y tengely és a z' tengely pozitiv ird-
nysba mutatsd vekiorok aztgét jelenti.

Transzformdcide egyenleteinkben x' egyitthatsi az ij
x' tengely egysdgvektordinak koordindtii a régi rendszerben,
hagonldan: y' egylitthatél y' egységvektordnak, z' egylitt-
hatsi pedig 2' egységvektordnak a koordindtdi a régi rend-
gzerben (,oszlopvektorok"),

Kétdimenzidas koordinitarendszerben a fenti forauldk-
b3l a z-t, illetve z'-t tartaluazdk elmaradnak. Ha gspecii-
lisan az [x,y] rendszert o szbggel elforgatva kapjuk az
{x'v'] rends.:rt, akkor az 4ttérés egyenletei:

x X'coga— y'gina ,

x'gina + y'gina .

¥
270, A koordindtarendszert eltoljuk dgy, hogy az orizsd
a (—4,6,~1) pontba keriiljon,
a}) Irjuk fel a transgzformdcids egyenleteket;

b) Mi lesz az \1j rendszerben az x — 8y + 22 + & =

sik egyenlete?

274. Egy sik egyenlete az {xyz] rendszerben 3x — 4y +
+2 + 9 =0, az eltoldssal nyert {x'y'z'] rendszerben
3x' — 4y' + 2' = 17 = 0, Hova toltuk el az [xyz] rendszer

origdjdt?
272. Irjuk fel a transzformdcide formulikat, ha az [xy!
rendszert origdja korul elforgattuk, az elforgatds szige:

a) 60% b)—45%; ¢) 90%; a)-90°; e) 180°.

273. Forgassuk el az [xy] koordindtarendszert 45 -kal,
Mi az 4j koordindtarendszerben az x> — 32 = 1 egyenletii vo-

nal egyenlete?

0



274, Milyen szbgii elforgatds tartozik a kovetkezd

koordindta~transzformdcids egyenletekhesz:

X = %;x' + %}, y = - %} + =J§.

275. 4z [xy] elforgatjuk olyan helyzetbe, hogy az
x', illetve y' tengelyek irdnyit az a(5,12) és b(-12,5)
vektorok ad’dk meg, Irjuk fel a koordindta-transzformicis

egyenletoit.

276, Az [xy] koordindtarendszert elforgatjuk 300~kal,
majd kezddpontjat eltoljuk a (4,8 ) pontba. Mi lesz az 4J
koordindtarendezerben a 4x — 3y — 1 = 0 egyenes egyenlete?

277, Toljuk el az [xy] koordindtarendaszer origdjit a
(2,3) pontba, majd forgassuk el a tengelyeket az a(2,-1),
b(1,2) vektorok irdnydba., Mi lesz az 4j koordindtarendszer-
ben az §x2 + 4xy + 8y2 — 32x — 56y + BO = 0 gbrbe egyenle~
te?

278. Forgassuk el a koordindtarendszert s z tengely
koril 45°-kal, M1 lesz az Uj koordinitarendszerben az
Zz + 12
-4
279. Forgassuk el a koordinitarendszert a z tengely ko-
riil a gzdggel éa irjuk fel az elforgatdis transzformicids

X— 4 =3—-4 = egyenes egyenelete?

egyenleteit.

280, Forgassuk el az [xyz] koordindiarendszert gy, hogy az
1j tengelyek irdnya rendre az a(2,6,9), b(9,-6,2), c(6,7,~6)
vektorokéval egyezzék meg. Irjuk fel a koordindta~transazfor-

ndeid egyenleteit.

284. Forgassuk el az [xyz)] koordindtarendszert az ori-
g$ kirill Ugy, hogy az i,],k egységvektorok rendre az a(2,-1,2),
b(2,2,-1), ¢(—1,2,2) vektorok irinyiba menjenek it, majd tol-
juk el az origdt (az 1Uj rendszerben koordinidtdzott} v(1,0,0)
vektorral. Mi lesz a trangzformicidk utdn a 4x2 + 2¥° + 4xz -
- 43z + 332 + 8x — 4y + 8z = 0 felillet egyenlete?
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Térgeometriai feladatok analitikus &g Abrdazolsd

geometrial megolddsa

Ebben a fejezetben olyan feladatokat kdzliink, amelyek-
nek az analitikus ég 8z 4brdzold geometriai megolddsa egyiit-
tesen végezhetd el, A feladatok dbrdzoldsi réezét Ad—~es mé-~
retli rajzlapra terveztilk; a megadott adatsokst egy {xyz} koor-
dindtarendszerben két vetiiletének segitségével viesziik fel a
rajzlapra. Minden feladatra egységesen kikttjlk a kovetkezd-
ket: az elsd képsik az [x,¥y] koordindtasikkal, a migodik kép-
sik as [yz] koordindtaeikkal pirbhuzamos, tehit az x-tengely