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IL.

Ez a példatir Monostory Ivdn egyetemi adjunktus "Valésziniliség-
elmélet és matematikai statisziika" e. elméleti jegyzetéhez készillt
segédiet, A tbb mint 100 feladat jelent8s részének sorszdma elltt X
jelzés talflhat6, vagy a feladat sorszdma bekeretezve. olvashaté. Az h
elébblek megolddsihoz a példatér misodik felében utmutatsist adtunk,
az utébbiakét részletesen kidolgoztuk, egy-egy alkalommal tibb meg-
olddst is kozdltlink.

Ahol a megoldisok ismertetése kbzben tételekre hivatkozunk,
hasznos az elméleti jegyzet odavigd fejezetének Attanulméinyozisa.
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I, Kombinatorika

{Usszefoglalds)
Permuticit: elemek sorrendezése.
Kombin4cié: elemek kiv4lasztdisa. Sorrend nem sz&mit,
Varisicié: ’ elemek kivilasztisa. Sorrend szimit.

Ismétléses permutfci6: a sorrendezendd elemek kizdtt megegyezSk is
el6fordulnalk,

Ismétléses kombindelé: a kivdlasztott elemek kizitt ugyanaz{ok) az
yaridcié elem{ek) tobbszdr Is elSfordulhat{nak).

Képletek:
Permutdcis Kombinsci6 Varifcid
n n
H 1
Ism. nélkiili n! (k) (k)k'
ni n+k-1 k
Ismétiéses N ———— n
1k ! !
Ifl ,kz. e kr. k )
X1, Oldjuk meg az aldbbi egyenletst:
X Xy ]
2(5)+ (1) =35 x ET.
Hany olyan valddl tizjegyll szim létezik, amelyben minden

szdmjegy csak egyszer fordul el5?.
(Valédinak mondunk egy n-jegyll szfimot, ha az elst szdmjegye
nem Zzérus.)

3. A kettes szdémrendszerben hény killonbozd valddi tizjegyil
szdm frhaté fel?

4, Egy 20-tagu brigidban négy jutalmat osztanak ki. HAnyEéle-
képpen alakulhat a jutalmazott csoportja, ha egy brigAdtag
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X5.

¥ 8.

* 9,

%10,

¥12,

#13.

10

a) cgak egy jutalmat kaphat,
b) tébb jutalmat is kaphat?

Oldjuk meg a feladatot egyenlS és kiilonbsz8 jutalmak esetére is!

ftany valédi Stjegyli szdm készithet§ a 0,3, 0, 2,2 szdmje-
gyekbdl”
Irjuk fel ezeket . szadmokat!

Hény valédi hdromjegyll pdros szdm képezhet a 0,1,2,3,4
szdmjegyek felhaszndldsdval, ha minden szdmjegyet csak egyszer
hasznilhatunk fel? ’

Egy dobozban 20 darab gépalkatrész van. Koziilikk 6t selej-
tes. Héinyféleképpen vehetjilk ki egyenként mind a 20 alkatrészt
ugy, hogy a selejtesek utoljira maradjanak?

Négy jatékos kirtyizik a 32 lapos magyar kirtydval. Min-
den jatékos nyole lapot kap.
Hény kiilonboz6 leosztds valésulhat meg?

A 32 lapos magyar kirtyacsomaghél négy egyenlS csoportot
képeztlink. {Tehit minden csoportban pontosan 8 kirtyalap van el-
helyezve, ) ’

a) Hany kiilénbtz8 ilyen négyes csoport 1étezik?

b) Hany kiilénbozd négyes csoport létezik akkor, ha az egyik

csomdban pontosan hirom #Asznak kell lennie?

Héany Kiilonbsz6 10 taldlatos toto-tipposzlop létezik?
(Tegylk fel, hogy 13 mérkozést kellett megtippelni.)

Hirom kockdval dobunk egyszerre.
Hanyféleképpen alakulhat a dob4s eredménye, ha
a} mindhirom kocka egyforma szinii (megkiilénbiztethetetlen);
b) két kocka fehér, egy fekete;
e) a kockik kiilénbdz8 sziniek?

Mennyi az elemi események szdma az elz8 feladat a) b)

-és ¢) esetében?

Valamely sakkversenyen egy j4tékosnak a hetedik forduls
utdn (tehdt 7 jitszm4bél) 5 pontja van. Hanyféleképpen johetett
létre ez az eredmény?

(Nyert jitszma 1 pont, duuietlen 0,5 pont, vesztett jatszma 0
pont, ) .



14,

%16.

17.

20.

7]

%22,

. Hanyféleképpen helyezkedhet el 5 urniban 50 szdmozott
golyd, ha az elsSben 8, a mdsodikban 4 és a harmadikban 10 go-
ly6nak kell lennie?

Hiny olyan Gtjegyli szAm létezik, amely csak az 1,2,3 szim-
jegyeket tartalmazza, de mindegyiket legalsbb egyszer?

Hédny 5-betilis szét képezhetiink az 1, m, n, r és
az a, e, i, o, u betlikb&8l Ggy, hogy sem két magédn-
hangzdé, sem két mdssalhangzd ne keriiljén egymds mel-
1é, és egyik betll se ismétlsdjék?

Hany hétbetils, magdnhangzdval kezdbdd szd alkot-
haté az 1, m, n, r és az a, e, i, o, u betlikb8l, ha
két magdn- ill. mdssalhangzdé nem keriilhet egymds mel-
14, és minden mdssalhangzé csak egyszer szerepelhet?

Hény kiilonbdzd mdédon olvashatjuk ki az aldbbi
8sszedllitdsbdl a VALOSZINUSEG szdt, ha a bal felss
sarokbdl kiindulva egy-egy lépéssel jobbra vagy lefe-
1é haladunk, mig a jobb alsé sarokba nem ériink:

vaL s z ¢
ALOSZIN
LOsSZEING
6sziInNGSs
szIiINUSE
zZINOOSEG

‘v darab termékb8l 7 darab elsd osztdlyd és ha-
1on masodosztdlyd. Hanyféleképpen vdlaszthatunk ki
ezek koziil 5 gydrtmidnyt gy, hogy legfeljebb két ma-
gsodogsztdlyd legyen kdzdttilk?

Az eldzb feladatban szerepld gydrtminyok kbziil
hdnyféleképpen valaszthatunk ki 5 terméket dgy, hogy
legaldbb két mdscdosztdlyd legyen kdzottik?

Mennyi az 1-es és a 2-es szédmjegyekbll felirha-
té dtijegyl szdmok Usszege?

Hdnyféleképpen oszthatd 5000 Ft hdrom részre,

ha mindegyikbe legaldbb 1000 Ft-ot kitevd, kerek szd-
zas értékd Osszegnek kell jutnia?

11



23.

#25.
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Il. Eseményaigebra

Egy lzem hirom sziévigépét vizsgiljuk, L esemény jélentse
azt, hogy legaldbb az egylk gép hibds, M pedig, hogy mindhd~
rom kifogistalan,

Mit jolentenek az

a) M+ L

b} ML

e) M+ L

d L

&) M

f) ML
események?

Prébagyartds sordn hirom szempontbsl vizsgilidk a kéaszter-
mékeket. Az A esemény bekivetkezése jelentse azt, hogy a
megvizegilt termék anyaghibds, a B esemény mérethibdt, a C
esemény pedig egyéb szemponth6l valé meg nem felelést jelenisen,

Irjuk fel a késztermékkel kapcsolatos aldbbi eseményeket
A-val, B-vel &8 C-vel:

a) a termék csak mérethibds (tehdt egyébként megfeleld),

b) a termék legaldbb egy szempontb6l nem megieleld,

c) a termék pontosan egy szemponth6l nem megfeleld,

d) a termék legfeljebb egy szempontb6l nem megfeleld.

Az ¢l6z8 feladat jeloléseit felhaszndlva, irjuk fel az alibbi
eseményeket:

a) a termék legaldbb egy szempontbdl megfeleld,

b} a termék legfeljebb két szempontbél nem megfeleld,

c) a termék kifogistalan.

d) Fogalmazzuk meg az A + B + C esemény jelentését!
A megelsisok sorin - ahol lehet - alkalmazzuk a De Morgan-féle
azonossigokat is! (Ldsd a 3.15 &és a 3.16 tételeket!)



26.

27.

28,

29,

Igazoljuk, hogy
A+B)-C=(A-C)+(B-C)
eseményalgebral azonossig!

Egy urniban 100 korong van 1-t6l 100-ig megszfmozva. Ta-
l14lomra kihuzunk egyet. Legyen A az az esemény, hogy pdros
szdmot, B hogy 3-mal oszthat6, C hogy 30-n4l kisebb széimot
huzunk.

Irjunk fel legaldbb hirom olyan szfimot, amelynek kihuzdsakor az

a) A-C)+@®B-0Q),

B) (A-C)+ (B ~C)
esemény kivetkezilc be!

Mutassuk meg, hogy valamely eseménytér tetszleges A
és B eseményére az

AB ; AB; AB; AB
események teljes eseményrendszert alkotnak!
Bizonyitsuk be, hogy
A=(A-B)+ B

akkor és csakis akkor, ha B maga utfn vonja A-t!
(Lssd a 3.21 ém a 3.22 Tételt!)
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l. Klasszikus valészinliség
(Usszefoglalds)

Az eseménytér birmely A eseményére:

k]

PA) = az_A eseményben foglalt kedvezd elemi események szima
az Hsszes elemi események szima

feltéve, hogy az eseménytér véges sok, egyenld valGsziniiségii elemi %
eseménybdl 4ll.

Az A (komplementer) esemény valSsziniiségére fennsll, hogy
PA) =1 - PA) .

Ha a B esemény maga utdn vonja az A esemény bekdvetkezését,
akkor ‘
P(A - B) = P(A) - P(B)

Annak a valészihﬂsége, hogy az eseménytér két tetszdleges eseménye
koziil legaldbb az egyik bekivetkezik:

P + B) = PA) + P(B) - P(AB .

Kettonél tobb eseményre a tételt 4ltaldnosan Poincaré fogalmazta -
(8.7 Tétel) I

30, Egy dobozban 40 db 8 mm=-es, tobb 6 és 10 mm-es anyis
csavar van,
Annak a valésziniisége, hogy egy csavart kiemelve az 6 vagy 10
mm-es lesz: 0,6; annak pedig, hogy 6 vagy 8 mm-es lesz: 0,7.
Héany darab 6 mm-es és hiny 10 mm-es c¢savar van a dobozban?
(Foltesszitk, hogy a csavarok mindegyike - méretiikts] fliggetie-
tiil - azonos eséllyel emelhetd ki a halmazb6ll)

¥ 33 Egy szabflyos kockit hatszor egyméds utén feldobunk.
Mi a valészinlisége, hogy

14



¥ 32..

¥ 33,

¥ 34,

¥ 35.

36,

a) az 1,2,3,4,5,6 szdmok mindegyike szerepelni fog?

b) az elsS dobis hatos lesz, a tdbbi ettdl kiilsnbsz8?

¢) az elsG két dobds hatos, a tobhi pedig ettdl 6s egymds-
tél is kiilénb6z8 lesz?

d) két dobds eredménys hatos, a tobbi pedig ett8l kiilonbozs
lesz?

7 hdzaspir tdncol. Van koztttik 3 testvérpir (I férfi - 1 né

testvér).
Mennyt a valdszinlisége, hogy

a) a 3 testvérpar egylitt tincol?
b) legaldbb egy valaki nem a hfzastirsival tdncol?

(Feliételezzilk, hogy a pirok véletlenszeriien alakulnak ki,)

Egy 52 lapos kﬁrtyacsémagbél 13 lapot talflomra kihuzunk.

(Az egyszer kihuzott lapot tbbé nem tessziik vissza a csomagha.)
Mennyi a valGszinilsége annak, hogy

hogy

a) a treff-kirily a kihuzott lapok koziit lesz?

b) pontosan két treff lesz a kihuzott lapok kdzott?

¢) a treff-kirdlyon kivill a treff 4sz is a kihuzoit lapok k-
zott lesz?

d} lagalibb egy treff lesz a kihuzott lapok kizbtt?

Kitsltink egy lottészelvényt, Mennyi a valoszintisége annak,

a) pontosan hérom tal4dlatunk lesz?
b) legaldbb hdrom talilatunk lesz?
c) legfeljebb hdrom taldlatunk lesz?

A vilogaté edzésen résztvevS 22 jatékos kozlil 10 jitékos az

jatékos a T, 5 j4tékos pedig a C csapat tagja.

a) Mi a vallszintlisége annak, hogy a szdvetségi kapitiny
9 jatékost az F, 1-1 jtékost pedig a méisik két csapat-
b6l vilogat be a nemzeti 11-be, ha minden jitékos beva-
logatisdnak azonos az esélye?

b) Az edz8mérkézésen talflomra torténik a 22 jAtékos szét-
osztisa két 1l-es csoportba. Mi a valészinlisége annak,
hogy a két legjobb jitékos egymds ellen jatszik?

Mennyi a valdszinlisége, hogy egy talilomra kitsltétt toté

- tipposzloppal pontosan 10 talilatot ériink el? (13 megtippelendd
mérkvzést tételeziink fel,)

15



37.
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Egy alkatrészhalmazb6l, amelyben p a selejtariny, visz-
szatevéssel vesziink ki egy n elemil mintdt, véletlenszerllen.
Mennyl annak a val6szinilsége, hogy a mintdban piros lesz a se-
lejtesek szima?

A Brown-mozg&s tdrgyaldsdra szolgdlhat model-
11 az aldbbi vn. bolyongési probléma:

Pételezzilkk fel, hogy egy részecske csupdn egy
egyenes mentén mozoghat ugy, hogy egységnyi dtszaka-
szokat tesz meg ugyanolyan valészin(iséggel jobb vagy
bal irdnyban mindenegyes lépésben. Legyen az egyenes
az x tengely, amelynek .nulla jeld pontjdbél indul a
részecske. Kérdés: mi a valészindsége annak, hogy
n lépés utdn az x=A pontban lesz a részecske?

Egy dobozban 1évé 100 db, 1-t&1 100-ig szdmo~
zott golydé kdzill taldlomra kivdlasztunk 10 db golydét
visszatevés nélkiil. A kivalasztott golydkat szdmozd-
suknak megfelelSen nagysdg szerint ndvekvd sorba
rendezzik. Mennyi annak a valészinfsége, hogy a sor-
ba rendezett golyék kdzidl az Htddik éppen az Gtvenes
sorszémot viseli?



IV. Geometriai val6szin(iség

{Usszefoglalds)

Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy geometriai
.alakzat részhalmazainak feleltethet8k meg dgy, hody az

egyes események bekdvetkezési valészinfdsége a nekik meg-
feleld részhalmazok geometriai mértékdvel ardnyos, akkor
egy tetszlleges A esemény bekbvetkezésének valészinidsége

P(A) = & .

ahol m az A eseménynek megfeleltetett részalakzatnak, M
pedig a teljes geometriai alakzatnak a mértéke.

[::J Héromsz8g szerkeszthetSségének valdszindsége.
A {0,1) intervallumon.talilomra kivdlasztunk két
pontot. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy az gy
keletkezett hdrom szakaszbdl hdromsz8g szerkeszt~-
heté? '

®II. Két szdmot vdlasztunk taldlomra a {C,1) szdm=-
kézben. Mi a valdszinlsége, hogy Usszeglik 1-nél,

szorzatﬁk pedig %%—nél kisebb?

#1171, Ketten megbeszélik, hogy de. 10 é&s 11 dra k&—

Iv.

z0tt egy. meghatdrozott helyen taldlkoznak. Megdlla-

podds szerint, aki kordbban érkezik 20 percet vir a

mdsikra. Mennyi a taldlkoz4s valészindsége, ha mind-
ketten véletlenszerden érkeznek?

Egy egységnyi hosszisdgd szakaszon taldlomra
vdlasztunk két pontot. Mi a valdszin(isége annak,
hogy ezek k&zelebb vannak egymdshoz, mint bdrmelyik
a végpontokhoz?

Egy r sugaru kor .teriiletén megjeldlilnk egy
pontot. Ezutdn a kdrlapon taldlomra vdlasztunk egy
pontot. Mi a valdszinlsége annak, hogy a két pont
tdvolsdga nagyobb, mint ry2? )

17



T Az x2+bx+c=0 mésodfokd egyenlet b és ¢ egyiitt-
nat$it vdlasszuk véletlenszerden a {-2:2) szémkdz-
b6l. M1 a valészinlisége annak, hogy az egyenlet
gydk=r . &5 szdmok lesznek?

VII. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy hdrom,
egységnyi hosszisdgndl révidebb, egymdstdl figget-
leniil taldlomra vdlasztott szakasszal - mint élhosz-
szakkal - meghatdrozott téglatest testdtldja az
az egységnél kisebb?

wV1II. Egy r sugard kérben adott irdnnyal pérhuzamos
hirt vesziink fel. Mi a valdszinfisége annak, hogy a
hir hossza kisebb mint a k&r sugara, ha a hir fe-
lezdpontjdt az adott irdnyra merSleges &tmérén vi-
lasztjuk véletlenszerfien?

®IX. Egy r sugart kdr keriiletén véletlenszerden
felvesziink egy pontot. Mi a valdszinilisége annak,
hogy ezen ponton keresztlil egy elére megadott
ir&nnyal pdrhuzamosan hizott hdr hossza kisebb
mint & k&r sugara?

#X. A Bertrand~féle paradoxon.

Egy-r sugard kdr valamely hdrjat véletlen-
szerlen kivdlasztjuk. Kérdés, mennyi annak a vald~
szinf(sége, hogy ez a hir hosszabb a kSrbe irt sza-
bdlyos hdromszdg 0ldaldndl? A véletlenszerfi kivd-
lasztdst végezziik el

a) a hir egyik végpontjdnak a kdriven vald
véletlenszerl kivdlasztdsdval (ha a mdsik végpontot
midr eldre rogzitettiik.)

b} a hir kézéppontjdnak a kdrlap teriiletén
vald véletlenszer( kivdlasztdsdval.

18



V. Feltételes valoszinliség. Fiiggetienség

(Osszefoglalss)
Feltételes valoszinliség
P
Definicid: PA/B) = _LAE‘, ha P(B) # 0.
_— P®) :
Kdvetkezmény: P(A/B)y P(B: - P(B/A) P(A)

A telies valoszinliséy tétele:

PA) = P(A/Bl) P(31: + P(A/Bz} PB, H...+ P(A/Bn) P(Bn) .

ahol Bl’Bz""'Br teljes eseményrendszer és P(Bi) # 0.

| P(A/Bk) P(Bk)
Bayes-tétele: PB4 P(A/B)) P(B) +...+ PA/B ) PB) '’

shol B,, B ,...Bn teljes eseményrendszer, P(Bi) 0 6 PAYHF O

1’ 72

Fliggetlenség
Definicié; A és B Figgetlenek, ha P(A/B) = P(A).

Kovetkezmény: A és B akkor és csakis akkor flegetlenek, ha
P(AB) = P{A) P(B).

LA

Megijegyzés: Kettonél tobb esemény paronkénti fliggetlenségéb8l nem k-
vetkezik feltétleniil azok teljes fliggetlensége.

Ha AI’ Az"'An Usgzességlikben (teljesen) fliggetlenck, akkor
P(AIAZ" ‘e .An) = P(Al) P{Az). "P(An)’ de - forditva - a reldcid

teljestilése nem biztositéka az események filggetlenségének.
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40, Egy lzem terméke hirom killsnbtz§ technolbgifival késziil.
A kész termékeket ols6-, illetSleg masodosztslyusak minSsitik,
Valamely munkanapon az aldbbi t4blizatot £1litottak Sssze

az elkészillt termékekrdl:

1. techn, 2. techn. 3. techn. 6s§zesen
1. oszt. 300 310 315 925
II. oszt. 220 190 175 585
Osszesen: 520 500 v 490 1510

Jelentse Ai azt az eseményt, hogy a vizsgflt termék az i-edik tech-
nologidval készlllt (1 = 1,2, 3),
A B, esemény azt jelenti, hogy a vizsgilt termék k-adosztilyu
minGsitésil.
Feltéve, hogy birmelyik terméket egyenl§ val6szinliséggel v4laszt-
hatjuk ki a balmazb6l, hatérozzuk meg az al4bbt valésziniiségeket:

a) P(A;) ;- b) PA, + A); e P4, /B,) ;
d) P(Al +'43/131) 3 e P(Bl'/Al + Az) ;
£) 1_:(131 + Bz/AI)'
Valamely eseménytérben az A és B események kiziil
legaldbb az egyik feltétlentll bekivetkezik,
Legyen P(A/B)= 0,2 6s P(B/A) = 0,5,
Mennyl a P(A) és P(B) valészinliségek értéke?

¥42, Bizonyitsuk be az elmélet! jegyzet 10.5 Tételében megfogal-

mazott 41lit4st!
2 -2 =1
Legyen P(A) =y ; P(A/B) = g » tovibbi P(B/A) =% .
Hatdrozzuk meg a
a) P(A + B),
b) P{A/\B) valészinliségeket |
Egy urnfban 3 golyé van elhelyezve: egy plros, egy fehér

€s ogy 28ld. Az urn4b6l dtszbr huzunk egymés utdn egy-ogy go-
ly&t. (A megvizsgfilt goly6t az ujabb huzéis elétt. visszahelyezziik
az urnfba.) ’

Mi a valésziniisége annsak, hogy egyszer sem huzunk piros
goly6t, feltéve, hogy fehéret is &s zbldet is legaldbb kétszer hu-

zunk?
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45,

- % 46,

*47.

4'8.

Izz6limpakat szdzas csomagolisban sz4llitanak. Az eldzd
megfigyelésekbl ismert, hogy a tételek kizitt csak 0,1,2,3 vagy
4 hib4s darsbot tartaimaz6 fordul el6, azonog ardnyban.

Mennyl a val6szinilsége annak, hogy egy tételb8l véletlen-

szerfien -~ visszatevés nélkiil - kivdlasztva hidrom
ég6t, egy lesz koziililk hibds?

Kétmilli6 pénzérme kozil kettSn két fe) van, a ttbbl érme
hib4tlan. Talflomra kivdlasztunk egy érmét és hiromszor feldob-
juk. Eredményil mindig fejet kapunk.

Mennyl annak = val6szinllsége, hogy rossz érmét vélasztot-

tunk?

-Egy munkfs két gépen dolgozik,
Az eois8 gépet 0,87, a méisodikat 0, 90 valdszi.nﬁséggel nem kell
javitania egy milszak salatt.

Mennyl anngk a valészinlisége, hogy

a) legfeljebb egy géppel kell foglalkoznia,

_b) csak egy géppet kell foglalkoznia javitis céljibﬁl gy
milszak alatt, ha a gépek meghtbdsodisa egymﬂstél fuggetlen?

100 db alkatrészb8l 4 db selejtes. A halmazb6l kiemellnk
6 db alkatrészt véletlenszerlien, visszatevés nélkill. A kiemelt
alkatrészeket megvizsgiljuk, majd visszahelyezzitk azokat az
alaphalmazba. A mintavételt s a vizsgilatot még kétszer ugyan-
igy megismételjik.

Milyen val6sziniiséggel lesz mindhfrom minta hibdtlan?

Egy rendszer hirom fliggetlen komponensb&l 411. A kempo-
nensek mindegyike p valészinliséggel mikddik. Mennyi a val6-
sziniisége annak, hogy a rendszer milk#dik, ha a komponensek

a) sorosan,

b) pArhuzamosan
kapcsoltak?

Hény héten keresztill kell jétszant hetl egy lottészelvénnyel,
hogy annak a valdszinlisége, hogy legaldbb egyszer legalibb né-
gyes talflatédt érjilnk el, z-nél nagyobb legyen? (0 <z < 1).

Hdrom kockdval dobunk egyszerre. Mi a valészi-
isége annak, hogy legaldbb az egyik hatost mutat,
~on feltevés mellett, hogy az egyes kockdk kidldnbsd-

jelzés -7dmokat mutatnak?
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52.

53.

55.

56.

38.

Egy perzsa sah egyszer egy elitéltnek azt mond-
ta, hogy tetszés szerint elhelyezhet 50 fehér és 50
fekete folydét két urndba. Az egyikbdél a sah kihiz
majd egy golydét, s ha az fehér, megkegyelmez neki, ha
fekete, nem. Hogyan kell szétosztani a 100 golydt
a két urndba, hogy a fehér golyé hizdsdénak a valsd-
szinisége maximé&lis legyen?

Két doboz mindegyikében 100-100 csavar van.

Az elsd dobozban 10, a mdsodikban 5 a selejtek szama.
Az egyik dobozbdl kivesziink egy csavart. Mekkora a
valészinlisége, hogy az selejtes lesz, ha az elsd
dobozbdél 0,2 valdszinfiséggel hidzunk?

Ezutdn Ontsilk 8ssze a két doboz tartalmdt. Hiz-
zunk ki most egy csavart! Mennyi a selejtes hizds
valészinlisége?

Hasonlitsuk {&ssze a két eredményt! Mit ta-

pasztalunk?

n doboz mindegyikében n szdmi golyd van, az i-
edikbern i db piros (i=1,2,...,n), a t&bbi fehér.
Véletlenszerfen kivdlasztunk egy dobozt, s abbdl ki-
hizunk egy golyst. Ez piros lett. Mennyi a valdszi-
nisége, hogy az utolsd két doboz valamelyikébsl
hiztuk? .

N darab elemet tartalmazdé halmazbdl visszate-
véssel vesziink ki egy n eleml nintdt. A mintdban k
selejtes adddott. Mennyi a valdszinlisége, hogy az
adott halmazban S a selejtek szdma? {(Feltessziik,
hogy az adott halmazban minden Ssszetétel egyenlden
valdszind,)

Egy rekeszben 15 labda van, amelyek k&ziil 9 4j.
Az elsd jatékhoz taldlomra kivesziink 3 labdat és
ezeket jdték utdn visszatessziin. A mdsodik jdtékhoz
ismét 3 labddt vesziink ki taldlomra. Mennyi a vald-
szinlisége annak, hogy az utdbb kivett labddk mind
djak lesznek?

Hat doboz mindegyikében 6 golyd van, amelyek ko-
z{il rendre 1, 2, 3, 4, 5, 6 golyd fehér. Egy tala-
lomra vdlasztott dobozbdl hdrom golydt hdzunk egymés
utdn visszatevéssel. Azt taldljuk, hogy mindhdrom
hiizdsra fehér golydt vettilink ki. Mennyi ez esetben
annak a valdszinlsége, hogy a 6 golyd koziil éppen
kettd fehér volt a dobozban?

Egy automatagéppel kapcsolatban hosszd idén ke-
resztlil megfigyelték, hogy az egy nap alatt gyartott
termékek kdzdtt a selejt 3 és 4% kdzb6tt ingadozik.
Pontosabban: bdrmely napot kivdlasztva, p, a valé—

szinffsége annak, hogy a selejtszédzalék (3+fﬁ)%,



59.

i0
i=0,1,2,...,10 és 2 :pi=3. Egy napon, minéséqy.
i=10
6rzés sordn 1000 munkadarab k&ziil 20 darabot ve:
lenszerlen kivdlasztottak. Kérdés, mennyi annat .
valdszinlsége, hogy 20 kivAlasztott darab kdziri pon-
tosan 2 selejtes?

Oldjuk meg az elméleti jegyzet 49. oldalan kidolgozott 10.2
példat Poinearé tételének (8.7 Tétel) felhasznildsdvall
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VI. Valészindségi valtozok eloszldsanak Jellemzése

(Osszefoglalis)

Diszkrét valdszinliaégi valtozé eloszlssst a lehetséges értékeihez (tel-
jes eseményrendszer) tartozé pj valészinlségek Ssszességével (soro-

zatdval) adjuk meg:

P(3 =x)=p, k=1,2,....
p,=1.
2 P

Folytonos eloszlisy val6szinliségl viloz6 eloszldsst f(x) slriségligg-
vényével jellemezzitk:

b
PlaSE<p)= fﬂx) dx .
-a
‘00
fx)20; x€ER ; Jf(x)dx=1.
-l

Tetszéleges valésziniségi v4ltoz esetén a P (E < x), x €R - val6-
szinliséget mint x fliggvényét, F(x)-szel jelsljikk és eloszl4sfliggvény-
nek nevezzilk,

0

Ftoo) =13

-

Fx)£1; F(-o0 )=10;

lim  F{x) = F(a}} F(x) monoton ndvekedd fliggvény.

X-+a~0

Osszefliggések:
aéxEk: <b

p = F(} - F(a) ;

24



b
If(x) dx = Fb) - F@a) 3

a
X

F(x) = J' ft) dt,
-0 .

és 1(x} minden folytonossigi pontjiban F’(x) = E(x).

A valészinliségi viltoz6k eloszlisst jellomzd legfontosabb szim-
adatok a vérhat6 érték: M(5) és a-szbris: D(¥).
A virhat6 ériék:

+oo
M(Fy= > xp, illetdleg jx.f(x}dx
i
-0

Ysszefiiggeésset adédik, feltéve, hogy a szbban forgb sor illetdleg az
improprius integril abszolut konvergens.
A pzbrisnégyzet:

i) = m [(§ - mxn® | = meg B [z )%
8 igy k_isz_ﬁmitasa:

(g )= > xp, (3w ).

{lletdleg
+69 +co
9 2
Jx .f(_x)dx - j x, F{x)dx
] - 00

tsazefliggésekkel toriénik.

¥ 60, Valamely diszkrét valészinliségi viltozd a kbvetkezd értéke-~
ket veszi fel:
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% 61,

62.

% 63,

64.

85.
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a) Valdsziniiségeloszlist adtunk-e meg?
b) Abrézoljuk E eloszlisit és eloszlisfliggvényét!
c) Szémitsuk ki F virhatd értékét és szérisat!

Legyen & olyan val6sziniiségi v&lozd, amelynek értékei a
0,1,2,,. nem - negativ egész szdmok. 1
Tudjuk, hogy a § = k esemény val6sziniisége arsinyos pary -sal.
Hatirozzuk meg a P({& = k) val6szinliségeket ! '

Egy munkadarabot két alkatrészbSl szerelnek dssze., A két-
féle alkatrészt igen nagy mennyiségben egy-egy dobozban tdroljilk.
Az elsé dobozban 10%, a mésodikban 20% a selejtes alkatrészek
ardnya. A munkafolyamat sordn mindig az elsd dobozb6él emelnek
ki el8sztr egy alkatrészt, .

Legyen a ¥ valbsziniiségi viltozé éctéke az elsd hibss al-
katrész megjelenéséig kivdlasztott alkatrészek szdma, beleértve
a hibds alkatrészt is. (A kivdlasaztds véletlenszeriien torténik.)

Hatdrozzuk meg E vallszinliségeloszldsdt!

A tangzéki kOnyvtdr hat orosz nyelvii folySiratra fizet elf.
Ebb6l négy matematikal, kettd milszaki tdrgyu. A hat folyéirat
ktizill hdrmat talilomra kivdlasztunk, Legyen a ¥ val6sziniiségi _-
vAltozd éxtéke a kivilasziott matematikai t4rgyu folybiratok szima.

a) Irjuk fel &s 4brédzoljuk a valdszinllségi viltoz6 eloszldsit!

b). Hatdrozzuk meg az eloszlisfilggvényt!

c) Hatfrozzuk meg & virhat6é értékét!

Mutassuk meg, hogy az

0 ha xél;

Fix} -
1 + 2x
—_— 1
X - 08" ha x >

fliggvény nem lehet eloszlisfiiggvény!
Legyen -

0, ha x% -3
1
= - 1
g+ ha 3<x<

F(x)= 9 i—, ha 1 5x%2
;13, ha 2<x%5
1, ha x>5




66,

67.

*68.

¥69.

a) Mutassuk meg, hogy F(x) nem lehet eloszlasfliggvény!

b) Valtoztassuk meg (a legkézenfekvobb médon) a fliggvény
értelmezését ugy, hogy ezutin mir valamely val6szinii-
gégl viltozd oloszlisfilggvényének tekinthesstlk!

c) Hatdrozzuk meg az eloszlis szbrisiti

Legyen
¢, ha x<1,
Fix) =

A+ ha x= 1,

x+1"

a) Milyen A és B esetén tekinthetf F(x) valamely vals-
gzintiségi vAltoz6 eloszlisfliggvényének?

b) Abrizoljuk F(x)-et!

c) Hatfirozzuk meg az eloszlis siirliségfilggvényét!

d) Szédmitsuk ki a P(§ > 9) valbszinliséget!

C é3 A mely értékeire lehet az

Fix) = C + Aarc tg x , {-~oox { +o0}

eloszlasfliggvény?

Legyen
1 <
A(x+'?'), ha 0=x~1

fx) -
| . kiilénben,

a) A milyen értékére lehet [(x) valamely valdszinlizégi
vAltozd silirliségfliggvénye?

b) Adjuk meg az T(x) eloszlisfliggvényt!

e} P (0 <k <0,3)=7?

Legyen a £ valfszinliségi valtozd slirliségfliggvénye
e—x ., ha x =, R
f(x) =
0 ha x < a.

a) HatArozzuk meg "a" értékét!

b) Szémitsuk ki a P(E = In 2) valdszintiséget!

c) Hatdrozzuk meg az eloszlds véarhatd Ertékét &s szbrdsat’
27



70, Caapigy-gylirliket készitenek olyan automata gépsoron, amely
helyes befllitis esetén hibAtlan terméket 41lit elS. A besllitss

azonban minden darab gyirtisa kdzben 0, 02 valéaziniséggel meg-
vdltozhat, s igy selejtes terméket kapunk.

Az ellendrzés automatikus, s a gépsor azonnal le4ll, amint se-
lejtes gy4rtmény késziilt, hogy a bedllitdst korrigilhasssk.

Hatfrozzuk meg két bedllitds kizott készUll csapigy-gylrik
szdménak virhaté értékét!

* 71, Lehet~e
x+%. ha ~1<x <o,
a) fix) =
0 , kildnben.
1
X+5, ha 0<x<1,
b) fix) =

8 , "kiilonben
valamely eloszlis sitriiségfliggvénye?
72, Valamely val6sziniségl viltozé sirliségflggvénye:

x , ha 0<x51,
fx) = { 2-x, ha 1< x<2,
0 , kilvnben.

Adjuk meg az eloszldsfiggvényt, tovibbs a P(E < 0), P(F >1y
és a P(0<¥5<3) valdszintiségek értékﬁlt(!

£73. Egy valGszinliségi v4ltozé siiriiségfliggvénye:
r"
é‘ , ha 0<x%1,
: A
f(x) =< —% ha x>1, (A € R),
2x .
0 , -ha x< 0.

a) Hatdrozzuk meg 3z A konstans értékét!

b) Milyen valésziniiséggel esik a valbszinliségi viltoz6 értéke
0,5 é8 2 kozé?
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¥ 14, G4zmolekuldk sebességét olyan ¥ val6szinlségi viltozbnak
tekintjilk, amelynek siiriiségfiggvénye a Maxwell-eloszlés szerint:

0, ha x =<0,
fix) =
3 22
% xz enh x . ha x>0, (h= 4lland6).

Sz4mitsuk ki a gdzmolekulik sebességének a vArhaté értékét!

#75. Egységnyi hosszisdgld szakaszon egymdstdsl
fiiggetleniil két pontot vdlasztunk taldlomra. Legyern
a valészinlségi vdltozd a két vidlasztott pont té-
volsdga. Hatdrozzuk meg a két pont tdvolsidgénak a
vArhatd értékét! )

76. Egy céll&vés.sordn minden taldlat egy 18 cm
sugard kérlapra jut. A l8vés a kdrlap barmely pont-
jdra azonos eséllyel taldlhat. Szdmftsuk ki a tald~

lat helyének a k¥r kdzéppontjitdl valsd tdvolsidgd-
nak a szérdsdt!

%77, Két. ember teniszezik. A gyfztesnek hdrom
jdtszmdt kell nyernie. Legyen p és 1-p annak a va-
lészindsége, hogy egy jdtszmdt az A jdtékos nyer
illéetdleg veszfi{t. Tegyllk fel, hogy az egyes jdtsz-
mdk egymdstsl filiggetlenek. Kérdés, mennyi a szlik-
séges jétszmdk szamdnak a vdrhaté értéke?

78. Mutassuk meg, hogy

0, hax 1,

slridségfiggvényld valdszinlségi vdltozdénak nem 1lé-
tezik szdérdsa.

79. Legyen § sdridségfiiggvénye
=X >
£(x) = Ae- ™", ha x 2 ¢, (A>0).
0, ha x <0

szdm{tsuk ki € vdrhatd értékét és szdérdsdt!
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VII. Valészinségi valtozok egytittes elosztasa. Korrel4cié
(Osszefoglalis)

Két diszkrét valdszinliségl véltozé - T &s M - egylittes eloszlisst a

pik._—P(?:xi’W:yk); iik‘:l!z!"'

valészinliségek dsszességével adjuk meg.
S S ry-1
P

Két folytonos eloszlisu valészinliségi viltoz6 egyiittes eloszldsit f(x,y)
egylittes stirliségftiggvényiikkel jellemezziik.

AT &g 12 valdészinliségi viltoz6k akkor 68 esakis akkor fliggetle-
nek, ha

Pk = Py qk minden i-ve és k-ra, illetSleg f(x,y) = fl(x).fz(y) .

ahol a Py és 9 valészinliségek ¥ és 7 un, peremeloszlisinak tagjai,
illet8leg £ (x) és £,@) § & % un. peremstirtiségfliggvénye.
Fenndll, hogy

pi=P(‘s’=xi>=§k Py »

“lk= P(’Q =yk) =§i: pik +
illet8leg
e

Lo | Ey) ay
1 u



+o0

f,00 = Jf(x,y) dx .

—-0g

Tetszlleges El, ¢ grees £ n valdsziniiségi viltozbékra igaz,
hogy

M{zf)- ZM(*S‘ )

i=1 i=1

Fiiggetlen valdszinlisépi viltoz6k esetén

- n 11
M(Tgp=Tmay,
i=1 i=1
és

p? (2?)—210(()

i=1

Val6sziniiségi valtozék § = g( § , ¥ ) figgvényének, mint valAszintise-
gi viltozénak a vArhatd értékét az

F

M%) = > Z 80X, ¥,) Py

i

sor Osszege, illetdleg az

+00 +oo

M(E) = J fg(X.y).f(X.y’ dx dy

-og ~00

integril szolgdltatja. (Az abszolut konvergencia teljesiilése esetén
Két valdsziniiségi vdltozd linedris jellegii kapesolatinak szorossigit az

_ME 7y - MEY . M (7,
R(3.7) = D(E) . D(p)

un. korreldcids egyiitthaté méri.

ENE372Y

=1
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Egy dobozban 5 db 7 mm-es, 4 db 6,8 mm-~es és 3 db
7,2 mm-es csavar van elhelyezve, Véletlenszerilen kiveszilnk
koziilik 3 darabot.

Jelentse ¥ a mintsban elSfordulé legkisebb, % pedig a
kdzepes méretl csavarok szdmat,
' a) Irjuk fel a (¥, 5 ) vektorviltoz6 val6sziniségeloszlisst!
b} Adjuk meg a peremeloszlésokat!
iFuggetlenek-e g’ és ?Z ?

# 81 Legyen (¥ ,12) egyiittes siiriiségfiiggvénye

1, ha 0<x<1; 0<y<2{1 - x),

fx,y) =
0 killtnben.

a) Irjuk fel ¥ illetve 77 peremslirliségfliggvényét!
b) Fliggetlenek-e § és n ?

82, Bizonyos munkadarabok elkészitése sorin egy-egy tengelyre
10 db egyforma méretli alkatrészt helyeznek szorosan egymis
mellé. Az alkatrészek hossza egymﬁstdl fiiggetlen ingadozdst mu-
tat 10 om kéril, 0,2 szbr4ssal.

Mekkora az bsszeszerelt munkadarsbok vérhaté hossza és
inekkora a szﬁrﬁsa‘?

Két kockdval dobva, vektorviltozét értelmeztink az alabbl
médon:
Legyen ¥ =1, ha mindkét kockival egyforma, és
F = 0, ha killénbsz8 szdmot dobunk,
7 pedig a 7 pont dobds eseményhez tartozé ka-
rakterlsztikus viltoz6.
(7 =.1, ha a dobott pontszdmok Usszege 7, kiilonben 77 = 0.)
a) Irjuk fel a (¥, 77) egylittes eloszlisst!
-/ b) Szémitsuk ki az R(¥, ?) korreldciSs egylitthat6t!

¥ 84, A ¥ illetSleg az % val6szinliségl valtozé lehetséges értékel
1;2 illetdleg 1;2;3,
Az egylittes eloszldsukban szereplS val6szinliségeket az
alibbt t4bl4zat foglalja Gssze:
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85,

86.

7 1 2
1 0,1 0,3
2 0,2 0,1
3 0,2 0,1

a) Fliggetlenek-e ¥ és 7

?

b) Mennyi a val6sziniisége a (T ¥ 7,N > 1) esemény be-
kvetkezésének?
c) Hatdrozzuk meg F és L/ kovarianciijit!

~ Egy lizem. termékeit 1., II,, és I, oszidilyu mindsitéssel
14tjik el. A késziruraktirban az lizem A é B jelli termékel

az aldbbi megoszlisban szerepelnek:

I I 11
A 500 200 100
B 650 300 50

Ebb8l a halmazb6l egy terméket véletlenszertien kiemelnek.

¥ = 0 jelentse, hogy A-jell,

termék, Az % =1,
mék minbsitését,

7 =2

a) Szdmitsuk ki § + % vdrhat6 értékét s szérdsat!
b) Hatdrozzuk meg ¥ és 77 korrelfcids egyiitthat6jat!

€ =1 pedig, hogy B-jeli a
7 =3 érték jolentse a kivett ter-

A (¥, n) vektorviltozd egyilttes eloszlisit tartalmazza az

alsbbi téblézat:

& -1 0 1
-1 p 3p 8p
1 5p 15p 30p

a) Mekkora p értéke?
b) Fiiggetlenek-e § és 7 7

c) M(% +7%)
d) M(E . )

e) D{(f +m) =

£} cov(Z , )
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870

89.

£ &8s A egylittes eloszlisat tartalmazza az aldbbi tiblizat:

14 X 2 0 -1 ¥ perem
1 a b a 2a+ b
0 b b a+ 2b
-2 a b a [[2a+ b
v perem 2ath atlb 2a+b

Tudjuk, hogy ¥ és ¥ korrelﬁtlatianok.r Fliggetlenek-e?

Jelentse ¥ egy szovigépen 1 6ra alstt el8forduld szilszaka-
dasok szfmit. A pgépet kezel6 munkdsnak egy szdl megkitéséhez
15 sec-ra van szilksége. Az az idSmennyiség, amelyet a munkds
1 6ran beliil nem sz4lkdtézésre fordit szintén valészintiségi v4l-

tozd, legyen ez 7 .

Irjuk fel £ és ¥ korrelicids egylitthatcjat!

Legyen § vdrhatS értéke M(&) és szérdsa D(E).
Bizonyitsuk be, hogy az

"f’l=

E - M{§)
D(g)

valdszinfiségi vdltozé vdrhatd &rtéke 0, és szérd-

sa 1.



VIIL. Néhéany tipuseloszias. Hatareloszlas-tételek
(Usszefoglalas)

1. Binomiglis eloszlds. P(§ = k) = () P "% k=0,1,2,....0

M(%) = np; D(¥) = |/ npa. (p+q = 1.)

Ak A
2. Poisson-eloszlis, P(¥ =k = e s =0,1,2,..., A >o0.
M(¥) =X, D(¥)=VA

Elég nagy n és kicsi p esetén a binomislis eloszlis tagjai jo6l
kizelithet6k a megfeleld Poisson-eloszlis tagjaival.

3. Intervallumon egyenletes eloszlis.

Stirtlségfliggvénye: 1
b-a* bha adx <b,
fx) =
0 kiilénben.
a+b b -
M(¥) = 2 DY) = —=
23
4. Exponenciilis eloszl4s,
Stirtiségfiiggvénye: - Ax
Ae , ha x >0,
f(x) =
0 killonben, () > 0).
1 1
M(E) =3,  D(Y)=3
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5. Normélis eloszlis.
Stirtiségfliggvénye: 2

fix) = , (Fooelx L +o0).

1
—_—
6. V2w

 M(x)=m, D(E)=6.
"Standard norm4lis" az eloszlds, ha m =0, & =1.

. x2
2

1
Jele: N{0,1). Suriiségfiliggvénye: f{x) = e
Vew
A gtandard normilis eloszlis t4bl4zatdnak hasznilatdihoz szilkséges
Osszefilggések:

a-m

g t=g. 9P nrFe- fD,

ahol f és F az (m, ¢ ) paraméterll, ¢ és ¢ pedig a (0;1) paranié—
terll normdlis eloszlis stiriiség-, illetGleg eloszlisfilggvénye. :

c) A ¢ (x) eloszlisflggvényre fennill, hogy

d(-x)=1 - ¢x).

A centrills hatdreloszlistétel értelmében:

haa ¥ i~k azonos eloszlisu fliggetlen valGsziniiségi viltozdk, kozos

"m" virhaté értékkel s & szérdssal. A kizelités ''n" ndvelésével egy-
re pontosabbid vilik.

Ha 7 gpeciilisan {(n,p) paraméterii binomiflis eloszlisu valé-
szinllségi v4ltoz6, akkor a centrilis haifireloszlistétel Moivre-Laplace
alakja 411 eldttiink:

Pa:——R=2p ) - ¢a) .
¥ npgq

(V%]
(&)Y



¥91.

%93.

Egy binomidlis eloszlisu valésziniiségi v4ltozd vdrhaté ér-

5
Mekkora val6sziniiséggel veszi fel a valszinliségl valtoz6
a) a nulla,
b) pozitlv,
c) a (-l)-es
ériéket?

téke 4, szérisa. -‘fi- .

Egy gép 0,1 valbsziniiségpel gyirt selejiet.
(A selejtté vilds valbszintisége minden termékre azonos, és fiig-
getlen az el6zményektdl, )
Mennyi a valészinlisége annak, hogy 15 db gydrtmanyb6l a selej-
tesck szima nem éri el a négyet? ‘
{Adjuk meg az eredményt tdblizat alapjin, négy tizedes pontos-
sfiggall)

Késztermék ellenBrzéssel kapcsolatban egyszeres mintavéte-
1i tervet készitettek. Ugy 4llapodtak mep, hogy a nagy elemszi-
mu tételbOl kicsiny, n = 20 elemszimu mintst vesznek, s a té-
telt abban az esetben fogadjdk el, ha a mintsban legfeljebb két
selejtes darab lesz.

A selejtesek szdma a véletlent8l fligg, Egy adott sz4llitmény
jonak tekinthetS, ha abban a selejtariny maximélisan 5%, viszont
nem fogadhat6 el, ha a selejtardny eléri vagy meghaladja a
20%-ot!

Az ellenfrzéssel kapcsolathan az 4tadd azt a ktvetelményt
tdmasztja, hogy egy j6 tételt az dtvevd kicsiny, legfeljebb Py
valészintiséggel utasitson vissza (py az 4tad6 kockfzata).

Az dtvevl viszont azt koti ki, hogy egy rossz tételt csak
igen kicsi, legfeljebb Py valészintlséggel kelljen elfogadnia.
(pp az ftvevd kockdzata).

Allapitsuk meg az 4tadé és az itvevd kockdzatit, a fenti
megillapodisok figyelembevételévell

Egy 1000 oldalas kdnyvben 300 sajtéhiba van. Mennyi a va-
16szinlisége annak, hogy 20 kivdlasztott lapon nem lesz sajtéhiba?
(A sajtbhibdk szdma Poisson-eloszlist kovet,)

Egy szovOgép 600 sz4llal dolgozik. A szdlak munka kzben

egyméstol fliggetleniil elszakadhatnak. Az egy miszak alatti szdl-
szakadds val6sziniisége minden szilra 0,012,
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Mennyi annak a val6sziniisége, hogy egy miiszak alatt
a) legaldbb hirom szil,
b) legfeljebb hdrom sz4l,
¢) pontosan hirom sz4l

szakad el?

Egy életbiztosit6é tdrsasdg 10 000 egyforma szociilis helyze-
tl és koru biztositottja janudr 1-én 10-10 Ft-ot fizet a biztosité
pénztiriba. A biztositoit elhalilozisa esetén hozzitartozéja
40600 Ft-t kap a biztositétsl,

Anngk a val6sziniisége, hogy egy biztositott személy az év
folyamén meghal 0,002, Memnyi a valoszinilsége annak, hogy a
tdrsasignak

a) sem nyeresége, sem vesziesége nem lesz,

b) nem lesz nyeresége?

Egy § folytonosan egyenletes eloszlisu valdsziniliségl viltozé
virhaté értéke 4, szordsnégyzete 3. .
Irjuk fel és dbrizoljuk 4 eloszlisfiipgvényét!

Egy esemény bekovetkezésének idSpontja reggel 8 drakor
kezd8d6, ismerstlen hosszusfigu intervallumon egyenletes eloszlisu
valészinliségi valtoz6. Tudjuk, hogy az esemény 80% valésziniiség-

gel 8@ és 12§Q ora kozitt kdvetkezik be.
a) Mennyi a valdsziniisége, hogy az esemény 9 és 10 kizbit
kbvetkezik be?
b) Mi az esemény bekivetkezésének vArhaté idSpontja?

¢) Ha az esemény -32'- 11-ig nem kovetkezett be, mi a vals-
szinllsége, hogy -;- 11 és 11 kizitt bekdvetkezik?

Egy alkatrész 4dtlagos élettartama 4 hénap. Mi a valdszint-
sége annak, hogy az alkatrész a beszerelés wtdn 6 hénappal is
betdlti funkci6jdt, ha tudjuk, hogy az élettartam exponenciilis el-
oszlisu valbszinilségi viltozd?

Valamely 4ruszdllitissal kavcsolatban 0,2 a valdszinlisége

annak, hogy egy gépkocsinak 1 6r4nil tébbet kell virnia.

a) Mi a valGszinlisége, hogy egy érkezd gépkocsi f&l 6rin
bellil sorrakertl, ha s vdrakozdsi id6 exponenciilis el-
oszlisu valészinliségi valtozo?

b) Mennyi vdrakozdsi id6t kell a gépkoesiknak beterveznitik?



¥100.

101,

102,

¥103.

¥104,

Egy rubagyir szivetet rendel a szbvlgyirt6l. A szdvetben
szovési hibdk fordulhatnak el5. Ezek szdma Poisson-eloszlist ko-
vet.. 10 méterenként 2 hiba virhatés.

A szbvetet GltbnySk készitése céljabél 320 cm-es darabokra
vagjdk szét. Ha szivetdarab hib4tlan, akkor a belSle késziilt
Oltény I. osztilyu; ha egy hiba van benne, II. osztdlyu; ha t&bb,
akkor a szdvetdarabot ledrazva eladjik.

A szvetdarabok hiny sz4zaléksbél késziil virhatéan I il-
letSleg 1. osztilyu Gltony?

Egy gép fémhuzalt darabol. A szilak hossza normilis el-
oszldsu valGsziniiségl v4ltozé 10 méter vArhaté ériékkel és 5 em
szorissal,

a) Mennyl annak a val6sziniisége, hogy egy huzaldarab hosz-

8za 9,9 méter €s 10,1 méter kbzétt van?

k) Milyen (szimmetrikus) hatdrok kozott van egy szal hossza

99%-0s val6szintiséggel?

Egy normilis eloszlisu valdszintiségi valtozé vdrhaté érteke
20, szoérisa 2. Milyen "a" é&rtékre teljestl a

P20 - a < <20+ a)=0,51«
egyenliség?

Egy automata darabolé 10 cm vArhaté értékkel dolgrzik.
A szérds a gép bedllitisival szabdlyozhaté. Hatdrozzuk r eg. .ogy
mekkora sz6ris esetén teljestl a

P(|5 - M(¥) % 0,1) = 0,95

feltétel? (Az automatikon gyirtott termékek mérete nocms'1- =
oszldsunak tekinthetd. )

Gorglscsapigyak készitéséhez hengereket {giry'.ot) gydrta-
nak. A gorgbk hossza - ¥ - és dtmérSje - 7 - olyan norméilis
eloszlisu valésziniliségi valtozdnak tekinthetd. amelyek ingadozdsa
egyméstol fliggetlen,

Statisztikai megfigyelések alapjsn a 12 mm hosszusigura
tervezett hosszméret szérdsa -, 055 mm, a 6 mm-nek terve..tt
atmérS szérdisa pedig 0, 02% mm.

Egy gorgd akkor tehinthetd selejtnek, ha hosszmérete a ter—
vezett értékt6l 0,1 mm-nél, AtmérSjének eltérése pedig 0, 05 mm-
nél nagyobb.

Mennyi a valdszinii selejtszizalék?
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Olyan ellendllisokkal dolgozunk, amelyek egymdstsl figget-
len ingadozdsokat mutatnak 550 ) vérhat6é értékkel s 30 Q
szbrdssal, egyenletes eloszlisban. A centrdlis hat4reloszlis se-
gitségével adjunk becslést annak a valbsziniiségére, hogy 10 sor-
bakapesolt ellensllis eredSje 5600 £ -nil nagyobb!

#106. Legyen § egyenletes eloszldsi az {a,b) inter-
vallumon. Jeldlje m a § vdrhatd értékét és 6 a szdé-
rdsdt. Szdmitsuk ki a

P{m-26<<m+26) valészinfiséget!

107. Legyen § exponencidlis eloszldsd A >0 paramé-
terrel. Szdmitsuk ki a

P (m-ke<g<m+ke } , k20 valészinliséget!
{m és 6 a védrhaté értéket ill, a szdrdst jeldli.)

108. A Brown-mozgds tanulmdnyozdsa sordn 518 meg-
figyelést végeztek vizben lebegd aranyszemcsékre
vonatkozdlayg. A megfigyelések szerint adott térfo-
gatrészben 112-szer egyetlen szemcse sem volt, 168-
szor taldltak 1 szemcsét, 130-szor kettdt, 69-szer
hdrmat, 32-szer négyet, 5-szdr 5t8t, 1-szer hatot
és 1-szer hetet.

Szamitsuk ki az észlelt aranyszemcsék szdmdnak
dtlagdt, és a relativ gyakorisdgokat. Hasonlftsuk
Ossze ez utdbbi értékeket, a megfeleld Poisson el-
oszlds tagjaival!

Egy automata zacskdkba vegyszert csomagol. A be-
t01ltbtt vegyszer silya normdlis eloszldst valdszi-
niségi vdltozé 100 g vidrhatd értékkel és 2 g szdé-
rdssal. Mennyi a valdszinfisége, hogy hdrom véletlen-
szerlen kivdlasztott csomag kdzdtt legaldbb egy
clyan van, amelyben 1évd vegyszer silya 99 g és 101
g kozé esik? (A csomagokba tBltdtt vegyszer sidlya
egymdstdl fliggetlen.)
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IX. Csebisev-egyeniftienség. A nagy szamok térvényei

(Osszefoglalss)

A val6szintiségl viltozd értékeinek a virhaté &rtéktSl vald eltérésére
vonatkozé Csebisev-becslés:

MEIE Amwnéf;.m,>L)

Ha specidlisan ¥ egy kisérletsorozatban megfigyelt esemény bekovet-
kezésének relativ gyakorisdga, fennill hogy

f—p|<£)§1-5.

P(

ElGirt pontossigu becsléshez szitkséges kisérletek szdméra az

n > ‘—1"“:'3' egyenlftlenség irhats fel.
44€
£110, Egy ismeretlen eloszlisu valészinliségi vdltozé virhatd ér-

téke m = 20, sz6risa § = 2.

a) Adjunk becslést az A: 15 < ¥ < 25 esemény bekivet-
kezési valdszinliségére!

b) Mennyi az esemény bekovetkezési val6szinlisége, ha a
valdsziniiségi viltozd

b/l. normilis eloszlisu,

b/2. binomiilis eloszlisu?

¢) Lehet-e exponenciilis eloszlisu?

111. Egy Hzemben csavarokat csomagolnak. Egy-egy dobozba 4t-
lagosan 5000 csavar kerill. A csavarok szdminak széréisa a ta-
pasztalat szerint 20 darab.

Mit mondhatunk annak a val6szintiségérdl, hogy egy dobozban a
csavarok szdma 4900 és 5100 kbvzé esik, ha az eloszlist nem is-
merjilk?
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*113.

114,

115,

42

Automata vizsgilét hasznilva, 105 szdmu vizsgilat utdn mi-
lyen biztonsiggal &llithatjuk, hogy a selejt elSforduldsdinak relativ
gyakorisiga és a tényleges selejt-ariny legfeljebb 0, 01-dal tér el
egymistol?

Egy ldddban kétféle méretil csavar van Usszekeverve igen
nagy mennyiségben., A szdmunkra megfeleld csavarok ardnya 70%.
A halmazb6l véletlenszerilen kismeliink 10 000 darshot,
a) Mennyi lesz ezek kzdtt a céljainknak megfelelS csavarok
vérhaté szdma?
b) Mennyi a valészinlisége, hogy a megfeleld csavarock sz4-
ménak valédi értéke a vdrhaté értéktdl annak legfeljebb
5%-dval tér el?

Egy szdvigép 500 szillal dolgozik. Annak a val6szinlisége,
hogy egy szil meghatirozott idStartam alatt elszakad: 0, 008 min-
den szilra, Hatdrozzuk meg, hogy 0, 95 valdszintliséggel milyen
hatrok koziitt virhaté a szilszakaddsok szdma az adott idGtar-
tam alatt?

Egy célpontra 200 16vést adnak le. A taldlat valbsziniisége
minden lovésnél 0,4. Milyen hatirok kiGzé fog esni 90% valbszi-
ntiséggel a talilatok szdma?



X. Statisztikal adatok feldolgozédsa

(Osszefoglalds)

Az n-elemii minta eloszlisfliggvénye {empirikus eloszldsflizgyény):

§*
,haxxl

» ha x:: :rk+1. k=1,2,..,n-1),

, ha x >xn,

F, () =

ahol xf a minta {n0vekedS) nagysig szerint rendezett elemei kbziil az
i-edik.
A hisztogram (erapirikus siirliségfilggvény) értéke az x,x+h  interval-

lumban:
kixth)y - kix)
n.h '

ahol k{(x) azon mintaelemek sz4dm4t jelenti, amelyek szimértéke kisebb
x-nél; h a részintervallumok hossza és n a minta elemszdma.

Mintafitlag (empirikus vdrhaté érték):

1 < 1 S B <
Fon e 2 KR I m AT D e
i=1 =0 =R

A minta szdrisnégyzete (empirikus szdrisnégyzet):

m

Zf(x—x) =B—n
= S j

2
n

'Ms

il
=

'M=
5 |,..

i
b

_1 2
g, = n f].(zj z),

.

ahol n a mintaslemszim, X a mintaelemek értékei, m az osztdlyck

szdma, fj az osztily gyakoriséiga, x] az osztilykozepek értékei,
x, - A
Zj = —LB— a linedrisan transzformétl osztilykbzepek.
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{"A" egy alkalmasan vdlasztott osztilykbzép, B pedig az osztilyck

szélessége.)

Korrigalt empirikus szérisnégyzet:

200,

201,

44

N\

m 2
z(x-x) %f Z (x—x)2=§‘_'1—.

fiz.—E)z.
=1 11

L
ok

Ellendlldsok gydrtisakor a statisztikai vizsgilat 10-elemil
mintavételekkel tortént.
Egy ilyen minta a kévetkez§ volt:

10, 08 10,15
9, 85 9,95
10,12 10,10
10, 08 9,95
10, 00 10,04 ohn.,

a) Rajzoljuk meg a mintdhoz fartozé empirikus eloszlis-
fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg az empirikus virhatd értéket és szor:ist
valamint a korrigdlt empirikus szérdst!

Egy iizem nyersanyag-felhasznilisinak alakulisat vizsgilidk, -
Ez egy 25 munkanapos hénap egyes napjain rendre az alibbi médon .
alakult: ;

20,1 ; 19,3 ; 21,0,
17,1 14,0 3 17,7
19,6 ; 13,6 3 18,0 ;
16,2 ; 18,9 3 18,2
16,0 18,7 25,5
19,4 ; 20,7 : 22,1 3
19,3 3 17,2 3 21,2
15,2 3 17,5 3 18,5 ;

18,6 .

(Az adatok tomna/nap egységekben értendfk.) Dolgozzuk fel a ren-
delkezésre 4116 adatokat!

a) Soroljuk azokat egységnyi terjedelmii osztilyokba, tlintes-
stik fel az osztily-kdzepeket é8 az egyes osztilyokba es8 adatok
gyakorisigit, f—t'

b} Ra;zol;uk meg a tapaszialati eloszlésfhggvényt és stirliség-
fliggvényt (hisztogramot), majd a grafikonok alapjin dontsiik el,
hogy szdrmazhat-e a minta norméilis eloszlisu alapsokasdghdl!



#202.

¢} Szdmitsuk ki a minta 4tlagit (az empirikus vdrhatd érté-
ket) a definidlé Osszefliggés alapjdn, felhasznilva az osztily-gya-
korisdgot; majd az adatok linefris transzforméci6ja utin ismé-
teljliik meg a szimitist!

d) Hatirozzuk meg az empirikus szérdst s a korrigilt
empirikus szérist!

A 200. és a 201. feladatok megoldisa sorin nyert eredmé-
nyek kozifl melyek szdrmaznak

torzitatlan,

aszimptotikusan torzitatlan,

erdsen konzisztens, illetdleg

hatdsos becslésbbl?
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XI. Paraméter-becslés. Megbizhatésag! intervallum

(Osszefoglalas)

A legnagyobb val6szinliség elvének (maximum-likelihood elv) al-
kalmazisa az ismeretlen paraméter konzisztens becsléséhez vezet.
Az un. likelihood-fiiggvény széls8értékét kivinjuk meghatirozni:

Py, &5 3).Pl,, 0 .p)---p(xn.'o{.[ﬁ)

Lix.,%x_,..,X ,0¢,3) =
*10 %2 n F’ {f(xl,o(,/3).f(x2,o(,/b)...f(xn,«,/é),

ahol DX, 0 ,/j) =P = x,) (diszkrét eset),

illetleg f az eloszlis slirliségftiggvénye (folytonos eset),
xl,xz, e ,xn az h-elemli minta adatai, mig o és /.‘5 ismeretlen pa-

- raméterek, amelyekre beeslést kivanunk adni, A gyakorlatban a likeli-
hood fliggvény logaritmusival dolgozunk.

Egy becslés meghatdrozott valészintiségei szinthez tartozé meg-
bizhat6ségi (konfidencia) intervallumén a szémegyenes olyan szakaszAt
értjiilk, mely a becstilt. paraméter val6édi értékét az esetek szdban forgd
szizalékiban lefedi,

A vérhaté érték konfidencia-intervallumit (ha az elméleti széris
ismert) a

P(—gg—‘&<xe);*:2 dlxg)-1=1-¢
"

= & 6
tsszefliggéshdl hatdrozzuk meg: (F - X ¢ ﬁ , T o+ Xg -ﬁ

=R

Valamely A esemény bekivetkezési valészinliségét a 3 =
relativ gyakorisiggal becsiilve
|/3a -9
£ v 1

tt <, ugvancsak a 2. ¢ (x) - 1 =1 - £ Osszefiiggésbdl hatdroz-
Tt ey, s

X sugaru konfidencia intervallum adédik.



Ismeretlen szdrisu normilis eloszl4sbél szdrmazé minta minta-
itlagihoz tartozd konfidencia-intervallum a

p I §s- ml <t ; ) = Sn—}.(tE) = 1 -§& Osszefilgpéshbl:
4

/n
8 8 S
n

- = - n
‘g—mt(ta —l/%’ azaz ('§-te V—E; E+tg -!/-_;).

Itt s, 2 mintibél szdrmazé korrigilt empirikus sz6rds, n =z minta-
elemek szdma, n-1 a Student-eloszlds szabadsdgfoka,

-,

210. Legyen XpsXgrer s X egY. ¥ valbszintiségi valtozé 4ltal le-

irt statisztikai sokasdgb6l vett r-elemtl minta. Adjuk meg az el-
oszlds ismeretlen paraméterének maximum - likelihood becslését,
ha
§ a) "p'" paraméterii binomislis eloszlisy {n ismert),
b} A paramétertt Poisson eloszldsu,
¢) p paraméterl geometriai eloszldsu,
d) A paraméteril exponencislis eloszlisu

valészinliségi viltozé,

¥211, Egy miiszer r pirhuzamosan kapesolt komponensbdl 411,
Jeldlje "p" annak a valészinilségét, hogy egy komponens egy munka
periodus alatt nem romlik el.

"p" meghatdrozdsira "n" fliggetlen munkaperiédust figyeltek meg.

Ez alatt a miiszer k-szor romlott el.

Hatirozzuk meg "p" maximum-likelihood becslését, fa-t!

{Az egyes komponensek meghibdsoddsa legyen egymdstél Figgetlen!)
212, Oldjuk meg az el6z§ feladatot r sorosan kapesolt komvo-

nensbdl 4116 miiszert feltételezve!

213, Valamely fondl szakit6szildrdsdgat vizsgélva, 12 mérésbbl

az X = 3,25 kp értéket kaptsk.

A szérés ismert: 6 = 0,30 kp. 7

a) Allapitsuk meg a mintadtlag megbizhatésdgi intervallumét
95%-0s. szinten £ ) )

b) Legalibb hdny mérést kellene végezni abhoz, hogy 95%-o-
megbizhatésigi szint esetén a konfidencia intervallum hossza
0,2 kp legyen?



X214,

215.

¥ 218,

48

a) Hogyan médosulnak a 95%-os megbizhat6sdgi interval-
lum hatdrai az €l6z8 (213.) feladatban, ha az alapsokasig sz6-
rdsa nem ismert, hanem azt is a 12 mérésbdl 4llapitottdk meg.
Legyen tehit a korrigilt empirikus széris: 8, = 0,30 kp.

b) Legaldbb hiny mérés szilkséges ebben az esetben ugyan-
olyan - 0,2 kp -~ hosszusigu konfidencia - intervallum biztositi-

" I

sihoz, mint az elozG feladatban?

Egy normilis eloszlisu alapsokasdigh6l szdrmaznak az alib-
bi mérési adatok:

2,96 3,20
3,12 2, 95
: 3,15 3, 00
g 3,16 3,20
3,10 2, 96.

Hatdrozzuk meg az alapsokasdg virhatdé értékére a 95%-os
8s a 99%-os konfidencia - hatirokat, ha

a) a sz6ras ismert: 0,05,

b) a szérdst nem ismerjik!

Milyen égyoldali - als6 - hatirt adhatunk az el6z8 feladat
mérési_adatai alapjdn az alapsokasfg vérhaté értékére 95%-os va-
lésziniiségi szinten?



Xll. Statisztikai probak

(Osszefoglal4s)

2) Egymintds u - préba.

Normélis eloszldsu, ismert - & - szérisu alapsokassig vArhat6é

értékére tett m = m null-hipotézis ellenbrzésére az -

-

il
{
2

. |
v &

statisztikit haszniljuk, amely a hipotézis teljesiilése esetén N(0,1) el-
oszlisu. Kt ¥ a mintastlag és n a mintaclemek szima.,

b) Egymintds t - préba,

Ha az alapeloszlis sz6rdsit a mintab6l kell megbecslilni, a vér-
cute friékre tett m = mgy hipotézist - n-nel jelslve a mintaslemek
it - az (n-1)-szabadsigfoku Student, mis néven t -statisztikdval
. vzzdiles

Sp & mintdbol vett korrigilt empirikus szoér4s.

cebmintds u - préba,

Kdt ismert szérdsu (6'1 és & 2), normilis eloszlisu alapsokaség-
béh n, illetGleg n, szému mintaelemet veve, az eloszlisok vArhaté
értéisének megegyezésére tett m, = m, hipotézist N(0,1) eloszlisu
u  statisztikai fuggvénnyel ellenfrizziilk:
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d) Kétmintds t - prdba, .

Ha két normilis eloszlisu alapsokasig szdrisa megegyezik, de
nem ismert érték, a vdrhaté értékek megegyezésére vonatkozd feltevés
ellenSrzésére az (n1 + n, - 2) - szabadsédgfoku, Student-eloszlist kivetd

§,- 5,

2
I/(nl ~1)si1 + (n2~1 )sn

2

statisziikal fliggvényt haszndljuk. (nl és n_ a két fliggetlen minta elem-

2
szima, Sy és s, @ mintdkhoz tartozd korrigilt empirikus szdrdsok.)
1 2
A proba elvépzése elStt F-probival ellendrizni kell a szérdsok
megegyezésére tett feltevésiinket:

mindig a nagyobb szérdst jeltljiik, fl =n - 1 és f2 =n, - 1.

e) Illeszkedésvizsgilat,

Ha azt vizsgiljuk, hogy megfigyelési eredményeink illeszkednek-e
egy feltételezett elosziishoz, akkor a

2
r (v . npi)
="
dolgozunk.

Itt r a feltételezett eloszlishoz tartozd valdsziniiségi vdliozd
lehetséges értékeibl! ~"“otott csoportok {osztilyok) szamit, v, 4 min-
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taelemek oszisly-gyakorissgit, P; az osztilyokba esés elméleti vals-
szinliségét, n pedig az 6sszes mintaclemek szimit jelenti.

A hasznilt %2 statisztika szabadsdgfoka tiszta illeszkedésvizs—
gilatnil (r-1). Becsléses illeszkedésvizsgilatnsl a szabadsigfok a min-
t&b6l beesiilt paraméterek szdmival tovabb csékken.

A préba megbizhatésigihoz az np; 2 10 relicibnak minden i-re
teljesiilnie kell.

f) Homogenitdsvizsgflat.

Két alapsokaség eloszlisinak azonossfigira tett feltevésiinket (r-1)-
szabadsfigfoku X 2 statisztikdval ellenGrizziik:

(n)ui - mvi)z

=5 At Y

ahol m és n a két fliggetlen minta elemszfima, r az osztilyok sz4-
ma, M, illet8leg Vi pedig a mintdn bellili osztdly-gyakorisdgokat
jeloli.

g) Fliggetlensépvizsgilat,

Két val6szinliségi viltoz6 fliggetlenségére vonatkozé null-hipotézi-
siink meghizhatGsigit (r-1).(s-1) szabadsigfoku 4 2 statisztikai flige-
vénnyel mérjik.

2
9 r s ‘)i ]
X “ = —l
n[g% Vi,V

Itt n a minta elemszdma, r illetSleg s a két - egyiitt megfigyelt -
valészinllségi vdltozé értékeihez tartozé osztdlyok szdma, - ; illets-

leg vj a mintabeli osztdly-gyakorisigok szima, mig Vij az egylit-
tes bekivetkezés mintabeli gyakorisiga.

2290, Legyen ¥ normélis eloszlisu valészinlUségi valtozé. Az el-
oszlds paramétereire vonatkozdlag két feltevés adédik:

HI: N@0;1) és Hz: N(13; 2),
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* 221.

]
N
™o

223.

wr
[\

A hipotézisek kozott mérések alapjdn dontlink, mégpedig ugy,

hogy x £ 1l-re a H, x >1l-re a H, hipotézist fogadjuk el.

Mi a hibids dontés valészinlisége, ha
a) a H1 feltevés,

by a HZ feltevés

igaz?
Adott a HO: E € N(0,1) null-hipotézis és5 a

1
. e o is.
HI TEN (3, E/_.ﬁ) alternativ hipotézis
A dontés:

E<d=>H_,
§2d=H, .
Meghatdrozandé d &s n, ha az elsSfaju illetSleg a m4-

sodfaju hiba korlitai:

61 = 0,01, illetéleg 62 = 0, 05,

Egy alkatrész 4tmérdjének virhatd értékére elfogadhatjuk-e
a dg = 2 cm null-hipotézist 90%-os szinten, ha 10 elemet meg-
vizsgilva, a kovetkezd értékeket kaptuk cm-ben:

1,99 2, 02
2, 00 2, 05
1,98 2, 04
1,95 2, 03
1,95 g,0L.

A sokasfg normdlis eloszlisu és
a) 6= 0,04 cm,
b} & -t nem ismerjik.

Egy automata darabolénak 1200 mm hosszusigu acélszalago- -
kat kell levdgnia. ElSzetes adatfelvételekbOl tudjuk, hogy a gép
4ltal készitett darabok hossza normélis eloszlisu valdszinliségi
valtozé @ = 3 mm szérdssal. Ellenérizni akarjuk a gép bedlli-
tdsanak helyes voltat., Ezért a gydrtmédnyokbdl 16 db szalagot vé- -
letlenszeriien kivdlasztunk.



*224.

225.

¥226.

A 16 hosszusigmérés eredménye mm-ben:

1193 1196 1198 1195
1198 1199 1204 1193 -
1208 1201 1196 1200
1141 1196 1198 1191

vizsgsljuk meg, hogy nincs-e szignifikins eltérés az elfirt mé-
rettdl!

Arvamméréket ugy igazitanak be, hogy a mér8ket szinkron
miikédtetik egy standard srammérdvel.

Beigazitds utdn 10 ArammérSbbl 4116 mintit vesznek &s el-
lendrzik, hogy konstansaik csak véletlenszertien térnek-e el a
standard &rammérd . konstansitsl. Ebb6l a célb6l precizifs watt-
mérfvel &s stopperrel pontosan meghatirozedk a szdéban forgd
Arammérdk konstansait, majd t-prébdval ellendrzik azt a felte-
vést, hogy az eltérések véletlenszerliek., A 10 mér$ konstansai:

0, 985 0, 987
1,003 0, 993
0, 996 0, 991
0, 954 1,004
1,002 0,985,

A gtandard mér6 konstansa 1, Szignifikins-e az eltérds 99%-os
szinten?

Meghat4rozott tipusu kupgirgds csapigy belsé gyiiriijének
kupszdg vizsgilata sordn, azonos mérleszkidzzel, de kétféle eta-
lonnal végeztek 100-100 fliggetlen mérést, A mérési eredmények
normilis eloszlist mutaitak. Az elsd etalon haszndilatakor a ta-
pasztalati szbrdisnégyzetre 1,6104 Mo 2 misodik hasznilatakor
1, 9349 4 adédott.

Kérdés, hogy a két etalon hasznilata esetén az elméleti
szorisnégyzetek 95%-o0s szinten azonosnak tekinthet8k-e?

A textilipari minSségellenSrzésnél igen nagy jelentSségll an-
nak a vizsgslata, hogy két, minta alapjin mindsitett tétel azonos
tulajdonsdgunak minSsithetS~e vagy sem.

Legyen x1 = 1956 gr , n = 100,

és x2=185gr,n2= 70.
Feltételezzilk, hogy a tételek szérisa az 4tvételi elGirds szerinti
& = 18 gr.
Itéletiinket 99%-os szinten hozzuk!
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¥ 227, Két automata gépen gépalkatrészeket gyirtanak. Szerelés-

hatunk. )

¥ 228, Két kiilonboz8 gyirtdsi médot akarnak kiprébilni, Meg akar-
jék vizsgilni, hogy az eljirdsok kiilsnboz8sége okoz-e eltérést
a gydrtott termékek mért tulajdonsdginak 4tlagdban,

A mért értékek a kévetkezlk:

ElsG gsggog§;60,477 s 60,699 ; 60,699; 60,845; 60, 954; 60, 954;
61,000; 61,079; 61,301; 61,380; 61,380; 61,532; 61,634;
6l,663; 61,763; 62,148,
Mgsodik esoport: 690,301; 60,899; 60,699; 60, 845; 60,903;
60,954; 61,146; 61,255; 61,380; 61,415; 61,415; 61,532;
61,568; 61,623; 61, 954.
Szignifikins-e az eltérés 95%-os szinten?

%229, Két fogyrszténdl 40-40 izzdldmpénak Srdkban

technikai okokbél lényeges, hogy a két gépen termelt gyirtms-
nyok egyik méretének virhaté értéke azonos id8szakokban azonos
legyen. Ennek ellenfrzése célj4bél - miutdin a gépek mérettarts
képessége j6 - kielégii6 naponta a gyirtis beinditdsa utdn 30-40
mintadarab ellenérzése,

Egy napon az elsd gépen 30 darabot mértek le, amelyek 4t-

laga % = 5,42 mm, korrigilt szérisa s, = 0,025 mm; a m4-

1
sodik gépen 35 darab vizsgdlatdbél az 4tlag ¥ = 5,39 mm, a
korrighlt szfris pedig 8, = 0,014 mm,

Elfogadhaté-e a mérési adatok alapjdn, hogy a két gépen .
termelt gyiriméanyok szbban forgé mérste megegyezik?
(A nagy mintaelemszimok miatt a korrigilt szérisok az

elméleti szérdsokat j61 helyettesitik, igy u - statisztikdval dolgoz-

kifnwienete &lettartama az aldbbi gyakorisdgi elosz-
l4st mutatta:

800/ 110011300]15011700 |1900}2100[2300[2500|2700/2900}3100

2024w 01 30071

7
2131714 w1813 |0}0[0]0]0

JeglentSs~e a ki.....oség 98%-os szignifikancia szin-
ten a két fogyaszcd ldmpahaszndlati médjit és ko-
riilmé wyeit illetden vagy nem?

®230. Négy, egyenletesen haszndlt kompresszort né-

hdnv év folyamdn 166 esetben véletlenszerfien meg-
vissodlva, dugattydgydri-hiba az aldbbi szdmban
muta .iczott:

l



i 1

2

3

Xi | 46

33

38

4
H n =_Z1x-
i=

i =

166

Tekinthetd-e egyenletesnek a gylrfhiba el8forduld-
sdnak valdészinfisége 95%-0os szinten?

¥ 231, Kiflénb6z8 Gratizletek kirakataiban egy meghatirozott id8-
ponthan 500 6rit figyeltek meg abbdl a szempontb6l, hogy azok
milyen iddpontot mutatnak. Ellen8rizni akarjik azt a hipotézist,
hogy a mutatott idSpontok egyenletesen oszlanak meg a 0 - 12
idfintervallumon. Az idGpontokat 12 osztilyba soroltsk ugy, hogy
az osztilyhatirok az egész Ordk legyenek. Az egyes osztilyokban
a kbvetkez8 gyakorisdgokat tapasztaltik:

1]2]3[4[5[6|7[8]9[10]11]12[

a {34 |54 I39 [40 (45 {41 |83 | a7 |a

| a7 [ 39!

Megtarthaté-e a hipotézis 95%-os szignifikancia szinten -

‘232, Egy vdrosban, adott idSpontban 240 parkolShelyen végeztek
felmérést, A parkolShelyeken taldlt gépkocsik szdmdéra nézve az
aldbbi t4blizatot készitették el:

Gépkocsik szfima {gi} Parkoléhelyek szima (v
0 = g <10 11
10 = g, <20 22
20 T g3< 30 46
3¢ = g, <40 85
40 = g5< 50 43
50 = B < 60 20
60 = g7< 70 13
Osszesen: 240,
A parkol6helyeken 4llomisozé jérm;ivek sz a1 norm4lis

eloszldsu-e 95%-0s szignifikancia szinten?
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¥ 234,

¥ 235.

an

[$3

Epy gyir munkavédelmi osztilyin azt a kérdést vizsgiljak,
hogy 1 év alatt az 1 munkfisra juté balesetek szdma Poisson-el-
oszlist mutat-e.

A vizsgilatokhoz 400 munkéist vilasziottak ki véletlenszeriien.
Ez g "400 elemili minta" az aldbbi adatokat szolgiltatta:

az egy fOre esd
balesetek szdma 0 | 1 ] 2|3 l 4]>4 " Osszesen

annak gyakorisiga 141 |150 |83 |1818| o [ 400

Ellendrizzitk a hipotézist % 2 prébdval, 95%-os szignifikancia

szinten!
(A H, hipotézis Poisson-elogzldisinak ismeretlen paraméterét

-

annak maximum-likelihood becslésével, X-sal - a mintadtlag~
gal - pétoljuk!)

Az 1974, és az 1975. &vi baleseti statisztikdk kbzelité ada-
tait tartalmazza az aldbbi t4blazat:

Osszes sériiltek || 48 6rdan belill} 30 napon t8bbi
szima meghalt beliil megh.
1974 26 500 1350 1800 23 350
1975 26 000 1400 1900 22 700

Vizsgiljuk meg a fenti mintdk alapjin, hogy a kiilénbtzd
sulyossfigu sériilések bekivetkezése az egyes években azonos el-
oszlisunak tekinthetS-e, azaz el lehet-e fogadni 99%-o0s szinten a

H :p "4 3 Pyp=q3 P3~ 9
nullhipotézist, ahol Py ill. qi {i=1,23) a klilonbtz6 tipusu sérii-

lések bekdvetkezésének val6sziniiségét jeldli az 1974. illetSleg az
1975. évben?

Egy egyorsds forgicsoldé automatin gyirtott 394 darab go-
ly6s olajozs torus 4tméi3 és hossz szerinti eloszldsdt az aldbbi

tablizat tartalm: za:



Hossz mm~ben: 1+

0, 06-t61 | 0,11-t81 | 0,16-161 oz || Ossz
0. 0571 | o 10-ig |o0,15-ig |0,20-%¢ |2 | @
| -0,07-ig || 12 14 13 20 17 76
» _
2| -0, 06-t51
’ 8
£l -0 05ig | 7 18 34 18 8 5
g
Ne _0, 03"'t61 13 134
“,g “o o1-ig || 13 43 41 24
&|-0,00-tolff 11 35 34 17 2 99
Osszesenfl 4 110 122 79 40 394
darab
Kérdés, hogy az 4tmérd &s a hossz ingadozisa 99, 9%-os szinten
fiiggetlennek tekinthetf-e egymést6l?
#236. Egy lizem hdrom kiilénbdzd tipusd munkadara-
bot 411it eld. Jeldljiik ezeket A-val, B-vel és
C-vel. Az elkészlilt termékeket I. illetSleg II.
osztdlyldnak mindsitik.
Valamely munkanapon Osszesen 90 termék ké-
szlilt: 66 I. osztdlyd minésitést kapott. Az I.
osztdlyt termékek k&ziil 50 A jeld és 6 B jeld.
A 90 termék kdzbtt Osszesen 20 darab C
jeld van. Tudjuk azt is, hogy mind&ssze 1 db
II. osztdlyd B jeld termék késziilt aznap.
Adataink birtokdban vizsgdljuk meg, hogy
van-e kapcsolat a termékek tipusa és azok mind-
sége k&zdtt. A ddntést 90%-os szinten hozzuk
meg!
[237-238.' Valamely ilizem kilfdldrdl szerzi be a meg-

munkdlandd félkésztermékeket. Egy alkalommal
a kiilfsldi cég kisérd levélben Srdmmel k&zdlte,
hogy sikerfilt egészen kivdld minSséglt félkész-

" terméket elddllitania, és az Wj automatdn késziilt
munkadarabok dtmérdjének szdrdsa minddssze 0,200
mm. A szdban forgd hazai ilizem £8mérndke hidnyol-~
ja, hogy a szAll{td nem k6zdlte a termék Atmé-
réjének mértékét, hiszen menetkdzben t8bbszdr
is médositottdk azt.

A fémérndk emlékezete A fémérntk a hidnyzd

szerint legutdbb 24 adatnak elészdr 90%-os,

mm~ben allapodtak meg. | majd 95%-os megbizhaté-
sdgi intervallumdt ki-
védnja meghatdrozni.
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Egy négyelem{i statisztikai minta adatai:
23,750; 24,600; 24,050; 23,500; {mm)

A minta alapjén "meg- Milyen intervallumba
bizhat~e emlékezeté- esik a minta alapjédn
ben" a féméxrnsk 90 gzdmitott 4tmérdé a meg-
illet8leg 95%-0s adott szinteken?
gzinten?



XIlil. Korreldcids és regresszits elemzés

(Osszefoglalas)

Az elGjel-korrelécibs egylitthato:

u-yv
*

9= n ,-

shol u (illetSleg v)az n elemii minta azon adatpirjainak a széima,
amelyekben az adatoknak a mintabeli ftlagt6l valb eltérése ugyanolyan
(illetBleg ellentétes) irdnyu.

A mintabeli (tapasztalati) korrelici6s egyiitthat6:

A I=
r =
2. 2 -2
(2, % =) (> 5 - n5)
i= i=
A regressziés egyenes egyenlete:
A
‘i%l i B
vy x-x)+y.
2 -2
X, - nXx

=

A regressziés becslés sz6rdsa:
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ahol y; az xi-hez tartozd megfigyelt érték, mig Yi a regresszids
girbe xi-hez tartozé ordinitija.
A

korreliciés hényadossal mérijlik gbrbevonalu regresszié esetén a kap-
csolt szorossigit. Linedris regresszié esetén

ahol & az '? valésziniiségi valtoz6énak a mintdbo6l vett empirikus
szoréisa.

{Feltessziitk, hogy az 'z viltozd g -re vonatkoztatott regresszitjat
vizagdljuk. )

240, Nagy példinyszému nyoméshoz a nyomtatott szdvegrol készi-
tett klisét vékony kromréteggel vonjdk be.
Egy alkalommal a bevondsra haszndilt krémmennyiségre &s
a kinyomtatott példinyszémra.az aldbbi adatokat éazleltélk:

Krommennylseg | o515 o415,17(5, 93 6, 96 |8, 45]6,17]7,80]6,34]6, 71
(grammokban)
Kinyomtatott I
példdnyszam  |273 |628 |520 [496 |615 718 |510 |796 |539 |536
(ezrekben) '

7,32}7, 24| 7, 39]7,32| 6, 82

631 |719 1789 i722 l630

a) Készitstink korreldciés diagramot! Mit tapasztalunk?

b) Hatdrozzuk meg az elGjel-korrelicids egylitthatot!

c) Szamitsuk ki a mintabeli (empirikus) korrelicits egylitt-
hatét ! .

d) Hatirozzuk meg a regresszits egyenes egyenletét!

e) SzAmitsuk ki a regresszidés becslés szdrisdt!

f) A regressziés becslés szérisival ellendrizzik a korreld-
ci6s egylitthatéra a mintdb6l adott becslést!



241, Famentes ofszetpapir. dtlagos szakaddsi hossza ég a fajla-
gos repesztinyomis kozdtt fenndllé Usszefiiggést vizsgiljuk.
Mérési adataink:

Fajlagos re-
pesztényomis | 1,70
(kp/cm?) x,

1,55 1,52} 1,583 11,57 { 1,50 | 1,70 | 1,80

Atlagos sza-
kad4si hossz

(m) ¥,

1930, 02005, 0]2042, 5|2035, 0l1995, 0]2015, 0]1 920, 0]1999, {J

1,52 | 1,65 | 1,70 | 1,55 [ 1,50 | 1,56 } 1,57 [ 1,62 |
1957, 511950, 0[1985, 0[1975, 0[2006, 0l1980, 51 972, 0[1975, 0}

Készitsiink korreliciés diagramot, hatdrozzuk meg a korrelicié
szorossigit (a tapasztalati korrelicids egylitthatét) és a regresz-
szi6s egyenes egyenletét! Sziémitsuk ki a regresszifés becslés
szbrisat!

*242. Fonodai felvételi lapok Usszesitésével akarjdk megdllapitani
az eltelt tiz perces id6kdzik sorszima (xy) és a fonflszakadisok
dtlaga vy } kbzotti Osszefliggést,

Az adatok

xill Iz '3 |4 |5 te |7 Is Is |10 ’11

3, |11,7|1e,4l13,1 l15,7|20,6116,0015,3]14,6]17,2 18, 0] 29,7

a} Irjuk fel a t4blizatba foglalt adatokhoz tartozd regresz-
gzids egyenes egyenletét!

b) A korreldcids egyiifthatéval jellemezzitk a feltételezett
linedris kapesolat erGsségét!

¢) Kozelitsiik a pontokat mésodfoku parabolé.val'
(Kvadratikus regressziod.)

d) A korreliciés hinyadossal jellemezzilk a feltételezett pa-

. rabolikus kapcsolat szorossdgit!

¥243. = Egy vezetSn ismeretlen erdsségli Aram halad, Az 4dramerfs-
séget 1,2,3,5,7,10 amperrel megntvelve, a felmelegedés rendre
11,12,15,22, 34,61 CO-nak adddott. (Ezek mért adatok, a tényleges
framerGsség és a tényleges felmelegedés ettdl eltérhet.)
Készitslink korreldciés diagramot, s ennek alapjin végezziink
kvadratikus regressziét!
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X = 5.
Megfeleld 4talakitds utdn ugyanis

x! 3 x! _
2l -2)1 - Dl

P 35,

x(x - 1) + 3x = 35 ad6dik.

9,9!.

Els6_megoldis:

Osszesen tiz szdmjegy van: 0,1,2,...,9. Az olsS helyen
9-féle szdmjegy 4lthat. (0 nem!) Minden rogzitett elsé szdmjegy
utén a megmaradt 9 szimjegy barmelyik permuticiéja ktvetkezhet.

Masodik megoldis:
A tiz szimjegy Usszes lehetséges sorrendjének L -& nem

10
megfeleld, mert O-val kezd8dik. A megoldisok szfma tehdt
9
—_— \
10" 10!,
29,

Ha a jutalmak egyenldk:
20
a) ( 4) 3
23
b) ( 4) ’
Kiilonb8zd jutalmakat feltételezve, a megoldds

a) (2:).45
by 20%.
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13,

ElsS_megoldas:

Az els8 helyen csak 2-es vagy 3-as dllhat, Mindkét esetben
a rogzitett elsf szimjegy utin a2 megmaradt szimjegyek birmelyik
permutici6ja kivetkezhet., A megolddsck szdma tehdt

Mi4sodik megoldds:
A megadott szdmjegyek 8sszes lehetséges permutdcidinak a

8z4m4ibol levonjuk a zérussal kezd6dBk szdmit:

1

>

I.

5 !

2121 2

30. .
Els6 megoldds: Az utolsé szdmjegy 0,2 vagy 4 kell legyen. Ilyen

szidm rendre (;)2 I3 3.3; 3,3 darab irhaté fel. A megolddsok
szima ezek Usszege.

Misodik megbldés: ‘ 3
Az 6t szémjegybdl felirhat6 Ssszes hiromjegyll szdm 5 e

paros. Ezek szdmib6l vonjuk le a zérussal kezd8d$ - nem val6-
di - hiromjegyil pdros szémok szimét!

151 ., 5t .

(%) (%) ().
D). (%) ()

7 (4)- (%) (%) (5)

et

a-hoz: Az el8zé feladattal szemben a 8-as csoportok egymis
kozdtt most nincsenek kitlintetve, s igy a csoportok sor-
rendje kozdmbos.



b-hez: Az egyik (bfrmelyi} csomé a 4 4sz kiziil hirmat, a tchbi
28 lapbdl pedig otot tartalmaz. A megmarads 24 lapbél
képezzik a tovdbbi hirom csoportot. E hdrom csoport
sorrendje is kbzimbds a feladat értelmében, ezért 31-sal
még osztani kell.

10, (13)' 23 )
3

A 13 mérkbzésbdl ugyanis 10-et kell eltalilni, s hfirmat nem.
A héirom el nem talilt eredmény a 13-b6l nyilvin annyiféleképpen
vilaszthaté ki, mint a 10 eltaldlt mérkozés:

(10)=('3)-

Az el nem taldlt mérkSzések mindegyikére 2-2 hib4s tipptink van,

azért ezekre a lehetséges tippek sz4m4t 2 elem harmadosztilyu is-
métléses varidcibinak a szdma adja.

1}, a)56; b)1l26; c) 216.

Megoldas:

a-hoz: Mindhirom kockin azonos pontszim 6-féleképpen adédhat.
Pontosan két kockin azonos pontszim 6.5-féleképpen va-
16sulhat meg.
Mindhdrom kockidn kiilénb6z8 pontériék

8Y\_ 6.5.4 _
(3)— L.2.3 20-féleképpen alakulhat ki.

Az Usszes (megfigyelhet8!) lehet8ségek szima tehdt
6 + 30 + 20, o

Formélisan okoskodva: 6 elemb6l kivilasztusk 3-at (. 1.
a hirom kockin megjelend pontértéket), ugyanaz az elem
tibbszbr is szerelhet, a kivdlasztott elemek sorrendje

kdzbmbis.
3,8 s6+3-1
Cq "( 3 ’
12, Mindhdrom esetben természetesen ugyanannyi, vagyis 216.

Egy kisérlet lehetséges kimeneteleinek szAma ugyanis fliggetlen a
megfigyelS inger-kiiszshétdl; példdnkban attél, hogy képes-e meg-
kiilénboztetni két kockdit egymistsl vagy sem.
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13,

14.

15.

16.

68

161,
A lehet8ségek szima az
a) 5 gylzelembdl s 2 veresépbfl,
b) 4 gybzelembsl, 2 déntetlenbdl és 1 vereséghdl,
¢) 3 gylzelembdl &3 4 déntetlenbdl
4116 jatszma-sorozatok szdmdénak az Usszege,
{Ismétléses permuticid!)

((2)- () (8). #.
150,

Elsd megoldia;
Hirom szimjegy felhasznilfsival Osszesen 35 darab killn~

bdz0 Gtjegyll szdm irhat6 fel.
Ezek kozott azonban (2) 25 olyan Otjegylt szdm fordul

el8, amelyek felirdsihoz legfeliebb csak két szdmjegyre van szik-
ség.

Igaz, hogy igy kétszer vettiik tekintetbe azt a hirom Otjegyi szd-
mot, amelyik egyetlen szimbél épiil fel.

Ezért 3‘5—b51 csak [(3) .25 - 3:' -t kell levonni, hogy a
feltételt kieldgitd megoldisok szimit megkapjuk.

Misodik megoldds:
A megadott szdmjegyeknek legalfibb egyszer szerepelniiik

kell minden Gtjegyll szdmban.

Vélasszunk ezért szimjepyeink mellé még két szdmjegyet,
ugyancsak a megadottak kéziil.

Aszerint, hogy a vilasztott két szdmjegy két megegyezi-e
vagy sem, a velilk kiegészitett Stelemil szdmesoportok két tipusa
jon létre. Vagy egy szdmjegy ismétlédik hdromszor, s a miésik
kettS ehhez képest és egymis kizott is kiilonboz8; vagy két szdm-
jegy ismétlGdik kétszer, s a harmadik ezekt8l kiilonbbzik.

Ezen csoportok szimjegyeinek permutdciéi sordn 4llnak eld
az dsszes, eldirt tulajdonsigu szdmok, melyek szdma tehit

(D5 (2) 27

1200.
Két eset lehetséges: két magdnhangzdval parosul ha-
rom mdssalhangzdé, vagy forditva. Mivel &Ssszesen 5 ma-
gdnhangzd és 4 mdssalhangzdé 411 rendelkezésre, azért
az el8irt tulajdonsdgd kiilénbdzd megolddsok széma



17.

18.

19.

20.

21.

22.

2 3 2 3
VS . V4 + V4 . VS ¥
4,4 o3 _ o4 . .
V5 . V4 =5 , 24 15 000
462,

A "valészinliség" szdé ugyanis 12 betlbdl &ll. Usszesen
tehdt 11 lépést kell tenniink: 6 lépést jobbra és 5
1lépést lefelé. Mivel ezen lépések mindenegyes {tet—
sz6leges) sorrendjéhez egy-egy kiolvasds tartozik,

a kiildnbdzé megolddsok szdma az ismétléses permutd-
cidk szdmival egyenld:

6,5 _ _11!

P41 T gisT -

Ellenérzésiil igy is gondolkodhatuhk:
Lefeld Osszesen 5-szdr kell lépniink a 11 lépés

sordn. Ezen 6t lefelé-lépés helye(ﬂ;)—féleképpen vé-

laszthatd meg.

231,

A legfeljebb két mdsodosztdlyd termék kivdlasztdsa
hédrom kildnbbzé médon valésulhatmeg: pontosan0, pontosan
egy 4s pontosan két mdsodosztdlyd termék kivdlasztédsa
sordn. Az Osszes lehetséges megolddsok szdma tehdt

(3)+(8)-()-(3)-(3)-
(3)-G)(3)-(3)= nes.

533 328.

Gondolatban irjuk egymds ald a kivdnt tulajdonsdgi
Ssszeadandd szdmokat. Ekkor minden oszlopban ugyan-
annyi 1-esnek kell szerepelnie, mint 2-esnek, hiszen

" . \ \ . 5 . «
szerepiikk szimmetrikus. Mivel Osszesen 2 &sszeadandod

szdm van, az egy oszlopban szerepld 1-esek {és eay-

dttal 2-esek) szdma 2 . Egy-egy oszlop Osszege - :hdt

4 4 =
27 .1+ 2 2 = 48. 4 3

A kérdéses Ssszeg pedig: 48 (10%+10%+10%410+1).

231,
20 darab szdzas szétosztdsi lehetdségeit kell meg-
vizsgdlni. Tulajdonképpen 3 elem {a 3 rész) kdzil

20,1
vdlaszthatunk 20-szor. A lehet8ségek szdma C3 =
- (3+20—1\

20 /°
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23.

24,

a) BAC;

b) A__+_B +Ch_
¢)ABC+ABC+ABC;
d)AB+AC+BC.
Megoldis:

a-hoz: I4sd a 3.7 Definiciét! A B,A ésa C események egylit-
tes bekbvetkezésérsl van szé.

b-hez: 148d a 3.6 Definiciét! Az A,B és a C események ko-
zil kovetkezik be legalibb az egyik.

c-hez: Az el6z8 két feladat megolddsansl alkalmazott gondolatok
ismételt felhasznilisira van szilkség. (Az Ssszeg-esemény tagjai
paronként kizdrjdk egymast!)

d-hez: Az A C esemény példdul azt jelenti, hogy a késztermék
iegfeliebb mérethibds (az sem biztosan). Az Bsszeg-esemény

+. 6 Definici6jdbol kivetkezik, hogy a késztermék legfeliebb méret-
hihds lehet. (T.i. ha valéban mérethibds a termék, akkor az Osz-
- ceg miésik két tagifinak bekivetkezése kizért esemény.)

Teljesen hasonlé meggondolds végezhetl az Usszegesemény mésik
két tagjara.

a)K~+E+§,
hyA+B+T,
c:ABC, -

4 a termék kifogdstalan,
a-hoz: ldsu a 3,6 Definicitt!

b-hez: a ‘eladat az elozOnek mésik megfogalmazdsa.
c-hez: idso a 3.7 Definici6t!
vgsik megoldds - lehet8ség:
Az A+ B + C esemény ellentettjérdl van sz6!
A+B+C=ABC
i 3.5 Tételt,
d-hez: ' A termék leg.:4bh az egyik szempontbdl nem megfelels"
esemény ¢ llentettje: "A termék kifogistalan”.

a = (AB)C =AC+ BC = (AC) + (B-C).

a) pl. 30,32,33.
by pl. 29,30,31, 33.



28.

29.

30.

31.

b-hez: Minden piratian szfm, minden 30-n4l kisebb szdm, min-
den 3-mal oszthat6é 30-ndl kisebb szim j6.
Tehit esak a huszonkilencnél nagyobb, hirommal nem oszthatd

paros szfmok nem felelnek meg! (pl.34.)

A 3.9 Definicié értelmében azt kell belitni, hogy

1, AB+AB+AB+AB=20, és
2. birmely két esemény szorzata a lehetetlen esemény. Ezt a

vizsgslatot (‘; ): 6 eseménypirra kell elvégezni.

a) A BCC feltétel szilkséges:
(A-B)+B=AB + B=(A+B)}B+B) = (A+B) 2 = A + B,

és oz csak akkor egyenld A-val, ha BC A.

b) A BC A feltétel elégséges is. Ez a fenti igazolds 1épéseinek
forditott sorrendben vald elvégzésével l4thaté be.

Mindkét fajta csavarbél 30.

Legyen a 6 mm-es csavarck szima x, a 8 mm-#3cké pedig
y. Jeldlje A azt az eseményt, hogy a kivdlasztott csavar 6 vagy
10 mm-~es, B pedig azt, hogy a csavar 6 vagy > mm-es.

A Kklasszikus képlet ismételt alkalmazdsival az

- X+y
PA) = Xy 40 0,6
egyenletrendazerhez jutunk.

X+ 40 _

P(B) xiyao - 7

EbbSl x & y egyértelmilen meghatirozhats.
5
61 . 5
a) g3 ) B
6 6

(2).@' ().
¢ T &

c)

Az Osszes lehetséges dob4ds-sorozatok (elemi események) szdma
annyi, ahdnyféleképpen 6 kiilonbdzd elembSl 6-ot ki lehet vilasz-

i



32.

33.

34,

tani feltéve, hogy ugyanaz az elem tobbszor is elbfordulthat és a
kivilasztott elemek (az egyes dobédsok kimenetelei} sorrendjére is
tekintettel vagyunk.

41 1
a) 71 ; by 1 - P
A hét férfit képzeljikk egy meghatirozoft (rdgzitett) sorrendben
felallitva, majd melléjlik a néket az Gsszes lehetséges sorrendben.

V() G0
(%5 (5
(1) (33

d-hez: A "legalibb epy treff eléfordulisa™ eseménynek komplemen-
tere az az esemény, hogy nem lesz treff a kihuzott lapok
kbzbtt, Ezutdn a 8.2 Tétel alkalmazhat6.

() (5)
(3)

c) po+p1+p2+p3 1 P, " Py -

a) by pg + P, * Py

Itt P 2 pontogan k taldlat bekSvetkezési valdszinlisége:

(%)
k (20)

k=101,2,3,4,5.
Indokolis:

A 90 szAmbbl 5-6t vilasztunk ki, sorrendre val6 fekintet nél-
kiil. Az dsszes lehetOségek szdmit igy 90 elem 5-ddosztdlyu kom-
bindciti adjik.

A pontosan  k alflathoz (kedvezG eset) az 5 kihuzott szdm-
b6l kell vilasztanunk k-t, a tobbi 85 szdmhdl (5-k)-t, s ezen vi-



35.

36.

37.

lasztdsok minden csoportositisa kedvez8. Igy a kedvez$ esetek
szdma a két kombinficié szdmsnak a szorzata.

NRNY &
22y 7 224"
11) ;2-'(11

Az a) és b) esetben mis-més az eseménytér.

a) esetben ugyanis nyilvdnvaléan annyiféleképpen lehet 11 viloga-
tott jatékost kijeldlni, amennyi 22 elem 1l-edosztilyu kombini-
cidinak a szdma.

b) egetben a lehetséges elemi események szdma pontosan a felére
estkken. A két csapat t.i. nincs egyméssal szemben kitlintetve,
ozért ha az egyik csapat 11 jitékos4t mir egyszer valahogy
kijeloltilk, vele egyidejuleg a méisik csapat (az a) alatti ese-~
ménytér egy misik elemi eseménye) is elSillt.

A "becslés" pedig a végeredmény gyors felirdsshoz is elvezet,
ha meggondoljuk, hogy egy kiszemelt jatékos 21 tdrsdnak tibb
mint a fele - 11 jdtékos - jatszik az ellenfél csapatfban.

Tehat

p = i1 %, 5.
21

(ldsd a 10. feladatot!)

%. [1 + (1 —Zp)n].

Amak a val6sziniisége ugyanis, hogy a minta pontosan k

szimu selejtest tartalmaz (i .pk. qn_k, (g = 1-p). Legyen most

k=02....2, ...[2]

2
A keresett érték:
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38.

39.

74

(D6 () () o -

= ‘;' l:(q+p)n + (q-p)n]-

(Felhaszniltuk a binomidlis tételt.)

1 n
- n+aA |,
2 2

Az x=0 pontbél indulé részecske pdros {pdratlan) sza-
mi lépés utd&n csak paros (pdratlan) koordindtdjui
pontba juthat el., Tehdt |A| £ n, és A n-tél csak ket~
t8 tbbbszdrtsében kiilénbdzhet. n
Az Osszes lehetsdges utak szdma 2, hiszen minden-
egyes lépésben csak két irdnyban mozdulhat el a ré-
szecske.

Legyen "a" a jobb irdnyban, "b" a bal irdnyban
megtett lépések szima. Ekkor az Zig;g dsszefiiggések-

2
b&l a = E%é . gy a "kedvezd utak" széma(gﬁé)-

A meghatdrozandd valdszinfiség pedig

n
P =J’(E*%"§)' ;% , haa =n, n-2, ..., -n+2, -n
[ 2
0 kiildnben.
49 /50
(o)
(100)
10
1
4
0 i i !
i T T T
N —
N X _J
v
Y
1. dbra
A két pont kivdlasztdsdt a sik egyetlen (x,y}) - koor-

dindtdji pontjdval egyértelmien reprezentdlhatjuk.



a)

b}

ir.

A geometrial alakzat, amellyel az egyes események
kapcsolatba hozhatdk a 0%xS1, 0%y$q egyenldtlenség-
rendszerrel deflnlaltnégyzetlapalaku ¥artomény. A
feladat: meghatdrozni ennek a négyzetnek azt a rész-
tartomdnydt, amely pontjainak koordindtdi eleget
tesznek a hdromszdg megszerkeszthetdségét biztositd
Un. hdromszdg egyenldtlenségeknek.

Vizsgéljuk eldszdr az y2Zx esetet. A szdban forgd
hdrom szakasz ekkor x, y~-x, 1-y. A megszerkeszthetd-
ség feltételei:

X+ {y-x)>1-y

X+ {1-y}>y-x A
(y-x}+{1-y)>x Y
Vagyis
1 1
y>1-y<ey >3
2y<2x+1e¢y<x+%
—x+1>xe:x<% Y%
Z
Az y<x eset 05
vizsgdlata az i
|
y<% 1
egyenlétlen— |
y>x=-5¢ 8ég rendszer- ! -
1 hez vezet 0 X g5 1 X
X3 2. &bra

A bevonalkazott tartomdny teriilete: 2.% : M, a tel-

jes geometriai alakzat mértéke pedig az egységnyi
oldalhosszlisdgl négyzet teriilete. 1
2__.
A keresett valészinliség tehdt _Tg = % .
1 4
'g*’i‘-s-.lnfl ~(,42.

Az esetménytér ismét a 05xE1 |egyenldtlenségrend-
0%yE1

szerrel definidlt négyzetlap pontjainak a halmaza.

A vizsgdlt esemény akkor teljesiil, ha az x+y<1 és

az xy«:é% egyenldétlenségek egyideijlileg telijesiilnek.
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M=1.

dx

~e

=
1
=
+
(8] BERWARE, T RS
5=
|-

Lo
25 x
0 1 L4 X
5 5
y=1-%
3. &bra
5 .
IIT. 9 .

A feladat wmegfogalmazdsa az aldbbi alakra redukal-
haté: A (0,1) intervallumon taldlomr. vdlasztva két

pontot, mennyi annak a valészinﬁséqv.qhogy ezek

egymdstdl vald tdvolsdga legfeljeln 5 Tehdt az
]x—y]é % egyenlétlenség vizsgdlalirdl van szdé.
Y
1 /'
///
2 A]
ERE
2 /
3 ///
//
// )
0 A 2 1 X
3 3

" 76 4, dbra



Iv.

VI.

W=

TN

6. dbra

7

",E_i’ -

Az esetménytér jelen esetben egy origd kbzépponty,

4 egység oldalhosszisdgd négyzetlap. Teriilete 16

egység. . . 2> 5 4

A gyOkdk valdsak, ha b“24c. A vizsgdlt rész-
2

tartomdny a c %r egyenl&tlenségnek megfelelden a

bevonalkdzott, aldbbi tartomdny:
77



JEI.

7. 4bra

A "kedvez8" résztartomdny teriilete:

T

6

Az esetménytér az 0Sx31
05y$1 egységkocka belsd pontjai-
08731 nak

a halmaza, mig a vizsgdlt esemény szempontjdbdl

kedvez&é ponthalmazt az x2+y2+zz<1; x>0; y>0; z>0
egyenlétlenség-rendszer definidlja. (nyolcadgdmb)



8. &bra

&)

VIITI. 1~ 2’:0,13 .

Az eseménytér a 2r hosszisdqi kdridtmérd

T[N
]




45.

46,

47,

82

3 fehér}

2 zdld

2 fehér} 3 fehér}

3 zold . 2 zdold
B: 2 fehér AB: 2 fehér}

3 zdld 3 zsld

1 piros

goly6 huzdsa.
A meghatdrozandd A/B esemény valészinliségére igy

5! _ 51 61, 5 . 5! _
P(A/B)_P(ABl_aszl”stz: 8121 " 3121~ 2121 {
P(B) $ 35 z

adédik.

L ()G (DX
| %)

A feladatot a teljes valdsziniiség tételével oldottuk meg.

—8
1 000 007 °

Jeltlje ugyanis R azt az eseményt, hogy rossz érmét vilasztot-
tunk, és F azt az eseményt, hogy egy érmét hiromszor feldob-
va, mindhiromszor fejet kapunk.
Ezeket a jeltléseket felhasznilva, az R/F esemény bekbvetkezési
valbsziniségét kell meghatiroznunk.

Bayes-tétele szerint:

1. 26
_ 2,10
PR/F) = 2 1 1 999 998 °
1. P + "é . “—‘—""—“"‘6
2.10 2.10
a) 0, 987 ; b) 0,204.

a-hoz: P(A + B) = P(A) + P(B) - P(AB), ahol a fiiggetlenség

miatt P(AB) = P(A) P(B).



48.

49.

50.

brhez: P(AB + AB) = P(AB) + P(AB), hiszen az AB és az AB
egymést kizdr6é események. A tovibbiakban az események filgget-
lenségét hasznidljuk ki.

(_gi)_—s

1500) ’

3 3
a)p b}1 - @ -p).
a~hoz: A sorba-kapesolt komponensekb8l 4116 rendszer csak akkor
mitkkddik, ha mindegyik komponens mitkddik. Ennek valdszinlisége
~ a komponensek miiksdésének fiiggetlensége folytdn - 2 hirom
mikodési valésziniiség szorzata.

b-hez: A pirhuzamos rendszer miikddik, ha legalibb az egyik
komponens miiktdik., Célszeril elfszér a komplementer esemény
valGszintiségét meghatirozni. Annak a valdszinilisége t.i., hogy
mindhirom komponens hibis: 1 - 9)3. Itt megint a fliggetlenséget
haszniltuk ki.

Megjegyzés: Gyakorlisul és ellen8rzésként, hatirozzuk meg a
"legalibb az egyik komponens miiktdik" esemény valdsziniiségét
direkt médon is!

2 2 3
G -p +3p @-pr+p.)

Az 1 -0 -pP >z egyenlitlenséget kell n re megoldani, ahol

(2).(fs)+1
(5")

Megoldds: A legaldbb négy - 4 vagy 5 - talflat valésziniiségét je-
18Yik  p-vel.

A legfeljebb hirom talilat - az elfbbi esemény komplemen-
terének - valbsziniisége: 1 - p.

Annak a valbszinlisége, hogy n héten keresziiil mindig leg-
feljebb csak bidrom taldlatot ériink el - az egyes heti huzdsok flig-
getlensége miatt - (1 - p)n.

Ezen (1 - p)! valGszinliségli esemény komplementer eseménye
bektvetkezési valésziniiségének kell z-nél nagyobbnak lenni. Ebb6]
n kifejezhetd.
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51.

1

5 .

Legyen A esemény az, hogy a hdrom szém kiilénbdzd,
és B hogy legaldbb az egyik hatos. Ekkor B esemény
az, hogy egyik sem hatos. Mivel

P{B/A) = 1 - P(B/A = 1 - gé%i%l ’
5 i
azért Eiléi;
p(B/A) = 1 - 65
(3)'3!
3

Egyik urndba 1 fehér golydét kell tenni, az Usszes
t8bbi golydét pedig a mdsik urndba.

Legyen ugyanis k az egyik urndba elhelyezett fehér
és 1 a fekete golydk szdma. Akkor a fehér golyé hi-
z&dsdnak valészinéisége a teljes valdszinlség tétele
szerint

1k ., 50 - k).
P = 5\7kF1 T00— (k+1}

Ez az érték maximdlis, ha k = 1 és 1 = 0, mint arrél
médszeres prébdlgatdssal meggyézddhetiink.

= .1 4 491
Phax 3 5 + 2—«0,747.

p=0,06 ill. p=0,075.
4n-2
ni{n+1)

Legyen Ai esemény az, hogy az i-edik dobozbdl hizunk.

P(A{) =5 i=1,2,...,0.

1
n

B esemény jelentse azt, hogy piros golydt hidzunk.

P(A_ _. +A /B) = P(A _,/B}+ P(A /B),
mert A, _, és A kizdrd események . Bayes-tétele
szerint:
n-1 1
pia/B)- P(B/A__,}P(A _,) } - "3 :
n-1 P(B)

n
Y
Eg P(B(Ai)'P(Ai)



‘n-1 .1

_ n n _ 2{n=-1)

- - ’
—1-2—(1+2+...+n) n{n+1)
n

_ 2n

P(An/B) "~ n(n+t) °

A keresett valdszinfisdg ezen két feltételes valészi-
nliség Ssszege.

55. Sk(N—S)n-k

N -
a1 R R
i=0

56. =~ (0,089 .
Jeldljik A-val azt az eseményt, hogy a mdsodszorra
kivett labddk mind djak, és Bi-vel azt, hogy az elé-

sz8r vdlasztott hdrom labda k&ziil i darab 4j.
{i=0,1,2,3).
A teljes valdszinlség tétele szerint:

3, (°51) ()62

3
P{A)=) _P(A/B;) P(B)=1" (15)
3

i=0 i=0 (")
= 1 (20.84+9.15.56+36.6.35+84,20) .

3

455
8
57. 4T -
"A két fehér golydt tartalmazdé dobozbdl védlasztot-
tunk, feltéve, hogy hdrom fehér golyét hiuztunk” ese-~
mény valdszinliségét Bayes-tétulével hatdrozhatiuk
meq:
o,
P(5,/A) = =2 — -
Z(i)a A 3
6 6 Z.J
J=1 J=1
58.
10 (304-'1)(1000—30—1)
:? 2 18 o. .
P (1000) Fi
i=0 20
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60,

61,

62.

€3.

86

13 Vel
c) M(3) =735 D()=""¢
2,1 1 1
achozm: o+ttt =1l
1 1 1 1
- . = —_— . = - -
c-hez: M(§)=-8.75+1 st2. 55
2 2 2
D° (g)=M(¥) - [M(5)]“ =
P 1 1, ... 1 _[13\2
—9.12+1.6+4.2+25.4 (6)
P(§ =KW =o""17, k=012...).
Ugyanis
PRI
p’: a.‘—zl;
L= k!
1
a:
[~ =]
2 1
=0 K!
k-1
Popg = (0:72) 0,1 ;
k=1,2,.
_ k-1
Py (0, 72) 0,18
a) _ 1 _3. 1
Py T53 Py 75 Pg Ty
b) 0, ha x=1,
L pa 1< x2y
~ 5
Fx)= 3 4
g, ha 2<X'5—3,
1, ha x >3.



64,

65,

66.

a-hoz: P(¥% =k) =

e) M(¥) = 2,

G- G2y
3

k =1,2,8.

Példdul azért nem, mert

2,6

Fe) =2+ 708

azonos 4talakitds utdn vildgos, hogy F(x) >2, ha x >1.
"Rénézésre" pedig kOzvetleniil l4thaté, hogy lim Fx) =2,

X 00

a) lim F{x) # FQ).
x-»>1-0

1

b} Legyen F{l) = 12 °

¢) Tulajdonképpen a 60. feladat 411 el8tiiink.

a)A=1; B=- 2,

c) f(x) =
2
., ha x >1.
{x+1}
d)y 0,2,
Megoldds:
a-hoz: lim FPx)y=4A =1,
X ~>=00
. B
lim F@)=Fly=4A+ E = 0,
x—1-0 e
. 2 , R
és 1 - monoton noévekedd is.
X+ 1
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87,

68.

88

b-hez: 0, ha x%1
Fix) =
x+1 ? a x g
c-hez: 6, ha x = 1,
Z , ha x>1.
(x+1)
d-hez: P(% >9) = 1-P(Z Sgy =1 - F(9) = 1-( - 1&0)’
o0 c
vagy P(E >9) = ff(x}dn lim | 2 ax =
9 c—=co g (x+1)
2 2
—c_, [ xﬂ] lim I:" ctl © 10
1, - L
C = 9 ¥ = a -
a) A =1,
b) 0, ha x=0,
x2 X
Fy=4 %5 +5, 0<x=1,
1, ha x2>1
c) 0,195.
a-hoz: too 1 9 1
— x X -
Jf(x)dx A, f(x + 2)dx = A[ 5 ] 1.
c-hez: 0,3 9
Lax= 030,03 0399
j (& + phdx 2 2 2
0

]



69. a)a= 0.

b) P (E %1n2)=-1§.
o) M(§)=1; D(F)=1.
c-hez: +e0
M(Y) = fx.f(x) dx =
-00
T -X -X A
= lim x.c ‘dx = lim |-e (x+1):| =
Ao A—»oco 0
0
- lim (- 11) ‘1.
A-»oo e

Az integral abszolut konvergens, hiszen |x | =x, ha x= 0, igv
a vArhat6 érték valéban létezik.

70, n = 50,

Mepoldis:
Jeldlje a § valbszinliségi vAltozdé a két bedllitds kodzott elké-
sziild munkadarabok szdmit.

p(§=k):g,9gk"1. 0,02, (k=1,2,...)
o oo
-1 -
M(E):ZR.G,BSR .0,02 = 0, 02. ZR.O,BKI.
k::] k:l

o2
. ok
Mivel a z %  hatvanysor (geometriai sor) lxl < 1
=1

Lonvergens, s0t eor.nletesen konvergens, a tagon- vins
1] nyert sorra fenndl!l, hogy

oD o<

2 k.xk-lzgd)z -'.- xk:"d'—i (1 ]_. - 1) :—-j—._
k=1 ko1 X 1-x)




72.

3G

Ezt az Osszefliggést figyelembe véve:

1 1
0,02 , =002 "

-0, 98)>

M(§)

a) nem.
b) igen.

=

i

1
a-hoz: Mir az f(x) = 0 feltétel sem teljesiil (-1, - '2')—ben.

1
b-hez: f(x) Z 0, és J x + %} dx = 1.
0

0, ha xéo,

N

, ha 0<x %1,

X
2
F(x) = <4 o

x2 +2x -1, ha 1<x %2,

1, ha X > 2.

-

P(E<0=0; PE>1=05; po<F<3 =1L

X

Mepoldds: A 11,6, Definicié szerint Fx) = j f(t)dt; szemléle-
o]

tesen tehdt F{x) a slirliségfliggvény alatti terliletet méri -oo -

t81 x-ig. (Hasznos ezért, a késObbiek szempontjibél is, a siiri-

ségfligegvényt dbrazolni! Lisd az elméleti jegyzet 103. oldalin 1évd

20. dbr4t.)

Mivel a sliriiségfliggvény szakaszonként értelmezett, az integ-
rdlist rendre a (-oo ,0); [0,1]; [1,2]); [2, +o0) intervallumokon
kell elvégezni. Igy példdul az [1,2] intervallumon az eloszlistiigg-
vény meghatirozisa az alibbiak szerint torténik:

i X 1 I_ 1:2'11)4 1 xz 1
F(X)=ftdt+J(Z—t)dt=5+L2t-EJ =orex-S-2e
0 1 1



73.

4.

Gyakori_hibaforris a mir “kiinteprilt" additiv tag - jelen esetben

az eldl 4116 % - elhagyiga,

Ez természetesen sulyos hiba, hiszen a dolog 1ényegét érinti.
A kérdésekben szerepl$ valészintiségek példiul az eloszl4sHiggvény
ismeretében igy szimithatok ki:

P(g < 0)= F(0) =

0 e
1}
bo b

P(E>L)=1-P<1)=1-FQ)=
POKELKS)=F@B)-F0)=1-0=1,
Ezek a valészinliségértékek akir a siirliségfiggvény grafikonjir 6l
(gbrbe alatti teriilet), akir az eloszlisfiiggvény sbrdjirsl (ordiné-
tdk kiilinbsége) kdzvetlentil leolvashaték.
a) A =1;

b) P(%<§'<2)=%.

oD
a-hoz J '% =
1

o =

1 1
b-hez: PG <F <2)=PL <F<n-+pa<t <2)=
2
_1 A
g " fz g dx-
1 2%
2
M(§)=—"",
h. Var
A vérhatd érték parcidlis integralissal adédik, (Haszndljuk ki, hogy
22
2 -
lim x e hx 0.)
X oo
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75. M(&) = % )

El8szér a szdban forgd valészinlségi vdltozd elosz-
14sfiiggvényét {rjuk fel, vagyis meghatdrozzuk annak
a valésziniiségét, hogy két vdlasztott pont tavolsdga
x-nél kisebb. Geometriai valészinGséggel dolgozva
azt kapiuk, hogy

1

' ha x £ 0
F(x)=¢2x~-x°, ha 0<x%1
1, ha x>1

e me

F(x) szakaszonkénti deriva-
ldsdval a sfrliségfiiggvény:

0, ha x<0 ; X
f{x)=42-2x, ha 0<x £1;
0, ha x>1 ’

Fvdrhaté értédke tehdt:

11. &bra

1
M(E) =§ x{2-2x)dx.
0

Fix)

14-

[ -
|

Q ' %

12. &bra

76. D(Z)={18 cm.

77. A mérkdzés csak 3,4 vagy 5 jdtszmabdl dllhat. 1-p=q
jeldléssel:
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lp(§=3)=p3+q3 p

p3 =
p, = P(&=0)=(Jp’ara’p],
P = P((=5)= ( )[p q7+q sz

E) 22
M(E)=Z’_i-p. = 3(1+pg+2p“q~}.

78. A szdrds szdmitdsakor fel]épéj — dx improprius in-
tegrdl divergens.

=1, = 1.
79. M{E) = x D(§) x
- 80, a)
b)
\N 0 1 2 3 % perem
o 1 12 | 18 | 4 _35
220 220 220 220 220
1 15 60 _30 0 105
220 220 220 220
30 40 70
—_ 0
2 220 220 0 220
10 10
3 220 | 0 0 0 220
H 56 | 12 | 48 | 4 ,
| perem 220 220 220 220
1 Nem fiiggetlenek.
Mepoldis:
a} és b)-hez;

(?) (k) (3,1-1{) i,k=0,1,2,3.

() ofwmss

P(E =i, 7 =k) =

83



¢)-hez: pl.

P(¥ =2, 7 =2 =p,y,=0

de ugyanakkor sem P(T = 2), sem P( = 2) nem zérus.

a) 2(1-x), ha 0<Lx<1,
f,®) =
0 Lklilonben.
1- -g , ha 0<y<2
fz(Y) =
0 kitlsnben.
b} nem fliggetlenek,
a-hoz: +00 2-2x
£, () =ff(x,y)dy = fdy =2-2x, 0< x <1,
—-00 0
b-hez: fix,y) ¢ fl(x).fz(y}, s igy a 16.3 Tétel szerint nem

lehetnek fiiggetlenck.

M(E)=£f =1m D(§)=|/E,1cm.

a)
M |3 1 0 '? perem
1 1
1 0 5 6
i 4 3
0 6 6 8
- |
g 1 5 1
perem 6 8
by - L
1 o5

Mepoldds: Ismeretes, hogy két kockéval dobva, az elemi esemé-
nyek széma 6.6. A (§ = 0, % = 1) esemény példiul azt jelenti,
hogy a két kockdval kiilonboz6 szdmot dobtunk ugy, hogy a pont-



84,

értékek Osszege 7. Leszimolhats, hogy ilyen dobis Usszesen hat-
féleképpen val6sulhat meg. A széban forgé esemény bekdvetkezési

valészinllsége tehdt 3—{; .

A tiblizatban a peremeloszlisokat is feltlintettiik. Ez egyrészt ol-

lenfrzési lehetGséget biztosit, mésrészt a korreldcibs egylitthats
kiszdmitdsihoz szilkséges.

ME -y Mp)
R(§,7) D(¥) - D(7)

I8
[t}
=]

M(E.?)=1.1.0+1.0.;15-+0.1.%+0.0.5 ,

M(E) = 1. -16—+ 0.

o jon
o |-
R )

, M(7)=1.%+0.

@ jen

Bz(g)=12.

o fha
+
=]

o len

12
- (6} ’

1 12
D2(7)=12'E+0 .%-(E) .

a} Nem fliggetlenek,
b) (Y 779, n>1) = 0,5.
c) cov(ﬁ,'?) = - 0,15,

a~hoz: A tiblizatot a peremeloszlisokka kiegés-irve i~ .t 14t-
hat6, hogy van olyan i és k, aielyre

Pi 7 Py <
(Lasd a 16.2. Tételt!)
b-hez: A tdblizatbél kiolvashato. .ogy

P(§77,12>1):P(§:1, r(:2)+P(§‘:l,’?=3)r

(g =2 4=3)=02 N1 o=,
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85.

86.

87.

96

c-hez: A cov (¥,%) = M(E.7 ) - M(¥ ). M(7) Ssszefiggéshil
egyszeril szdmitdssal adédik a meghatdrozands érték.

A M(E+7) =2 D(§+7)=—‘/6—2§.

- . |/
by R(Y » 7= 1/335'

A
.';1)p=60 .

b) Igen.

Igen,

Megoldés:
El8szor az "a" és "b" paraméterek értékeit hatrozzuk meg.

A tiblazathél leolvashatG, hogy S5atdb = 1  kell lesyen.
-
( Z pik = 1‘)
i,k

£ worrelilatlansigot kihasznilva, uz .\l(f.'zv .\l(f).M(f?) ,
Osszefliggés alapjin: ;

2a -a-4a+ 2a-= E2a+b—'_‘{',’.zuh)J.[2{.‘n h'-»('_%.'n!n_J

2
adédik. Rendezve: -a = - (2n b)".

Az bH5a+4b =1
egyenletromndszer noegollisn

r2n+b)2 = a
1] y i
1 1
a, =g Py= g



88.

89.

90.

1
Mivel 05 p 21 az I axiéma érielmében, csak az a = 9
b = % megoldids-pir jon szAmitisba. Tédblizatunkha ezeket az ér-
tékeket beirva ldthatd, hogy P = pi.qk minden f{-re és k-ra.

Teh4t a két valdszinliségi viltozé egymistdl val6ban fliggetlen,

R(E » ’7) = -1,
A két valbsziniiségi vdltozd kozttt nyilvdnvalban linedris kapesolat
41l fenn:
/}2 = 60 - if (az id8t percekben mérve).

Mivel T nbvekedésével egyidejlileg 4? csikken, a korrelicids
egylitthat6é negativ.
'Q=a§+b alakd, ahol a = 5{2;—) >0 és b = - g—fg- .
Ismeretes, hogy M(7n) = aM{(&)+b és D(n)=|alD(&).
EzekbSl az Osszefliggésekbdl kdzvetlenill adddik az
d4llités.

420
a) (5) R

420

b) 1— (5) s
c) 0.

a~hoz: A binomidlis eloszlisu valészinliségi valtozdé virhat6 érté-
ke és szirdsnégyzeie felirhaté az eloszlis paramétereivel. A fel-
adat adatait felhasznilvg:

np =

wlm P

és npgq =

Ebbdl az egyenletrendszerb8l n = 20, p =

1 fhr
-3
]

o I

10

20 20-0
Iy P(E=0=(). ) - &

b-hez: Mivel a binomidlis eloszlisu valdszinliségi viltozé lehet-

séges értékei: 0,1,2,...,n; azért a § = 0 eseménynek komple-
mentere a £ >0 esemény.
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91,

92.

98

Ennek bekovetkezési valésziniisége tehit
P(E >0 =1-P(F = 0.

c-hez: Az elfbbiek szerint 2 ¥ = -1 esemény lehetetlen esemény,
tehit bektvetkezési valdsziniisége nulla,

0, 9445,
Olyan binomiilis eloszlisrél van szé ugyanis, amelynek paramé-
terei: n = 15, p = 0,1,
3
A . P(E =k) valészintiséget kell meghatirozni.
k=0

p, = 7,54% 3 P, = 20, 6%,

Megoldds:
Valamely tétel elfogaddsdnak V valfsziniisége a tétel tény-

leges p selejfardnyitol fligg:
k
h k n-k
vy = > ()P - @y,
k=0

ahol kmax az n-elemii mintdban elfforduld selejtes darabok

megengedett maximé4lis szdma. (Mivel a minta elemszima kiesi
a tétel elemszdmahoz képest, binomiilis eloszlissal kozelithetiink,)

2
A vy = > (2°). o a-p®
=0

"mintavételi jelleggtrbét" a 92. dbra szemlélteti.

Az fbrabdl is ldthatd, hogy az 4atadd Py kockidzata a legna-

gyobb valdészinliség, amellyel a legfeliebb 0,05 selejtarinyu tétel-
b8l vett 20 elemil minta kettBnél t6bb selejtes darabot tartalmaz:

2
B 20 k 20-k
p, =1 > () - 0,05 . 0,9 .

Az dtvevo pg kockdzata pedig a legnagyobb valdsziniiség, amely-
lyel a 0,2 (vagy anndl nagyobb) selejtarinyu tételbdl vett 20 elemii
minta legfeljebb két selejtest tartalmaz:



93.

Py

ALOSZNIGEG
o000
T N -3

1—-"""_‘—-‘—_

> 04

P HIA
-qu
AN

0 0102 03 04 0505 07 08 09 1D
. —=— SELEJTARANY p
MINTAVETELI JELLEGGORBE (n=20, Py gy =2)

92. 4bra
2, 20 x 20-k
Pp= > G ). 0,20 . 0,8 .
=0

P és P, szdmszerl értéke az I. sz. tiblizat adatainak felhasz-~
nilésdval hatirozhaté meg.

—lg = 0,0025. (tAblazatbsl)
e
L. 300 e gy s
20 oldalon ugyanis 4tlag m . 20 = 6 sajtbhiba vérhat6. Az
eloszlis paramétere tehit M(F) =2 = 6.

0O

6 -6 1
ey P(¥=0=p = 7e ==¢
’ e

a) 0,9745 ; b} 0,0719 c) 0, 0464,

Megoldds:
Az egy miiszak alatt elszakad6 szdlak szdma binomiilis el-

oszlist alkot. JelSljilk p;-vel annak a valbszinliségét, hogy egy
miiszak alatt pontosan i darab szal szakad el.
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Ezzel a jeltléssel élve, rendre a

600 3
25 IS N
i= i=0

illetfleg a P3 valéazinliségek meghatdrozdsa a feladatunk.
Mivel n = 600 igen nagy szdm és p = 0,012 elég kicsi,

a binomislis eloszlds tagjai j61 kbzelithet6k a A = np =

=600 . 0,012 = 7,2 paraméterli Poisson eloszlis megfeleld tagjai-

val. (L4sd a 23.2 Tételt.) Igy

600 2 2 i
- - - .?.2_.2._ -7,2 -
Zpi‘l > pyl > e =
= i=0 i=0
= 1 - (0, 0007+0, 0054+0,0194) = 0, 9745,
Tovibbs
3 3 i
DY Li%— o 12 = 0, 0007+0, 0054+0, 0194+ 0, 0464 =
1=0 =0.- = 0, 0719,
Végiil
7.25 -7,2
S [ . L] 1
pyas 5r e 0, 0464.
95. a) 0,0446; b) 0,1667.
Megoldis:

a-hoz; Tulajdonképpen az a kérdés, hogy mi a valészinlisége an-
nak, hogy a biztosité a befolyt 10 000,10 = 10° Ft bsszeget ma-
radéktalanul kifizeti (és nem kell a t8k&jéb6l pétolnia sem), vagy-
10°
4000
min (egyméstol fliggetleniil).

A 21.2 Definicité értelmében n = 10 000, p = 0,002 paraméteri
binomidlis eloszlisrél van 8z6. Bzt a A = 20 paraméterli Poisson-
-eloszlissal kézelitjk. Most k = 25, igy tdblizatunkbdl a

P(¥ = 25) = 0,0446 értéket olvassuk ki.

is, hogy pontosan = 25 haldleset kivetkezik be az &v folya-

2r__rr

b-hez: Az elfz8 feladathoz képest az a vdltoz#s, hogy a 25 vagy
anndl tobb haldleset bekiovetkezési valésziniiségét kell meghatdrozni.
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Ismét a tdblizathél
P(F = 25)=0,1667 adddik.
9. o, ha x=1,

x =1
6

1, ha x>17.

F(x) = , ha 1<x%7,

a+b
2

Ugyanis M (%)= = 4,

2
2 (b - a)
D (‘5’)= 12 = 3,
Imen a=1, b = 7,
L, 96, gbra.

F(x)1

:

96. 4bra

97. a) 20%; b) 10§g ; c) 20%,

ha a 830-1:61 1230-ig terjedd idG-intervallum teljes egészében az

ismeretlen hosszusigu iddintervallumon belil van, Kiildnben:

a) 40% ; b) 9'1‘§ 3 ¢} értelmetlen,

9. = 0,2231 (t4blazathol). '

A
l/B
e
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Els8 megoldés:

Az exponenciilis eloszlis eloszlasflggvénye:

1- e—A'x , ha x>0
Fx) =
0 , killsnben (ld4sd a 21.2, Példat).
Feladatunkban az elos.ziﬁs amétere: A = L. 1
e 1 par : M)~ 4 .
A meghatirozandé valfszinliség pedig:
_5
. i 1],
P(E=26)=1-F@)=1- [1-e =

-
3
‘/ e
Miasodik megoldés:
Az eloszlis siirtiségfiliggvényével:

oo _X _xT7 _A
P(§§6)=‘Jﬂi-.e 4dx=[—e 4] = lim (-e 4)+
6 A—»00
6
_ 5
4 1
+ e ==
Ve
9, a) Ar 00,5528 ; bh) A< 0,62 bra.

a-hoz;

.00, kb. 52,8%, illetdleg 33, 7%.

Az eredmény a A = 0,64 paraméterli Poisson-eloszlis tdblizati-
b6l linedris interpoliciéval nyerhetd.
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101, a) kb. 95,4%  b) 9,871 < ¥ < 10,129,

Megoldis:
a~hoz; P(9,9 < ¥ < 10,1) = F(10,1) - F(9,9) =
10,1 - 10 9,9 - 10
- ¢‘Oo,o5 )= ¢ g )
=d@- o¢2)= d@-[1- ¢@]=
=2 ¢ (2)-1=2.0,9772 - 1 = 0,9544,
b-hez:

PRo-a < § <10+a3) = 0,99
PA0-2a < ¥ < 10+a) = F(I0+a)-F(10-a)

...
e
"

-3

il

a a - a ~
¢ (0,05 ~ ? 0,05 _ 2 ¢ @, 08 " L
Az "a"-ra megoldand6 egyenlet tehdt
2, ¢ 2=)-1=0,99
‘ 0, 05 » e

Ebbél

a_ _
¢ (0’ o5) = 0,995.

A tdblazathdl visszakeresve:

a
-2 o . 6riike.
0. 05 2 2,58 3 axs 0,129 addodik
102, a=1,4.

103. @ & 0,05 cm.

A feltételi egyenlet ugyanis ekvivalens a
0,1
2. ¢ Cg)-1=009

egyenlettel. (Ldsd még a 101 /b feladatot!)
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104, Kb. 13,8%.

Jelentse A a 11,923312
B az 5,95 6

eseményt.

Feladatunk a P(A + B) val6szinliség meghatirozisa.

A De Morgan-féle azonossfigot és az események fiiggetlensé-
gét felhasznilva, a kérdéses valGszintiségre:

P(A + B) = P(AB) = 1 - P(AB) = 1 - P(A) P(B)

ad6dik.
(Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a 8.6 és a 10.5 Tételeket
alkalmazzuk:
P(A+B) = P(A) + P(B) - P A.B) =
= PA) + P(B) - P(A) P(B) s.i.t.)
105, 0,147.
Megoldds:

Az eredd ellenillis olyan valészinliségi véltozd, amelynek
virhaté értéke 5 50052 6s szérssa V10 . 3061 .

Igy standardizdltja: 4 = § - 5590

/10.30

A T > 56008 esemény ekvivalens aZ

i > [;—_6 eseménnyel. Ennek ellentettje az

N <: 310 esemény, amelynek bekovetkezési valbszintiségére a

centrilis haté.reloszlastétel segitségével a

( JC) [0} (——) becslés irhaté fel.

Igy a kérdezett valGsziniiség becslése:

P(§ >5600) = P(Y >——~)~1 - ¢ (-C) 14, 7%.
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106. 1.
Ismeretes, hogy ebben az esetben

1
— , ha a<x<b ,

£(x) = b-a
0 kiildnben ,

éSM(‘E):m: 2 rD(§)=G=E%§% .

Mivel 26= §:§->§§3 , azért
3
mize > 23R, b-a

és m~-26 <a. Igy a kérdéses valészindség:
b

= 1 -
P = S boa dx = 1.
a

167. ZIsmeretes, hogy exponenciélis eloszlds esetén
M(§) =D (&) =+ -

_ 1 k _ 1+k
fgy mtke = § + 3 Fa
e = 17k _[>0, ha k<1
és m-k6 = —3 ‘{g 0, ha k21 .
A meghatdrozandd valdszinliség értéke tehit
1+k 1+k
T ax ~ax ] ? -1-k, -1+k_&*_ 1
5 Ae dx=[—e J = - +e =§ - ——E)iutk<1,
1-k 1-k ee
A A
- 1+k 1+k
A A
£ - -2
§ e “‘ax{ X} = 1- —_ , ha k2 1
1 0 ee
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108.

109.

166

Megjegyzés: Természetesen ugyanerre az eredményre

jutunk, ha a P{m-k6 <¥ <m+k6)= F(m+k6) - F(m-ko)
Ssszefliggésbdl indulunk kil

Az atlagérték 1,55 .
A szdmitott ill. a tdbldzatbdl kiolvashatd értéke-
ket az aldbbi tdbldzat foglalja Ossze:
: 155K 155
Az arcklnyszertm,:fsek Az -e™"
: qakoriy relafiv A Yaqiai
széma ggéga yakorisaga eloszlds tagjai
112
0 112 518 =216 0,213
168 _
1 168 ?!—8"'0‘3% 0,328
130
2 130 §i§r=0251 0,254
3 | 69 |01 0132
32 ..
4 32 3'1—8-'"0'062 0,051
5
5 5 _5_‘-1—8—::0'010 0,016
‘1 o
8 1 ?§ﬁ;~OD02 0,004
7 1 Té%r*ﬂﬁez 0,001
=0,7

Legyen az A esemény a "mindhdrom csomag silya leg-
aldbb 1 g-mal eltér 100 g~tsl" esemény.

(Ennek az

eseménynek az ellentetje ugyanis a kérdéses.}

El8szdr egy csomag esetére vizsgdljuk a szd-

ban forgd esemény bek&vetkezési valdszinlségét.
P( & -100] > 1) =

1-p (|E-1001 < 1) =

- 201-0(3)) = 0,6170 .

1-P(99<E<101)



Ezzel
P(A) = 0, 6170 a fliggetlenség miatt.
A kérdezett valészinliség pedig

P(E) = 1-0,6170°.

110. a) P(A) = 0,84; b) 1. 98, 76%,

111,

112,

24
b) 2. > (12{5).0,31‘.0,22 k < 95,4%.
iEie

¢) Nem lehet.
a-hoz: A feladat szerint |§ -M(E )|< 53

ez az eltérés a & = 2 sz6rds 2,5-szerese,
A |E- M(E)| <5 esemény ellentettjére a Csebisev-egyenlbtlen-
ség értelmében

1
P(|E - M(E)] 2o E—=,
2,5
Ezért
P(|E-M(E)<B) T - -—1—2—= 0,84,
2,5

b/2-hoz: A feladat értelmében: np =
npq =

|
o
o
[———

Az egyenletrendszerbll: q = 25,

s PF

SR
e i
ws
=
I

c~hez: Exponenciilis eloszlis esetén
M(%) = D(¥ ), s ennek adataink ellentmondanak.

Megijegyzés: A b/2 valészinliség szdmszeril értéke normilis elosz-
lissal vald kézelités eredményeként ad6dott. (Ldsd a 23.4 Centrs-
lis hatdreloszlistételt,)

Legalibb 96% a valbszinlisége annak, hogy a csavarok szima
4900 és 5100 kozott van,

0, 975,

Megoldis:
A feladat a nagy szimok Bernoulli térvénye alapjin oldhatd

meg. (22.3 Tétel.)
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113.

114,

115,

108

Adataink: n=105, &= 10_2; p -t nem ismerjik, s ezért

& -ra felsf becslést adunk. {L&sd a 22.1 Példst.)

c__pa _ 1
4= 5 5 = 0,025.
n. & 4n

Igy 1 -J = 0,975,

Vagyis az —15; -p ‘( 0,01 esemény bektvetkezési valbszintisége
10

legaldbb 97, 5%.

a) 7000 ;  b) legaldbb 0,983.
h-hez: 7000 csavar 5%-a 350.

Az |k - 7000 |< 850 esemény

—1-‘2— 0,7
10

ekvivalens az < 0,035 eseménnyel.

A p=0,7; n'=104 . £ =0,035 értékekb8l &, sigyaz 1 -d
valoszinliség (alsé becslés) kozvetlen szAmitdssal adddik.

Legaldbb 95% valosziniiséggel 13-ndl kevesebb lesz a sz4l-
szakadfsok szdma a szdéban forgd idStartam alatt.

A taldlatok szdma 90% valdszinliséggel 58 és 102 kozé fog
esni.,
(Ennél pontosabb becslés is adhaté a centrdlis hatdreloszlistétel
alapjin.)
Els8_megoldds: A nagy szdmok Bernoulli-féle torvénye alapjin.
& -t ugy kell meghatdrozni, hogy az

- - 0,4

121;0 <&

esemény legalsbb 0,9 valészintiséggel kivetkezzen be.

2= ;P—%— b6l &= 0,11 adédik.

-
Igy 0,29<200<0,51.



Misodik mepgoldds: A Moivre-Laplace formula felhasznilisival,
A taldlatok vArhatd szdma: np = 80.

A gzéras: g/ npq =V 48 = 4, l/—

A talilatok szimdnak a vérhaté értéktSl vald oliérése legyen

A . }/mpa.
Igy

2(2;0) 0,45 0,62 % 2. ¢ (A) -1 = 0,0,

80-N4. Y35x580+)4.V3

201,

Innen $(A) = 0,95 ; A =1,645,

Tehit
80 - 1,645.4. YISk S 80 + 1,645.4. /3, vagyis

68 <k < 92.
200. ¥ =10,03 ;
& = 0,08775 3
8 = 0, 09250.
Legyenek az osztdlyok példaul [ 13;14), [14:1 ... ..., [25: 28,
Ekkor
X =18,7;
6 = 2,4980 ;
s = 2,5495.

202,

A mintadtiag és a minta korrigilt szérisnégyzete mindig tcrazit-
lan, az empirikus szérisnégyzet csak aszimptotikusan torzitati-
statisztika.

A mintadtlag erdsen konzisztens becslés 1. A 201. feladatban
megadott minta feltehetSen normilis eloszli- 6l szdirmazik. Ezé
ennek a mintinak az 4dtlaga az alapsokasig varna.® értékének ha
tdsos becslése.

Mi a tartalmuk ezeknek a megéllapitisoknak?

{Ldsd az elméleti jegyzet 27. pontjit!)

[t

b) X c)'}.‘; d)
X

PR

a)



a-hoz: A likelihood-filiggvény:

n-x

L | i
L(xl.xz,--..xr.p)=—lr(x)p . q H

r
mL=>[1
=1
d(inl} _ L% _
dp 21 &

i=1

n
n{)+x.lnp+ (x). Ind-pls

i

z X nr- 2 X
il T = WL
1-p p 1-p

A szilkséges feltétel:

T T T
DR S
= ! = A_ = X
= , ahomnan p = ==,
p i-p n.r n

Az elégséges feltétel:

hiszen X, (i=1,2,.

X, n-x
(-5 -3
2 2
P 1 -p)
2
r o xn n - X
- Vs + x2’<’0’
i= X (1—1—1)

..,r) esak 0,1,2,...,n valamelyike lehet.

b-hez:
T
X
T X i=1
. _ A% A AT A
L(xl,x,...,xr,A,)—’{[; %1 e = e .
i= i Txi i

i=1



211,

1 Y o T A
= ——r ] .
’If xi!

i=1

rx-r XA

A sziikséges feltételb8l adédé A = X mellett az elégségeé felté-
tel is teljesiil.

c-hez:
(1:_ xi—l
L&, %X,,.00%,0) = JL @ - p) . P
i:
d-hez:
r -Ax
L(xl,xz,...,xr, =T A e
i=1
7 k
A
p=1- n

A miiszer mindaddig mikddik, mig legaldbb egy komponense
funkeijondl. Tehdt csak akkor romlik el, ha minden egyes kompo-
nense tinkremegy. Ezen esemény bekdvetkezésének valészinlisége:

z= {1 - p)r, az egyes komponensek meghibdsodisdnak egymss: i
vald fiiggetlensége miatt,

Az "n" munkaperiédus alatti miiszer-meghibssod4sok szén. s
a feladat &rtelmében k.
A gzdban forgd esemény bekbvetkezdsi valdszinlistee '~ -

zk a - Z)n-k

(z paraméterii karakterisztikus valdsziniiségi vdltozéhoz t -1
likelihood-fliggvény . )

Feladatunk ezen valGsziniiség (mint z figgvénye) maxir .minak
meghatdrozdsa.



212, p = 1 -

f(z) = zk.(l - z)n—k
£'(z) = [k. zk“1 (l-z)n_k + zk(n—k)(l-z)n-k—l.(-l)] =
= &0 ™ [k a2 - 200 ],

k
s ez zérus, ha 2z =; .

Igy z=@ - p)f -b8] p maximum-likelihood becslése:

T r
A =1 - k
p=1 [/; 1 l/n.

r

B

213, a) 3,08 ; 3,42] ;

b) 35.

a-hoz: Az empirikus virhat6é érték (mintafitlag) olyan val6szintisé-
gi valtoz6, amelynek virhaté értéke az elméleti virhat6
érték: m;
szérisa pedig az elméleti szérds |/ n -ed része;

{ldsd a 27.2 és a 27.3 tételeket). Igy standardizgltja:

£

Yy

—li(;,—m a 23.3 "Centrilis hatdreloszlistétel'' értelmében
/5

aszimptotikusan N(0,1) eloszlisu valbszintiségi véltozd.
A feladatban kozilt adatokat felhaszndlva, tehét a

P( -—g—éﬁ‘ﬁ < x)az2 d(x)-1=0,95

/T

Asszefliggés aldhuzott egyenlOségébll eldszdr x-et hatfrozzuk meg.
majd x ismeretében az | - m] konfidencia-sugarat.
A TI, tabldizatb6l: x = 1,96.

gy lf-mkl,%;%%@,m.



Teht a virhaté értéknek a megadott mint4b6l szdmitott 95%-os
megbizhatdsigi intervallumas:

(3,08 ; 3,42).

b-hez: Adott val6szinliségi szinten a konfidencia-sugdr akkor cstk-
kenthetS, ha ttbb informédcié 411 rendelkezéstinkre.

1,06 22 £01 teljestl, ha n 2 3s.
/o
Teh4t legalfbb 35 mérést kell végezni ahhoz, hogy 95%-os
megbizhatésigi szinten 0,1 kp sugaru konfidencia-tartoményt adhas-
sunk meg.

214, a) [3,06; 3,44) ;
b) 44.

a-hoz: Mivel az alapsokasig szdrdsit is a mintdb6l kellett meg-
becstilni, a bizonytalansig megn8. Viltozatlan megbizhatésigi
szinthez - értheten - szélesebb konfidencia-intervallumot tudunk
ecsak megadni.

A 20 tiestika most {n-1) szabadsfgfoku Student-eloszlist

VE

kivet.
Eredménylink a

< YRS ) = 0,05

2. /3

osszefliggés-14nch6] adédik, az elz8 feladatnsl alkalmazott gondo-
latmenet anal6giijdra, az V. t4blézat adatainak felhasznildsdval.

b-hez: 12-nél nyilvan t6bb mérésre van szlikség. A 11 szabadsfigfokhoz
tartoz6 t=2, 201 értékkel dolgozva, a sziilkséges mérések sz4imat biz-
tosan majoriljuk. (Ldsd a t4bldzatot!)

2,200 . 93 ‘5/0,1 bsszefliggéshBl n = 44 adédik,

vn
Megiegyzés, Ha az elﬁz>6 feladat eredményét (n 2 35) felhaszngljuk, a
becslés finomithaté: n = 37.
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215,

218.

220,

X = 3, 080.

A konfidencia-intervallum 95%-os szinten:

a) [8,049 ; 3,111];  b)[3,006; 3,154];
99%-o0s szinten pedig:

a) [8,039 ; 3,121] ;  b)[2,074; 3,186] .

3, 021,

Az 5% egyoldali maradék - valészinliség 10% kétoldali valészinii-
ségnek felel meg. A kritikus """ érték tehdt az V. tdblazatb6l
p= 010, n =9 é&rtékhez tartozik: 1,833. A korrigilt empirikus

szbéris:
I/O 0942
= e o
%6 9 2~ 0,1023.

Mindkét esetben: 0,1587.

a-hoz: Hibisan dontiink valahdnyszor x > 1l. Enmnek valészintl-
sége (ha Hl igaz):

P(P >1)=1- P(¥ T11) =

1_
=1_p(§<11)=1-F(11)=1- ¢(—ITI‘0’)-

Teh4t a hib4ds dintés valbszinlisége:

1- ¢@)=0,1587.

H1 :f.i (x)

et o e e e

g © 1 3 5
az ty (x)gorbe alatti egységnyl lerliet 1587% -a

XY az 1, Wgorbe alalti egységnyi tertilet 1687% —a

220. &bra



b-hez: Most a H, teljestilése esetén kell az x = 11 esemény
bektvetkezési valészinliségét meghatirozni:

Pg<iy=Fay = ¢ E53 = gy =1-p .

Teh4t a hibas déntés valészinlisége ugyanaz, mint az a) esetben.
221. 2,327<d<3; nZ %-_‘_343)2 _

Az elsCfaju hibdt akkor kivetjlik el, amikor a helyes H, hipoté-
zist elvetjlik:

P(EZd)=1- ¢a).

A miésodfaju hiba a helytelen alaphipotézis megtartdsit jelenti,
bir a H; alternativ hipotézis a helyes. Ennek valésziniisége:

P(f<d)=F@) = ¢[@3) . /a].
A tovdbbiakban az

1-d@)= o0
egyenldtlenségrendszert

é [(a-3). 7| = 0,05
kell megoldani.

222, a) igen. b) igen.

a~hoz: u-prébit alkalmazunk.
Az adatokbSl: ¥ = 2,002 ; m_=2; & =0,04.

£ -m
Igy az u = G 2 statisztikdnk helyettesitési értéke:
Ve
0,002
0,158,
0,04

A 2, ¢(u90} - 1= 0,9 ‘sszefiiggéshll a 90%-os szinthez

tartozd kritikns g, = 1,645,



Mivel statisztikink helyettesitési értéke 0,158, az 1,645 su-
garu elfogaddsi fartomdnyon beliil van, hipotézistink 90%-os szinten
elfogadhat6.

b-hez; Mivel a szérds nem ismert és a mintaelemszim kicsi, a
korrigilt empirikus szérdssal felirt statisztikai fiiggvénylink kilenc
szabadssigfoku Student - eloszlist kidvet:

¢ = Somy
o
/o
Az 510 korrigilt empirikus szérdsra 0, 0349 adédik. Igy t-sta-
tisztikdink helyettesitési értéke 0,18l; mig a kritikus t-érték
1,833. .
Mivel 0,181 < 1,833 teljesill, null-hipotézistinket elfogadjuk.

223, Az eltérés még az igen magas 99, 9%-os szinten is szignifikins,
ezért a gépet ismét be kell 4llitani.

224, Az eltérés ezen a szinten nem szignifiking, t-statisztikink helyet-
tesitési értéke 2,626, Ez kisebb mint a kilenc szabadsigfokhoz
tartozé kritikus "t'" érték: 3, 250.

(Az eredmény mégsem megnyugtatd, mert kicsi elemszdmu min-
t4b6l ad6dik, és a szignifikancia-szint igen magas.)

225. Igen,
Tulajdonképpen azt akarjul eldénteni, hogy két minta szdr-
mazhat-e pzonos szdérisu normilis eloszlisu alapsokasighdl. Tel-

2 2
jesiill-e 95%-os szinten a 51 =0 o, Vagy ami ugyanaz, a

Ll

= 1 null-hipotézis?

mlm

[a ]

A két szorisnégyzet hinyadosira - mindig a nagyobb érték 4ll a
szdmliléban (!) -

1,9349
= maEEY T
¥ 1,6104 1,2015 adddik.

Ezt az értéket hasonlitjuk dssze a VI. Tabldzaibol kiolvasha-

t6, f1 = fz = 99 szabadsigfokhoz és a 95%-o0s szinthez tartozd

1,39 kritikus értékkel.
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Mivel Fkritikus >1,2015, a széragok megegyezésére vonat~
kozd null-hipotézist ezen a szinten elfogadjuk.

226, A két tétel nem azonos tulajdonségu.

u = L0 = 3, 66.
1 1
181/ %6 * Too

Ez az érték nagyobb mint az elfirt 99%-os szinthez tartoz6
uO 99 = 2,58 érték,

227. A virhatd értékek megegyezésére tett hipotézisiinket el kell vetni.

242 - ’3
u = 8,4 5,39 = 5,74 ,
l/(), 0252 + 0, 0142
30 35

Ez az érték olyan nagy, hogy nem is talalhaté meg a tablizatbhan.
Gyakorlatilag tehdt nulla a valdszinilsége annak, hogy ilyen nagy
legyen az u, ha a két gépen azonos a sokasdg virhaté ériéke

228, Az oltérés nem szignifikins.
A kétmintds t~préba alkalmazisa elbtt ellenfrizni kell, hogv a
szoréisok koztt nincs-e szignifikdins eltérés. Mivel F-re 1. 0%-
kapunk, s ez 95%-o0s szinten nem szignifikins, a t-préba rlvérez-
hetd.

n, = 16; n, = 15; x = 61,219; y = 61,179, 8, = 0,456; s, 1 439

t-statisztikink helyetiesitési értéke 0,25, s ez lényegesen kisebb.
mint a 95%-os szinthez & 18 + 15 - 2 = 29 szabadsdgfokhoz
tartozd kritikus érték: 2, 045,

229. 1Igen, jelentds. _

A szdmitdsi részerednények: - = 1865;: x. - M,

2
sT%174128; s>~102 538.



230.

231.

232.

118

A nagy mintaelemszdm miatt u-statisztikdval dolgoz-
hatunk.

Uerie, - 2033
(A t tdblazatbél interpoldlassal kiolvashaté-

— 40+40-2=78 szabadsdgfokd - megfeleld kritikus
t érték 2,34 lenne.)

Igen, a hibaszédmok kompresszorok kozodtti eltérésé-

nek nincs jelentdsége.
Az egyenletes elosztdst feltételezd statisz—

tikai fiiggvényiink helyettesitési értéke:

r 2
= {v,-np.)
x2=£_3:___3:. = 3,88 . P =l,i=1,2-'3'4.
i=1 PPy i g

A hdrmas szabadsdgfokhoz és a 95%-os szinthez
(a t&bl&zatban p=0,05 értékhez) tartozé kritikus
érték 7,815.

A null~hipotézisnek a tapasztalat nem mond
ellent, hiszen a 3,88-as Xz érték az elfogaddsi
tartomdnyba esik.

Igen.
A szémitott X 2 érték 10,09, és ez lényegesen kisebb a 11 sza-
badsdgfokhoz és a megadott szinthez tartoz6 19,675 kritikus érték-

nél.

Nem.,
A szignifikancia préba elvégzéséhez célazeril tablizatot késziteni:

Az osztilyok szima: 7.
val345+“"‘ -1y a2 34,486
> N 240 N ( )N ¥ .

2 100 1

snxggg (473 - 240), sn/,\f,l4, 07.

‘Feladatunk tebst, hogy 95%-os szignifikancia szinten dontsik el:

szfrmazhat-e a minta N(34,46; 14,07} normilis eloszlashol,

A prébat 7 - 1 - 2 = 4 szabadsfgfoku aszimptotikusan X
eloszlast kivetd statisztikira alapozzuk. (A. osztilyok szdmét a
mintsbé] becstilt két paraméter szdméval is cstkkentettik a sza-
bads)é.gfok meg4llapitdsakor!) A préba meghizhatbsigihoz szilkséges
np, = 10 feltétel lényegében teljesill.
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233.

120

A p; valésziniiségeket 2 III, tibl4zat adatainak felhasznd-
14sdval szdmitjuk ki, Példdul

10-34,46 \ _ _

p, = B(E <10 = Fao = (R0 ) = et -
=1-¢@,74)=1 - 0,9591 = 0,0409.

p, = PO £ F <20) = F(20)-F(10) = ¢(—1,03) - (-1,74) =

¢ 1,74) - ¢ @@,03) = 0,9591 - 0,8485 = 0,11086.

X 2 statisztikink mintsbol szdmitott helyettesitési értéke (tdbldza-
tunk utolsd oszlopénak 8sszege): 11,59.

Ez az érték nagyobb mint a kritikus 9,488 érték. Ezen a szinten
tehdt szignifikins az eltérés a H, hipotézishez képest: nem te-
kinthet normilis eloszldsu val6szintiségi vdltozénak a parkolShe-
lyeken el8fordulé gépkoesik szdma. (Bar "pinézésre’ az eloszlis
szimmetrikus: konnyen normélisnak tiinhet.)

A hipotézis 95%-os szinten elfogadhats.
Megoldis:

A x5 =>

statisztikink helyettesitési értéke:

2
1 [,141—400.0,3661) N (150-400. 0, 3678)° . (83—400.0,1848)2+
400" 0,3661 0, 3678 0,1848

(18-400. 0, 062)° , (8-400.0, 0155)° , (0-400.0, 0038)2} 5
0, 062 0, 0165 0,0038 | >:28

(A py valészinliségeket A = 1,005 miatt interpoldciéval kaptuk
a II, t4iblazatbdl.)

Ezt a helyettesitési értéket kell 6sszehasonlitani az [ = 4
szabadsigfoku kritikus 7y 2 értékkel.

A szabadsdgfok a csoportok szdménil 2-vel kisebb, hiszen
az eloszlds paraméterét is a mintsbél becsiiltik.



(I4sd az elméleti jegyzet 204. oldalin 16v6 2. megjegy + ..}
Mivel 5,28 lényegesen kisebb a IV. t4blizathél kiolvasl. 6 9,488
kritikus értéknél, azért elfogadhatjuk azt a feltételezést, hogy az
egy fére jut6 lizeml balesetek szdma Poisson-eloszldst mutat,

234. A null-hipotézis (a magas) 99%-os szignifikancia-szinten elfogad-
hat6,
A mintsb6l szimitott

2 1 L3
KT === = 8,03,
mn 2 /a[i+vi

mig az f =2 szabadsdgfoku,. 99%-0s szinthez tartozé kritikus
X2 srték: 9,21.
235, Nem filggetlenek.
Az adatokb6l szdmitott 9( statisztikira 37, 03 adédik, mig a 12
szabadsdigfok mellett X 0,999 = 32,9. Ez azt jelenti, hogy e nay
biztonsdgot szolgdltaté szinten sem egyeztethot§ Sssze a kapott
x 72 érték a sziméra - fliggetlenség esetén - fennillé eloszlisra!.
236. A prdba a fliggetlenségre tett hipotézisnek ellentmond:
van kapcsolat a termékek tipusa és azok min&sége

kdzdtt:
A kontingencia ~ tédblédzat:

X2 statisztikdnk helyettesitési értéke kdriilbeliil
7,3. A tdbldzatbdl kiolvashaté, 90%-os szinthez tar-

tozd, kettd szabdsdgfokud kritikus X2 érték wviszont
csak 4,6.

237-238. A 237. szdmi feladat kérdésére adandsd vdlasz
szignifikancia prdbdval dénthetd el. Mivel a szdérés
ismert, u-prébdt végezhetiink.

A P(lul<uld) = 2¢(u,) -1
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240,

122

“sszefliggésnek megfelelSen 90%-os megbizhatd-
sdgi szint esetén a 2¢{u,)-1=0,9 reldcidbdl a

tdblazat alapjdn uO 9 = 1,645,
r

95%~0s szint mellett térmészetesen nagycbb kri-
tikus u értéket kapunk: u, 95=1,96.
r

A mintadtlag: X = 23,825 mm. Ezzel sta-
tisztikai fliggvénylnk helyettesitési értéke ab-
szolit értékben

23,825-24,000
0£§00

= 1,75 .

Ez az érték a kritikus 1,645-nél nagyobb; tehdt
szignifikdns az eltérés a tapasztalat és a f£4-
mérndk emlékezete kdzbtt ezen a %0%—o0s szinten.

95%-0s szinten viszont elfogadhatd az &t-
mérd méretére vonatkozd 24 mm-es hipotézis,
mert 1,75 kisebb a kritikus 1,96 értéknél.

A gyakorlatban ezért mindig eldre kell
megadni azt a szintet, amelyen - a feladat ter-
mészetétdl filiggéen ~ ddnteni kivdnunk hipoté-
zisiink elfogaddsdrdl illetd8leg annak elutasitd-
sardl. ;

A pirhuzamos 238, szdmi feladat konfidencia
intervallum meghatdrozdsdt irja eld. Az eldzd meg-
cldds részeredményeit felhaszndlva, az

123,825-m]|
_—-677_—__— < u£

Ssszefiiggés alapjan elsé esetben (90%-os megbizha-
tésdg esetén), az
|23,825-m] < 90,1645 reldcidhoz jutunk. A meg-
bizhatdsdgi intervallum tehdt ez esetben
23,661<m<23,989.
95%-0s megbizhatdsdg mellett viszont a
23,629<m<24,0217
intervallumhoz jutunk, amely természetesen széle-
sebb az eldbbinél.
A két feladat pdrhuzamos megoldédsa sordn
j6l érzékelhets, hogy a null-hipotézist pontosan
akkor (azon a szinten) tartjuk meg, amikor a megfe-
leld konfidencia-intervallum lefedi a feltételezett
24 mm-es értéket. {Ldsd még az elméleti jegyzet
196. oldaldn 1év8 2. szdmi megjegyzést.)

a) A pontok elhelyezkedése elég hatdrozott tendenciit mutat.

L. 240, abra.



példdnyszam
{ezer) 00+t
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400H
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240, 4bra

b) 0, 867;
c) 0,822;
d) y = 120,52 x - 201, 64;
e) 235,29,

b-hez: n=15, u=14, v =11,

13
T ehat e= E = 0, 867.

It

i5
— —_— . . _ .
c-hez: x = 6,719; y = 608,13 15 xiyi = 62741,44;

15 15

2 2
;Z X = 689,21; g ¥{ = 5806438,

T - — - LB g 5o,

% s g no, 1/12,04.259107
> X -nx ], ¥, -ny
~:—_i i e
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n
z Xy, - n Xy
i=1 1451, 06
b = = = 120,52 ;
i 9 _a 12,04
X -nX
i=

a=y-bXx=60813 - 120,52 . 6,719 = - 201,64,

2

¢-hez: S8 =15595,9; S = 74,81,
== y y
f-hez:  |?] = 0,822,
5
o 2050 o
3 o
g S
i~
0 ]
2
§ 2000}
¥
< N
% 19501
% I
> 1920
—f— } f § : '
150 155 160 166 1O 175
X: FAJLAGOS REPESZTO NYCMAS [KP/CM2]
241, dbra
T = - 0,705 (a feltételezett linedris kapesolat elég megbiz-
hat6).
y = - 340 {x - 1,58) + 1984

A repesztdnyomis nivelésekor - a szdban forgd papirszallitmény-
nil - a szakadisi hossz csdkkenése tapasztalhatt.

A regressziés becslés szdrisira 23,4 m adédik.

Ez azt jelenti, hogy Atlagosan ekkora eltérés varhaté a szakaddsi
hosszra ({abszolut értékben), a regresszids egyenss y koordindti-
jatol.



242,

a)y = 0,9 x + 11, 7;

b) 0, 68;

c)y = 0,164::2 - 1,0175x + 15,76;

d) 0, 137.

a-hoz: .
b = 1240 - 11.6.1’27,20 _104,8 = 0, 95.

506 - 11.6 110

a=17,20 - 0,95.6 = 11,68 .

b-hez:
$ = 1048 . 0,66 (laza kapcsolat)

lf110.232,46
c-hez:
Az F(a,b,c) = z (y ax - bx - )

i=l
Gsszeg minimaliz4ldsdhoz az

n

n n n
4 3 2 2
E,xl + b . ;E xl + ¢ . E xi = 12 Xi'yi

n 9 n n
ZX +b. Exi+c.zx ny

i=1 =1 i=1

2x?+b ZX +cn~2y

=1 =1

egyenletrendszert kell az a,b,c értékekre megoldani,

|/ 106,17
- . _ =mfan
d-hez: 1 232, 46 0,737 .

Az illeszkedés mértékét meghatirozé mérSszdm azt mutatja, hogy
a parabolikus k=pcsolatra tett feltevés indokolt volt.
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243, y = 0,56 x% - 0,63 x + 11, 25.

Mepoldis:
Ai[AJ|1|2[3]5|7|zo|
AT[CY] 11|12I15'22|34lsl|
6 6 6 4
in=2s; le=1sa; X = 1604 ;
= =1 =

6, 6 6 _
E: x; = 13124 ; -Ey = 155 ; Ry, = 1038 ;
£ 1 .4 i i'i
i=1 i=1 i=

2. -
z Xy, = 8510,

A megoldand6 egyenletrendszer:

13 124 a + 1504 b + 188 ¢ = 8510

1504 a+ 188 b+ 28c¢ = 1038
188 a+ 28b+ 6c¢= 155
a= 0,56 ; b=-1083; c = 11,25,
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XV, Téjékoztatd

1988-ban a vizsga {rdsbeli é&s szdbeli részbdl
dllt. Az {rdsbeli maga is kétrészes volt. Mind valé-
szinlségelméletbsl, mind statisztikdbdl hdrom kérddés-
re kellett vdlaszolni. A hdrom kérdés k&ziil kettd
feladat-megolddsra irdnyult, egy kérdés pedig dn.
elméieti kérdés volt. Az frdsbeli mindkét részdre
30-40 perces kidolgozdsi id&t szdntunk, k&ztiikk révid
szlinetet tartottunk.

A Tanszék az irdsbeli dolgozat alapjdn a vizs-
gézdnak jo-kbzepes~elégséges vizsgajegyet ajdnlott
meg. Igen gyenge frdsbeli esetén szébeli vizsgdra nem

keriilt sor. A megajdnlottnal jobb osztdlyzatért a hal -

gatd kivdnsdga szerint szdbelizhetett. Jeles mindsi-
tésért feltétleniil szdbeli vizsgat kellett tenni.

Tdjékoztatdsul k&z81jlk az utolsdé két szemesz-
ter néhdny vizsgadolgozatat {megolddsokkal egyiitt).
A feladatok sllyozdsdt is feltiintettiik.

1988. janudr 14.

n v"

f(x)=C.e—2]xE

; C>0

a) Hatdrozza meg a "C" paraméter értékét dgy, hogy
f(x) slrliségfiiggvény legyen!

b) Mennyi a valdszinfisége a & <-M{&) eseménynek?(40°)
B

Egy vasfajta megrozsdisoddsanak agz idejére azt

a megfigyelési eredményt jegyzeték fel, hogy az nor-

mdlis eloszldsu 2,5 é&v dtlagiddvel &s 3 hdénap szdérés-

sal. Mennyi a valészintisége, hogy egy ilyen wvasbdl

késziilt tdrgy a mdsodik &vben megrozsddsodik?

{30%)

Ismertesse és igazolija a teljes vilsszinlsé-

tételét!
(3t
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1. Két, egységnyi szérdsd normdlis eloszldsbdl
szdrmazé Fliggetlen minta adatai:
I. minta: -1; 0; 1; 2; 3.
II. minta: =-1; 0; 1

. w

Ellenfrizze a H i m =m, hipotézist 96%-os szinten!

{40%)

2. Normdlis eloszldsi alapsokasdgbdél szdrmazd
statisztikai minta adatai:

1,90; 2,20; 1,95; 2,10; 2,00;
1,80; 2,05; 2,103 1,90,

Hatdrozza meg az alapeloszlds vdrhaté értéké-
nek a mintdbdl szdmitott 99%-os konfidencia-inter-

vallumat!
{35%)
3. Definidlja a eléjel-korreldcids egyiitthatdt!
Mutassa meg, hogy ngSH
(25%)

Megolddsok
1988, janudr 14.

v/1. a) A sfirfiségfiiggvény fel{rdsa az elemi filiggvény-

jelekkel:
C-e—zx, ha x20
fi{x)= :
C‘e2x , ha x<0
oo
Mivel j f{x)dx = 1 kell legyen,
azért az —
0 +o0 +o00
SCerdx * S ce ax = 2-S ce™%¥ax *
~0c0 0 0]
e—2x A —2A
= lim 2C =5 = lim C(1~e ) 1
A —stoe [§] A—too

Osszefligyésbdl C=1.
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wzixt
Ce?

v

13. dbra

b) Az dbrabdl leolvashatd, de az
+ o0
M(&) =_§x-f(x)dx definidlsé 8sszefliggésbsl

is kiszdmithatd, hogy M{&} = o0,

A §<-M(f) esemény tehdt a { <0 eseménnyel ek-
vivalens.

0
P(¢ <0) = I fix)dx = % , amint az Aabrdbdsl kdz-—
-0

kdzvetleniil ellendrizhets. (f(x) péros figgvényl)

v/2. A mdsodik év az els§ év végétSl a mésodik év
végéig terjedd id6-intervallum, A feladat tehdt a
P{1<E<2) valdszinliség meghatdrozésa.
P(1<%¥<2) = F(2) - F(1) .
Az élettartam vdrhatd értéke: m=2,5 év, a szdrds

pedig = % év {3 hénap), azért
_ 2-2,5 1-2,5Y _ _
F{2) - F(1) = ¢(—ET§§) - Q(ﬁjjé*) = 9(-2) - ¢(-6).
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v/3.

st/1.

130

A ¢ fliggvény értékei negativ argumok esetén nin-
csenek tabelldzva, de ismeretes, hogy P(-x) =

=1 - O(x), fgy ¢(-2) - ¢(-6) =1 - @(2) -

-[1 - d(6)]= ®(6) - ©(2). P(6) értéke 1-nek ve-
het8. Végeredményben tehdt a kérdéses valésziniség

p(1<§<2)~1 - 0,9772 = 0,0228 = 2,28%.

Teh4t 2,28% a valdszinlsége annak, hogy egy ilyen
vasbél késziilt tdrgy a mdsodik évben megrozsdé-
sodik.

A tétel, bizonyitdsdval egyiltt az elméleti jegy-
zet 41-42. oldalén taldlhatd.

(A tétel pontos ismertetéséért 10%, a bizonyi-
tdsért 20% teljesftményt szdmitottunk.} ’

A hipotézis helyes voltét kétmintds u—~prébival
ellendrizhetiiik. Azért végezhetlink u-prébdt, mert
az alapsokasdgok (elméleti) szérdsa ismert. (Az
nem lényeges, hogy jelenleg még med is egyeznek.)

A helyesen kivdlasztott statisztikai figgvény
helyettésitési értékének meghatdrozdsdhoz a minta-
4tlagokat kell kiszémitani: Xy = 1; X, = 0.

Ezekkel
X, X {—"
utap = 1 2.. 1 0 = 355—21,37.
5,5 154
L

Ennek a tapasztalati értéknek az abszolit érté-
két kell dsszehasonlitani a megadott 96%-0s szint-
hez tartozdé kritikus u értékkel. A

C 2. Q(ukrit) - 1 = 0,96 6sszefliggésbll

Yprit = 2,06

Most mdr ddnthetiink!
Az |utap| <Ugrit

lenti, hogy a tapasztalati értékiink az elfogaddsi

tartomdnyba esik: nincs szignifikéns eltérés a

a tapasztalat és a feltételezett m,=m, érték-meg-
egyezés kdzOtt.

reldcié teljesiilése azt je-



st/2.

st/3.

* Az adatokbdl eldszdr pontbecslést wvégziink az
elméleti vdrhatd értékre. A tapasztalati vAarhatd
érték {vagyis a mintadtlag): X = 2,00.

Mint tudjuk, ez torzitatlan, erdsen konzisztens
becslése az elméleti vdrhatd értéknek.
Most kdvetkezik az intervallum - becslés a
X=-m

t = statisztikai fliggvény felhasznidlédsdval.

vﬁﬂ (hiszen a sz6rids nem ismert)

A mintdnk 9 elemb&l 411, teh&t a szabadsdgfok
8. A feladat szerint & = (0,01. A tédbldzatbdsl
t, = 3,335. Ez a konfidencia-intervallum hatdrdnak
megdllapi{tdsdhoz szlikséges szélsS t-érték. A minta
korrigdlt empirikus szdrdsdra

0,125 .
s, = V-¢§—— = 0,125 adédik.

Igy a
12,00-m] N v FitgaésbSl kapiuk
_5LT§§"~ <t, Osszefiggésb azt kapjuk,
e
2-t, 2 onca s ¢, 2123,
Vagyis 1,86 <m <2,14.

Eredménylinket 1gy interpretdlijuk:
Az alapsokasdg {amelyb8l statisztikai mintdnk szdr-
mazott) olyan normdlis eloszldsd sckasdg, amelynek
vdrhatd értéke 99%-os valdszinfiséggel nem kisebb
1,86-n41 - és nem nagyobb 2,14-nél.

A kérdésre adandd helyes védlasz az elméleti
jegyzet 213-214, oldaldn olvashaté.

1988. janudr 19.
nvu

Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy négyta-
tagld tdrsasdg sziiletésnapja négy kiilénbBz8 naptdri
hénapra esik? (Feltessziik, hogy mindenkinek a szii-
letésnapja egyenl$ valdszinlséggel eshet bdrmelyik
hénapra.)

(30%)
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Egy (&,7) kétdimenziés valdszinlségi valtozd
egyiittes sldrldségfiiggvénye:

%(x+y2), ha 0<x<1 és 0<y<1,
fix,y) =
0 kiildnben.

Szdmf{tsuk ki ! peremeloszlédsdnak sirliségfiigg-
vényét, eloszlésfliggvényét és & védrhatd értékét!
{(40%)

Hatdrozzuk meg az a<i<b esemény bekdvetkezési
valészinliségét az eloszldsfiiggvény felhaszndldsaval
és igazoljuk is az dllitdst! {30%)

. nggn

Legyen £ olyan diszkrét valdszinlségi vdltozd,
amelynek lehetséges értékei a k=2,3,4,... pozitfv
egészszdmok, €s a hozzdjuk tartozd valészinldségek

P{t=k) = (k-1)p>q~~2, ahol g=1-p.

EbbS8l az eloszldsbdl szirmazik a (2; 3; 2) hdrom-
elemd minta. :
Mennyi ezen minta bekdvetkezési valészinlsége,

ha p= 3 , illet8leg p= § ?

Melyik "p" paraméter—-érték a valészinibb az
adataink alapjan?
{35%)

Legyen £ normdlis eloszldsd valdszinfiségi val-
tozd, és legyen Ho:g EN(2,3).

Mennyi a kritikus x értéke, ha az elséfaji hi-
ba valdszinfisége 0,01567?
(Az elfogaddsi tartomdny a vdrhatd értékre szimmet-
rikus.) {35%)

Mit jelent az, hogy a statisztikai minta 526~
rdsnégyzete, 6§ csak aszimptotikusan torzitatlan

becslése az elméleti szdrdsnégyzetnek, 62—nek?
Mutassuk meg, hogy a korrigdlt empirikus szOrds—

négyzet -si— mér torzitatlan becslése az elmdleti

szdérasnégyzetnek, 6%-nek! {30%)



v/1.

v/2.

Megolddsock
1988. janudr 19.

Az elemi események véges sokan vannak, s mind-
egyikilk egyenld valdszinliséggel kSvetkezhet be a
feladat értelmében, tehdt klasszikus problémdrdsl
van szd.

Osszes eset: 12 hdénap k&ziil vdlasztunk ki né-

gyet. Ismétlddés is lehet, sorrend is szdmit.

Teh&t 12 elem 4-edosztdlyd ismétléses varidcids

csoportiairdél van szd. Ezek szdma: 124.

Kedvez8ek azok az esetek, amelyeknél a kivdlasz-

tds sordn nincs ismétlédés. Ilyen csoport(1§)41=
12! 121

= 5 alkothatd. ey
° A keresett valészinidség tehdt —Jz =

16 12
23 ~=0,57.

—_
_

wn

o=}

& perems(rlség filiggvényére ismeretes, hogy

+00

£, (x) =_£ £(x,y)dy,

Az egylittes sirilségfiiggvény értelmezését figyelem-
bevéve:

+00 1
6 2
Sf{x,y)dy = g—s-(xw Ydy = -g- x+-§-.
— 0 ‘
- 2
Teh&t f1(x) - €}<+ 57 ha 0<x<1,
o kiilldnben.
Innen a peremeloszlds fliggvény:
O, ha x320,
5 2 3.2 2
F1 {(x} = §(§t + g)dt = gx + gx, ha 0<x<1,
1, ha x>1.
+060
Az M(&) = j x-f{x)dx Osszefliggésb8l pedig
—0

1
M(E) =Sx-(%x ¢ Dax =
O ’

nj
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v/3. P(ac<b) = F{b) - F(a) - P{=a)
Ha & folytonos eloszldsd, akkor P{r=a) = 0.
Az &sszefiiggés bizony{tdsa az elméleti jegyzet 57.
oldaldn olvashaté. A bizonyitds pillére az eloszlés-
fliggvény definfcidjénak felhasznédldsa.

st/1. A megadott statisztikai minta megvaldsuldsa
hirom -~ egymdstdsl fliggetlen -.esemény egyflittes bekd-
vetkezését jelenti. Ez a hdrom esemény az A .t &€= 2;
B:§ =3ésac : &= 2 esemény. A fiiggetlenségbdl
kifolyélag P(ABD) = P(A) -P(B)-P(C) szorzat adja meg
a széban forgé minta megvalésuldsdnak a valészind-
ségét:

[(2-31 pz§14p)2--2];[(3_~1)p3 “"13)3*2]-[(2-.'1}92.(1-9}2_2]

Ha most p=%, akkor ez a valészinlség: Py = 213%-15 =

= L 2
I

2! 1 11

Ha pedig p=3, akkor ez a valésziniiség: P2 = 2-—3-—5=

2 ' 32 3

_—-B_ .

3504 _ 2

Mivel - =g régtdn ldtszik, hogy Py > Py nert
2 2 il 2

28 < 38, V

Tehdt p = % a valdészinlibb paramétern érték.

st/2.

2
et >
~5,25 ~9,25

14. &bra

Tulajdonképpen azt az "a" értéket kell megha-
tédrozni, amelyre P(2-a<&<2+a) = t1-0,0156.
Az Bsszefliggés bal oldala az eloszl4sfiiggvénnyel,
majd a standard normdlis eloszlds eloszldsfliggvényé-
vel is felirhatd:
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st/3.

P(2ea - iz-a) - 9(2572)- 9(252) - g(3) -o(- 3).

A $(-x) = 1~ ¢(x) Ssszefilggést felhasznilva:
. 2¢(§)— 1= 1-0,0156 adédik.

Innen: ¢(%) = 0,9922

A téblézatbél valé vxsszakereséssel. % = 2,42;
a=7,36. )

Tehdt X =2 + a= 9,26

krit
Az Qn becslés az "a" paraméter aszimptotikusan
torzitatlan becslése, ha

lim M{a ) = a .

n-oe’

Mivel M{G ) 62, igaz az, hogy

n-1 .2 _ .. 12 2
lim _ﬁ_ = lim (1 n)G = 6%,

noro 5 ham

2,y %2
2 {E. -8
2 _ i=1 *
Mdsrészt a 6, = 5 ’
n
v 2
2 (Ei- §)
és a S, = =T

definidlsé Hsszefiiggésekbsl klolvashaté, hogy a

korrigdlt szdrdsnégyzet: sﬁ = E:T 62 .
L, 2 n 2y_ n . - D . n=1.2 _
foy Misp) = M(n—? Gn) n-1 M(f’n) " n- me T

1]

62, s ez az Osszefiiggés éppen a torzi-
tatlansagot- fejezi ki.
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1988. Jjunius 9.
llv!l

1. Egy szabdlyos kockdval 9-szer dobunk. Mennyi a
valdszinlisége annak, hogy
a) pontosan btszdr 3-ast dobunk;
b} legfelijebb egyszer 6-ost dobunk?

(30%)
2. Legyen £ A=2 paraméter( exponencidlis eloszldsd
valészinliségi vdltozd, Jelentse A a £<2 és B a £>1
eseményt.
Szédmitsa ki a P(A/B) valdészinliséget! -
(30%)
3. Mutassa meg, hogy a |E-m]<aé esemény bekvetke-
zési valdszinlisége csak az "a" paramétertdl fiigg, ha
E€EN(m,6) és a€R! (40%)
llstll
1. Legyen (-1; 1; 5; 3; 5; -1} egy megvaldsult 6

elemd minta. Abr&zolja az empirikus eloszldsfiliggvényt
és szdmftsa ki a minta korrigdlt empirikus szdérdsdt!

(30%)

2. Tudjuk, hogy & normdlis eloszldsd valdszinliségi
vadltozd 6 =2 szérdssal., Mintdt véve, meghatdrozott
szignifikancia szinten akarunk dénteni az M({)=0 null-
hipotézis elfogaddsdrsl.

a) Milyen prdébdt alkalmazunk és miért azt?

b) Rajzban szemléltesse a hibds ddntés vald-
szinliségét, ha az M(§)=3 alternativ hipoté-
zis a helyes!

{30%)

- Két vdltozd kdzdtt keressiik a "legjobb" y = Jax,
a>u alakd kapcsolatot. Becsiilje meg az "a" paramétert
az (X1, y1); (XZ’ yz),...(xn, yn) n—elemd minta fel-

haszndlédsdvall
(40%}

Megolddsok
1988. jdnius 9.

V/*. a) Legegyszeri(ibb, ha Bernoulli nyomdn igy gondolko-
“wk. A 3~as dobds valészintsége % . ﬁsszefen 9
fiiggetlen kisérletet (dobdst) végziink. Az z vals—
szinliségii esemény 5-szdr az 2 valdszinliségl ellen-

6
tett esemény 4~-szer kovetkezik be. Ha az Osszes
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lin2tséges pozicidt is tekintetbe vessziik, a
l2ses dobds-sorozat bekdvektezési valdszi-

T agdre
N1Y° . /5\! addaik.
5/\6 6

~» kilenc dobdsbdl 4116 sorozatot egyetlen ki-
sérlettel {dobdssal) helyettesitve gondolatban,
+ kedvezd - 5 kockdval 3-as dobéds, 4 kockdval

5 féle (nem hérmas dobds) - lehet8ségek szdma
(g).S,é, mig 9 kockdval Osszesen 69- féle dobé4s
Képzelhetd el Osszesen,

Ezutdn mdr a klasszikus képlettel k&zvet-
lenlil a fentivel "azonos eredményre jutunk.

A legfejlebb egy hatos dobds a pontosan
nulla hatos €s a pontosan egy hatos dobds
- egymast kizdrd - események Usszege. A meg-
hatdrozandd valészintiség az eldzs feladatrész-
ben alkalmazott gondolatmenet kétszer vald meg-
ismétlése utdn, Ssszeaddssal adddik (kizdrd
események Ssszegének valdsziniisége) :

(8 -E°0r) (&

P{(A/B) = iég?} Osszefliggést alkalmazva,
P(§ <2/8 >1) = P{1S§Jigl kifejezéshez

x
Jutunk. P& >T)
A A=2 paraméterd exponencidlis eloszldstd valSszi-
niiségi vdltczs sGriségfiiggvényét :

2 €7%%, ha x20,
f{x) = -t felhaszndlva,

0, ha x<0

a kérdéses valdszintiség:

2
2
;-Ze_zxdx [—e-zx]1
= =']——§'.
TFZe—Zxdx lim[-e—zx]? —_—
1 Ao
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v/3. A megolddshoz az elméleti jegyzet 140. oldalédn
16v8 21.3 Példa gondolatmenetét kellett reprodukdlni.

Réviden: _i;_m €N(0,1), {igy P(l§—m|<aG) =

= P(-a< £ - <a)-= 2+ ¢(a)-1.

5
St/1. Az empirikus (tapasztalati) eloszldsfiggvény
definicidja
0, ha x§x1
P (x) =<k ™ *
n R ha xk<x§xk+1

»*
1, ha x >xy

ahol x? £ x; € ... £ x: (a nagysdg szerint ndvekvld

sorrendbe rendezett n-eleml minta elemei)
Ennek megfelelSen a megadott minta eloszlédsfligg-

vénye:
(0, ha x £ -1,
%—, ha -1<x S 1,
Fé(x) = 4 %, ha 1<x & 3,
%, ha 3<x £ 5y
Grafikonja: .1, ha x >5.
A
y
14+ B
213+ o
12+ ————a
o—;———.
143
J. [l ] i i 3
| - ] 1 § T | {
-2 -1 1 2 3 4 5 B x
15. dbra
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A korrigdlt empirikus szérds pedig

1 =2

P
s = l=1n_1 , alol n a minta-
n : elemek szdma.

-1+ 1+5+ 3+ 5+ {-1)

A mintadtlag: X = 3 = 2,
1gy s, = \/9+’+9;1+9+9=V7,6~2,76.
st/2. Egymintds u-prébdt kell alkalmaznunk, hiszen az

alapeloszlds szdrdsa ismert.

[}

Y

24

Q% g'a

_: = _: _: _: = _T‘r +4— + 4 F ¥ x=:
7 -6 -5 -4 -3 é&og%dési 1 3 4 5 6 7
tartomany
- U
‘% £
16. &bra

Abrédnkon a kritikus u értéket Snkényesen vet-

tiik fel, hiszen a feladat sem jeldl meg konkrét szig-
nifikancia szintet. Ehhez képest a hibds ddntés va-
16szinlisége {mdsodfajd hiba), az 4bra alapjdn be-
csililve 30-40%.

St/3. A feladat értelmében a mdsodfaji regresszids
fliggvényt kell elSdllitanunk: "a legkisebb négyzetek

médszerének” alkalmazdsdval kell megbecsiilniink az
"a" paramétert.

Ea) = 3 (v, - (&=’ ,
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n v—}-{—ﬁ
frfa) = 2 Z:: ty. - Yax.) * [~ —==], mert a >0,
i1t & < 2V a
s igy xi>0 i=1,2,;...n, szintén.
A s2éls6érték sziikséges feltételébll:
L vy (%X
E : X, - /= = 0 .
i=1 {;‘

S innen a becslés:

n 2
¥V
_[ iz
n

) %

i=1

A

Az elégséges feltétel is teljesiil, hiszen
n

£77(a) =Z ! )/?iyi '

i=1 212

tehdt £’'’ (3) > 0 : az eltérések négyzetdssze-

gének valdban minimuma van.
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Binomidlis sloszlds

( E )-pk_ (l_p)n-k

I, T4bl4zat

B WS O BLRNEO IO RGO B WS O W N S WD DO o X

20
0, 5500
o, 0500

0, 9026
0, 0860
6, 0025

0, 8574
0,1354
0, 0071
0, 0ol

0, 8145
4,1715
0, 0136
6, 0005

" 0, 0000

0, 7798
¢, 2028
o, 0214
0, 0011
0, 9000

0, 0000

0, 7361
0,2323
0, 0305
0, 0021
0, 0061

0, 0000
6, 0000

0, 6983
0, 2573
0, 0408
0, 0038
0, 0002

¢, 0000
¢, 0000

0, 9000

2.19-
0, 9000
0,1900

0,800
0,1800
Q. 0100

0, 7290
0, 243¢
0,0270
0, 0¢10

-0, 8681
0,2016
0, 0488
0, 0036
0, 0001

0, 5805
0,3280
0, 0728
0, 0081
o, 0004

0, 0006

0,5314
0,3543
0, 0984
¢, 0146
0, 0012

0, 0oL
0, 86000

0, 4703
0, 3720
0,1240
o, 023¢
0, 0026
¢, 0002

0, 0000
Q, 0000

0, 4305
09,3626

0,1488,

0, 0331

0,15

0, 8600
0,1500

0,7226
0,2850
0, 0226

0,6141
90,3251
6,05874
0, 0034

0, 5220
0,3685
¢, 0975
Q, 0258
¢, 0005

0, 4437
0,3915
0,1382
0, 0244
0, 0022

0, 0001

9,3771
0,3982
06,1762
0, 0415
¢, 0056

0, 0004
0, 0000

0,3206
0, 3960
0, 2097
¢, 0617
0, 0108

0, 0012
0, 0001
0, 0000

0, 2725
0, 3847
0, 2376
0, 0839
90,0185

0; 0026
0, 0002
0,0000

- 9; 6000

D, 2318
0,3679
0,2597
0,1069
0, 0283

0, 0043
0, 0004
9, 0000

0, 1578+
0, 3555
@, 2938
90,1468
0, 459

0, 0092
0, 0011
0, 0001
0, 0000

0,1342
0,302¢
0,3020
0,1762
G, 0661

22§ 030

0, 7600
0, 2600

0,5625
0, 3760
0, 0626

0,4219
0,4219
0,1408
0, G158

0, 3164
0,421%
9,2108
9, 6166
9, 0039

0,23713
0, 3956
0, 2837
0, 0879
0,/0148

0, 0010

0,1780
0, 3660
0, 2966
0,1318
0, 0330

0, 0044
0, 0002

- 90,1336

0, 3115
0,3115
0,1730
0, 0577

g, 6115
0, 0013
0, 0001

0,1001
0, 2670
0,3115
€, 2076
0, 0865

0, 0231
0, 0038
9, 0004
0, 0000

0, 0751
0, 2253
0, 3603
0, 2336
0,1168

G, 7000
90,3000

0,4900
09,4200
0, 0800

0,3430
0,4410
0,1890
0, 0270
0,236l
0,4116
0,2646
0,1116
0, 0081

06,1681
0, 3802
09,3087
0,1323
0, 0284

~
0, 0024

0,117¢
0, 3026
0,3241
0,1852
0, 0595

0, ®02
29,0007

0, 0824
0, 2471
0, 3177
0, 2269
0, 0872

a, 0250
0, 0038
0, 0002

9, 0576
0,1977
0,2965
0,2541
09,1361

0, 0467
¢, 0100
0, 0012
0, 0001

0, 0404
06,1558
0, 2668
0, 2668
09,1715

2,38
G, 8500
0, 3500

0,4228
0,4800
0,1228

0,2748

0,443¢6

4, 2389
0, 0429

0,1786
0, 3846
0,3105
0,1536
0,0150

60,1160
0,9124
0, 3364
0,181
0, 0488

0, 0053

0, 0754
90,2437
0,328¢
0,2366
0, 0951

0, 0206
0, 0018

0, 430
0, 1848
0, 2986
0, 2679
0,1442

0, 0466
¢, 0084
¢, 0008

0, 0019
0,13713
0, 2587
0, 2786
0,175

0, 0308
90,0217
0, 0033

. 9, 0002

0, 0207
0, 1004
0,2162
0,2716
60,2154

240
0, 6000
0,4400

0,3000
0, 4650
0,1600

0,2180
90,4320
0, 2880
0, 0g4e

0,1296
0,3466
0, 3456
0,1536
0, 0268

0,0778
0,2583
0,3458
0,2304
0, 0768

09,0102

0, 0467
0,1866
0,3110
0,2765
0,1382

0, 0369
0, 0041

0, 0280
0,1308
0,2613
0, 2803
0,18386

0,074
0,0172
0, 0015

0, 0188
0, 0336
90,2080
0,2787
0,2322

0,1239
.0, 0413
0, 0078
0, 0007

0, 0101
0, 0605
d,1612
0, 2508
0, 2608

0,45

0, 5500
0,4600

0,3028
0,4950
0, 2028

0, 6840
0, 4084
0, 3341
o, 0811

0, 09156
0,2995
0,3675
0, 2005
0, 0410

0, 0503
0, 2089
0,3369
0, 2767
0,1128

0,0188

o, 0277
0, 1359
0, 2780
0, 3032
0,1861

0, 0609
0, 0084

0, 0152
0, 0872
0, 2140
0,2818
0, 2988

0,1172
9, 0320
0, 0037

0, 0084
0, 0548
0,1569
0, 2568
0, 2627

08,1719
0, 0703
0,0184
o,0047

0, 0046
0, 0339
0,1110
0,2118
0, 2600

.9,50

0, 5000
0, 5000

0, 2500
0, 5000
0, 2600

0,1250
0, 5750
0,375¢
0,1250

o, 0628
0, 2500
0, 3750
0, 2500
0, 06285

0, 0312
0,1562
0,3126
0,3128
06,1562

9, 0312

90, 0166
9, 0838
G, 2344
?,3126
0,2344

¢, 0938
0,0158

0, 0078
o, 0547
6,184%
0, 2734
0, 2734

0,1841
0, 0547
0, 0078

¢, 0038
0, 0312
10,1084
0,2188
0,274

0,2188
60,1094
0,0312
0, 0039

a, 0020
0,0178
2, 0703
0, 1641
0, 2461

-
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. Téablazat folytatdisa

0, 0000 0,0008 ©0,0050 0,0165 0,0389 ¢,0735 0,1181 0,1672 0,2128 0.2443
0, 4000 C,000L &, 0008 00,0028 0,0087 0,0212 ¢,0424 00,0743 0,1160 0,164l
0, 0000 0, 0000 0,0000 O©,0003 ©,0012 0,003% ¢,0098 0,0212 0,4007 0, 0703
0, 0000 0,0000 0,0000 O,0000 ©,0001 ¢,0004 0,0013 0,0035 O0,0082 40,0176
0, 0060 0,0000 90,000¢ 00,0000 ©,0000 06,0000 O©,000F% 00,0003 0,0005 o,0020

0, 5887 0,3487 10,1969 0,1074 0, 0563 ©,0282 0,0135 0,0060 O,0025 ©,0010
0,3151 0,3874 0,3474 0,2684 0,1877 0,1211 ©0,0725 00,0403 ¢, 0207 0,009~
0,0746 0,193% 10,2559 0,3020 0,2816 0,2335 0,1757 0,1203 0,0963 0, 0439
0,0106 0,057¢ 90,1298 0,2013 0,2503 ©,2688 0,2522 0,2150 0,2665 0,1172
0,001 0,012 ¢,0401 0,088 0,1460 0,2001 0,2377 0,2508 00,2384 0, 2051

0,0001 ¢,0015 0,0084 0,026¢ 0,0594 0,1029 0,1536 0,2007 00,2340 0,246l
0, 0000 0,000t 0,0012 0,0055 O,0062 00,0368 0,0689 0,115 0,1596 0©,2051
0, 0000 0,0000 0,0001 ©,0008 0,0031 60,0030 0,0212 0,0425 0,006 0,1172
0, 0000 0,0000 0,0000 0©,0004 0,004 0,0043 0,0106 0,022%9 0,039
0, G000 ¢, 0000 ©0,0000 @,0000 0,0000 9O,0001 40,0005 ¢, 0018 -0,0042 0,0098
0, 0000 o0,0000 90,0000 ©,0000 00,0000 0,0000 0,0000 ¢,G001 ©,0003 0,0010

0,6698 0,3136 0,1673 0,0422 10,0198 0,0088 09,0036 09,0038 0,0014 0,0005
0,3293 0,3835 0,3248 06,2352 (,1549 0,0832 00,0518 ¢,0266 0,0125 0,005¢
0, 0367 0,2131 09,2866 0,2953 0,268l 0,1898 ©,1395 0,0887 0,0513 0,0263
0,0137 0,071¢ 0,517 ¢,2215 0,2581 00,2568 0,225¢ 0,177 0,1259 0,0806
0,0014 00,0158 0,0536 0,1107 00,1721 90,2200 0,2428 00,2365 0,2060 0,161l

0,000F 0, 0025 0,0132 0,0388 0,0803 ¢,1321 0,1830 40,2207 0,2360 0,2256
0, 0000 0, 0002 0,0023 0,0097 0,0268 0,0565 0,0985 0,1471 90,1931 0,225
0, 0000 0,0000 0,0003 0,0017 0,0064 0,0173 90,0379 ¢,0701 00,1128 00,1611
0,0000 ¢,0000 0,0000 0,0002 0,0011 00,0037 0,0102 00,0234 0,0462 0,0806
0, 0000 ¢,0000 O0,06000 ©,0000 O,0001 ©,0005 0,0018 O,0052 O0,0126 0,0269

0, 0006 90,0000 0,0000 O0,0000 0,0000 O0,0000 O,0002 O,0007 O,0021 00,0054
0, 00006 0, 0000 ©0,0000 0,0000 O0,0000 O,0000 90,0000 O0,0000 O,0002 O,0005

0,5404 90,2824 0,122 0,067 0,03I7 0,0138 0,0057 ©,0022 0,C008 O,0002
0,3413 ¢,3766 0,303 o0,2062 0,1267 O0,0712 0,0368 0,007¢ 0,0075 0@, 0028
0, 0988 0,230F 0,2924 0,2835 0,2323 O0,1678 0,2088 00,0639 0,0339 0, 0161.
0,0173 0,0852 06,1720 0,2362 00,2581 10,2997 0,1954 ¢,1419 0,092% 0,03537
0, 0021 0,0213 0,0683 0,1329 0,1936 0,231} 0,2367 0,2128 90,1700 0,1200

0, 0002 4,0038 90,0193 0,0532 ©,1032 00,1585 0,2039 00,2270 ©,2225 (,1934
0, 0000 0,0005 90,0040 O,0155 0,0401 00,0792 0,1281 0,1766 00,2124 0,2256
0, 0000 0,0000 ©,0006 0,0033 0,0015 0,029F 0,059 €,1009 09,1489 10,1934 :
0,0000 90,0000 0,0001 0,0005 0,0024 0,0078 0,019% 06,0420 0,0762 0,1208
¢,9000 90,0000 0,0000 ©,000F 0,0004 0,0015 O0,0048 0,0125 90,0277 U,0537

.
0, 8060 10,0000 0,0000 ¢,000C¢ ©,0000 90,0002 O0,0008 O©,0025 @, 0068 O,0168
0,0000 90,0000 ©,0000 0,0000 @, 0000 90,0000 0,000F @,0003 O,0001 OQ,0029
0, 0000 0,0000 ¢,G0DA 0,0000 G, 0000 0,0000 O0,0000 O,0000 0,0001 0,0002

13 o 90,5133 0,2542 0,k209 00,0550 00,0238 0,0097 0,0037 0,0013 9,0004 0,000
3 0,3512 10,3672 0,2774 0,1787 10,1029 90,0540 0,0259 0,0013 0,045 0,006
2 0,1109 0,2448 v, 2937 0,2660 0,2059 90,1388 0,0536 0,0453 0,0220 0,0095
3 0,0214 ©0,0997 0,1%00 0,2457 06,2517 90,2181 0,1651 0,1107 0,0860 O, 0349
4 0, 0025 0,0277 0,0836 0,1535 0,2097 0,2337 o,2222 0,1845 0,1350 0, 0873
5

6

foe

10

—

o
™
Ll — T - - - ] DN O CWREN OO W=D QW , W
e
=3
<
=3
=

.

12

ESEE - S R A N

w

-
Mo

0,0003 0,0055 0,0266 0,0691 0,125% o, Is03 0,215 ©,2214 90,1989 0,1571
0, 0000 &, 0008 0,0063 ©, 0230 0,0559% »,1030 0,1546 0,196& 0,2169 00,2035
3 0,0000 ©,0001 0,001 ©,0085 4,0086 o, 0442 6,033 0,1312 0,1775 0,2085
- 0,600 0,0006 0,0001 9,611 0,0047 0,014 O, 0346 1, U656 90,1089 0,157
U +, 0000 ©,0000 U, 0000 0,0000 O,0009 ©¢,0034 0,0161 00243 00,0485 0, 0873

10 U, 0000 0, 0000 ©, 0600 U, 0008 D, 0001 O max B, DOZZ D,0065 0,0p62 0, 0348
3 0, 0000 0,000¢ & 0000 95,0060 90,6006 4 6001 =, 0003 0,003 0,0036 0, 0085
12 0,000¢ 0,000 0, 5000 G 000G U, GOAG b o0pe 0 0000 0,080 89,0005 0,0016

3 U, 0000 0,0000 O,0006 «,0600 0,Gheh p,806u 0,6000 90,0000 O,0000 90,0001
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1.

Tabldzat folytatisa

1=

14

15

18

7

=

WW-I DM WL o

0,05

0,4877
0,3593
0,1229
9, 0259

0, 6037

0, 0004
¢, 0000
0, 0000
0, GO0
0, 9000

0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0000

0,4633
0, 3658
0,1348
0, 0307
0, 0049

0, 0006
0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0000

0, 0000
0, 0000
4, 0600
0, 0000
0, 6000

0, 0000

0, 4401
0,3708
0,1463
0, 6359
0, 0061

0, 0008
9, 6001
0, 0000
0, 0000
0, 0000

0, 0000
G, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 6000

0, 0000
0, 0000

0, 4181
90,3741
0,1575
0, 0415
0, 0076

0,10

0, 2288
0, 3559
0,2570
0,1142
0, 0348

0, 6078
0, 0013
0, 0002
6, 0000
0, 0000

0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0600
0, 0000

90, 2059
0,3432
0, 2669
0,1285
0, 0428

0, 0105
0, 00L9
4, 0403
0, 0000
0, 0000

0, 000D
0, 0000
0, 0000
9, 0000
0, 0000

a0, 0000

0,1853
0, 3204
0, 2745
0,1423
0, 0514

G, 0137
0, 0028
0, 0004
0, 0001
0, 0000

0, 0000
¢, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0000

0, 0000
0, 0000

06,1668
G, 3150
0, 2800
0,1556
0, 6605

2,15

0,1028
0,2539
0,2012
0, 2056
0, 0098

0, 0352
6, 0093
6,009
0, 0063
0, 0000

0, 0000
0, 0000
g, 0000
0, 0000
0, 000¢

0, 0874
6,2312
0, 2858
0, 2184
0,1156

0, 0449
0, 0132
0, 0030
0, 0005
0, 0001

0, 0000
0, 904¢
6, 00090
0, 00060
0, 0000

G, 0000

0, 0743
0, 2097
9, 2775
0,22B5
0,1311

@, 0655
o, 0180
0, 0045
9, 0003
0, 0001

0, G000
0, 0000
0, ¢oag
6, G009
0, 0000

0, 0000
0, 0000

0, 0631
0,1893
0, 2673
0, 2359
0,1457

0,20

0, 0440
0,1539
0,250
0, 2501
60,1720

0, 0880
0, 0322
0, 0052
0, 0020
0, 0003

6, 0000
¢, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0006

0, 0352
0,1319
0, 2309
0, 2501
6,1876

0,1032
0, 0430
0, 0138
0, 0035
0, 6007

0, 0001
0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0000

0, 0000

6, 0281
0,112
0, 2111
0, 2463
6,200

0,1201
0, 0550
0, 0197
o, 0055
0, 0012

0, 0002
0, 8000
0, 0000
0, 0000
¢, 0000

0, 0000
0, 0000

0, 0225
0, 0957
0,1914
0,2393
0, 2093

0, 2252

0,1651
0, 0917
0, 0383
0, 0131
0, 0034

0, 0007
0, 0001
0, 6000
0, 0000
0, 0000

0, 0060

b, 0100
90,0335
0,1336
0, 2079
0, 2252

0,1802
90,1101
0, 0524
0, 0197
0, 0058

0, 0014
0, 0002
0, 0000
0, 0000
e, 0000

a, 0000
0, 0000

0, 0075
0, 0426
0,113
0,1893
6, 2209

0,30

0, 0068
0, 0407
0,1134
0,1943
0, 2280

0,1963
0,1262
0, 0618
0, 0232
0, 0066

90,0014
0, 0002
0, 0000
0, 0000
6, 6000

0, 6047
0, 8305
0, 09186
6, 1700
0, 2186

0, 2061
0,1472
0, 0811
0, 0348
0, 0118

6, 0030
0, 0006
0, 6001
0, 0000
0, 0000

0, 0000

0, 0033
0, 0228
0, 0732
9,150
0, 2040

0, 2099
0,1649
0,1010
0,048%
0, 0185

0, 0056
0, 0013
¢, 0002
0, 0000
0, 0000

¢, 0000
0, 0000

0, 0023
0, 0169
0, 0581
0,1245
0,1868

8,35

0, 0024
0, 0161
0, 0634
0,1356
0,2022

0,2178
0,1769
0,1082
0, 0520
6, 0183

G, 0043
0, 0010
0, 0001
0, 0000
0, 0000

0, 0016
0, 0126
0,476
0,1110
0,1792

0,2123
0, 1908
0,1319
0,0710
0, 6298

0, 0098
0, 0024
0, 0004
0, 0001
0, 0000

6, 0000

0, 0010
0, 0087
0, 0353
0, 0888
0,1553

0, 2008
0,1982
0,1524
0, 0923
0, 0442

0, 0187
0, 0049
0, 0011
0, 0002
0, 0000

@, 0000
G, 0000

0, 0007
0, 6060
G, 0260
0, 0701
0,1320

0,40

0, 0008
0, 0073
0, 6317
0, 0845
06,1549

0, 2066
9, 2066
90,1574
¢, 0818
0, 0408

0,0136
0, 0033
6, 0005

0, 0001

0, 0000

0, 0005
0, 0047
6, 0219
0, 6634
90,1268

0,1859
0, 2088
0,1771
0,1181
0, 0612

0, 0246
0, 0074
0, 0016
0, 0003
0, 0000

0, 0000

0, 0003
G, 0030
0, 0150
0, 0468
0,104

0,1623
0,%983
0,1389
0,1417
0, 0840

0, 0392
0, 0142
0,0040
0, boos
0, 0000

0, 6000
0, 0000

0, 0002
0, 0019
0, 0162
0, 0341
0, 796

0,45

9, 0002
0, 0027
0, 0141
0, 0462
0,1040

0,170
0,2088
0,1952
0,1308
0, 6762

0, 0312
¢, 0093
0, 0019
0, 0002
6, 0000

0, 0001
0, 0016
0, 6080
0, 0318
0, 0780

0,1404
0,1614
0,2013
0,1647
0,1048

0, 0515
0, G192
0,.0052
0,009
0, 0001

0, 0600

0, 0601
0, 0003
0, 0056
0, 0215
0, 0572

0,1123
0,1684
0,1969
0,1812
0,1318

0, 0755
0, 6337
0,0115
0, 0029
0, 0001

0, 0002
0, 0009

0, 6000
0, 0005
0, 0035
0, 0144
0, 0411

0,50

0, 0001
0, 0008
9, 0056
9, 0222
0, 0611

0,1222
06,1833
@, 2695
0,1833
0,1222

0, 0611
o, 0222
0, 0055
0, 0009
0, 0001

0, 0000
a0, 0005
0, 0032
0, 0139
0, 0417

0, 0916
0,1527
0,1964
0,1964
0,1527

0, 0196
0, 0417
0, 0139
0, 0032
0, 0005

0, 0000

0, 0000
0, 0002
0, 0018
0, 0085
0, 0278

0, 0667
0,1222
0, 1746
0, 1964
0,1746

0,122z
0, 0667
0, 0278
0, 0085
0, 0002

0, 0002
0, 0000

90, 0000
0, 0061
09,0010
0, 0052
a, 0182
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I. T4blazat [olytatdsa

D ¥ 005 010 15 020 625 030 035 0,49 0.48 0,50
5 00010 0,0175 0,0668 0,1361 0,1914 ©,2081 0,1849 0,137% 10,0876 {0472
6. 00001 0,0035 0,0880 0,1276 ©0,178¢ 0,199 0,1839 ©,1432 06,1432 0,0844
7 0,0000 0,0007 0,0065 0,0267 0,0668 0,1201 0,1685 10,1527 0,184 0,1434
8  0,0000 0,0001 0,0014 0,0084 ©0,0379 0,0644 0,113¢ 0,1608 0,1883 0,1855
s 0,0000 0,0000 0,0003 0,0021 0,0003 0,0276 0,061 ©0,1070 0,1540 0,1855
10 0,0000 90,0000 0,0000 ©0,0004 0,0025 0,0085 0,0263 0,0571 0,1006 0,1484
11 0,0000 ©,0000 0,0000 ©0,0001 0,0005 ©,0026 0,0080 0,0242 0,0525 0,05¢4
12 0,0000 O0,0000 ©,0000 O0,0000 0,0001 ©,0006 0,0024 0,008l @ 0215 O,0472
13 0.0000 0,0000 ©,0000 O0,0000 O0,0006 0,000t 0,0005 ©,0021 0,0088 0,082
14 00000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,000t 0,0004 0,0006 O,0052
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,000F 9,0003 90,0010
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 ¢,0000 €,0000 0,0000 ©,0000 O0,0000 0,000t
17  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 @,0000 0,0000 0,0000

18 o 0,3972 0,1561 0,0538 0,0180 0©,0056 0,0018 00004 0,0001 0,0000 0,0000
10,3763 0,300z 0,1704 0,081 0,0338 o0,0126 0,002 0,0012 0,0008 0,000
2 01683 0,2835 0,2566 0,1723 0,0058 0,0458 0,0190 0,0060 0,0022 90,0006
30,0473 0:1680 0,2406 0,2267 0,1704 0,1046 0,0547 0,0246 ©,0095 0,003
4 00033 00700 0,1592 0,2153 0,2130 0,1681 0,1104 0,0614 0,0281 0,0117
5 o0,0014 0,0218 0,0767 0,1507 0,1988 0,2017 01664 0,1146 0,0666 0, 0327
& 0,0002 0,0052 0,0301 0,081 0,1436 0,1873 0,1%41 0,1655 0,181 ©,0708
70,0000 ©0,0010 0,009l 0,0350 0,0820 0,1376 0,1792 0,1892 0©,1667 D,1214
80,0000 00002 0,0022 0,0120 0,0376 0,08l 0,1327 0,1734 ¢,1864 0,1665
g 0,0000 0,0000 0,0004 0,0033 0,0139 0,0386 0,0794 0,1284 O0,1634 0,185
10 0,0000 0,0000 0,000f 0,0008 0,0042 0,0149 0,0385 0,0771 10,1248 10,1669
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0010 0,0046 00151 0,0374 0,0742 0,1214
iz 0,0000 ©,0000 ©,0000 ©,0000 0,0002 ©,00126,0047 0,045 0,035 O, 0708
13 ©0,0000 0,0000 0,0000 ©,0000 O0,0000 0,0002 0,002 0,0045 0,0134 0,0327
14 0.0000 0,0000 0,0000 ©,0000 0,0000 ©,0000 O©,0002 O0,0011 0,0035 0,0117
15  ©0,0000 0,000 O©,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0009 0,0003
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,000L 90,0008
17  0,0000 0,0000 ©,0000 ©,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0060 @, 0000 O, 0001
18 0,0000 0,0000 0,0000 ©, 0000 ©,6000 0,0000 0,0000 #0000 0,0000 O,0009

1¢ o 0,377 0,135 0,0456 ©0,0144 0,0042 0,0081 10,0003 06,0001 90,0000 ©,0000
1 0,377 0,2852 0,1520 O©,0685 O©,0268 ©,0003 0,002¢ 0,0008 0,000 O,0000
2 01787 0,2852 ©,2428 0,1540 0,0803 0,0358 0,0133 0,0046 0,0013 0, 0003
3 00533 01796 0,2428 0,2182 ©0,1517 0,0869 O0,0422 0;0L75 0, 0062 0, 0018
4 o0.0112 0,0198 0,174 0,2182 0,2023 ©0,1491 0,0908 0,0487 0,0203 10,0074
50,0018 0,0266 0,0907 06,1636 0,2023 0,1916 0,1468 0,0833 0,087 00222
6 00002 0,006¢ 0,0374 0,0855 0,1574 0,1916 0,1844 90,1451 0,0945 0, 0518
7. 00000 ©,0014 0,6122 ©,0443 0,0974 0,1526 0,1844 0,1797 0,1443 0, 0361
& 00000 0,0002 0,003 0,0166 0,0487 0,0881 0,148% 0,1787 0,1771 10,1442
g ©,0000 00000 0,0007 ©0,0051 0,0198 0,0514 0,0980 0,1464 10,1771 10,1762
10 0,0000 0,0000 0,0001 0,0013 0,0066 0,0220 0,0528 0,0876 0,449 0,1762
11 0,0000 ©,0000 ©0,0000 0,0003 D,0018 0,0077 0,0233 0,0532 €,0970 0,1442
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,00u0 0,0004 ©,0022 0,0083 0,0237 0,0523 O,0961
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,000L O0,0605 0,0024 0,0085 0,0233 0,0518
14 0,0000 0,0000 ©,0000 O0,0000 0,0000 O0,0001 0,0006 0,002¢ 0,0082 0,0227
15 0,0000 0,0000 0,0000. 0,0000 ©, 0000 D,00p0 9,0001 ©,0005 0,8022 0,007
16  0,0000 0,0000 0,0000 ©,0000 0,0000 0,0000 0,0000 ©,000L 0,000 0,0018
17 ©.0000 0,0000 0,0000 O0,0000 0,0000.0,0600 G, 0000 B,0000 @ 0001 O,0003
'8 0,0000 0,0000 0,0000 ©,0000 0,0000 0, 0090 ©,060F 0,6000 0,0000 U, GGHD
19 0,0000 0,0000° ©,0000 0,000 0,0000 4,009% 0,0000 0,0000 0,0000 9, 0060
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I, T4blizat folytatdsa
a k%0 gl0 015 020 025 0,30 035 0,40 045 050

20 0| 0,350 0,1216 0,0388 0,0115 0,0032 ©,0008 ©,0002 ©,0000 ©,0000 0,0000
1 0,3774 0,2702 06,1388 ©, 0576 0,021%  0,0068 0,0020 0,0005 0, 0001 0O, 0000
2 0,1887 0,2852 06,2293 0,1369 0, 0669 0,0278 00,0100 ¢,0031 90,0008 0,0002
3| 0,0596 0,1901 ©,2428 0,2054 0,1339 0,076 0,023 0,0123 0,000 0,008l
4] 06,0033 0,0808 0,1821 10,2182 0,1897 0,1304 -0,0738 0,0350 0, 0139 O, 0C46
§ | 0,0022 06,0319 0,028 0,1746 ©,2023 0,1789 0,1272 0,06 0, 0365 - 0, (148
6 10,0003 0,0080 0,0451 0,191 10,1686 0,186 0,1712 0,1244 0,074 9, (370
7} 0,0000 0,0020 0,0160 0,0545 6,1124 0,1843 90,1884 0,165% 0,1221 0, 0739
8 | 0,0000 0,000¢ 0,0046 0,0222 0,0608 0,1144 0,1614 ©,1797 0,1623 0,120
g 0,0000 0,000% 6,001 0,0074 0,027%F O, 0854 0,1158 0,197 0,171 06,1602
1o | ©0,0000 0,0000 ©,0002 0,0020 06,0089 0,0308 0,0686 0,1171 0,158 0,1762
11 0,0000 ,0000 0,0000 0,0005 ©,0030 0,0120 00,0336 0,0710 o0,1185 0,1602
12 { 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0008 0,0039 0,0136 0,0355 O,0727 0,126l
13 0,0000 0,0000 0,0000 09,0000 90,0002 0,0010 0,0045 0,0148 0, 0366 00,0739
14 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 90,0000 0,0002 0,00L2 0,0048 0,0150 ©,0370
15 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 ©,0000. 90,0000 0,0003 0,0013 0,0049 0,0148
16 | 06,0000 0,0000 0,0006 0©,0000 ©,0000 0,0000 €,0000 0,0003 0,003 O,0046
17 0,0000 ¢,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 00,0000 0,9000 0,0002 0,0011
18 0,0000 0,0000 ©,0000 90,0000 o,0000 9,0000 10,0000 ¢,0000 O,0000 O,0002
13 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0600 ©,0000 60,0000 0,0000 O,0000 - 0, 0000
10 | ©0,0000 ©,0000 ©,0000 06,0000 ©,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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II. Tablizat

Poisson eloszlis

LS -2
k!
E ol 02 23 04 05 Mos 071 &8 08 L9

0 }0,9048  0,8187 09,7408 60,6703 0,6065 0,5488 0,4868 00,4493  0,4066 0,3679
1 |0,0%05 0,1637 0,2222 0,2881 04,3083 09,3293 0,3476 0,3495 0,385 0,3679
2 10,0045 0,0164 09,0333 00,0536 0,0768 0,098 0,1217 0,1438 0,1647 0,1838
4 {0,0000 90,0001 0,0002 0,0007 90,0016 0,0030 ©0,005¢ O0,0077 0,011} G,0153
5 |o,0000 - 0,0006 o0,0000 ©0,0001 ©0,0002 ©0,0004 ©6,0007 0,0012  0,0020 0,003
6 |o,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0060 0,00060 ©,0000 0,0002 0,0003 00,0005
7 10,6000 90,0000 0,00060 06,0000 0,0006 06,0000 00,0000 06,0000 ©,0000 0,0001
kLl L2 1,3 1.4 L5 1.8 i.7 1,8 i,9 2,0 :
0 [0,3329 0,3002 0,2925 0,2466 0,2231  0,201% 0,1827 0,1653 0,1496 0,1353
1 10,3662 0,3614 0,3543  0,3437 0,3230 0,3106 0,2075 0,2842  0,2707 10,2707
2 |0,2014 90,2169 00,2303 ¢,2417 0,2510 0,2584 0,2640 0,2678  0,2700 0,2707
3 |0, 0738 o,0867 0,0998 0,1128 0,1255 0,1378 0,1496 0,1607 0,17k0 10,1804
4 |06,0203 0,0260 0,034 0,0895 0,0471 0,0551 0,0636 ¢, 0723 0,0812 0,0902
5 J0,0045 0,0062 00,0084 0,011% 0,041 0,0176 0,0216 0,0260 0,0308 0,036l
6 |0,0008 ©0,0012 0,0018 ©0,0026 0,0035 ©0,0047 0, 0061 0,0078 0,0098 0,0120
7 |o,0000  o0,0002 90,0003 90,0005 ©,0008 O0,001r ©,0016 0, 0020 0,0027 0,0034
8 |e,0000 o0,0000 ¢,0000 o0,0001 0,0801 ©0,0002 0,0003 0,0005 0,0006 0©,0009
9 |o,0600 ©,0000 0,0000 0,0000 00,0060 0,000 00,0001 0,000l 0,000l ©,0002
k21 2,2 ‘2.3 2,4 2.5 1.8 2,1 2.8 2.9 EN
¢ |9,1225 o,1108 00,1003 ©0,0907 0,0821 0,0743 ©,0672 0,0608 06,0550 0,0498
10,2572 0,2438 0,230 0,217T 0,2052 0,1831 0,1815 0,1703 0,188 0, 1484
2 {0,200 06,2681  0,2652 0,2613  0,2665 O0,2510  0,2450 40,2384  0,2314 10,2240
3 10,1890 00,1966 0,2033 0,2090 0,2138 02176 0,2205 90,2225  0,2237 0,224¢
4 |0, 0002 0,1082 90,1163 0,1254 00,1336 ©0,1414 00,1488  ¢,1557 0,1622 G,1680
5 10,0417 0,476 0,058 ©0,0802 0,0668 6, 0735 0,084 0,0872 0,090 0,1008
6 {0,0146 0,0174 0,0206 0,0241 ©0,0278 0,0319 90,0362 0,0407 0, 04556 0, 0504
7 {0,0044  0,0055 0,0088 0,0083 0,00899 ©0,0118 0,0138 0,063 0 ,0l88 ©,0216
g {0,011 60,0015  ©0,0019 0,0025 0,0031 0,0038 0,0047 ©,0087  0,0068 O,0081
90,0003 09,0004 0,005 0,06007 0,0008 0,00i1 0,0014 0,0018 00022 0,0027

10 {0, 0001 0, 0001 G, 000L 0, 0902 0, G002 6, 0003 0,004 0, 8005 ¢, 0006 0, 8007
11 e, 0060 0, 6000 0, G000 &, 0800 0, 0000 0, 0001 0, 600 ¢, 0001 6, 0002 0, 0402
12 {0, 0000 0, 6000 0, 0660 0,0000 ©,0000 0, 0000 06,6000  0,0000 0,0000 0,000

Eoo3,1 3,2 53 4,4 35 3.5 3.8 3.8 L9 40
0]0,0450 ©,0408 0,0369 0,0334 0,0302 0,0273 0,0247 0,0224  0,0202 ©,0083
1]6,1397 0,1304  o0,1217 01135 0,1057 0,098 O0,0916 0,0850 G, 0789 0,0733
2 [0,2165 06,2087 00,2008 ©,1929 @,1B50 O,k77L  0,1692 0,16156  0,1535 G,1465
3 {0,2237 6,2226 06,2209 0,2186 0,258 0,2125 0,2087 0,2046 0,20001 O,1954
4 40,174 0,1781 0,182 90,1858 0,1888 0,912 0,1931 0,1844 0,1951 0,18954
5 {0,1075 0,1140 00,1203 0,1264 0,1322 9,1377 0,142% 0,1477 0,1522 0,1563
1 ]0,0555 90,0508 0,06862 0,076 00,0771 0,0826 0,088l  0,0936 0,0089 0,1042
7 {n,0246 0,0278 0,032 9,048 0,038 0,0425 0,0466 0, 0508 0,055 0,059
8 j0,0095 0,0111 0,0129 0,0148 0,0168 0,019F 0,0215 0,0241 O, 0269 0,0298
9 10,0033  0,0040 0,0047 0, 0056 O0,0066 ©0,0076 0,0088 ©0,0102 90,0116 @,0132 ,
10 [0,00t0 90,0013 0,0006 0,0018 ©0,0023 0,0028 0,8033 0,003% 90,0045 0, 0053 :
11 |o,0003  0,0004 0,0005 ©,0006 0,0007 ©0,6008 0,0011 0,0013 0,006 O, 0019
12 |o0,0001 0,000l 06,000t 0,0002 0,0002 0,0008 0,0003 0,0004 ©0,0005 6,000
13 |0, 0000 19,0000 0,0600 0,080¢ 0,0000 0,0801 0,000L 0,0001  0,0002 00002
14 |0, 0000 0,0000 0,0000 ¢,G000 0,000¢ 0,0000 0,0000 0,0060 0,0000 6,0001
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II. Téblizat folytatisa

k4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 A 4.8 4,7 4,8 4,9 5,0
0 [0,0166 o, 0150 ©,0136 0,0128 0,0111 0,0001 0,009l 0,0082 0,007 0,0087
110,0679  0,0630  0,0683 ©0,0540 06,0500 0,0462 ©0,0427 ©,0395 o©,0365 O, 0337
2 10,1393 0,1328  0,125¢ 0,115 60,1125 0,1063 0,1005 0,0048 0, 0894 0, 0847
810,104 0,1852  0,1798 0,1743 00,1687 0,1631 0,1574 0,517 0. 1460 65,1404
401951 0,184  0,1933  0,1917 0,1898 0,1875 0,1849 0,1820 00,1789  0.1755
5 10,1600  0,1633  o,1662 10,1667 10,1708 0,1735 0,1738 0,1747 0,1753  0,1756
6 10,1088  0,1143  0,1191 0,1237 0,1261 0,1323 0.1362 0. 1398 0,1432  0,1462
70,0640 10,0686 0,0732 0,0778 ©0,082¢ 0,0869 0,0914 0,0599 0,1002 0,1044
80,0328 10,0360 0,0303 00,0428 10,0463 10,0500 0,0537 0,0575 0, 064 0, 0653
9 [0,0150 0,168 0,0188 0,0208 0,0232 ©,0255 0,0380 0,0307 0,0334 0, 0363

10 10,0061 0,007 0,008l 0,0052 00104 0,018 0,032 o, 0147 0,0064 0,0181

11 [0,0023  0,0027 0,0032 0,0037 0,0043 0,0049 0,0066 O0,0064 0,0073 0, 0082

12 10,0008 0,0009 0,0011 0,0014 0,0016 0,0015 0,0022 00026 0,003¢ 0,003

1310,0002 06,0008 0,0004 0,0005 0,0006 0,0007 0,0008 ,0009 0,0011  ©,0013

14 {0,000 0,0001 0,000t ¢,0000 0,0002 0,0001 0,0003 o0 0003 0,0003 0, 0005

15 fo,0000  0,0000 ©0,0000 0,000 ©0,0000 0,000 o0,0001 o0,0001 0,0000  0,0002

k 5,1 8.2 5,3 5.4 5.8 5,8 5.7 5,8 5.8 8.9

"0 10,0080 o,0055 0,0050  ©0,0045 0,0041  0,0037 ©0,0033 0,0030 ©0,0027 0,0025
1 70,0311 00287 0,0265 0,0244 0,0225 00207 o018l 0,078 0,0062  0,0148
20,0793 0,0746  0,070L  0,0559 0,0618 0,0580 0,0544 0, 0508 0,0477 0, 0446
3 (01348 01203 01239 0,185 0,1133 0,1052 0,1033 0, 0985 0,0938 0, 0802
410,179 0,681 0,641  0,1600 0,158 0,1515 0,1472 01428 0,1383  0,1339
5101752 0,1748  0,1740 06,1728 0,174  0,1897 0,1678  0,1656 0,1632  0,1606

610,149 06,1515  0,1637 0,1555 0,157  0,1584 0,1584 0,106l 8,1605  0,1606
70108 01125  0,1168 0,1200 0,1234  0,1267 0,1208 05,1326 0,1353  0,1377
8 10,0882 00731 0,077k  0,0810 0,0749 0,0887 0,0925 o, 0962 09,0988 06,1033
9 |0,0392 0, 0423 G, 0454 0, 488 0, 6519 0, 0552 0, 0586 0, 0620 0, 0654 0, 0688

10 10,0200  0,0220 0,041  0,0262 10,0285 0,0309 o, 0334 0,0359 10,0386 0,0413

110,009  0,0104 0,016 0,0029 0,0143 0,057 0, 0173 0,0186  0,0207 0,0225

12 10,0039 06,0045 0,0051 0,0058 ©0,0065 0,007 o, 0082 09,0092  0,00100 ©,0113

13 10,0015  0,0018 0,002 0,0024 0,0028 0,0032 0, 0036 0,061  0,0046 0,0052

14 {0, 0006 0, 0007 0, 0008 0, 0009 0, 0011 04,0013 0, 0015 0, 0017 0, 0019 0, 60622

1510,0002  ©0,0002 0,0003 0,0003 0,004 0,0005 0,0006 06,0007  0,0008  ¢,0009

16 | 0, 0001 0, 0001 6, 0001 0, 0001 0, 0001 0, 0062 @, 0002 0, 0002 0, 0003 0, 0003

17 {0, 0000 4, 0000 g, 0000 0, 0000 9, 0000 0,0001 0, 00601 0, 0001 0, 0001 0, 0001

k §,1 6.2 63 6.3 8,3 5.6 6.7 8,8 5,9 7.0
10,0032 10,0020 0,0018 0,007 0,0015 0,0004 o, 0012 06,0011 06,0010 0,0009
10,0137 0,0126 90,0116 0,0006 0,009 0,009 o0 0082 0,0076  0,0090 0, 0084
2 }0,0417 g, 0380 0, 0364 0, 9340 0, 0318 0, 02946 ¢, 0278 0, 6258 0, 0240 g, 0223
3 10,0848  0,0806 0,0785 ©0,07125 0,0888 0,0652 0, 0617 0,058¢  0,0552 0, 0521
4701204 0,1245 05,1205 0,1118 0,107 0,1034 0, 0992 0,082 0,0952 0,0012
510,157 0,1545  0,1519  0,1457 0,1452  0,1420 0,1385 69,1340 00,1314  0,1277
6 10,1605 0,160l  0,1595 0,1586 0,1575 0,1562 0,154 0,152  0,1511  ¢,1490
70,1399 01418  0,1435 00,1450 10,1462 0,1472 0, 1480 0,1486  0,1489  0,1490
8 {0,1066 ¢,1099 0,1130 0,1160 0,1188 ¢,1215 $,1240 0,1263 0,1284 06,1303
9 10,0723 0, 0757 a, 0791 0, 0825 0, 0585 0, 0891 ¢, 0923 0, 0954 0, 4985 40,1014

10 |0, 0441 0, 0469 0, (498 0, 0528 Q, 0558 0, 0536 0, 0618 3, 0649 ¢, 0679 0, 0710

11 | o, 0245 0, 8265 0, 0285 0, 0307 0, 0330 ¢, 0353 0, 0377 0,0401 0, 0426 0, 0452

12 {0,0124 4, 0137 0, 0150 0, 0164 0, 0179 86,0194 0,020 0, 0227 a4, 0245 ¢, 0264

13 |0, 0058 0, 0065 0, 0073 a, 0081 9, 0088 0, 0098 0, 0108 g,0119 0, 0130 0,0142

14 10, 0025 4, 0029 ¢, 0033 0, 0037 0, 0041 0, 0046 0, 0052 g, 0058 @, 0084 0, 0071
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I, Téblizat folytatdisa

k 8,1 - 5,2 6,3 6,8 8,5 A 6,6 8,7 6,8 6,9 7.0
15| 0, 0010 0, 0012 0, 0024 0, 0016 {0, 0018 0, 0020 0, 0023 0, 0026 0, 0029 0, 0033 :
16 | 60,0004 @, 0005 0, 0005 0, 0006 0, 0007 9, 0008 0, COLO 0, 0011 0, 0013 0,0014
17 | 6, 0001 0, 06002 0, 0002 0, 0002 0, 0803 0, 0603 0, 0004 0, 0004 0, 6005 0, 0006
18 | 6, 6000 0, 0001 0, 0001 ¢, 0001 0, 4001 o, 6001 0, 0001 0, 0002 o, 0002 0, 0002
19| 0,6000 0, 8000 0, 0000 0, 0000 a, 6000 g, 6000 0, 0000 0, 0001 0, 0001 0, 0001
k 2.1 1.2 s 1.4 1.5 1.6 1.7 8 - L8 8.0 1
0] 0,0008 @, 0007 0, 0007 0, 00086 0, 0008 0, 0005 0, 6005 0, 0004 0, 0004 0, 0003 |:
11 o0,0069 0, 0054 0, 0049 0, 0045 4, 0041 0, 0038 0, 0038 0, 0035 o, 0032 0, 0029("
21 40,0208 0,019 0, 0180 0, 0167 0, 6156 0, 6145 0, 0134 0, G175 Q, Oliﬁ 0, 0107 5
30,0492 0, 0464 0, 0438 0,0413 - 0, 0389 0, 0366 0, 0345 0, 0324 0, 0305 0, 0286 :
4]0,0874 0,083 0,079 0,0764 0,0729 0,0896 0,0663 0,0632 0,0602 0,0573}
51 0,1241 0,1204 0,1187 0,1130 0,1094 0,1057 0,1021 0, 0386 0, 0951 g, 0916 :
B8] 0,1468 0, 1445 0,1420 0,13%4 ' 0,1367 ﬂ,lSﬂé 0,1311 0,_1282 0,1252 0,1221
71 0,1489 0, 1486 0,1481 0,1474 0,1465 10,1454 0,1442 90,1428 0,1413 0,13868
§fo0,1321 0,1337 00,1351 0,1363 0,1373 0,1392 0,1388 0,1382 (,1385 00,1358
g1 0,1042 0,1070 0,1096 0,1121 0,1144 0,1187 06,1187 0,1207 0,1224 0,1241
10} 0, 0740 0, 0770 0, 0809 0, 0829 0, 0858 0, 0887 0, 0914 0,0941 - 0, 0967 0, 0983
11 0,4473 0, 0504 0, 0531 0, 0558 - 0, 0585 0, 0613 0, 0640 0, 0609 0, 0695 0, 0722
12} o,'0283 0, 0303 0, 0323 0, 0544 0, 0366 0, 0388 0, 0411 0, 0438 0, 0457 0, 0481
13 | 0, 0154 0, 0168 0, 0181 0, {196 0, 0211 ¢, 0227 0, 0243 0, 0260 0, 0278 0, 0296
141 0,0078 ©0,0086 06,0095 . o,0l01 0,0313 0,0123 00,0134 0,046 0,0157 0, 0163
15 {, 0, 0037 0, 0041 0, GO46 0, 0051 0, 00BT 0, 0062 0, G069 0, 0075 0,0083 0, 0090 >
16] 0, 0016 0, 0019 G, 0021 0, 0024 0, 0026 0,0030 0, 0033 o, 0037 0, 0041 0, 0045
17§ 0, 0007 ¢, 0008 Q, 0009 0, 0010 0, 0012 0, 0013 0, 0015 0, 0017 0, 0019 o, 0021
1310, 8003 0,0003 0, 0004 0, 0004 0, 0005° 0, 0006 0, 0006 0, 0007 9, 0008 0, 06009
18] 0,0001 0, 0001 0, G001 0, 0002 0, G002 0, 0002 0, 00G3 g, 0603 0, 0003 o, 0004
201 0,0000 0, 0000 0, 0001 0, 0001 9, ¢oal 0, 0001 0, 0001 0, 0001 0, 0001 0, 0002
23 § 0,0000 0, 0000 ¢, 0060 0, 0000 ¢, 0000 0, 0009 9, 0000 @, 0000 0, 0001 0, 0001
k81 82 8.3 8.4 8.5 8,6 .7 8.8 8.9 8.0
0] 0,0003 , 0,0003 G, 6002 0, 0002 0, 0002 0, 06002 @, 0002 a0, 0002 0, 0001 0, 0001
11§ 0,0025 0, 0023 0, 0021 0,0019 0,0017 fl, 0016 ¢, 0014 0, 0013 0, 0012 0, 0011}
2] 0,0100 9, 0082 ¢, 0086 0, 0079 ¢, 0074 0, 06068 0, 0063 0, 0658 0, 0054 @, 0050
31 0, 0269 0, 0052 g, 0237 0, 0222 ¢, 008 0,0195 0, 0183 0,017 0, 0160 0, 0150
4| 0, 0554 0, 0517 0, 0481 0, 0466 0, 0443 0, 0420 0, 0398 0, 0377 0, 0357 0, 0337
51 0,0882 0, 0894 0,0816 0,0784 @, 0752 g, 0722 0, 0692 0, 0663 0, 0635 0, 6607
61 0,1181 09,1160 0,1128 0,1007 03,1066 0,1034 0,1003 0, 0972 0, 0941 0, 0911
7]0,1378 0,1358 0,1338 00,1317 0,1254 0,1271 0,1247 0,1222 0,1197 0,117
810,135 0,1392 0,1388 0,2382 0,1375 0,1366 0,1356 00,1344 0,1332 0,1318
9! 0,1256 0,1269% 0,128¢ 0,1290 0,1289 ° 0,1306 90,1311 0,1315 90,1317 0,1318
1040,1007 0,1040 0,1063 0,1084 0,1104 10,1123 0,1140 0,1157 0,1172  §,1186
1114 90,0749 0,0776 0, 0802 0, 0828 0, 0853 9, 0878 0, 0902 0, 0925 0, 0948 0, 0970
12§ 0, 0505 0, 530 0, 0655 0, 579 0, 0604 0, 0629 0, 6651 0, 0678 0, 0703 0, 0728
13 | 0, 0315 0, 0334 0, 0345 0, 0374 0, 0395 0, 0418 0, 0438 0, 0459 0, 0481 0, 05041
14 |- 0, 0182 : 0, 0196 0, 0210 0, 0225 0, 0240 0, 0256 0, 0272 0, 0289 0, 0306 0, 0324
15| 0, 0098 0, 0107 0, 0116 0, 0128 0, 0138 0, 0147 0, 6168 0, 0169 g, 0182 0, 0184}:
16| 0, 6050 0, 0055 ¢, 0060 0, 0066 a0, 6072 0, 0079 0, 0686 0, 0083 0,0101 ¢, 010D
17| 0,0024 0, 6026 ¢, 0028 0, 0033 0, 0036 0, 0040 0, 0044 0, 0048 0, 0053 0, 0058}
18| 0,0011 0, 0012 0, 0014 6, 0015 0, 0017 0, 0019 3, 0021 0, 0024 8, 0026 g, 0029
13 | 0, 0005 0, 0005 0, 0008 0, 0007 0, 0008 0, 0009 0, 0010 ¢, 6011 0, 0012 0, 0014
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k

20

22

DW= HDA o

1=

W@ I @ N

Ll o B Y
R v gy

b e e
W o =1 3N

0, 0888

0,1085 -

0,1194
0,1194
0,1094
0, 0926
0, 0728

0, 0534
0, 5376
0, 0237
0, 0145
0, 0084

8,2

0,9002
0, 0001
0, 6000

¢, 000
0, 0009
4, 0043
06,0131
0,0362

0, 0555
¢, 0851
0,1118
0,1286
0,1315

06,1210
06,1012
0, 0776
0, 0549
0, 0381

0, 0221

.0, 0127

6, 0069
0, 0035
0, 0017

0, 0008
0, 060063
0, 0001

0, 0001 -

0, 0000

i2

¢, 6000
¢, 0001
G, 0004
1, 0018
U, 0053

0, 0127
0, 0255
0, 0437
0, 0655
0, 0874

0,1048
0,1144
0,1144
0,1056
0, 0805

6, 0724
0, 0543
0, 0363
¢, 0256
0, 0161

8,3

0, 0002
0,0001
0, 0000

23
8, 0001
0, 0009
0, 0040
0, 0123
0, 0285

0, 0530
0, 0822
0,1001
0,1269

- §,1311

0,1219
06,1031
0, 0799
0, 0572
0, 0380

0, 0235
0, 6137\
0, 0075
0, 0033
0,001%

0, 0009
0, 0004
0, 0002
0, 0001
0, 0000

13

0, 0000
0, 0060
¥, 0002
£, 0008
9, 0027

0, 0070
0, 0452
0, 0281
0, 0457
0, 0861

0, 0859
0,1015
0,1089
0,1099
0,101

0, 0855
0, 071.9
0, 0550
0, 0397
0, u272

B, 4

6, 0003
0, 0001
0, 0000

8.4

0, 0001
0, 0008
0, 0037
0, 0115

10,0269

0, 0506
09,0793
0,1084
0,1251
0,1306

90,1228
90,1045
0, 0822
0, 0554
0, 0399

0, 6250
0, 0147
0, 0081
0, 0042
0, 0021

0, 0016
0, 0004
0, 0002
0, 0001
0, 0000

14

9, 0000
1, 000¢
0, 0001
0, 0904
06,0013

0, 0037
0, 0087
0, 0174
0, 0304
0,0473

0, 0663
0, 0844
0, 0984
0,1060
0,1660

0, 0989
0, 0366
0, 0713
0, 0554
0, 0400

8,5,

9, 0003
@, 0001
9, 0001

9,5

0, 0001
0, 0007

0, 0034 -

0, 0x07
0, 0254

0, 0483
0, 0264
0,1037
0,1232
09,1300

0,1235
0,1067
0, 0844
0, 0617
0, 0415

0, 0264
0, 0157
0, 0088
0, 0046
0, 0023

0, 0011
0, 0005
0, 0002
0, 0001
0, 000¢

15
0, 0000
0, 6000
0, 0000
0, 0002
0, 0006

0,0019
9, 0048
0,0104
0, 0194

0, 0324

0, 0486
0, 0663
0, 0829
0, 0956
0,1024

0,1024
0, 960
0, 0847
0, 0706
0, 0557

» 8,6

0, 0004
0, 0002
0, 6001

28

0 0001
0, 0007
9, 0031
0, 01900
G, 0240

0, 0460
0, 0738
0,1010
- 06,1212

0,203

0,1241
0,1083
0, 0866
0, 0640
08,0439

0, 0281

0, 0168
0, 0095
0, 6051
0, 0026

0, 0012
0, 0006
0, 0002
0, G001
0, 6000

18

0, 0000
0,0000
0, 0000
0, 0001
0, 0003

0, 0010
0, 0026
0, 0060
0, 0120
0, 0213

0, 0341
0, 0496
0, 0661
0, 0814
0, 0930

0, 6992
0, 0992
0, 0934
0, 8030
0, 0698

II. Tiblizat folytatisa

8,7

0, 6004
0, 0002
0, 6001

5.1

0, 0002
0, 0006
0, 0028
0, 0053
0, 0226

0,439
0, 6709
9, 0982
90,1191
0,1284

0,1245
0,1098
0, 0688
0, 0862
0, 0459

0, 0297
0, 0180
0,0103
0, 0055
o, 0028

0, 0014

0, 6006 -

0, 0003
0, 0001
0,600

i1
0, 0000
0, 0000
0, 0000
g, 0000
0, 6001

0, 0005

0, 0014
0, 0034
0, 0072
0, 0135

0, 0230
G, 0355
0, 0504
0, 0658
0, 0800

0, 0960
0, 0963
0, 0963
0, 0909
6, 0814

8,8

0, 0005
0, 0002
0, 0001

2.8

0, 000%
0, 0005
0, 0027
0, 0087
6, 0213
0, 418
0, 0682
0, 0955
0,1170
0,1274

0,1249
G,1112
0, 0008

- 0, 0684
_0,0478

6, 0313
0, 0192
0, 9111
o, 0060
0, 0031

0,0015
8, 0007
0, 0003
6, 0001
04 0001

ig

¢, 0000
0, 60b0
¢, 0000
19,0000
0, 0001

0, 0002
0, 0007
0,0018
0, 002
0, 00823

0, 0150
0, 0245
0, 0368
0, 0509
0, 0855

0, 0786
0, 0884
0, 0936
0, 0936
0,0877

T B9

0, 0605
0, 0002
9, 5001

EN)
0, 0001
0, 0005
0, 0025
0, 0081
0, 0201

0, 0298
0, 0856
0, 0928
0,1148
90,1263

0,1250
0,1128
0, 0928

0, 0707

0; 0500

0, 0330
¢, 0204
0, 0119
0, 0085
0, 0034

0, 0017
0,.0008
0; 0004
0, 0002
0, 0061

13
9, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0009
0, 6000

9, 6001
0, 5004
0, 0010
0, 0024
@, 0050

e, 0095
0, 0164
0, 0259
0, 0378
0, 0514

9, 0850
0, 0722
0, 0863
0, 0911
0, 0811

8,0

0, G0CE
0, 0003
0, 0001

9

0, 0000
0; 0005
0, 6023
9, 0078
0, 0189

0, 0378
0, 5631
0, 0501
08,1126
0,1251

0,1251
0,1137
0, 0848
0, 0729
0, 0521

0, 0347
0,0217
0, 0128
0, 0071
0, 0037

0,0019
0, 0009
0, 0004
0, 6002
0, 0001

1o
=]

0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 6000

0, 0061
0, 0002
0,0005
0, 0013
9, 0029

0, 0058
0, 0106
0, 0176
0, 6251
0, 0357

0, 0515
0, 0646
0, 0760
0, 0%44

g, fisas
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II. T4blizat folytatésa

Kk 1 12 13 14 1 A 18 1 18 18 20
20| o,0046 0,0097 0,0177 0,028 0,418 60,0559 0,062 0,0798 0,0366 0,0888
21| 0,0024 0,006 00,0108 0,009% 00,0209 0,0426 ©0,0560 0,0684 0,0783  0,0846
22| 0,0012 0,0030 0,0065 0,012F 00,0204 9,081¢ ,0433 00,0560 ©0,0676 0, 0769
23| 0,0006 0,00l6 ©,0037 0,0074 0,0133 0,0216 0,0320 0,0438 00,0559 0, 0669
24} 0,0003 0,0008 0,0020 0,0043 06,0083 0,0l44 0,0266 0,0328 0,0442 0, 0557
25} 0,000 0,0004 60,0010 0,0024 0,0060 0,0092 0,0154 00,0237 0,0336  0,0446
26 0,0000 ©0,0002 0,0005 0,0003 0,0026 00,0057 00,0181 0,0184 00,0246 0,0343
271 0,0000 0,0001 ©,0002 0,0007 6,006 0,003¢ 06,0063 60,0109 0,0173 0,025
28 { 0,0000 00,0000 ©,0001 0,0003 0,000 0,00(9 06,0038 0,000 0,0117 0,018
291 0,0000 90,0000 60,0001 0,0002 0,0004 ©0,0011 0,0023 0,0024 0,0077 0,0225
30]0,0000 00,0000 0,0000 0,0001 0,06002 00,0006 0,0013 0,0026 0,004 ©0,0083
31}c0,0000 0,0000 @,0000 0,0006 0,6001 90,0003 ©,0007 06,0015 0,0030 0,0054
321 0,0000 00000 0,0000 90,0000 0,000% 0,0001 ©,0004 0,0008 0,0018 0,0034
33| 0,0000 ©,0000 ©0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 00,0002 ©0,0005 0,00l 0,0020
34} 0,0000 00,0000 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000 ©¢,0001 0,0002 ©0,0006 0,0012
35} 0,0000 0,0000 0,0000 00,0060 ©,0000 ©0,0000 00,0000 0,0001 00,0003 0,0007
36] 0,0000 0,0000 ©,0000 0,0000 0,0000 0,0000 06,0000 0,0001 0,0001 0,004
3740,0000 ©,0000 0,0000 0,0000 ©,0000 $,0000 0,0000 ©0,0000 0,0002 ©,0002
38 0,0000 0,0000 00,0000 0,0000 ©0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 ©,0001
39] 60,0000 0,0000 0,0000 0,0000 ©0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001
']
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Norma4lis eloszl4s

11,

Tablizat

2
_x x
g =——e 2 $ (x) = j P(widu
Ve -0

x Py dx) | x Yx)  d& | x Y& ¢
0,60 0,3989 90,5000 0,30 0,3814 90,6173 0,60 10,3322 0,7252
01 3989 5040 31 3802 6217 61 3312 72901
02 3989 5080 32 3790 6265 62 3292 7324
03 4988 5120 33 3778 6293 63 3271 7387
04 3986 5160 34 3765 6331 64 3251 7389
05 3984 5199 35 3762 6368 85 3230 7422
08 3982 5234 36 3739 6406 66 3209 T454
07 3980 5279 37 3725 6443 67 3187 7486
08 3977 5319 38 3712 6480 63 3166 7517
09 3973 535% 39 3697 6517 69 3144 7549
0,10 0,370 0,5398 ]0,40 0,3683 0,65657 10,70 0,3123 0, 7580
11 3965 5438 - 41 3668 6591 il 3101 7611
12 3961 5478 42 3653 6628 72 3079 7642
13 3956 5517 43 3637 6664 73 3056 7673
14 3951 5557 44 3621 6700 T4 3034 7703
15 3945 5596 45 3605 6736 75 3011 7734
1ig 39389 5636 46 3589 6772 ™ 2989 7764
17 3932 5675 47 3572 6808 77 2966 7794
138 3925 5714 48 3655 6844 78 2934 7823
19 34918 5753 49 3538 6879 79 2930 7852
0,20 0,3910¢ 90,5793 0,50 0,3521 0,6915 0,80 0,2897 0,7881
21 3902 5832 51 3503 6950 81 2874 7910
22 3894 5871 52 3485 6985 82 2850 7939
23 3885 5910 53 3487 7019 83 2827 7967
24 3876 5948 54 34438 7054 84 2803 7995
25 3867 5987 65 3429 7088 85 2780 8023
26 3857 6026 586 3410 7123 86 2756 8051
27 3847 6064 b7 3391 7157 87 2732 8078
28 3838 6103 58 3372 7190 88 2709 8106
29 3825 6141 59 3352 7224 89 2885 8133
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Ifl. T4blizat folytatisa

x Y & | ox Py P | x P )

0,90 0,266l 0,8159 |1,20 0,1942 0,8849 1,50 0,1285 0,9332
1 2637 8186 21 1919 8869 51 1278 9345
92 2613 g212 {. 22 1895 8888 52 1257 9357
93 25689 8238 23 1872 8907 53 1238 9370
94 2565 8264 24 1849 8925 54 1219 9382

95 2541 8289 26 1826 8944 58 1200 9394
96 2516 8315 26 1ls4 8962 56 1182 9406
97 2492 8340 27 1881 - 8980 57 1163 9418
98 2468 8365 28 1858 8997 58 1145 9429
99 2444 8389 29 1836 9015 59 1127 9441

1,00 0,2420 0,8413 |1,30 0,1714 0,9032 | 1,60 0,1109 0, 9452
01 2396 8438 4 1601 9049 61 1092 9463
02 2371 8461 32 1669 8066 62 1074 9474
03 2347 3485 33 1647 9082 63 1057 9484
04 2323 8508 34 1626 9099 64 1040 9495

05 2298 8531 35 16064 8115 65 1923 9505
06 2276 8564 36 1582 9131 66 10086 9515
07 2251 8B77 37 1561 9147 67 0989 9525
08 2227 8599 38 1539 9162 88 0973 9535
09 2203 8621 39 1518 8177 69 0957 9545

1,10 0,2179 0,8643 {1,40 0,1487 0,9192 1,76 0,0940 0,9554
i1 2155 8665 41 1475 9207 1 0925 9564
12 2131 8686 42 1456 9222 72 0809 9573
13 2107 8708 43 1435 9236 73 0893 9583
14 2083 3729 44 1415 9251 74 0878 9591

15 2059 3749 45 1334 2265 7a 0863 95589
i6 20386 8770 46 1374 9279 76 0848 9608
17 2012 8790 47 1354 9272 77 0,833 9616
18 1989 8810 48 1334 9306 78 0818 9625
19 1365 8830 49 1315 9319 T9 0804 9633

[§3]
i




Ill. Tiblazat folytatdsa

x Py x| x gy b | x P& dx)

i,80 0,790 0,9641 |2,20 0,0355 0,981 {2,80 00,0079 0,9974
81 0775 9649 22 0339 9868 82 0075 9976
82 0761 9656 24 0325 9875 84 0071 9977
83 0748 9664 26 0310 9881 86 0067 9979
84 0734 9671 28 0297 2887 88 6063 9980

85 0821 9778 30 0283 9893 90 0060 9981
86 0707 9686 32 0270 9898 92 0058 9982
87 0694 9693 34 0258 9904 M 0053 9984
88 0681 9699 36 0246 8909 - 96 0050 9985
89 0669 9706 38 0235 9913 28 0047 9986

1,90 0,0856 00,9713 | 2,40 0,0224 0,9913 |3,00 0,00443 0, 99865
a1 0644 9719 42 0213 9922 10 00327 99903
92 0632 9729 44 0203 9927 20 00238 99931
93 0620 9732 48 0194 9931 30 60172 99951
94 0608 9738 48 0184 9934 40 00123 99966

95 0596 9744 b0 0175 9938 50 00087 99976
96 0584 9750 52 o167 9941 60 00061 99984
97 0573 9756 54 0158 9945 70 00042 99989
98 0562 9761 56 0151 9948 80 00029 99993
99 0551 9767 58 0143 9951 96 00020 99995

2,00 0,0540 0,9772 | 2,80 0,0136 0,9953 |4,00 0,000134 0, 999968
02 0519 9783 62 0129 9956 50 000016 999997
04 0498 8793 64 0122 995% | 5,00 000002 999997
06 0478 9803 686 0116 9961
08 0459 9812 68 0110 9963

10 0440 9821 70 0104 9965
12 0422 9830 72 0099 9967
14 0404 9838 74 0093 9969
16 0387 9846 76 0088 2971
18 0371 9854 - 78 0084 9973
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Kedves Jegyzetfelhasznalo!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanufdshan. A legjobb jegyzeteket pedig még aktiv
mérmokkeént is hasznaini lehet. Egyetemi tanulményai alatt valdszindleg kilénboz4 szinvonald
jegyzetekkel talalkozott eddig, és fog taldlkozni ezutdn. Keérjiik, hogy ennek a kérddivnek a
kitoitésével segitse alabbi torekvéseinkel:

- ennek a jegyzetnek a kovetkezG kiadésdban kevesebb sajtdhiba legyen és indokolt

esetben késziiljon el az dtdolgozott kiadasa,

- a jegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szerzbi

nivodijat kaphatnak.

Kérjiik, hogy a kikilldott kérdbivet a Jegyzetbolt bejarata (V2 féldszint) meliett elhelyezett

gyiijt6iadaba dobja be.
Faradozasét kiiszéni az Egyetemi Jegyzethizotisag.

A jegyzet cime: VALOSZINUSEGELMELET ES MATEMATIKAI STATISZTIKA Példatar
A jegyzet szerzfje: Monostery lvéin

A jegyzet azonositoja: 0409731

Melyik térgyhoz hasznéita a jegyzetet:

Kar:

Félév:

Térgy neve:

A jegyzet hdny szézalékat tudta hasznalni (pl. 75%):

A jegyzet a targy anyaganak hény szdzalékat fedte le (pl. 50%):

A jegyzet mindsftése: |

(0: haszndlhatatlan, 1; nagyon rossz, 2: rossz, 3: tlirhetd, 4: j6, 5: nagyon j6)

Javaslat dtdolgozasra:

A megtalaft sajtéhibak;

(A taloldalon folytathatd)
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